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Introducciéon

El presente libro de Magnetostética, se basa en la experiencia adquirida en las aulas de
dos instituciones educativas, esto es, la Universidad Nacional de Chimborazo y, la Escuela
Superior Politécnica de Chimborazo, durante una trayectoria de 28 afios. La publicacién de
esta obra, es con la finalidad de ayudar a los estudiantes en el aprendizaje de los campos

electromagnéticos.

La obra estd dirigida a aquellos estudiantes de ciencia e ingenieria que tienen conocimientos
de calculo diferencial, integral y vectorial. La parte teérica, presenta los principales aspec-
tos en los que se basa la magnetostatica y, posteriormente aplicarlos en el desarrollo de los
problemas, en los que paso a paso se va guiando al estudiante, convirtiéndose en una herra-

mienta de trabajo de facil entendimiento.

Durante el desarrollo de este libro, se hace énfasis a las leyes de Biot-Savart y Ampere; asi
como también, a los teoremas de la divergencia y de Stokes. Ademas, se utiliza el teorema
y el vector de Poynting en el desarrollo de los problemas. A continuacion, se presenta una

breve descripcion de los contenidos en cada uno de los cinco capitulos.

El capitulo I, trata sobre el campo magnético en ausencia de materiales magnéticos, se rea-
lizan célculos para la obtencién de la densidad de flujo magnético utilizando las leyes de
Biot-Savart y de Ampere; asi como también, se obtiene la densidad de flujo magnético a
partir del potencial vectorial magnético. Se obtiene la fuerza magnética de materiales con-
ductores por el que circula una corriente eléctrica, cuyos materiales se encuentran dentro
de un campo magnético externo. Por ultimo, al final del capitulo, se encuentran problemas

desarrollados.

El capitulo 1II, trata sobre el campo magnético en presencia de materiales magnéticos. Se
determina el dipolo magnético y el vector magnetizacién. Se aplica la ley generalizada de
Ampere para determinar los campos magnéticos. Se analiza las propiedades fisicas de los
materiales magnéticos, obteniéndose el comportamiento de la curva de histéresis. Se realiza
el analisis de los circuitos magnéticos equivalentes. Finalmente, se encuentran problemas

desarrollados que son integradores del presente capitulo.

En el capitulo III, trata sobre la induccién electromagnética, especialmente en la obten-
cién de la fuerza electromotriz inducida en conductores moviéndose dentro de un campo
magnético, aplicando la Ley de induccién de Faraday y la Ley de Lenz. Se analiza y determi-
na la auto-inductancia e inductancia mutua. Por tltimo, se encuentran problemas resueltos

integradores del capitulo.



El capitulo IV, trata sobre la determinacién y andlisis de las ecuaciones de Maxwell, en for-
mato integral, diferencial y complejo. Se analiza y determina el teorema y vector de Poyn-
ting. Concluyendo con problemas resueltos sobre el capitulo.

Finalmente, el capitulo V, trata sobre el andlisis y determinacién de las ondas electromagnéti-
cas en el espacio libre sin pérdidas y, en medios materiales con pérdidas. Posteriormente, se
determinan las ondas planas sinusoidales de campo eléctrico y magnético, analizdndose la

reflexién y refraccion. Por ultimo, existen problemas resueltos sobre el capitulo.
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Capitulo I

CAMPO MAGNETICO DE
CORRIENTES ESTACIONARIAS EN
AUSENCIA DE MATERIALES
MAGNETICOS

1.1. Fuerza magnética entre dos cargas pequefias en movimiento

Considere dos cargas puntuales Q; y Q, moviéndose en el vacio con velocidades 7' y V5,
y estas son mucho menores que la velocidad de la luz, tal como se muestra en la Fig. 1.1.
La fuerza magnética ?",12 ejercida por la carga Q; sobre la carga Q, mediante experimen-

tos indirectos, que involucran sistemas de corriente estacionaria, es como se muestra en la

v,

V)

Ecuacién 1.1.

Figura 1.1: Dos cargas puntuales Q; y Q, en movimiento.
Fuente: Los autores
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= Q.0 —
Fomz =Ky iz 27, x (V1 x Fin) (L.1)

Donde, la constante K,,,, en el sistemas de unidades MKS, es:

_ Mo

m= g (1.2)

Donde, i es la permeabilidad en el vacio con valor 47t x 107 H/m. Reemplazando la Ecua-

cién 1.2 en la Ecuacién 1.1 se tiene la Ecuacién 1.3.

7oA

N P

V) (71X ﬁlz) (1.3)

Los paréntesis indican que primero se debe determinar el vector igual al producto vectorial
- o~ . . N

V' 1X H13; Y, al resultado obtenido, se debe realizar el producto cruz con el vector v',.

La fuerza méaxima entre las dos cargas, es el médulo de la Ecuacién 1.3, representado en la

Ecuacién 1.4, esto es,

_ P QiQ

|?
12 =
" max 4t r?

172 (1.4)

Por otro lado, La fuerza magnética ?mﬂ ejercida por la carga Q, sobre la carga Q, la cual
es obtenida simplemente por el intercambio de los subindices 1 y 2 en la Ecuacién 1.3, que

se muestra en la Ecuacién 1.5.

=2 ~ po Q201> -
Foor= 4 =5 V1 x (Vox 7 (1.5)
donde,
P21 = —F12 (1.6)
entonces,
- —
Foo1=-F 2 (1.7)

1.2. El concepto del campo magnético. densidad de flujo magnéti-

(o)
Cuando las cargas estan en movimiento, se produce un campo magnético en el espacio que

le rodea, y este campo magnético, a su vez, genera una fuerza magnética. La Ecuacién 1.3
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puede ser reescrita en la Ecuacién 1.8 (ESPOL 1982, p245).

= HoQi VX 2
Foi2=Qvx (? r—z) (1.8)

. . . s .
donde, lo que esta entre paréntesis, representa la densidad de flujo magnético B ; producido
por la carga Q; en movimiento, esto es:

-~
Q1 VX2

B (1.9)
L r2 )

La Ecuacién 1.9, representa por definicidn, el vector densidad de flujo magnético producido
por una sola carga en movimiento. Reemplazando la Ecuacién 1.9 en Ecuacién 1.8, se tiene

Ecuacién 1.10.

- -
Fo2=Q,72x By (1.10)

. . . N
Si en vez de la carga Q, se considera una carga Q3 que se desplaza con una velocidad V'3 a
una distancia r de la carga Qy, la fuerza sera:
- - =
Fumsz=Q3v3x By (1.11)
Concretamente la Ecuacién 1.11, es cuando la carga Q3 se estd moviendo con una velocidad
— ., . . L. - .
V'3 en la regioén de una densidad de flujo magnético B, cuya unidad es el Tesla, como se
demuestra a continuacién:
F N Weber
=_m3 =Tesla=

- = ]
Q37/3 Coul @ mz

(1.12)

. 2 . . —> . s
En la Fig.1.2, se muestra una carga Q que se estd moviendo con una velocidad 7" y, también
existen n cargas Q1, Q, ..., Q, moviéndose con una velocidad v'y, v, ..., V.
. . . . s e =4 .
Aplicando el principio de superposicién, la fuerza total F,, sobre la carga Q, producidas

por las n cargas, es:

- -~ -~
F, =07 x PoQi VX poQa VoXp . PoQu VX iy (1.13)
" 4m r? 47 r2 47 r2 :

Lo que estd entre paréntesis en la Ecuacién 1.13, se puede escribir como una sumatoria de

las densidades de flujo producidas por las n cargas puntuales, esto es,

n —

= _ o VX i
B =— _ 1.14
y g—l o) 2 (1.14)
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Figura 1.2: Cargas en movimiento, generan un campo magnético.
Fuente: Los autores

Reemplazando en la Ecuacién 1.14 en Ecuacién 1.13,

w=0Q7xB (1.15)

N

Ademas de la fuerza magnética F ,, dada por la Ecuacién 1.13, una carga Q en movimiento
= — — . .

también estd sujeta a una cierta fuerza eléctrica F, = QE, donde E es la intensidad del

campo eléctrico en el punto ocupado por la carga en el instante considerado.

- - =
Fr=F,+F, (1.16)
reemplazando,
Fr=QE+Q7xB (1.17)
sacando factor comun,
F’T:Q(E’+7x§’) (1.18)

La Ecuacion 1.18 se conoce como la Fuerza de Lorentz.

1.3. Ley de Biot-Savart

Al circular una corriente estacionaria I en un alambre conductor, en el espacio que le rodea
se genera un campo magnético debido a las cargas que se estin moviendo en el interior del
alambre conductor, como se muestra en la Fig.1.3. Por simplicidad, se supone que las cargas

libres dentro del conductor son positivas y las cargas en reposo negativas.
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Figura 1.3: Una pequefia carga g en el campo de las cargas que se mueven dentro de un
conductor.
Fuente: Los autores

. ey . b Z
Si una carga de prueba g positiva se mueve con una velocidad v", actuara sobre ella una

q
.= .
fuerza magnética F ,, debido a las n cargas que se mueven dentro del alambre conductor,

tomando en cuenta las Ecuaciones 1.13 y 1.14, se tiene:

n - —
- VX Uk
Fn1:q7qxﬂ_7iZQk—r2H (1.19)

En la Ecuacién 1.19, Qi representa las cargas libres dentro del conductor, y 7' sus velo-
cidades de deriva promedio, que generalmente varian en diferentes puntos, Ji; es el vector
unitario de las cargas libres con su respectiva distancia r; al punto p. La suma se extiende a
todas las cargas en movimiento dentro del conductor.

El ntmero de cargas libres Q; por unidad de volumen de un conductor es enorme, no se
necesita considerar macroscopicamente la corriente como un sistema de cargas discretas
en movimiento. Suponiendo que el nimero de cargas libres por unidad de volumen del
conductor es N. Entonces, dentro de un pequenio volumen AV, hay NAV cargas, esto es,
NQAV. Todos se mueven con la misma velocidad ¥, ya que se supone que AV es muy
pequenio. Q representa la suma de todas las cargas libres Q. Por lo tanto, la suma en la
Ecuacién 1.19 sobre las cargas individuales puede reemplazarse por una suma sobre los
elementos de volumen AV (ver Fig.1.3 ). La densidad de flujo magnético producido por las

cargas en el conductor a una distancia r en el punto p viene dada por:

— o~
B, = MAV (1.20)

P 4n r
v
N
Pero, NQ¥ representa la densidad de corriente J en puntos dentro del elemento de vo-

5
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lumen AV. Si se supone que AV es un volumen fisicamente pequefio, la suma en la Ecua-
cién 1.20 puede ser reemplazada por la integral de volumen. Por lo tanto, la densidad de
flujo magnético en el punto p a una distancia r debido a la corriente estacionaria I, es decir,
a las cargas que se mueven dentro de un conductor estd dada por la Ecuacién 1.21 (ESPOL
1982, P249).

7

=z _Ho xXp
B,=-— d 1.21
b 47'(J; 2 4 (1-21)

La Ecuacién 1.21, representa la densidad de flujo magnético producido por corrientes ma-

croscopicas.

En la practica, la corriente fluye muy a menudo a través de alambres conductores delga-
dos, como el que se muestra en la Fig. 1.4. En estos casos, es practico usar una férmula
aproximada que se deriva facilmente de la Ecuacién 1.21. Suponga que el area de la seccién
transversal del alambre es AS. Entonces se puede escribir AS dI en la Ecuacién 1.21 en lugar

del diferencial de volumen dv, asi:

]a’!

ds *vJj.di,dl

Figura 1.4: Un conductor de corriente cuasi-filamentaria.
Fuente: Los autores

dv=AS dl (1.22)
reemplazando en la Ecuacién 1.21,
7 -
7, ot [IX7
B,= 47_(_[/ " dl AS (1.23)

El vector ] tiene la misma direccién y sentido del vector d I, utilizando el vector unitario

dl, se tiene
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T =7di (1.24)
y
e d A
dl =dldl (1.25)
reemplazando en la Ecuacién 1.23 se tiene una integral cerrada de linea,
AT xi
7 _Ho XK
B,=— | ——JAS 1.26
P A J;: r2 4 (126)
pero,
I=]AS (1.27)
entonces,
- I d_l) XU
Ho
B,=—0 —— 1.28
P an 9SC r2 (128)

La Ecuacién 1.28 representa la densidad de flujo magnético producida por una corriente
que circula por un alambre delgado, conocida como la Ley de Biot-Savart.

Si se selecciona un diferencial de longitud en el alambre de la Fig.1.4 a, por el cual circula
una corriente I, este diferencial de longitud dI produce un diferencial de densidad de flujo

magnético en el punto p a una distancia r, representado en la Ecuacién 1.29,

[d7x7
B oMl Al Xp
1By =" — 1

(1.29)

A bajas frecuencias, la corriente circula por toda el drea transversal del alambre conductor,
sin embargo, a medida que se va aumentando la frecuencia y, exclusivamente a altas fre-
cuencias, la corriente tiende a circular inicamente por una fina lamina de la superficie del
alambre conductor. Este efecto se conoce como efecto piel.

Al considerar una ldmina muy fina de espesor Ad por la que circula una corriente estacio-
naria, como se muestra en la Fig.1.5. A partir de la Ecuacion 1.21, el diferencial de volumen

dv es igual a:

dv=Adds (1.30)

reemplazando valores se tiene la integral de superficie en la Ecuacién 1.31,
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Figura 1.5: Limina delgada con una 75.

Fuente: Los autores

o
Ad X T
E’p:ﬂfjgzx”ds (1.31)
T Jg r

pero,

Tad=T7, (1.32)

N
donde, ] ; es la densidad superficial de corriente, o corriente laminar.

Finalmente, reemplazando valores se obtiene la densidad de flujo magnético en el punto
p a una distancia r desde una ldmina muy delgada que lleva una densidad de corriente

superficial, y se muestra en la Ecuacién 1.33.
7> —~
= Ho s X H
B,="— | ——dS 1.33
P4 L r2 (1.33)

1.4. Flujo magnético y sus propiedades

Por definicién, el flujo magnético designado por el simbolo ¢, es el nimero de lineas de
campo magnético que atraviesan una superficie en forma perpendicular, dicha superficie
puede ser abierta (como se muestra en la Fig.1.6) o cerrada (como se muestra en la Fig.1.7),

y esta representada por la Ecuacién 1.34.

(p:jf. s (1.34)
S

La unidad del flujo magnético ¢ es el weber (WD) y, la unidad de la densidad de flujo
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—

¥

ds

Y

Figura 1.6: Flujo magnético a través de una superficie abierta.
Fuente: Los autores

magnético B es la Tesla, sabiendo que:

Weber W_b

1 Tesla= 7 > (135)

m

Si el flujo atraviesa una superficie cerrada (Fig.1.7 ), el flujo es igual a cero, como se muestra

en la Ecuacién 1.36.

=0 (1.36)
S

La Ecuacién 1.36 es la forma integral de la Ley de la conservacién del flujo magnético.

Aplicando el teorema de la divergencia, se tiene:

98?. d?:J‘VF dv (1.37)
S v

reemplazando en la Ecuacién 1.36,

(1.38)

< )
<l
=)
[u
<
I

integrando,

P
V.B=0 (1.39)

La Ecuacién 1.39 es la forma diferencial de la Ley de la conservacion del flujo magnético.
1.4.1. Flujo magnético a través de un contorno cerrado

Considerar la superficie cerrada de la Fig.1.7 que esta constituida por dos superficies abier-
tas S y S, extendidas sobre un contorno comun C. Si las superficies S; y S, son atravesadas

por un campo magnético y, tomando en cuenta que el vector unitario normal 7, al ser

9
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multiplicado por el diferencial de superficie dS, se tiene el vector d?, entonces el flujo

magnético @; en la superficie Sy, es:

/unl o
#nl

B B

Figura 1.7: Flujo magnético a través de una superficie cerrada.
Fuente: Los autores

o =J B.ds, (1.40)
Sy
pero,
—> —_
S =S1pn (1.41)
entonces,
— —
§01:J‘ B . dSlzj BdleOSISOO :—J‘ Bd51 (142)
S, S S
P1 :—j BdS; (1.43)
Sy

De igual manera, el flujo magnético @, en la superficie S,, es:

(pZ:J B.ds, (1.44)
S;
pero,
_> —_
dSZ :SZﬂnZ (145)
entonces,

10
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e
({)2:\[ B . dSzZJ BdSQCOSOO :J- BdSZ (146)
S, S, S,

Sy

La suma de las superficies (S; + S,) se obtiene una superficie cerrada, entonces utilizando la

Ecuacién 1.36 y, las Ecuaciones 1.43 y 1.47, se tiene:

— —
95 B.dS:—de51+de52:0 (1.48)
5145, S Sz

J BdS, :f BdS, (1.49)
S, S,

La Ecuacién 1.49 es valida para dos superficies cualesquiera S; y S, que se extienden sobre

un contorno comun C.

1.5. Ley circuital de Ampere

Ademds de la relacién integral en la Ecuacién 1.36, el vector de densidad de flujo magnético
B producido por corrientes estacionarias también satisface otra relacién muy simple e im-
portante, conocida como la Ley Circuital de Ampere. De acuerdo con esa ley, la integral de
linea del vector de densidad de flujo magnético Balo largo de cualquier contorno cerrado
es igual a la corriente total a través del contorno, multiplicada por la permeabilidad en el

vacio, pp (ESPOL 1982, P257).

95?. d_l’:mj?. is (1.50)
C S

La Ecuacién 1.50 representa la Ley Circuital de Ampere, es valida para el vacio y en ausencia
de materiales magnéticos. La aplicacion de esta ley, se presenta para dos casos:

Caso 1. Cuando el contorno cerrado (circunferencia de radio r), encierra la totalidad de la
corriente 7 que circula por un alambre conductor de radio 4, como se muestra en Fig.1.8.
Aplicando la Ecuacién 1.50 de la Ley circuital de ampere, la trayectoria cerrada (circunfe-

rencia de radio r) encierra toda la corriente i, esto es:

96?. AT = pyi (1.51)
C

La parte izquierda de la integral, Ecuacién 1.51, corresponde a la trayectoria circular de ra-

dio r (Fig.1.8). Los dos vectores, densidad de flujo magnético B y el vector diferencial de
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B,di

Figura 1.8: Trayectoria circular que encierra la corriente total i.
Fuente: Los autores

longitud d—l), se dibujan en cualquier punto de la trayectoria circular. Para obtener la direc-
cién del vector E), se aplica la regla de la mano derecha. El dedo pulgar indica la direccién
que circula la corriente 7, y los cuatro dedos de la mano abrazando al alambre, indican la
direccion de B. El vector d—l), indica la direccién de integracién en la trayectoria circular, si
en el problema no se especifica la direcciéon de d—l), es preferible utilizar la misma direccién
del vector B.

La parte derecha de la Ecuacién 1.51, corresponde a la corriente total encerrada por la tra-

yectoria circular de radio r, entonces:

.
j B.dT = pyi (1.52)

0
J Bdlcos0° = pgi (1.53)

0
B(2mr) = pyi (1.54)
p= 1t (1.55)
2nr

Caso 2. Cuando el contorno cerrado (circunferencia de radio r), encierra una parte de la
corriente i que circula por un alambre conductor de radio a, como se muestra en la Fig.1.9.
Aplicando la Ecuacién 1.50 de la Ley circuital de Ampere, la trayectoria cerrada (circunfe-

rencia de radio r, Fig.1.9) encierra sélo una parte de la corriente i, esto es i’, entonces,

98 B.dT =i (1.56)
C

La corriente i’ corresponde tinicamente al drea que encierra la circunferencia de radio r, esto

12
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Figura 1.9: Trayectoria circular que encierra una parte de la
corriente i.
Fuente: Los autores

es:

i’:JrT. s (1.57)
0

reemplazando en la Ecuacién 1.51, se tiene:

r r
j?.d?:yo_r?.d? (1.58)
0 0

destruyendo el producto punto,

j B dlcos0’ :yOJ- J dScos0’ (1.59)
0 0

J Bdl :yof ] ds (1.60)
0 0

Pero, la densidad de corriente | corresponde a la corriente total i que circula por toda el area

(A) del alambre conductor de radio a, asi:

reemplazando,
r r 1
Bdl= — dS 1.62
L ﬂojo p— (1.62)
integrando la parte derecha,
r l r
Bdl=py —|[S 1.63
[ Bat=m 18, (1.63)

S es el area que encierra la trayectoria circular de radio r (Fig.1.9), entonces:
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r i r i
Bdl=py —[S] =pg —(nr? 1.64
L Mo 5 (8] = o —(rr?) (1.64)

integrando la parte izquierda,

— i 2
B(2T(1”) = ﬂoﬁﬂr (165)
despejando B,
OiT
- ;‘mz (1.66)

1.6. Forma diferencial de la Ley Circuital de Ampere

Antes de obtener la Ley de Ampere en forma diferencial, en primer lugar, se enunciard el
Teorema de Stoke: Considere una superficie S abierta cuyo limite es una curva cerrada C.
El Teorema de Stoke establece que, la integral de la componente tangencial de un campo
vectorial F alrededor de C (Fig.1.10) es igual a la componente normal del rotacional del

N
vector F sobre la superficie S. La Ecuacién 1.67, representa el teorema de Stoke.

é?.d?:f(?x?).d? (1.67)
C S

En resumen, el teorema de Stoke convierte una integral cerrada de linea en una integral de
superficie (1.67).

Aplicando el teorema de Stoke en la Ecuacion 1.50, la parte izquierda de la integral cerra-
da de linea se sustituye por una integral de superficie, siendo la superficie que encierra el

contorno cerrado C, entonces:

j(vx ?). d?:mﬁ. is (1.68)
S S

integrando la Ecuacién 1.68, al tratarse de la misma superficie, se tiene:

e —
Vx B=py] (1.69)
o en palabras,
- —
rot B =pg J (1.70)

La Ecuacién 1.69 o la Ecuacién 1.70 representa la Ley circuital de Ampere en forma dife-

rencial.
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]

Figura 1.10: Teorema de Stoke.
Fuente: Los autores

1.7. Potencial vectorial magnético

De acuerdo con la ley circuital de Ampere (Ecuacién 1.50 ), la integral de linea del vector
de densidad de flujo magnético B alrededor de un contorno cerrado no es cero si el con-
torno rodea alguna corriente. Por lo tanto, no es posible definir una funcién escalar auxiliar
completamente andloga a la funcién de potencial electrostatico V, a partir de la cual podria
obtenerse el vector B como su gradiente. Pero en este caso, se puede definir una funcién de
vector auxiliar, a partir de la cual el vector B siempre se puede obtener por diferenciacién.

Para entender esto, una breve digresién matematica (ESPOL 1982, p267).

ﬁ?, T =0 (1.71)
C

La Ecuacién 1.71 representa el campo eléctrico en una trayectoria cerrada, si a esta ecuacién
se aplica el teorema de Stoke, representa el vector rotacional del campo eléctrico dentro del

area del contorno cerrado, esto es:

— —
jrotE. ds =0 (1.72)
S
integrando,
N
rot E =0 (1.73)
utilizando el vector nabla,
- -
VXE=0 (1.74)

Se puede demostrar que, la Ecuacién 1.74 es igual a cero, ya que:
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N
=-VV (1.75)

donde, V es el potencial electrostatico, reemplazando en la Ecuacién 1.74, se tiene:

7x(—7v)= 0 (1.76)

sacando el signo menos del paréntesis,

—7x(7v)= 0 (1.77)

cambiando de signo,

VX(Vv)zo (1.78)

pero, el rotacional del gradiente de un escalar ( Ecuacién 1.78 ), utilizando las identidades
vectoriales, se sabe que es igual a cero; entonces, se comprueba que el rotacional de la in-
tensidad del campo eléctrico Ees igual a cero ( Ecuacién 1.74 ). Sin embargo, no se puede
decir lo mismo con respecto al rotacional de la densidad de flujo magnético ?, ya que, la

ecuacion de la forma generalizada de la Ley de Ampere, representada en la Ecuacién 1.69,

es:
= - -
VxB=puyJ (1.79)
entonces,
- —
VxB=0 (1.80)

por lo que, no se puede relacionar la Ecuacién 1.74 con la Ecuacién 1.80.
No obstante, la densidad de flujo magnético B sera diferente al gradiente del potencial

escalar magnético V,,, esto es:

- -
B%-VV, (1.81)

es decir, no se pueden relacionar las ecuaciones (1.75) y (1.81).
En electrostética, se pudo usar el hecho de que V x E es siempre cero para expresar E
como el gradiente del potencial escalar electrostatico V. Ademads, de su interpretacion fisica,

se encontrd que este potencial a menudo simplifica los calculos electrostaticos (Demarest

16



Pedro Severo Infante Moreira ¢ Jefferson Alexander Ribadeneira Ramirez

1998, p208).
En magnetostatica, la Ley de Gauss para magnetostatica, ecuacién (1.82), proporciona una

situacién anéloga.

|

N
V.EB=0 (1.82)

=4 . . . =
Como B tiene divergencia cero en todos los puntos, entonces B se puede representar como:

-

- >
B =VxA (1.83)
donde, A representa el potencial vectorial magnético, que se mide en unidades de webers
por metro (Wb/m).
reemplazando la Ecuacién 1.83 en la Ecuacién 1.82, se tiene:

- - -

v .(VXA):O (1.84)

entonces, utilizando las identidades vectoriales, se sabe que la divergencia del rotacional de
un vector (1.84), es igual a cero. De esta manera queda demostrada la ecuacién.

Si se reemplaza la Ecuacién 1.83 en la Ecuacién 1.69, se tiene:

Vx(VxX):,uo T (1.85)

pero, utilizando las identidades vectoriales,

- (= > == >\ =2
Vx(VxA):V(V. A)—v A (1.86)
entonces,
o= >\ D2 —
v(v A)—V A=uT) (1.87)

N
Ahora se utilizara para el campo A, un potencial que tenga la divergencia nula. Suponer

-’ -/ -
que A cumpla con el rotacional de A sea el campo magnético B, esto es:

— ’

- >
B =VxA (1.88)

-/ . ., . .,
Si se le aflade a A el gradiente de una funcién escalar, considerando una transformacién
de Gauge, que es una transformacién de algin grado de libertad interno, que no modifica

ninguna propiedad observable fisica, de tal forma que ( Quintero N. 2009 ):
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7

- o o
A=A +VV¥ (1.89)

e . -/ .
A sigue siendo funcién potencial vector, porque se le estd aiadiendo a A un gradiente y
el rotacional de un gradiente es cero de acuerdo a las identidades vectoriales. Por lo que, al

reemplazar la Ecuacién 1.89 en la Ecuacién 1.88, se tiene:

- = (2 =
B =Vx (A LV (1.90)
- 2 = (o
B =VxA +VX(V\P) (1.91)
pero, por la identidad vectorial,
- (=
Vx(VlI/):O (1.92)

Por lo que, reemplazando la Ecuacién 1.92 en la Ecuacién 1.91, se llega a la Ecuacién 1.88.
Entonces, se puede suponer que siempre se va a encontrar una funcién cuyo gradiente su-

—/ ad ., . .
madoa A vaadar un campo A (Ecuacién 1.89) cuya divergencia sea nula, esto es:

<

N
A=0 (1.93)
En la Ecuacién 1.89, a cada término se le aplica la divergencia, asi:

=2 o2 = (=

VA-V.A +V.(le) (1.94)

Para que la divergencia de A seanulaen (1.94), 1a divergencia de A tiene que ser igual a:

VA =-V. (7@/) (1.95)
simplificando,
, 2
VA=Nw (1.96)

Entonces, reemplazando la Ecuacién 1.93 en la Ecuacién 1.87, se obtiene:

-2 -
-V A=pgJ (1.97)

cambiando de signos,
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2

-2 —
VA=—p ] (1.98)
En coordenada rectangulares, el laplaciano vector de la Ecuacién 1.98, es:
T2 _v2a 24 24 4
V A=V Ad,+V Ayd, + V°A,d, (1.99)
reemplazando la Ecuacién 1.98 en la Ecuacién 1.99, se tiene:
V2A, = —py Iy (1.100)
VA, =-py Ty (1.101)
VA =—py I (1.102)
En férmulas anteriores, se sabe que:
- -
E=-VV (1.103)
VE= (1.104)
€0
-
reemplazando E en la divergencia, se tiene:
V. (—Vv): Pv (1.105)
€0
simplificando,
vy =P (1.106)
€0

La solucién de la Ecuacién 1.106 para determinar el potencial electrostatico V en el punto

p a una distancia r del diferencial de volumen dv (Fig.1.11) es V,, entonces,

1 py dv
41 €0 Jv r

v, = (1.107)

Considerando la solucién de la Ecuacién 1.107 en coordenada rectangulares, es similar a
la soluci6n del potencial vectorial magnético Ay, A, y A, de las ecuaciones 1.100, 1.101 y

1.102, mostradas en las ecuaciones 1.108, 1.109 y 1.110, entonces,
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Figura 1.11: Potencial V), debido a una distribucion p,.

Fuente: Los autores

Ax:i‘_zj]"rd” (1.108)
v
I, dv
y:Z_iJ A (1.109)
v
], dv
z:i‘—ij = (1.110)
v

. . ., ’ . . . 4
En forma general, para una distribuciéon volumétrica de la densidad de corriente ], como
. - . . L . -
se muestra en la Fig. 1.12, el vector A, tiene la misma direccién y sentido del vector J.
-
La solucién del potencial vectorial magnético A en el punto p a una distancia r desde el

diferencial de volumen dv, es la que se muestra en la Ecuacién 1.111, esto es:

] d

-

A:”—Oj—v (1.111)
drc J,

— -
Figura 1.12: Potencial vectorial magnético A, para una distribucién volumétrica de J .
Fuente: Los autores

Para un alambre conductor por el cual circula una intensidad de corriente I, como se mues-

— —
tra en la Fig.1.13, el vector A, tiene la misma direccién y sentido del vector |,y este a su
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N

vez, estd en la misma direccion y sentido del vector d I . La solucién del potencial vectorial
-

magnético A en el punto p a una distancia r desde el diferencial de longitud d/, es la que se

muestra en la Ecuaciéon 1.112, esto es:

A=10 ] (1.112)

dv=ASdl

dl dA

— —
Figura 1.13: Potencial vectorial magnético A, para una distribucién lineal de J .
Fuente: Los autores

. . . . g
Para un material conductor que tiene una densidad de corriente superficial |, como se
i . . ., . -
muestra en la Fig. 1.14, el vector A, tiene la misma direccién y sentido del vector J ;. La
-
solucién del potencial vectorial magnético A en el punto p a una distancia r desde el dife-

rencial de superficie dS, es la que se muestra en la Ecuacién 1.113, esto es:

TsdS

—

A:ﬂjs— (1.113)
drc Jg v

Finalmente, considerando la ecuacién del flujo magnético,
- —
(p:jB.dS (1.114)
S

reemplazando la densidad de flujo magnético B por el rotacional del potencial vectorial

—
magnético A, se tiene:

@:J(Vxﬁ). d?:gs A.dl (1.115)
S C

entonces, el flujo magnético ¢ es igual a la integral cerrada de linea del producto punto

— —
entre el vector potencial vectorial magnético A y el vector diferencial de longitud d I .

21



Magnetostatica

— -
Figura 1.14: Potencial vectorial magnético A, para una distribucién superficial de J ;.
Fuente: Los autores

@:ﬁﬁ). il (1.116)
C

1.8. Problemas resueltos

Problema 1.1 Un alambre conductor de forma circular de radio a por el cual circula una
corriente I, como se muestra en la Fig.1.15. Calcular la densidad de flujo magnético Benel
punto p.

Solucion:

Para calcular la densidad de flujo magnético en el punto p, debido a la corriente continua
I que circula por el alambre de forma circular de radio a, se debe utilizar la ecuacién de
la Ley de Biot-Savart. En la Fig. 1.15 se selecciona un diferencial de longitud escalar 4l
sobre el alambre conductor que lleva la corriente I, este diferencial de longitud, produce un
diferencial de densidad de flujo magnético dﬁp en el punto p a una distancia R, como se
muestra en la Fig.1.16.

El punto p estd en un plano tridimensional, por lo que, existen tres componentes, con res-
pecto a x, v y z. En primer lugar, con respecto a la componente x y y:

dBp, =0y dB,, =0, por simetria, debido a que es un alambre circular de corriente constante
y el punto p esté localizado en el centro del circulo a una distancia z.

En segundo lugar, con respecto a la componente z, en el tridngulo rectdngulo bcp de color

celeste,

dB,, =dB, sen a (1.117)
utilizando la ecuacién de la Ley de Biot-Savart,
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g

v

Figura 1.15: Alambre circular de corriente I.
Fuente: Los autores

ﬁ/\
JB _ ol dl xy

P~ 4n R2

(1.118)

Sobre el diferencial escalar dI, se dibuja el vector d7 en la misma direccion que circula
la corriente I, en este caso se dibuja en forma tangencial a la circunferencia de radio g, el
vector unitario y va dirigido desde el dI hasta el punto p que se encuentra a una distancia
R. Aplicando la regla de la mano derecha al producto cruz entre el vector il y el vector
unitario Ji, se obtiene el vector dﬁ)p dibujado en el punto p. Destruyendo el producto cruz

en la Ecuacién 1.118, se tiene:

pol dl sen 90°

dB, =0 (1.119)
simplificando,
_ ]40[ dl
dBy="- =5 (1.120)

Al reemplazar la Ecuacién 1.120 en la Ecuacién 1.118, se tiene:

I
4B, = dl o (1.121)

pero, en el tridngulo rectangulo poe de color amarillo,
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A7
Ar———b -
dB,.t \a dB,
a ), >y
T C
dB,,
z| |a
R
lo \\
7 -
' [ d]
1 dl

Figura 1.16: El diferencial d] produce un dg)p .

Fuente: Los autores

sena = a4
"R
Y;
R= Vz24+42
reemplazando en la Ecuacién 1.121,
_ }40[ dla
B =4 1

integrando,

.\<V

(1.122)

(1.123)

(1.124)
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_ ﬂo[ dla
depz_ i (1.125)
uol dla  pola mola
B,=|‘'"— ——= dl = 2 1.126
T i B e T as (1.126)
2 2
_ pola®  pola
b= T Ty (1.127)
2(z? +a?)
pola®
B,=—— (1.128)
P 2(z2 +a2)*?
La magnitud de la densidad de flujo magnético total By en el punto p, es:
Br = \/B§X+B§V+B§z: \/0+0+B§Z:sz (1.129)
Br=B,, (1.130)
2
ﬂola
Bp=—10" (1.131)
2(z2 +a2)*?
El angulo 61 con respecto al plano xy, es:
B
Or = tan' == = tan" oo = 90° (1.132)
B,
B
Or = tan”! B—Z = tan oo = 90° (1.133)

y

. . 4 . .
Entonces, el vector densidad de flujo magnético B 1, esta sobre el eje z, tal como se muestra

en la Fig.1.17, esto es:

yolﬂz

B
T= 2)3/2ﬂz

(1.134)
2(z2+a

La Ecuacién 1.134 representa la densidad de flujo magnético para una espira.

Problema 1.2 Considerando el problema 1.1, en el que se determiné la densidad de flujo
magnético Br para un solo alambre circular o también llamado espira. A partir de este
resultado, determinar la densidad de flujo magnético en el punto p para n espiras.
Solucion:

Los valores de la densidad de flujo magnético escalar By y vectorial ET en el punto p,

producido por una sola espira por la cual circula una corriente constante I, se muestra en
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a.

L™

v

—
Figura 1.17: Direccién del vector B r.
Fuente: Los autores

las ecuaciones 1.131 y 1.134. Partiendo de estos resultados, el valor de la densidad de flujo
magnético para varias espiras, se debe multiplicar por n espiras en la Ecuacién 1.131, esto

es:

nyolaz

Bp=—10"
222 +a2)*?

(1.135)
Para resolver el problema, se parte de la Fig.1.17 en la que se colocan N espiras en una longi-
tud L en forma cilindrica, convirtiéndose en un solenoide y, realizando un corte transversal.

La grafica se muestra en Fig.1.18.

El solenoide de la Fig.1.18 tiene N espiras por unidad de longitud L, representado por #,

esto es:

=~ =

(1.136)

Pero, si se considera un anillo elemental de anchura dz’, se debe aplicar una regla de tres,
para determinar las n espiras que existen en el diferencial de longitud dz’, asi: en la longitud

L existen N espiras y, en una longitud dz’ cudntas n espiras existen, entonces,
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L

A

V/

fe :
5 » dz'le—
00000000000000000000C

Figura 1.18: El solenoide de N espiras.
Fuente: Los autores

N
n= fdz’

-t - - — T —————— — —»
al :
00000000000000000000¢C

(1.137)

reemplazando en la Ecuacién 1.135, y sustituyendo dBr por dBr, ya que se trata de la

densidad de flujo magnético total del solenoide en el punto p, asi:

12
Hola —dz

B, = — 10T
P 2(z2 + 112)3/2 L

(1.138)

Pero, de acuerdo a la Fig.1.18, el dz’ estd ubicado a una distancia (z —z’) del eje del solenoide

al punto p, entonces, la distancia z de la Ecuacién 1.138, se reemplaza por z—z’, asi:

;401112
2[(z—z

—dz

By, =
P 2]3/2 L

Integrando la Ecuacién 1.139,

3 =L yla® N dz
. 3/2

B —
" 2L[(z—z’)2+a2]

sacando las constantes de integracion,

Ia N

Ho

Brp = J 3/2
(z—2) +a2]

Integrando por partes la Ecuacién 1.141,

(1.139)

(1.140)

(1.141)
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u=z-72 (1.142)
u=-dz 1
d dz’ (1.143
2
_ ]401(1 N du
Brp=- oL f 5. 2132 (1.144)
[ u?+a?]
integrando,
2
]40[{1 N u
Br,=-— (1.145)
P 2L {az[u2+a2]1/2}

reemplazando la variable u por z -z’ en la Ecuacién 1.145, y modificando los limites de
integracion desde 0 hasta L, ya que, desde z hasta z—L, representa la longitud L del solenoide,

entonces:

L

Br, = - (1.146)

a2[ (z—2')%+ a2]1/2 0

reemplazando los limites superior e inferior en la variable de integracién z’, se tiene:

Ia®> N -L -0
T 2“L z - z — (1.147)
az[ (z—-L) +a2] az[(z—O) +a2]
reduciendo términos,
2
Hola® N z-L z
Br,=— - (1.148)
/2 /2
2L az[ (z—L)2+a2] a’[ 2% +a?]
introduciendo el signo menos (—) dentro de la llave,
2
nola® N z-L z
By, = - —+ — (1.149)
2L | o[ e-ppea]” @[22+a]”
sacando factor comun,
Ia®> N -L
By, = 1014 z z (1.150)

P (21" [e-piea]”
simplificando valores,
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nol N z z—L
B,r = - (1.151)
pT 1/2 1/2
2L [22+a2]” [(z—L)2+a2] /

Finalmente, la Ecuacién 1.151 representa la magnitud de la densidad de flujo magnético en
el punto p, situado a una distancia z en el eje del solenoide, mientras que, la Ecuacién 1.152

representa la densidad de flujo magnético en el punto p en forma vectorial, esto es:

7 nol N z z-L
Tp = -
P 2L [22+{12]1/2 [(Z—L)2+a2]1/2

2 (1.152)

Problema 1.3 A partir del problema 1.2, determinar la densidad de flujo magnético B en

el centro del solenoide, como se muestra en la Fig.1.19.
Solucion:

Si se considera un anillo elemental de anchura dz en la Fig.1.19, se debe aplicar una regla
de tres, para determinar las 1 espiras que existen en el diferencial de longitud dz, asi: en la

longitud L existen N espiras y, en una longitud dz cudntas n espiras existen, entonces,

N
n= fdz (1.153)
reemplazando en la Ecuacién 1.135, se tiene:
y A
Z
-L/2 — dzfe— L/2

0000000000000 0000000

-] >
al By Z
00000000000000000000
| )
f L g

Figura 1.19: Densidad de flujo magnético Bt en el centro del solenoide.
Fuente: Los autores

Ia> N
dpyp =1 Ny, (1.154)
222 +a2)? L
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integrando,

5. Fol@’N J‘Uz dz pola®N 2 J‘U > dz
T = =
2L /2 (22 +a2)%? 2L 0 (2+a2)*?

simplificando términos,

B uola®N juz dz
T —
L 0 (2+a2)*?

la integral de la parte derecha de la Ecuacién 1.156, es:

B pola®N 11 z b2
T= 2 172
L a’ (22+a2)"?|,
simplificando términos,
L/2
B nol N [ z /
T= 172
L (z2+a%)""],
Evaluando en los limites superior e inferior, se tiene:
T — —
L L2 1/2 2 12+4q2 1/2
(5+2) (55)

B _,MOIN 2
T= 2 2 0 1/2
(L? + 4a?)

’/loI N

Bp=—t0C "
(L2 + 442)"?

(1.155)

(1.156)

(1.157)

(1.158)

(1.159)

(1.160)

(1.161)

Finalmente, la Ecuacién 1.161 representa la densidad de flujo magnético en el centro del

solenoide.

Si el solenoide es de longitud infinita, esto es, L > a, entonces el valor de a es despreciable

con respecto al valor L, asi, la Ecuacién 1.161 quedara reducida a:

_ ‘uol N _ [101 N
T= (L2)1/2 -
Hol N

By =0T
T L

pero, n = %, entonces,

Br=ponl

(1.162)

(1.163)

(1.164)

La Ecuacién 1.164 representa la densidad del flujo magnético en el interior del solenoi-
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de cuando se considera de longitud infinita y las bobinas unidas, entonces las lineas de la
densidad de flujo magnético, solo existen en el interior del solenoide, mientras que, en el
exterior del solenoide son cero.

Densidad de flujo magnético B en el interior de un toroide. Si al solenoide de la Fig.1.19
de longitud infinita se le forma un circulo, entonces se convierte en un toroide, tal como se

muestra en la Fig.1.20.

Figura 1.20: Densidad de flujo magnético B en el interior del toroide.
Fuente: Los autores

Al reemplazar en la Ecuacion 1.164 el niumero de espiras por unidad de longitud n, por N/L,

se tiene ( Barco H. 2001 )

_’/lolN

B
T L

(1.165)

Siendo Br, la densidad de flujo magnético total en el interior del toroide representado en la

Fig.1.20 por B, y la longitud L se reemplaza por la longitud de la circunferencia media del

radio del toroide de valor 27tr, entonces

Hol N

B= 1.1
2 r (1.166)

Problema 1.4 Considere el cilindro de longitud infinita que tiene una densidad de corriente
— —
J , como se muestra en la Fig.1.21. Usando el potencial vectorial magnético A, determinar

la densidad de flujo magnético ?, dentro y fuera del cilindro.
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S
P

Figura 1.21: Cilindro de radio a con densidad de corriente J.
Fuente: Los autores

Solucion:
Parar<a

N
Para determinar el potencial vectorial magnético A en el interior del cilindro de la Fig.1.21,
se debe utilizar la Ecuacién 1.98, donde, la base del cilindro esta ubicada en el plano xy,
y la longitud esta a lo largo del eje z, entonces, el potencial vectorial magnético estd en la

direccién del eje z, asi:

V2A; = —pol. (1.167)

N
Ademas, el potencial vectorial magnético A ,, siempre va a estar en la misma direccién del
- —
vector densidad de corriente ] . Para resolver la ecuacion diferencial 1.167, el vector A,
se debe dibujar a una distancia r del eje del cilindro, y el Laplaciano V?A, en coordenadas

cilindricas de la Fig.1.22, es:

vig = L d (raAz) 10%4, %A,
z——z -

> +r2 797 + 92 (1.168)

r

. . - . Z
La densidad de corriente | conrespecto a la longitud z y al angulo ¢, es constante, entonces,

las derivadas parciales con respecto a zy a ¢, son iguales a cero, esto es:
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entonces, la Ecuacién 1.168 queda como se muestra en la Ecuacién 1.171, asi:

Reemplazando la Ecuacién 1.171 en la Ecuacién 1.167, se tiene,

integrando,

\ Z

- . —
Figura 1.22: Calcular B a partirde A, parar<a.
Fuente: Los autores

%A,
dp?

0%A,
dz?

ror

19 (raAz

A,

a(rw) =—pg 1], 0r

dA,
Ja(r Ep ): j—yo r ], 0r

19

ar ):_”{0]2

despejando la derivada parcial con respecto a r,

(1.169)

(1.170)

(1.171)

(1.172)

(1.173)

(1.174)

Como se trata de una integral indefinida, se pone una constante de integracién Cy, esto es:
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(1.175)

dA 1
r arz = _5/407'212 +CG

Nuevamente, despejando e integrando y afiadiendo una segunda constante de integracién

C,, se obtiene el potencial vectorial magnético A, en la Ecuacién 1.177, asi:

(1.176)

1 C
jaAz = J(—Eyor]z+ 71)ar
Azz—iy0r2]2+cllnr +Cy (1.177)

N
Para determinad la densidad de flujo magnético B a partir del potencial vectorial magnético

X, se utiliza la Ecuacion 1.83, esto es::
- = =
B =VxA (1.178)

El rotacional de X, en coordenadas cilindricas, es:

Tk =194 9] (04, IA;) 2 i(rA )—aA’ (1.179)
T rdp 0z P\9z " or )T v |ar e dp '

Como ya se dijo anteriormente que, la densidad de corriente | con respecto a lalongitud zy

-

al angulo @, es constante. Ademds, A, estd en la direccién z, entonces las derivadas parciales

con respecto a zy a ¢, son iguales a cero, asi:
0A JA A 0A
o0 ; —2=0 ; r=0 r=0 (1.180)
dp dz Jz dp
De tal forma que, la Ecuacién 1.179 se reduca a:
- — JdA
A=p[-== 1.181
Vx <p( EP ) (1.181)
Reemplazando la Ecuacién 1.181 en la Ecuacién 1.83, se tiene:
- _ [ 0A
:go(— Brz) (1.182)
Al reemplazar la ecuacién (1-86) en la Ecuacién 1.182, se obtiene:
7 (1.183)

—

d (1
—E (—Z‘Llorzlz + Cllnr + Cz)

. . . . . e
Finalmente, derivando con respecto a r, se obtiene la densidad de flujo magnético B en la
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direccién del angulo @, tal como se muestra en la Fig.1.22, esto es:

= _ }401’]2_& d —
B _( - ar) (1.184)

Parar>a
—
Considerando la Fig.1.23, se dibuja el vector A, en el exterior del cilindro a una distancia r

del eje, como se muestra en la Fig.1.23.

|

ZA

. =4 . e
Figura 1.23: Calcular B a partirde A, parar>a.
Fuente: Los autores

Para determinar el potencial vectorial magnético ZZ fuera del cilindro (Fig.1.23), se debe
utilizar la Ecuacién 1.167 igualado a cero, ya que fuera del cilindro no existe densidad de

corriente, esto es:

VZA, =0 (1.185)

De tal manera que, siguiendo el mismo procedimiento anterior para r < a, la Ecuacién 1.185

queda de la siguiente manera:

1d [ 0A\
o) (180
despejando,
dA;\
a(r > )_0 (1.187)

integrando y afiadiendo la constante de integracion indefinida Cj3, se tiene:
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A\
J-8(r = )_0 (1.188)
92 e (1.189)
or

Volviendo a integrar, y escribiendo la nueva constante de integracién indefinida Cy, se tie-
ne como resultado el potencial vectorial magnético A,, tal como se muestra en la Ecua-

cién 1.191, asi:

j&AZ:J%Br (1.190)

AZ:C31I11’ +C4 (1191)

N
Para determinad la densidad de flujo magnético B a partir del potencial vectorial magnético

N
A, se utiliza la Ecuacién 1.83, esto es,

-

- >
B=VxA (1.192)

N
Para el rotacional de A, en coordenadas cilindricas, se utiliza la Ecuacién 1.179y, siguiendo

el mismo procedimiento para r < g, se obtiene la Ecuacién 1.193, asi:

- [ 0dA,
B :(p(— = ) (1.193)

Al reemplazar la Ecuacién 1.191 en la Ecuacién 1.193, se tiene:

E’:—%(anr +Cy)P (1.194)

N
derivando con respecto al radio, se obtiene la densidad de flujo magnético B en la direccién

del angulo @, como se muestra en la Ecuacién 1.195, asi:

?:—%{p‘ (1.195)
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Capitulo II

MAGNETOSTATICA EN PRESENCIA
DE MATERIALES MAGNETICOS

2.1. Torque en un lazo de corriente circular en un campo magnéti-

co uniforme

Por el alambre circular de radio g, circula una corriente constante I, que se encuentra dentro
de una densidad de flujo magnético externo B. Por conveniencia, si se descompone el vector
= - i . . =

B en la componente B, normal a la superficie de la espira (ver Fig.2.1 ) y la componente B,
paralela a ella (ver Fig.2.2). La componente normal de la densidad de flujo magnético ex-

. = . . .

terno uniforme B, estd entrando en forma perpendicular al plano que contiene al alambre,
tal como se muestra en la Fig.2.1. En el alambre se selecciona un diferencial de longitud d|,
donde el namero de cargas méviles por unidad de volumen sea N, y su velocidad promedio

7 (ESPOL 1982, P298).

La fuerza magnética sobre todas las cargas que se mueven dentro de un volumen elemental

dV es,

dF =NQ7v xB,dV (2.1)

En el caso de un conductor delgado de seccién transversal de drea AS, la Ecuacién 2.1 se
modifica, de tal forma que, el diferencial de volumen dV, se expresa como el volumen del

cilindro (conductor delgado) dV = AS dl, entonces,
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Figura 2.1: Fuerza total igual a cero sobre el alambre circular de corriente I.
Fuente: Los autores

dF =NQ7 dlASx B, (2.2)

N
pero, el vector d I tiene la misma direccién que circula la corriente I, ademds, como el
—
alambre es de forma circular, el vector d | es tangente a la trayectoria circular del alambre,
—
. —_ . . . s s
y el vector velocidad v, tiene la misma direcciéon del d I , entonces, de la Ecuacién 2.2 se

puede escribir como se muestra en la Ecuacién 2.3, asi:

dF =NQuvdl ASx B, (2.3)

pero, NQu representa la densidad de corriente ], reemplazando en la Ecuacion 2.3, se tiene

la Ecuacién 2.4, esto,

dF =JASd T x B, (2.4)

pero,

I=JAS (2.5)

-
reemplazando en la Ecuacién 2.4, se obtiene el diferencial de fuerza d F en funcién de la

corriente I, como se muestra en la Ecuacién 2.6, asi:
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dE=1d1 xB, (2.6)
El vector diferencial de fuerza magnética dF de la Ecuacion 2.6 se obtiene aplicando la
regla de la mano derecha entre el vector il y el vector _B)n, como se muestra en la Fig. 2.1,

integrando todo el alambre circular, se obtiene una integral cerrada de linea, esto es,

T = fﬁc dF (2.7)

reemplazando, finalmente se obtiene la fuerza total F que produce la densidad de flujo
magnético uniforme B, sobre el alambre circular por el que circula una corriente constante

I, como se muestra en la Ecuacion 2.8, asi:

?:981117)(?” (2.8)
C

La fuerza total que actta sobre el alambre es igual a cero (F = 0), que se demuestra a conti-
nuacion, si se toma como ejemplo cuatro pares de diferenciales de fuerza magnética: d?l es
igual en magnitud y direccién al vector d?4 , pero sentidos opuestos, entonces, se anulan.
d?z es igual en magnitud y direccién al vector d?S , pero sentidos opuestos, entonces, se
anulan. d?3 es igual en magnitud y direccién al vector d?6 , pero sentidos opuestos, enton-
ces, se anulan. dF es igual en magnitud y direccién al vector ~dF , pero sentidos opuestos,
entonces, se anulan.

En conclusién, la componente normal ?” solo tiende a deformar el contorno (es decir, a
aumentar su radio). Por otro lado, la componente _B)p es evidente que tiende a rotar el con-
torno alrededor del eje OO’ en la direccién indicada de la Fig.2.2; esto es, si la componente
paralela del vector densidad de flujo magnético _B)p atraviesa la espira en forma vertical, en
el diferencial de longitud d! se va a producir un diferencial de fuerza dF en forma perpen-
dicular de la superficie del contorno del alambre hacia afuera, debido al producto cruz entre

—> g .,
los vectoresd I y B pen la Ecuacién 2.9, esto es:

dF =1dT x B, (2.9)

El diferencial de fuerza d? de la Ecuacién 2.9, produce un diferencial de torque d?l, como

se muestra en la Ecuacion 2.10, asi :

A7, = d? asen o (2.10)
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Figura 2.2: Torque magnético alrededor del eje OO’
Fuente: (ESPOL 1982, P299)

De igual manera, si la componente paralela del vector densidad de flujo magnético E)p atra-
viesa la espira en forma vertical, en el diferencial de longitud dl’ se va a producir un di-
ferencial de fuerza d?’ en forma perpendicular de la superficie del contorno del alambre
hacia adentro, debido al producto cruz entre los vectores dT, y E)p en la Ecuacion 2.11, esto

es:

—

—/ —/
dF =1d1 xB, (2.11)

El diferencial de fuerza dF de la Ecuacién 2.11, produce un diferencial de torque d T,

como se muestra en la Ecuacién 2.12, asi:

d?zzd?) asen a (2.12)

Entonces, el torque total T producido sobre el eje OO’ de la espira, es igual a la suma de

los torques d 71 y d T 5, esto es:

s

A7 =d7T,+d7, (2.13)

reemplazando la Ecuacién 2.10 y 2.12 en la Ecuacién 2.13, se tiene:

’
AT =dF asena+dF asena (2.14)

pero, al reemplazar el dF de la Ecuacion 29,yel dF de la Ecuacion 2.11, en la Ecua-

cion 2.14, se tiene:
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d?:([d?xfp)asena+(1d? xfp)asena (2.15)
destruyendo el producto cruz,
dT:(I dpr) asena+<[ ar Bp) asen a (2.16)
destruyendo paréntesis,
dt=al dl B, sen’a +al dl’ B, sen’a (2.17)

antes que nada, en la figura 2.3 el diferencial de arco dl, es:

dl=ada (2.18)

de igual manera, en la Fig.2.3 el diferencial de arco dl’, es:

dl'=ada (2.19)

reemplazando en la Ecuacién 2.17, se tiene

2

dt=alada B, sena+al ada B, sen’a (2.20)

Figura 2.3: Segmentos de arco dl y dI’

Fuente: Los autores

simplificando,

41



Magnetostatica

dr=21a° B, sen’a da (2.21)

integrando,

T

7I(l—lcos%c )da (2.22)
2 2 '

T
T= J 21 a? B, sen’a da :ZIazBp j sen’a da = ZIaZBp j
0 0

0

™1 ™1
©=2Ia’B, f ~da -2Ia’B, j ~cos2a da (2.23)
2 2
0 0
s T
T:ILZZBP j da —IazB‘17 j cos2a da (2.24)
0 0
2 2p [1 "
©=1a"B, [a]g —1a”B, [Esen Za]o (2.25)
1
t=1Ia’B, n-1a’B, 5 (sen 210 —sen 0) (2.26)
t=1Ina’B, (2.27)

En el tridngulo rectangulo de la Fig. 2.4, la densidad de flujo magnético B, en forma escalar,

es:

B, =Bsen 0 (2.28)
reemplazando en la Ecuacién 2.27,
T =1Ina’Bsen 6 (2.29)
1
] 5
B .
Bp
-~
T M Py p——
/un B"

f\/
®

Figura 2.4: Torque de la fuerza magnética que tiende alinear B Y Hn
Fuente: Los autores
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Sin embargo, la Ecuacién 2.29 representa la magnitud del torque de la Fig. 2.4, donde, 7,
es el vector unitario normal sobre la superficie del drea S que encierra el alambre circular,

entonces, escribiendo en forma vectorial, se tiene:

T =Ina’i, x B (2.30)

pero, ma? es el area S que describe la espira circular, asi:

S = na® (2.31)

Al multiplicar la superficie escalar S por el vector unitario normal 7, se tiene entonces, el

N
vector superficie S, esto es:

S =S7, (2.32)
reemplazando en la Ecuacién 2.30,
Z=ISxB (2.33)

-
pero, la corriente I multiplicado por el area S , representa el vector momento dipolar magnéti-

—
co mi, esto es:

3|
I

(2.34)

de tal modo que, el torque es:

— —
T B

=W x (2.35)

La Ecuacién 2.35 representa el torque que experimenta el lazo en presencia de un campo
magnético (especificamente, densidad de flujo magnético B) ; mientras que, 77 representa

el momento de dipolo magnético de un contorno de corriente.
2.2. Potencial vectorial magnético de un lazo de corriente elemen-

tal y de un agregado de lazo. vector de magnetizacién

2.2.1. Caso de un lazo de corriente elemental
Se considera una espira de forma circular de radio a por la que circula una corriente de in-
tensidad I, tal como se muestra en la Fig.2.5. Para determinar el potencial vectorial magnéti-

N
co A en el punto p, se utiliza la Ecuacién 2.36 , esto es:
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1d7
A= Z—i X (2.36)
En la espira circular, se selecciona un diferencial de longitud escalar dl, este segmento de
corriente circular, produce un diferencial de potencial vectorial magnético dA en el pun-
to p a una distancia r del centro de la espira, donde r es mucho mayor que el radio a4, R
es la distancia que existe desde el diferencial escalar dI hasta el punto p, el vector al es
tangente a la trayectoria circular y esta en la misma direccién que circula la corriente I, el
vector momento de dipolo magnético 77, es perpendicular de la superficie que describe el
lazo circular de radio a hacia afuera. Finalmente, el vector diferencial de potencial vectorial

magnético dA enel punto p a una distancia R desde el segmento de longitud dI, tiene la

misma direccién y sentido que el vector d? (ESPOL 1982, P301).

A<
(/ En \> dz
N P
;
A7/
al w
]K‘ 0 >
£ y
77dl dl
X

N
Figura 2.5: Filamento de corriente circular de radio a, produce un d A en el punto p.
Fuente: Los autores

De acuerdo a la Ecuacién 2.36, las lineas del vector potencial vectorial magnético dA son
circulos centrados en el eje del bucle. La magnitud de dA alo largo de dicho circulo es
constante (dX(p), y que varia con respecto a r y 0, de tal manera que, es un sistema de
coordenadas esféricas.

Si el punto p se traslada al punto p’, es decir, en el plano yz cuando x = 0 y que r > a,
como se muestra en la Fig.2.6. De acuerdo a la Ecuacién 2.36, la componente dz)(p, debida

al elemento dI mostrado, es:
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_ pol dlcos a
AZ
/// — A BN )
\
(\ mbp—————————————— p 5 P -
\\\\ /| dAQ}
T—— = f
r '
B/ /k
A -
u
a W
a
K‘ 0, ; >
I y @
Y
=7 4  di

X

Figura 2.6: Filamento de corriente circular de radio a en el punto p’ en x = 0.
Fuente: Los autores

En la Ecuacién 2.37, el término dlcos « , se obtiene de la componente tangencial en el punto

p’. Para una mayor comprension, de la Fig.2.6 se obtiene una vista superior, que se muestra
—

en la Fig.2.7, en esta figura, la componente tangencial del vector d | escrita en forma escalar

es, dl cos a , donde:

a=90°-¢ (2.38)

entonces,

cos a =cos(90°—¢) (2.39)

utilizando identidades trigonométricas, se tiene que:

cos(90° — @) =cos90° cos ¢ +sen90° sen ¢ (2.40)
simplificando,
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cos(90° — @) =sen ¢
De tal forma que,

cos @ =sen ¢
Reemplazando la Ecuacién 2.42 en la Ecuacién 2.37, se tiene:

I
dA(p_yLdlsen(p

T 4n R’

Como el punto p’ estd en el plano yz en x = 0, y ademds, r > a, entonces,

R=r-w

Para determinar el valor de w igual al segmento OA, en el triangulo rectangulo OAD, apli-

cando la funcién trigonométrica cos(90° — 0) , se tiene que:

w = 0D cos(90° — 6)

entonces, utilizando identidades trigonométricas, se tiene:

c0s(90° —0) = cos 90° cos O +sen 90° sen O
Simplificando,

cos(90°-60) =sen 0

Reemplazando la Ecuacién 2.47 en la Ecuacion 2.45, es:

w=0D sen 0

el segmento OD que es igual a:

OD =a cos(90° — ¢)

Reemplazando la Ecuacién 2.41 en la Ecuacién 2.49, se tiene:

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
En el tridangulo rectdngulo ODdI, aplicando la funcién trigonométrica cos (90° — @) , se tiene

(2.49)
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o)

Figura 2.7: Vista superior de la Fig.2.6.
Fuente: Los autores

OD = asen %) (2.50)

Seguidamente se reemplaza la Ecuacion 2.50 en la Ecuacién 2.48, asi:

w=asen ¢ sen O (2.51)

Finalmente, se reemplaza la Ecuacién 2.51 en la Ecuacién 2.44, asi:

R ' =r—asen @ sen 6 2.52
¢

En la Fig. 2.5, el diferencial de arco dl, es:

dl=ade (2.53)

Se procede a reemplazar la Ecuacién 2.52 y la Ecuacién 2.53 en la Ecuacién 2.43, se tiene:

1
dA _Mol adpsene (2.54)

" 4w r—asen ¢ sen O
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sacando factor comun r,

poladp sen @ 1 1
dA, = - 2.55
¢ a7 r\1-%sen ¢ sen 6 (2.55)
haciendo,
a
t= ~sen @ sen 0 (2.56)
entonces,
yolad(psen(pl( 1 )
Ap=——7r—m—-|— 2.57
a4y 47 r\1—t (2.57)

Debido a que ¢ tiende a cero, ya que, r > a4, lo que estd entre paréntesis en la Ecuacién 2.57,

se puede escribir como una funcién de ¢, esto es:

f(t)= % (2.58)

De tal manera que, la Ecuacién 2.58 se puede aproximar utilizando series de Taylor, asi:

, ” ¢ (n) t "
FO% £ o)+ 1) =100+ L g2 o L) g (259
Se debe obtener la primera derivada de la Ecuacién 2.58, asi:
ft=— (2.60)
(1-1)° '

f(O):llfO=1 . f(0)= L (2.61)

Considerando los dos primeros términos de la serie de Taylor de la Ecuacién 2.59, se tiene:

)= f(t)+ f'(to) (t —to) (2.62)

Con ty =0, en la Ecuacién 2.62,

fH)=f(0)+f'(0)(t-0) (2.63)

reemplazando valores en la Ecuacién 2.63, se obtiene:

48



Pedro Severo Infante Moreira

o Jefferson Alexander Ribadeneira Ramirez

fH~1+1(1)

Se reemplaza la Ecuacién 2.56 en 2.64.

f(t)zl+§sen(p sen 0

Finalmente, la Ecuacién 2.65 se reemplaza en la Ecuacién 2.57.

dAy =

poladp sen @ 1
47

" (1 +—_seng senf )

Se procede a integrar la Ecuacién 2.66, asi:

_ }4016{
Y Anr

separando la integral,

27 a
J- (1+;sen(p sen 9) sen @ de
0

_pola [ pola’sen 6 (°*
¢ Iy sen(pd(p+W . sen“@ de
pero,
1 1
2
=2 — —cos2
sen”p = - — 5Cos2p
entonces,
uola (7 p +y01azsen6 271(1 1 ) )d
=— sen _ ———cos
¢ dnr PP g )y 272 )AY

nuevamente, separando la integral,

_ Hola
Y Amr

integrando,

_ ’lo]ﬁ

_ 271
0= gy eos el

2n 2 2n
pola“sen O J‘
dp+——— do -
J; sen @ dp+—c—3 . [

yola sen O

pola’sen O

T
20 d

;,tOIa sen 0
87r?

—e ] [ sen 2(p]

8mr?

reemplazando los limites y simplificando términos, se tiene:

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)
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I Ia2sen O Ia%sen O
¢= —% (cos2mt—cos0 )+ Ho gﬂjezn (2m) - Ho 127‘(: (sen 41t —sen 0) (2.73)
_ Hola yolazsen 0 uola’sen 0
e e e A T (274
Iasen O [ ma’sen 0
0 Ho
Ap= ”ST (270) = S (2.75)

Entonces, el potencial vectorial magnético, es:

2
_ pol ma‘sen 6
Ap= Iy (2.76)

Pero, 1ta’® es el area S que describe la espira circular, y la magnitud del vector magnetizacién

es m = 1§, entonces, reemplazando valores en la Ecuacién 2.76, se tiene:

_ pomsen @

A
¢ 4mr?

(2.77)

La Ecuacién 2.77, es la magnitud del producto cruz entre el vector momento dipolar magnéti-
co m y el vector unitario i, dando como resultado el vector potencial vectorial magnético

X, como se indica en la Fig.2.6 y Fig.2.7 en los puntos p’y p, al integrar el dZ), entonces:

- o~
— o MXx
T 4m r2

(2.78)

El vector densidad de flujo magnético E), ahora se puede obtener utilizando la Ecuacién 2.78,

esto es:
— —
B =rot A (2.79)
y
po X
B =rot — 2.80
ro 4 r2 ( )

2.2.2. Caso de agregado de lazo. Vector de densidad de momento magnético, o
Vector magnetizacion

Considere una pieza de materia magnetizada (Fig. 2.8) y suponga que se conocen los mo-

mentos dipolar magnéticos 77 de todos los bucles de corriente elemental equivalentes a las

corrientes atémicas. El potencial vectorial resultante en cualquier punto P se obtiene como

una suma vectorial de los términos de la Ecuacién 2.78 (ESPOL 1982, P302), representado
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en la Ecuacién 2.81.

— o~
X:ﬂzmk’c”" (2.81)

2
47 rk

v

U,
Bucles de
corriente +—
7
// 2
7
//

\dv

Figura 2.8: Pedazo de materia magnetizada.
Fuente: Los autores

donde, v representa el volumen de una pieza magnetizada.

La suma total de todos los momentos de dipolo magnético 7 dentro de cualquier volumen v
(Fig.2.8 ), esta representado por el vector magnetizacién ]\_/I); ademds, suponga que se puede
determinar la suma vectorial de los momentos magnéticos elementales dentro de cualquier
volumen dv “fisicamente pequefo”, entonces la densidad de los momentos magnéticos esta

definido en la Ecuacién 2.82, esto es:

W Suma de todos los i dentro de dv (2.82)
dv
donde,
- . .
M = Vector de magnetizacion (2.83)
6
M = Densidad de momento dipolar magnético (2.84)

Si se conoce el vector M en todos los puntos, se puede determinar el vector potencial creado
por pequeiios bucles dentro de un volumen v como una integral, y no como la suma en la
Ecuacién 2.81 sobre todos los bucles individuales. De acuerdo con la Ecuacién 2.82, un

pequenio volumen dv tiene un momento magnético.
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G M dv (2.85)
dv

Reemplazando la Ecuacién 2.85 en la Ecuacién 2.81, se tiene:

—
2 _ Mo M xpu
A = ype E o Av (2.86)

v

Volumén de
un cuerpo
magnetizado

Figura 2.9: Potencial vectorial magnético creado por un cuerpo magnetizado.
Fuente: Los autores

tomando el limite cuando Av tiende a cero, se obtiene la Ecuacién 2.87.

-

e

A = @J il (2.87)
4r J, r?

En conclusién, de acuerdo a la Ecuacién 2.87, el potencial vectorial magnético total X, crea-
do por un cuerpo magnetizado, se obtiene a partir de un diferencial de volumen dv a una
distancia r en el punto P, tal como se muestra en la Fig.2.9.

El campo magnético total en un punto dentro de una pieza de materia magnetizada es fun-
cién de la magnetizacion en todo el volumen considerado, y la magnetizacién en un punto
dado es funcién del campo magnético total. Por lo tanto, el analisis del proceso transitorio
es extremadamente complicado. Sin embargo, el equilibrio siempre se alcanza finalmente,
la tarea es determinar este equilibrio. Para ello, debe conocerse la dependencia del vector
de magnetizacién M con el vector de densidad de flujo magnético total B (ESPOL 1982,
p303).

Para la mayoria de las sustancias, la magnetizacién en un punto dado es una funcién lineal
de la densidad de flujo magnético total en ese punto. Esta relacién lineal generalmente se

escribe en la forma como se muestra en la Ecuacién 2.88, asi:
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(2.88)

donde, la constante X, se conoce como la susceptibilidad magnética; y que, para la mayoria

de los materiales lineales X, < 1.

2.3. Corriente macroscopica equivalente a una sustancia magne-
tizada

2.3.1. Determinacion de la densidad de corriente de magnetizacién superficial
-
] ms

El campo magnético creado por una sustancia magnetizada se debe a bucles de corriente
elementales que representan las propiedades magnéticas de los atomos individuales. Sin
embargo, se puede considerar que estas corrientes elementales dan como resultado ciertas
corrientes macroscépicas equivalentes. Entonces se puede suponer que el campo magnético
debido a la materia magnetizada se debe a estas resultantes macroscépicas de corrientes
atémicas microscopicas. Se vera que la densidad de la resultante macroscépica de corrientes
microscopicas se puede expresar en términos del vector de magnetizacién M (ESPOL 1982,
p304).

Considerar una parte de la superficie de una pieza de materia magnetizada y dejar que las
corrientes elementales sean perpendiculares a la superficie, como se muestra en la Fig.2.10.
Se puede ver facilmente a partir de esto que, si la magnetizacién es uniforme, la resultante
macroscopica de las corrientes elementales dentro de la pieza de materia es cero. Sin em-
bargo, en una capa delgada cerca de la superficie, existen corrientes no compensadas, lo que
da como resultado una lamina de corriente delgada. El grosor de esta ldmina de corriente
es del mismo orden que el didmetro de los bucles de corriente elemental, por lo que puede
considerarse como una corriente superficial (ESPOL 1982, p304).

Se debe recordar que la densidad de una corriente superficial 7),,,5 se define como la in-
tensidad de corriente a través de una delgada franja de longitud unitaria, perpendicular
tanto a la superficie como al flujo de corriente. La Fig.2.11 es una seccién ampliada de la
Fig.2.10. Ahora, supdngase que el radio de las corrientes atomicas es a, y su intensidad I.
Para determinar la densidad de la corriente superficial es necesario determinar la corriente
total a través de una franja de longitud unitaria, cuya seccién transversal se muestra en la
linea doble. Solo aquellas espiras cruzan esta superficie una vez en su direccién positiva
que estan centradas en un cilindro de radio a y de longitud unitaria. La seccién transversal

de este cilindro se muestra sombreada en la Fig.2.11. Las corrientes elementales centradas
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Region de corrientes no
compensadas

Region de corrientes
compensadas

X M

Figura 2.10: Una region cerca de la superficie de un cuerpo uniformemente magnetizado.
Fuente: Los autores

fuera de este cilindro pueden cruzar la tira, pero dos veces, una en direccién positiva y otra

en direccién negativa. Entonces su contribucion total es cero (ESPOL 1982, p304).

- ull’
£
n
—_ <> 1
M u,
5 s
S ms
=N
M
a 1
Region de corriente il
superficial
————————— ' —_——————— 2a

Region de corrientes
compensadas

Figura 2.11: Construccion para determinar la corriente superficial macroscdpica resultante
de corrientes microscépicas.

Fuente: Los autores

Suponga que hay N bucles (lazos) elementales por unidad de volumen. Luego, dentro del
cilindro circular que se muestra en la Fig.2.11, los bucles Na’m estan centrados. La inten-
sidad de la corriente a través de la tira, es igual a la densidad de la corriente superficial
de magnetizacién ?ms, por lo tanto: la superficie del lazo o bucle es S = a?x, el momento
dipolar magnético m = Ia’7, y el vector magnetizacién es M = Nm, entonces, la densidad

de corriente de magnetizacién superficial escalar es,

54



Pedro Severo Infante Moreira ¢ Jefferson Alexander Ribadeneira Ramirez

Jms = NIa?t=Nm=M (2.89)

=)

——F—»

kLY
T T T [

Figura 2.12: Corriente superficial macroscépica resultante en el caso general.
Fuente: Los autores

Z e —> .
Suponga ahora que el dngulo entre los momentos magnéticos ni de las espiras elementales
y la normal a la superficie 11, es 6, como se muestra en la Fig.2.12. En ese caso, las espiras
no compensadas estdn centradas dentro del cilindro eliptico, que se muestra sombreado, de

2

volumen a“7 sen a por unidad de longitud (ESPOL 1982, p305). Por lo tanto, en lugar de la

Ecuacién 2.89, se tiene:

Jins =M sen 6 (2.90)

La Ecuacién 2.90 representa la magnitud del producto cruz entre los vectores magnetiza-
cion M y el unitario normal ;,,. Por lo tanto, el vector densidad de corriente superficial de
magnetizaciéon 7,”5, es:

— —
T ms=M x T, (2.91)
2.3.2. Determinacion de la densidad de corriente de magnetizaciéon Tm
Las corrientes elementales en todo el volumen son compensadas por las corrientes adyacen-
tes. Pero si la magnetizacién no es uniforme, las resultantes macroscépicas de las corrientes
microscépicas pueden aparecer por todo el cuerpo magnetizado (ESPOL 1982, p306).
Para determinar la densidad de corriente de la resultante macroscépica, considere un con-
torno rectangular dentro de un cuerpo magnetizado, como se muestra en la Fig. 2.13. La
corriente no compensada a través de la superficie del rectangulo 12341 se debe nuevamen-
te a los bucles de corriente centrados dentro de una determinada regiéon solamente. No es

dificil concluir que esta regién ahora consta de los dos cilindros que se muestran. El volu-
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men v; del cilindro centrado en el segmento del rectangulo 12, representa el 4rea de la base

circular S; = 7ta®cos 0; de los bucles de corrientes I por la altura I, esto es:

v, = ma’lcos 0, (2.92)

El volumen v, del cilindro centrado en el segmento del rectangulo 34, representa el drea de

la base circular S, = ta%cos0, de los bucles de corrientes I por la altura I, esto es:

vy = wa’l cos O, (2.93)

Figura 2.13: Construccién para determinar la densidad de corriente macroscopica
equivalente a corrientes microscépicas dentro de un cuerpo magnetizado no
uniformemente.

Fuente: (ESPOL 1982, p306)

Por tanto, la intensidad de corriente a través del rectangulo sombreado (trayectoria 1234)
debido a las corrientes de todos los lazos, considerando como referencia positiva la trayec-

toria de 1 a 2, entonces la trayectoria de 3 a 4 es negativa, asi:

I total = N1Ivy = NalIvy (2.94)

donde, Ny y N, representan el nimero de lazos por unidad de volumen a lo largo de los
lados 12 y 34 del rectangulo.

Reemplazando las ecuaciones 2.92 'y 2.93 en la Ecuacién 2.94, se tiene:

Ly toral = NyIa?mlcos 61— Nyla®lcos 0, (2.95)

pero, el momento dipolar magnético m, es:

m=la’n (2.96)
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Por otro lado, M; y M, representan las magnitudes de los vectores de magnetizacién, esto

es:

Ml = le (297)

M2 = mN2 (298)

De tal manera que, reemplazando valores en la Ecuacién 2.95, se tiene:

L, toral = MylcosO1— Mjlcos6, (2.99)

Los dos términos de la Ecuacién 2.99 representan la magnitud del producto punto, entonces

escribiendo en forma vectorial, se tiene:

— —

-
Iy total = M 1. 1 =M. 1 (2.100)

Considerando la trayectoria cerrada 12341 del rectangulo, la Ecuacién 2.100 se puede escri-

bir como:

D
Imtotg,:fﬁ M.dl (2.101)
12341
Si el area del rectangulo se representa por AS, entonces la corriente total es:
— g
Lo total =AS Ty T (2.102)
Igualando las ecuaciones 2.101 y 2.102, se tiene:
AS T, . 7m=95 M.dT (2.103)
12341
. — P .
Despejando el producto punto de i, . ] ,,, se tiene:
= 1 e
pn.]m:A—S M.dl (2.104)
12341

De acuerdo con la definicién del rotacional en la Ecuacién 2.105 (ESPOL 1982, p306), esto
es:

— >

JuoM . d 1

—
te del rotacional M enla di ion u, = lim ===———w—— 2.1
Componente del rotaciona en ladireccion u, Aér_r}o AS (2.105)
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para un AS lo suficientemente pequeno (pero lo suficientemente grande como para encerrar
un gran numero de corrientes atémicas), el lado derecho de la Ecuacién 2.104 representa

.., . w4 . . —~
con precisién la componente del rotacional M en la direccién de 7, entonces, en 2.104,

$ o M. dT
—~ : = —~
T = lim 12341AS =rot M., (2.106)
asi
- —
Jm-pp=rot M .1 (2.107)

N
Finalmente, la densidad de corriente de magnetizacion requerida | ,, de la resultante ma-

croscépica de las corrientes elementales es:

- —
Ju=rot M (2.108)
0, con el vector nabla,
— - -
Jm=VxM (2.109)

N
donde, el vector | ,, se puede llamar de dos maneras:

7),,1 = Densidad de corriente de magnetizacién (2.110)

N
J w = Densidad resultante macroscopica debido a las corrientes microscopicas  (2.111)

2.4. Forma generalizada de la ley Circuital de Ampere. intensidad

de campo magnético

Las fuentes secundarias del campo magnético en el interior de la materia magnetizada, pue-
den reducirse a un sistema de corrientes macroscépicas 7,” Estas corrientes representan las
resultantes macroscopicas de las corrientes microscopicas elementales, que en el modelo de
la seccién 2.3, se consideran como las fuentes reales del campo magnético secundario. Se
considera entonces que las corrientes reales y estas corrientes equivalentes existen en el
vacio (ESPOL 1982, p307).

Suponer que en cierto punto existen tanto la corriente real 7 como la resultante macroscopi-
ca de las corrientes microscépicas Tm. La densidad de la corriente total Tmml que crea el

campo magnético es por lo tanto su suma, asi:
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- B —
Jiota =T + T m (2.112)

Entonces, reemplazando la Ecuacién 2.109 en la Ecuacién 2.112, se tiene:

-

- - —
Jiota=T +V xM (2.113)

Por consiguiente, en la Ley circuital de Ampere mostrado en la Ecuacién 2.114, solo se debe

.. e - 7
modificar [ ;,, en lugar de |, asi:

95?. d?:yo_[?. s (2.114)
C S

e - 5 = —
96B.dl:yoj(]+VxM).dS (2.115)
C S

Se separa el lado derecho en dos integrales,

R
E.dT:J-T.d?+I(—)xﬁ).d? (2.116)
c Mo S S

se aplica el Teorema de Stoke al segundo término de la derecha en la Ecuacién 2.116, para

convertir una integral de superficie en una integral cerrada de linea, esto es:

J(Vxﬁ).d?zggﬁ,dT (2.117)
S C
Entonces,
B
— - — — -
é—.dl:f}.dS+9€M.dl (2.118)
c Ko S C
organizando términos,
E) — —
— - -
—.dl—gSM.dl:j].dS (2.119)
c Mo C S

las dos integrales cerradas de linea del lado izquierdo de la Ecuacién 2.119, se escribe en

una sola integral, asi:

B =
96[——1\71’].611:[7.61? (2.120)
c\ Ho S

Pero,
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B
H=2_M (2.121)
Ho

N
donde, H es la “intensidad de campo magnético”, remplazando la Ecuacién 2.121 en la
Ecuacién 2.120, se tiene la Ecuacién 2.122, que representa la “Forma generalizada de la Ley

circuital de Ampere”, y es valida tinicamente para un campo magnético estatico, esto es:

95 H. d?:JT. is (2.122)
C S

La parte derecha de la Ecuacién 2.122, se puede escribir como la corriente total I encerrada

por la trayectoria cerrada C, entonces:

éﬁ.d?:j?.d?:l (2.123)
C S

§ H.dl=I (2.124)
C

Las unidades de H viene expresado en amperios/metros. Asi, despejando H de 2.124, se

tiene:

H= % [%] (2.125)

Aplicando el Teorema de Stoke a la ecuacién generalizada de Ampere,

L(Vxﬁ’). d?:L?.d? (2.126)

integrando,

- 5 o
VxH=]

(2.127)
La Ecuacién 2.127, se denomina “Forma diferencial de la Ley circuital de Ampere generali-
zada” y es valida inicamente para campos magnéticos estaticos.

En el caso de materiales magnéticos lineales, el vector de magnetizacién M es proporcional
al vector de densidad de flujo magnético B. Por lo tanto, de acuerdo con la Ecuacién 2.121,
también es proporcional al vector de intensidad del campo magnético H . Esta relacion li-

neal se suele escribir en la forma (ESPOL 1982, p309):

— -
M =X, H (2.128)
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Se reemplaza la Ecuacién 2.128 en la Ecuacién 2.121, entonces:

—

— B —

H=—-X,H
Ho

Se despeja el vector de densidad de flujo magnético ?, esto es:
- - —
B = yO(H +X,,,H)

N
Sacando factor comun H,

- —
B :”10(1+Xm)H

pero,

1+ X = pr

donde,

Uy = permeabilidad relativa

Reemplazando valores en la Ecuacién 2.131, se tiene:
- —
B =pou, H

Por otro lado,

Hopr = 4

donde,

yu =permeabilidad del material

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

Finalmente, reemplazando y en la Ecuacién 2.134, se tiene la Ecuacién 2.137, que es valido

solamente para materiales lineales.
— -
B=uH

Ademds, la permeabilidad relativa y,, se puede escribir como:

-
fr Ho

(2.137)

(2.138)
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Cuando la permeabilidad relativa p, < 1 se conoce como materiales diamagnéticos y son
lineales. Cuando y, > 1 se conoce como materiales paramagnéticos y son lineales. Cuando
My > 1 se conoce como materiales ferromagnéticos y no son lineales. Resumiendo, en la

Tabla 2.1:

Tabla 2.1: Permeabilidad relativa de los materiales

Rango de la permea-
bilidad relativa

Tipo de material

Tipo de sefal

<1 Diamagnéticos Lineales
Hr>1 Paramagnéticos Lineales
> 1 Ferromagnéticos No lineales

Fuente: Los Autores.

—
De acuerdo con la Ecuacién 2.121 al despejar el vector de magnetizacion M, se tiene:

B
— —
M=—-H (2.139)
Ho
A continuacién, se reemplaza la Ecuacién 2.137 en la Ecuacién 2.139, esto es:
ﬁ:(ﬁ—l)ﬁ) (2.140)
Ho

—
Por consiguiente, el vector magnetizaciéon M tiene la misma direccién y sentido del vector

N
intensidad de campo magnético H .

2.5. Condiciones de frontera

Para determinar las componentes normales B, y tangenciales B; de la densidad de flujo
magnético; y, las componentes normales H,, y tangenciales H; de la intensidad de campo

magnético, en la frontera de dos medios, se procede como sigue:

2.5.1. Condiciones de frontera para las componentes normales
En primer lugar, para determinar la componente normal de la densidad de flujo magnético
B, en la frontera de un medio 1 y medio 2, se utiliza la ecuacién del flujo magnético igual a

cero (Ecuacién 2.141), entonces, se selecciona una superficie gaussiana en la frontera de los

dos medios, como se muestra en la Fig.2.14.

(p:é?.d?
S

se aplica el limite cuando & tiende a cero para que el andlisis sea en la frontera de los dos

=0 (2.141)

medios 1y 2, entonces:
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Medio 2

Medio 1

Figura 2.14: Obtencién de la componente normal de B,,.
Fuente: Los autores

N
lim@) B.dS = (2.142)

La integral cerrada de superficie se reemplaza por cuatro integrales abiertas de superficies,

asi:

. — — - — — — — —
hm[f Bln.dsl‘l-f an.d52+J Bln.dsLl‘FJ an.d5L2]:O (2143)
h—=0| Jas1 AS2 ASL1 ASL2

destruyendo los productos punto, se tiene,

lim [I By, dS1cos180° +J B,,, dS;c0s0? + ---
h=0]JAs1 AS2

(2.144)
+\I‘ By, dSL1C08900 +j B,, dSchos90° =0
ASL1 ASL2

integrando,
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lim [~B1,AS + B3, AS,+0+0] =0 (2.145)

—B1,AS1 + By, AS, =0 (2.146)

pero, AS; = AS, = AS, entonces,

Bin = Bay (2.147)
para materiales lineales,
B=uH (2.148)
entonces,
ﬂlHln:VZHzn (2.149)

2.5.2. Condiciones de frontera para las componentes tangenciales

En segundo lugar, para obtener la componente tangencial B; de la densidad de flujo magnéti-
co, en la frontera de los dos medios 1y 2, se utiliza la Ley generalizada de Ampere (Ecua-
cién 2.150), entonces, se selecciona una trayectoria cerrada 12341 de forma rectangular de

dimensiones Al por h, tal como se muestra en la Fig.2.15,

9517.AT=J7. is (2.150)
1 S

la integral cerrada de linea se reemplaza por la trayectoria 12341, asi:

95 ﬁ.A?:JT. s (2.151)
12341 S

y se aplica el limite cuando & tiende a cero para que el andlisis sea en la frontera de los dos

medios, entonces:

lim ﬁ.AT:limJT. as (2.152)
h—0 J12341 h—0 Jg

la trayectoria cerrada 12341 se reemplaza por seis integrales abiertas, esto es: de 1-2, de 2-a,

de a-3, de 3-4, de 4-b y de b-1, asi:
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Hﬁn S
H‘. T7
T = H2
dl di
Medio 2 o Th
Mediol P a
0
A
dl d'/’
4 =" : 3
le T]_{'
Hl 1n

Figura 2.15: Obtencién de la componente tangencial de H;.
Fuente: Los autores

2
b, — LN — - -
Hi, AZ+J H,,. A1 :limJI ds
4 b h—0 Jg
pero,
li j? dS =lim(Jh Al) = lim (J,Al)
.y s oo T oo U
donde,

Js =Jh =densidad superficial de corriente

al destruir el producto punto e integrando, se tiene:

. h h h h .
}111_r>r(1) Hy; Al_H2n§_Hln§_Hlt AZ+H1n§+H2n§ =1111_T>I(1) (Al

aplicando el limite,

H2t Al _Hlt Al :]SAZ

(2.153)

(2.154)

(2.155)

(2.156)

(2.157)
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Hyy—Hy = (2.158)
Si, J; = 0, entonces:
Hy—Hy; =0 (2.159)
Hy = Hy (2.160)
Para materiales lineales,
B=puH (2.161)
entonces,
B B
16 _ 2 (2.162)
31 H2
en la Fig.2.14,
B
tan 0; = —1- (2.163)
Bln
Y;
B
tan 6, = —2- (2.164)
BZn

Dividiendo la Ecuacién 2.163 para la Ecuacién 2.164, se tiene:

tan 91 _ Blt an

= 2.165
tan 92 BlnBZt ( )
Despejando B,; de la Ecuacién 2.162 y reemplazando en la Ecuacién 2.165, se tiene:
tan 0 By B B
anbty _ H1 D1y Bon 1 Don (2.166)

tan 0  pr BiuBir w2 By

Pero, reemplazando la Ecuacién 2.147 en la Ecuacién 2.166 y simplificando, se tiene:

tan6; M (2.167)
tan62 H2 ’

La Ecuacion 2.167 representa la “Ley de refraccion para las lineas del campo magnético”.

Como un ejemplo, si el medio 1 es un material ferromagnético y el medio 2 es el aire, como
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se muestra en la Fig.2.19, entonces, en la Ecuacién 2.167, serd,

Medio 2, Aire U,

Medio 1, Material Ferromagnético \
B

u,

Figura 2.16: Grafico de la sefial de B al pasar del medio 1 al medio 2.
Fuente: Los autores

tanb, _p (2.168)
tan 0, o
esto es,
H1 > Uy (2.169)
entonces,
tan 0
it B (2.170)
tan 0,
por lo que:
0,=0° (2.171)

Entonces, el gréafico de las lineas de la densidad de flujo magnético ?, se representa en la

Fig.2.19.
2.6. Propiedades fisicas de materiales magnéticos. Comportamien-

to de histéresis
Los materiales magnéticos son divididos en tres grupos principales: Los materiales del pri-
mer grupo se caracterizan por pequenos valores negativos de la susceptibilidad magnética, y
se denominan substancias diamagnéticas y son lineales. Los materiales del segundo grupo se
caracterizan por pequefios valores positivos de la susceptibilidad magnética, son conocidos
como materiales paramagnéticos y son lineales. Los materiales del tercer grupo son conoci-
dos como materiales ferromagnéticos y no son lineales, su principal caracteristica es que ellos

tienen una muy alta permeabilidad relativa (Arrayas 2007, p145).
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Materiales diamagnéticos (lineal). u, <1 Son aquellos que se magnetizan muy ligera-
mente en la direccién contraria del campo aplicado (). Ejemplos: agua, hidrégeno, helio,

plomo, plata, bismuto metalico, cobre, oro, silicio, germanio, bronce.

CAMPQ MAGNETICO SIN CAMPO MAGNETICO
APLICADO APLICADO

Jidd KK
| ANR&
- vanrl
N> Y

DIAMAGNETICO

Figura 2.17: Magnetizacién de un material Diamagnético.
Fuente: Los autores

Materiales paramagnéticos (lineal). ., > 1 Son aquellos que se magnetizan muy lige-
ramente en la direccién del campo aplicado. Ejemplos: aire, aluminio, magnesio, platino,

titanio, litio, wolframio.

2O i KK
H Tttt | | ANKR &
rrrtr T yaay
*TT1T 1 NI Y

PARAMAGNETICO

Figura 2.18: Magnetizacion de un material Paramagnético.
Fuente: Los autores

Materiales ferromagnéticos (no lineal). #, > 1 Son aquellos que se magnetizan fuer-
temente en la direccién del campo aplicado. Sus propiedades magnéticas, depende de la
magnetizacion previa del material. Ejemplos: hierro, cobalto, niquel, aleaciones de acero,
gadolinio, disprosio.

2.6.1. Curva de magnetizaciéon de los materiales ferromagnéticos
Comportamiento de histéresis

Las propiedades magnéticas de un material ferromagnético son funciones de su historia
magnética, es decir, de coémo la muestra logré su magnetizacién. Esto se conoce como el

comportamiento de histéresis (ESPOL 1982, p317).
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CAMPO MAGNETICO SIN CAMPO MAGNETICO
APLICADO APLICADO

M

=
>
e e
>

>
|

o o e
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—>

T
)
T
T

FERROMAGNETICO

Figura 2.19: Magnetizacién de un material Ferromagnético.
Fuente: Los autores

Para analizar las propiedades magnéticas de un material ferromagnético, se considera un
nucleo toroidal delgado, con devanado denso y uniforme, con un gran numero N de vueltas,
tal como se muestra en la Fig.2.20. El vector de magnetizacién en este caso es practicamente
uniforme en cualquier seccién transversal del nicleo. Utilizando la Ecuacién 2.172 de la
forma generalizada de la Ley circuital de Ampere para N espiras, se determina el vector de
la intensidad de campo magnético H en el interior (nucleo) del toroide, como se muestra en

la Fig.2.21, ast:

= .
Figura 2.20: Densidad de flujo magnético B en un Toroide con un ntcleo ferromagnético.
Fuente: Los autores

96?. dT =NI (2.172)
C
Considerando la trayectoria cerrada de la circunferencia de radio r, se tiene:

j H.dl =NI (2.173)
0
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integrando, se tiene la magnitud de la intensidad del campo magnético H,

NI
H=—— (2.174)
27t r

B, M

H,di

Figura 2.21: Trayectoria circular de radio r en el interior del toroide de la Fig.2.20.
Fuente: Los autores

y, la magnitud de la densidad de flujo magnético B, es:

NI

B=uH = 2.175
I Loy ( )

Ademads, la magnitud del vector magnetizacién M es,
M:(ﬁ—1)H (2.176)

Ho
Reemplazando el valor de H,

I
M:(ﬁ—l)N— (2.177)

Ho 21t r

Sin embargo, puede medirse el flujo magnético total ¢ a través de la seccién transversal S

N
del nucleo, en lugar del vector de densidad de flujo magnético B, entonces:

¢
B=— 2.17
: (2.178)

Por lo tanto, la dependencia de la densidad de flujo magnético B de la intensidad del campo
magnético H puede determinarse punto por punto y representarse en un diagrama conve-
niente.

El proceso de magnetizacién del material ferromagnético de la Fig.2.20, tiene varias etapas;

y, los resultados de esta magnetizaciéon se muestran en la curva de histéresis de la Fig.2.22.

1. Se hace circular una corriente I sinusoidal por el alambre que abraza al ntcleo ferro-
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Curva de
Magnetizacién
inicial

mran

Figura 2.22: Proceso de magnetizacién de un material ferromagnético.
Fuente: Los autores

magnético del toroide.

. Suponer que al principio la muestra no estd magnetizada. Si la intensidad del campo
magnético aumenta, debido al aumento de la corriente I, de cero a un valor H,,,,, el
punto en el plano B-H trazara la curva 0-1 que se muestra. Esta curva se conoce como

la curva de magnetizacién inicial.

. Del punto 1 al 2, se disminuye la corriente I, hasta que en el punto 2, la corriente I
es igual a cero (I = 0) y la intensidad de campo magnético H también es igual a cero.
Sin embargo, en el punto 2, la densidad de flujo magnético B no es cero, y se obtiene
una densidad de flujo remanente o residual B,. El significado fisico de la densidad de
flujo residual es debido a ciertos efectos similares a la friccién, las corrientes elemen-
tales seguiran estando orientadas, aunque no haya un campo externo, y produciran un
cierto campo magnético dentro del ntcleo. La densidad de flujo remanente explica la

existencia de imanes permanentes (ESPOL 1982, p319).

4. En el punto 2, se invierte la corriente I, H estara en sentido contrario con respecto a

su sentido anterior, y esta representado en la figura por los valores negativos de H.
5. Del punto 2 al 3, la corriente I va aumentando en sentido inverso.

6. En el punto 3, se obtiene la fuerza coercitiva o intensidad de campo coercitivo H,,
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no habré flujo a través del nudcleo. Fisicamente, esto significa que la densidad de flujo
magnético debida a la corriente macroscopica en la bobina es exactamente igual, pero
opuesta, a la densidad de flujo magnético de los bucles elementales, que todavia estan
orientados para crear B en la direcciéon positiva. Si la fuerza coercitiva H, es gran-
de, el material magnético es duro. Si la fuerza coercitiva H. es pequena, el material

magnético es blando.

7. Sien el punto 3, se quita la corriente I, entonces el punto en el plano B-H se mueve
al punto 4a, y se obtiene el flujo residual o remanente B;, debido a que, todavia hay
algin vector de densidad de flujo en la supuesta direccién positiva creada por los

bucles elementales orientados.

Figura 2.23: Proceso de magnetizacion final de un material ferromagnético.
Fuente: Los autores

8. Del punto 3, se sigue aumentando la corriente I en sentido negativo hasta llegar al

punto 4.
9. A partir del punto 4, se sigue disminuyendo la corriente I hasta llegar al punto 5.

10. En el punto 5, se invierte la corriente I y se sigue aumentando hasta el punto 6. Pero
el punto 6, correspondiente a +H,, no coincidird con el punto 1 de la curva de magne-
tizacién inicial. Solo si se repite tal ciclo diez o mas veces se cerrara la curva trazada
por el punto en el plano B-H. La curva cerrada asi obtenida se conoce como ciclo de

histéresis, cuyo ejemplo tipico se muestra en la Fig.2.23.

En la Fig. 2.23 se muestra el proceso final de magnetizacion, de la curva de histéresis. Los
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puntos a y b, son de saturacion, es decir, por més que se aumente la corriente I, no aumenta
la densidad de flujo magnético B.

De forma general, suele clasificarse a los materiales magnéticos en dos grandes grupos:
materiales magnéticos blandos y materiales magnéticos duros ( Shackelford 2005 ). En la
Fig.2.24 se presentan las curvas de histéresis caracteristicas de dos materiales magnéticos,

uno blando y otro duro. Nétese las diferentes escalas de la intensidad de campo magnético

H.

6000 6000 ——
L 3-H vs
4000 —— 4000 | £ an/{< /
// Bvs H IF’
2000 | 2000 4 [ L
7] 7] | |
I A’ J|
;. | ;. [ /
@ 5000 / | @ 000 / - /
-4000 i —— -4000 4 —4
-6000 Lo -6000 | | | |
400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 2500 1500  -500 O 500 1500  -2500
H, Aim H, A/m

a) b)

Figura 2.24: Curvas de histéresis caracteristicas. a) Iman blando para nucleos. b) Iman
duro o permanente.

Fuente: Los autores

MATERIALES MAGNETICOS BLANDOS. Un material magnético blando es aquel que
una vez magnetizado hasta la saturacién By, si se elimina el campo aplicado H se desmagne-
tiza con facilidad, es decir, presenta de forma espontdnea un valor B, bajo, que desaparece
completamente con valores de H de signo contrario también bajos. Como consecuencia,
presentan curvas de histéresis magnética muy estrechas, con bajas pérdidas de energia por
ciclo.

Un material magnético blando es por tanto aquel cuya imantacién y desimantacién resulta
facil, es decir, aquellos en los que el movimiento de las paredes de los dominios y su rotacién
resulta facil. Estas caracteristicas de facil imantacion y desimantacién permiten su utiliza-
cién para construir circuitos magnéticos en aplicaciones con corriente alterna: transforma-
dores, generadores, motores, etc. y también en otras aplicaciones donde el material debe
desmagnetizarse con facilidad, como relés, electroimanes, accionamiento de servovalvulas,
etc. Entre los materiales blandos puros que se emplean como ntcleos de bobinados destacan

los hierros de alta pureza.
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MATERIALES MAGNETICOS DUROS. Una definicion simple de material magnético du-
ro es aquel, que una vez magnetizado, se comporta como un iman permanente. Es decir,
presenta un alto valor de B, y resulta dificil de desimantar atin en presencia de campos H
de sentido contrario grandes, lo que significa que también deben presentar una alta fuer-
za coercitiva H.. Este comportamiento se debe a que una vez orientados los dominios tie-
nen grandes dificultades para volver al estado original, con direcciones de sus momentos
magnéticos al azar.

Un imén permanente proporciona un campo magnético al exterior, al igual que una bobi-
na por la que circula corriente. Gracias a ello, se emplean en la construccién de motores
eléctricos y generadores de corriente continua. Las aplicaciones electrénicas incluyen ima-
nes para auriculares, altavoces, timbres de teléfonos, etc. Entre los materiales duros, los de

mas amplia utilizacién son las ferritas de bario, de estructura hexagonal.

TEORIA DE LOS DOMINIOS MAGNETICOS. Son agrupaciones de imanes permanentes
elementales (dipolos magnéticos) que se forman en los elementos metalicos. Cuando estdn

alineados en la misma direccién y sentido magnéticos forman un metal magnético.

. .y .. s =
Figura 2.25: Alineacién de los dominios magnéticos con el vector B.

Fuente: Los autores

Los momentos magnéticos de todos los atomos de regiones casi macroscépicas se alinean
formando micro imanes perfectos que se denominan dominios ( Rodriguez 2014), como se
muestra en la Fig.2.25, a medida que aumenta B los dominios con orientacién preferencial
crecen a expensas de sus vecinos. Las orientaciones de estas regiones son aleatorias y es por
eso que generalmente aparecen desmagnetizados, , Fig.2.25 (izquierda) cuando (? = 0). En
otras palabras, cuando la sustancia se somete a un campo magnético externo, los dominios
tienden a rotar alinedndose con el campo externo, Fig.2.25 (centro) cuando (? = ?1) Con
un campo suficientemente grande todos los dominios se alinean y se alcanza una magne-

tizacién maxima que se denomina magnetizacion de saturacién, Fig. 2.25 (derecha) cuando
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(5= E}).

De igual manera, en la Fig.2.26 muestra un esquema de dominios magnéticos de un material

N
ferromagnético alinedndose con un campo creciente H .

H=0 Hr’:ﬁl ]_‘[.=H1

N
Figura 2.26: Alineacién de los dominios magnéticos con el vector H .
Fuente: Los autores

DESMAGNETIZACION DE UN MATERIAL FERROMAGNETICO. Para desmagnetizar

un nucleo ferromagnético magnetizado, existen tres alternativas principales, que son:

1. Se sigue el proceso inverso de la Fig. 2.22. La amplitud de la corriente cada vez se

va disminuyendo. Ahora se puede entender un procedimiento de uso frecuente pa-

ra desmagnetizar piezas magnetizadas de materiales ferromagnéticos. Con el campo

magnético variando sinusoidalmente con el tiempo, el cuerpo primero se magnetiza

alternativamente hasta la saturacién. A continuacidn, la intensidad del campo externo

se reduce lentamente hasta cero. Los bucles de histéresis se vuelven cada vez mas pe-

quenios y el cuerpo se desmagnetiza.

2. Si el material magnetizado es calentado sobre la temperatura Curie, este pierde su

magnetizacién. La temperatura Curie, es la temperatura a la cual el material pierde

su magnetizacion. Debajo de la temperatura de Curie los dipolos atémicos se alinean

de manera paralela en dominios magnéticos. Superada la temperatura de Curie, los

dominios magnéticos cambian de alineamiento de forma aleatoria debido a un enfria-

miento lento anulando el momento magnético neto. Por consiguiente, los materiales

magnéticos pierden magnetismo cuando se calientan, pero recuperan el magnetismo

cuando se enfrian siempre que la temperatura maxima sea inferior a su temperatura

de Curie. Por encima de la temperatura de Curie, un iman pierde permanentemente

todo o parte de su magnetismo.
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3. Finalmente, los materiales magnéticos pueden perder su magnetizacion cuando es so-

metido a un golpe fuerte.

2.7. Circuitos magnéticos lineales cuasi-filamentales

Considere que una bobina con N vueltas por el que circula una corriente I, estd envuelta
alrededor de un material ferromagnético de forma de un tubo circular, como se muestra
en la Fig. 2.27. Por la pequena seccién transversal AS, fluye un flujo magnético Ag. Para
determinar la intensidad de campo magnético H en el interior del material ferromagnético,
producido por la corriente I que circula por la bobina de N vueltas, se utiliza la ecuacién
generalizada de la Ley de Ampere en la trayectoria circular C de radio r; entonces, a partir
de la Fig.2.27, se cumple el siguiente set de ecuaciones: 2.179, 2.180, 2.181 y 2.182 (ESPOL
1982, p322).

Figura 2.27: Circuito magnético.

Fuente: Los autores

- -
96 H.dl =NI (2.179)
C
- —
B = uH (2.180)
A¢ = BAS (2.181)
96?. ds =0 (2.182)
S

La Fig.2.27 representa un circuito magnético que es completamente analogo a un circuito

eléctrico que se muestra en la Fig.2.28, con un conjunto de ecuaciones que son validas para
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corriente constante I en un tubo de corriente filamentoso, con el siguiente set de ecuaciones:

2.183,2.184,2.185y 2.186.

963 dT =¢ (2.183)
C

Al =JAS (2.184)

T =0F (2.185)

957. ds =0 (2.186)
S

A8

g R

Figura 2.28: Circuito eléctrico.

Fuente: Los autores
Los dos sets de ecuaciones, por un lado las ecuaciones del circuito magnético 2.179, 2.180,
2.181 y 2.182; y por otro lado, las ecuaciones del circuito eléctrico, son completamente

analogos. La solucion debe ser de la misma forma, esto es:

Ecuaciones para el circuito eléctrico.

ZE - ZRI =0 (para cualquier circuito cerrado) (2.187)
dl )
R=| — ; R=— 2.1
c 0AS oS (2.188)
ZI =0 (para cualquier nodo) (2.189)
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Donde,
& = fuerza electromotriz, R = Resistencia, I = Corriente, 0 = conductividad, I = longitud,
S = dérea.

Ecuaciones para el circuito magnético.

ZNI - ZR,,,CD =0 (paracualquier circuito magnético cerrado) (2.190)
dl )

R,=| — ; R, =— 2.191

m J;*’x[AS m lls ( )

Z(D =0 (para cualquier nodo de un circuito magnético) (2.192)

donde,

NI = fuerza magnetomotriz, R,, = resistencia o reluctancia del material ferromagnético,
¢ = flujo magnético, y = permeabilidad del material ferromagnético, I = longitud media del
material ferromagnético, S = drea transversal del material ferromagnético.

En la Fig.2.29 se encuentra el circuito magnético equivalente de la Fig.2.27. La reluctancia
R,, representa la resistencia del material ferromagnético y es la oposicién que presenta el
material magnético al paso del flujo magnético. La fuente de fuerza magnetomotriz estd

dada por NI,y @ representa el flujo magnético que circula por el material ferromagnético.

_

@
NI () R,

Figura 2.29: Circuito magnético equivalente.
Fuente: Los autores

2.8. Analisis aproximado de circuitos magnéticos lineales no fila-

mentales
Se considera ahora un ntcleo grueso en forma de U de permeabilidad y > i, cerrado por
una barra gruesa de permeabilidad p,, también y; > py, como se muestra en la Fig. 2.30.
Si pu > py las sustancias no pueden ser lineales, pero suponer que pueden tratarse como
aproximadamente lineales. Suponer que N vueltas, por las que circula una corriente de
intensidad I, se enrollan en el ntucleo. La determinacién exacta del campo magnético en

tal caso es imposible, a pesar de la supuesta linealidad. Sin embargo, se pueden demostrar
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facilmente dos caracteristicas bastante generales del campo magnético dentro del ntcleo
(ESPOL 1982, p324).

En primer lugar, dado que p; > pg y pp > po, de la Ecuacién 2.162 se puede concluir
que la componente tangencial de la densidad de flujo magnético es mucho mayor en el
nucleo que fuera de él. Siendo iguales las componentes normales de E), la densidad de flujo
magnético dentro del niicleo es generalmente mucho mayor que en cualquier punto exterior.
Por lo tanto, se puede considerar que el flujo magnético esta aproximadamente restringido
al ndcleo, aunque este nunca puede ser exactamente el caso. Esto representa la primera
suposicion al analizar el circuito magnético no filamentoso real (ESPOL 1982, p324).

En segundo lugar, asumir que las ecuaciones de 2.190 a 2.192 también son razonablemente
precisas en este caso, si se usa una longitud promedio (/1 + ;) en lugar de la longitud del

circuito filamentoso.

i, U,

Figura 2.30: Circuito magnético real.
Fuente: Los autores

A continuacién se muestran las ecuaciones de la densidad de flujo magnético B y de la
intensidad de campo magnético H en la frontera de los medios 1, 2 y en el vacio, tanto de

las componentes tangenciales asi como de las componentes normales.

M1 > Ho (2193)
Mo > g (2.194)
B B
Hy =Hy — 1t 2 (2.195)
H1 H2
B B
2P, op=Hp,; B,=E5, (2.196)
M1 Ho Ho Ho
By, =By, — By, =By, 5 By, = Boy (2.197)
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2.9. Analisis aproximado de circuitos magnéticos no lineales

Los circuitos magnéticos reales estan siempre hechos de materiales ferromagnéticos, asi que
ellos son siempre no lineales. Por lo tanto, en lugar de la simple relacién B = yITI), se tiene
que tratar con una curva de magnetizacién determinada experimentalmente ( Alcdzar 2016
), tal como se muestra en la Fig.2.31. Si se estd tratando con corrientes periddicas, la curva de
magnetizacién normal es obviamente una mejor opcién. Pero cualquiera que sea el problema

considerado, solo se puede usar las siguientes tres ecuaciones (ESPOL 1982, p326).

9€ﬁ dT =NI 6 aproximadamente ZHklk =NI (2.198)
1
B.dS =0 6 aproximadamente Z@'Dk =0 (2.199)
S
B=B(H) (curva de magnetizacidn experimental adecuada) (2.200)

Campo Magnético H (Oersted)

0.2 0.6 1.0
1w £ T T T 15000

10 [~ — 10000

08 —

5000

04

Densidad de Flujo B (tesla)
Densidad de Flujo B (gauss)

02 —

00 | | | | |
0 10 20 30 40 50 60

Campo Magnético H (A/m)

Figura 2.31: Curva de magnetizacién de B vs H.
Fuente: Los autores

2.10. Circuito magnético de un iman permanente

Considere un toroide ferromagnético delgado y suponga que dentro de él existe una densi-
dad de flujo remanente B, como resultado de una magnetizacién previa, como se muestra
en la Fig. 2.32. La parte inferior del toroide tiene una abertura muy delgada de longitud
Iy denominado entrehierro, que se encuentra amplificado a la derecha de la figura (ESPOL

1982, p327).
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— — — E/:”o

m

Figura 2.32: Imdn permanente toroidal delgado.
Fuente: Los autores

Para calcular la densidad de flujo magnético By en el entrehierro del toroide, primeramente
se utiliza la Ley circuital de Ampere para determinar la intensidad de campo magnético H,
posteriormente utilizando la ecuacién que relaciona B con H, se determina B; se plantea la

ecuacién de ampere, asi:

— —
43 H.dl =NI (2.201)
C

Dado que no hay corrientes macroscépicas en el toroide, entonces I =0, esto es:

98 H.dl =0 (2.202)
C

La trayectoria cerrada se convierte en dos trayectos abiertos, uno por el toroide y la otra por

el entrehierro, o sea,

j H. d7+j H.dl =0 (2.203)
toroide entrehierro

resolviendo la integral del entrehierro, se tiene:

J H, . dT,=Hl (2.204)
lﬂl

Escribiendo la ecuacién que relaciona la densidad de flujo magnético B con la intensidad de

campo magnético H, en el entrehierro, asi:
BO = ]loHO (2205)

pero,
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B,, = B, (2.206)

2.11. Problemas resueltos

Problema 2.1. Un conductor muy largo de radio a y permeabilidad p, transporta una co-
rriente estacionaria de intensidad I, coaxialmente con el conductor es colocado un tubo de
la misma permeabilidad de radio interior b y exterior d, como se muestra en la Fig. 2.33.
Determine los vectores ITI), E), A_/f, Tm y Tms para todos los puntos, asuma que la permea-
bilidad y es constante.

Desarrollo:

Parar<a

En la Fig.2.33, se toma una vista superior del eje z y se aplica la Ley generalizada de Ampere

N
para determinar la intensidad de campo magnético H, tal como se muestra en la Fig.2.34.

gﬁﬁ.d_l):in (2.207)
I

La corriente neta i, encerrada por la trayectoria circular de radio r es I’, entonces:
- -
96H.dl = (2.208)
I

esto es,

r
J- H.dl=r (2.209)
0

pero, reemplazando la corriente I’en la superficie que encierra la trayectoria circular de

radio r, se tiene:

r r
J H. d_l)zf T .ds (2.210)
0 0

destruyendo el producto punto, se tiene,

r r
J H dlcos 0° :f J dScos 0° (2.211)
0 0

pero, la densidad de corriente ] es igual a la corriente total que circula por el drea del cilin-

dro de radio a, entonces,

I
J=

=— (2.212)

reemplazando en la Ecuacién 2.211 e integrando, se tiene:
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X

Figura 2.33: Cilindro coaxial de radios a, b y d, con corriente I y permeabilidad p.
Fuente: Los autores

r r r r
J Hdl:J- ]dsj Hdl:j ]dSH(Zm):L(nﬂ)H:I—r (2.213)
0 0 0 0 na2 27(&2

Considerando el sistema de coordenadas cilindricas, la intensidad de campo magnético esta

en la direccién del dngulo 6, entonces:

Ir

Hpy

"y . . . s 4
Escribiendo en forma vectorial, el vector intensidad de campo magnético H se encuentra

en la direccién del vector unitario 6, entonces,

H = 0 (2.215)

pero, la densidad de flujo magnético Bes:

— —
B =uH (2.216)
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Figura 2.34: Vista superior del cilindro coaxial de la Fig.2.33, para r <a.
Fuente: Los autores

entonces,

Ir —~
= 2.217
Fona ( )
—
El vector de magnetizaciéon M viene dado por:
M =(ﬁ—1)ﬁ’ (2.218)
Ho
N
Reemplazando el valor de H, se tiene:
— JZ Ir —~
M=|L-1 50 (2.219)
Ho 21a
0, escalarmente,
1
Me:(ﬁ_l) r2 (2.220)
Ho 2ma

N
Para determinar la densidad de corriente de magnetizacién | ,,, se utiliza la siguiente ecua-

cion:

- - —
T m=VxM (2.221)
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1 . —_ —>
En coordenadas cilindricas, el VxM es:

= = |1dM, JIMy|, (dM, M\~ 1|d oM, \| .

VXM —|:7 86 —W]V‘F( az —7 6+7 E TMQ— 86 z (2222)
Reemplazando,

- [1dM, JMy|, (dM, OIM,\~ 1fd oM, \|.

]m_[r 20 0z ]r+( oz or 9+r ar Mo - a0 ||* (2.223)

Debido a que la permeabilidad y del cilindro de radio 4, es constante, entonces el vector de
magnetizacioén es constante alrededor del dngulo 6 y a lo largo de z, inicamente varia con
respecto al radio r; ademads, el vector magnetizacion solo tiene la componente del dngulo 6,

esto es, My, entonces:

M,=0, M,=0 (2.224)
oM, My oM, oM,
20 0 dz 0 dz 0 ar 0 (2.225)

Por lo tanto, en la Ecuacién 2.223 se tiene:

7=t g trma (2.226)

Reemplazando la Ecuacién 2.220 en la Ecuacién 2.226, se tiene:

- 1|4 U Ir \|,
R e

- 1| d((n 172 \],
]m = 7[5((%—1)271&2 )]Z (2228)

Derivando con respecto al radio r, se tiene:

r 2ma?

Tm:l[(ﬁ_l)nr ]Z (2.229)
Ho

. . g . . . . . TP
y simplificando la ecuacién, se tiene la densidad de corriente de magnetizacién | ,, en la

direccién de z

7m=[(ﬁ—1) anp (2.230)
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N
Para determinar la densidad de corriente de magnetizacién superficial | ,,5 en la superficie

del cilindro de radio 4, se utiliza la siguiente ecuacién:

-

—) —
I ms = M —aXpin (2.231)

Donde, 71,1 es el vector unitario normal
. . - . . .
Destruyendo el producto cruz, la direccién del vector | ,,;s tiene sentido negativo de la com-

N
ponente z, es decir, en la Fig.2.34 el vector |, estd entrando en forma perpendicular, esto

es:
N ,
T s = My—q iy sen 90° (=2) (2.232)
Ia .
?msz(ﬁ_l) 7 (2.233)
Ho 27a
Simplificando,
- JZ I .
=—(=-1|]— 2 .
T ms (ﬂo )m (2.234)

Paraa<r<b

En la Fig.2.33, se toma una vista superior del eje z, tal como se muestra en la Fig.2.35, y se
aplica la Ley generalizada de Ampere para determinar la intensidad de campo magnético
ﬁ, en este caso la trayectoria circular imaginaria de radio r encierra toda la corriente I,

entonces:

Sﬁﬁ.ﬁzin (2.235)
1
.
J H.dT =1 (2.236)
0
Destruyendo el producto punto e integrando, se tiene:
I
H=— (2.237)
27tr
Escribiendo en forma vectorial
- I —~
H=-—0 (2.238)
2mtr

Debido a que el analisis se estd desarrollando en el vacio, la permeabilidad es ), entonces,
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H,d

ool

Figura 2.35: Analisis para, a <r <b.
Fuente: Los autores

el vector de densidad de flujo magnético es:

o)
)

=uy—=~0
FOZT(?’

El vector magnetizacion es:

Ir —~
7\/?:(@—1) "oM =0
Ho 2ma

El vector densidad de corriente de magnetizacién es:

-

- —
Jm=VxM

Utilizando los criterios anteriores, se tiene:

Reemplazando M= 0,

N
Jm=0

. . . . L, P
Finalmente, el vector de densidad de corriente de magnetizacién | ,,; es:

(2.239)

(2.240)

(2.241)

(2.242)

(2.243)
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—

urd —
J ms = Mxl"nl (2.244)

Reemplazando para M = 0, se tiene

N
Jms=0 (2.245)

Parab<r<d

En la Fig.2.33, se toma una vista superior del eje z, tal como se muestra en la Fig.2.36, y se
aplica la Ley generalizada de Ampere para determinar la intensidad de campo magnético
Iq), en este caso la trayectoria circular imaginaria de radio r encierra toda la corriente I,

entonces:

Figura 2.36: Analisis parab<r <d.

Fuente: Los autores

j H.dl =1 (2.246)
0

Destruyendo el producto punto e integrando, se tiene:

I
H=— (2.247)
27y
Escribiendo en forma vectorial:
- I —~
H=—-20 2.248
2mr ( )
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Debido a que el analisis se estd desarrollando en el tubo de radios by d, la permeabilidad es

U, entonces, el vector de densidad de flujo magnético es:

) (2.249)
“HF o '
El vector magnetizacién es:
— H" I —~
M=({—-1]—86 (2.250)
Ho 2mtr
0, escalarmente:
)z I
Mg=(—-1)— 2.251
‘ (#0 ) 2mer ( )

N
Para determinar la densidad de corriente de magnetizaciéon | ,,, se utiliza los mismo crite-
rios para el rango de a < r < b, por consiguiente:

— 1|0
T m [E (ng)]:z (2.252)

r

Reemplazando la Ecuacién 2.251 en la Ecuacién 2.252, se tiene

- 1|4 u I R
simplificando
- 110 ([ nu I\,
7=l )l sy
Derivando con respecto al radio r, se tiene:
-
Jm=0 (2.255)

Para determinar la densidad de corriente de magnetizacién superficial | 5, en la superficie

del cilindro de radio b, se utiliza la siguiente ecuacion:

— —

I msp =M r:bxﬁnZ (2.256)

Donde, J1;,; es el vector unitario normal.
. . - . . .-
Destruyendo el producto cruz, la direccion del vector | ¢, tiene sentido positivo de la com-

- . .
ponente z, es decir, en la Fig.2.36 el vector | ,,4 esta saliendo en forma perpendicular, esto
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es:

i N
T msp = M=y Hn2 S€N 90° Z (2.257)

Pero, j1,p = 1;y sen 90° = 1, entonces:

T =2 —1) L 2
]me_(I‘O 1)27‘(172 (2.258)

. . . . 2 . . - . .
Para determinar la densidad de corriente de magnetizacion superficial | 54 en la superficie
del cilindro de radio d, se utiliza la siguiente ecuacién:
- — .
J msa = M r=aXpu3 (2.259)
Donde, 71,5 es el vector unitario normal.

. ., - . . .
Destruyendo el producto cruz, la direccién del vector | 4 tiene sentido negativo de la com-

. . = , .
ponente z, es decir, en la figura 2.32 el vector | ,,5; esta entrando en forma perpendicular,

esto es:
— N
J msa = My=q py3 sen 90° (—Z) (2.260)
- 1z I
=—|—-1)]=—Z2 2.261
] msd (/"0 )271(1 ( 6 )
Parar>d

En la Fig.2.33, se toma una vista superior del eje z, tal como se muestra en la Fig.2.37, y se
aplica la Ley generalizada de Ampere para determinar la intensidad de campo magnético
H, en este caso la trayectoria circular imaginaria de radio r encierra toda la corriente I,

entonces:

f H.dT =1 (2.262)
0

Destruyendo el producto punto e integrando, se tiene:

H=— 2.2
27y (2.263)
Escribiendo en forma vectorial,
I —~
=119 (2.264)
2mr
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Figura 2.37: Anélisis para r > d.

Fuente: Los autores

Debido a que el analisis se estd desarrollando en el exterior del cilindro de radios d, la

permeabilidad es en el vacio i, entonces, el vector de densidad de flujo magnético es:

El vector magnetizacion es:

El vector densidad de corriente de magnetizacion es:

—

- —
Jmw=VxM

Utilizando los criterios anteriores, se tiene:

—
Reemplazando M =0

Jm=0

. . . . L, P
Finalmente, el vector de densidad de corriente de magnetizacién | ,,; es:

(2.265)

(2.266)

(2.267)

(2.268)

(2.269)

(2.270)
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— —
J ms = M xpiy (2.271)
7 .
Reemplazando para M =0, se tiene:
N
Jms=0 (2.272)

Problema 2.2. El circuito magnético mostrado en la Fig. 2.38, tiene una permeabilidad uni-
forme del material ferromagnético y, estd compuesto por siete secciones de material ferro-
magnético y con secciones transversales S iguales. Posee tres fuentes de fuerza magnetomo-
triz, NIy, NI, y N3I3. Determinar los flujos @y, @, y @s.

Solucion:

En primer lugar, se debe transformar el circuito magnético de la Fig. 2.38 en un circuito
eléctrico equivalente el cual se muestra en la Fig.2.39. Con los siete segmentos del material
ferromagnético, se determinan las siete reluctancias utilizando las ecuaciones respectivas,

que se muestran a continuacion:

I i I
le = ]/l_ls ’ RmZ = }l_é » Rm3 = ”_35 (2273)
b ks s b
Ryg = S Ry5 = us Ry = S Ry = 3 (2.274)
/ W
: Y ) )
1 N,
I,
Nl L d)| [q b, (15, o
N S
/
A
i l
N,
1,

Figura 2.38: Circuito magnético.
Fuente: Los autores

Para determinar los tres flujos @, @, y @3, se utiliza el anélisis de mallas en el circuito de

la Fig.2.39 y se obtienen dos mallas con flujos @, y @, tal como se muestra en la Fig.2.40.

MALLA a, LVK.
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Rnr-‘i R m3 N-‘ f"
R ml
(D 1 R ms ¢ 2 ¢ 3 R b
NI,
NI,
R m2 R m7

Figura 2.39: Circuito eléctrico equivalente al circuito magnético de la Fig.2.38.
Fuente: Los autores

R NI,

m3

ml

6

NI

1

Figura 2.40: Obtencién de @, y @, por andlisis de mallas.
Fuente: Los autores

=NiI; + Ry @y + Rpyps @y + Ryyy5 (D= Dp) = Nolp + R,y D, = 0
=NiIi + Ryy1 @ + Rypg @y + Ryyis Py — Rys Py — NoIp + Rypo @, = 0
=NiI; =Ny, + (le + Rypp + Ryyg +Rm5)®u _RmS(pb =0

(Rt + Ryp + Riyyg + Ryy5) @ — Ryyy5 @y = Ny Iy + Na o

MALLA b, LVK.

N3I3 + Rmé(pb + Rm7(pb + RmS (@b_ (Du) + Rm3(Db =0
N3I3 + Rye Dy + Ryyy7 Py + Ryys Py — Ryyys Py + Ryyy3 Py, = 0

“R,5D, + (Ryz + Ryys + Ry + Ry7) Dy = —N3I3

(2.275)
(2.276)
(2.277)

(2.278)

(2.279)
(2.280)

(2.281)

Con las ecuaciones 2.278 y 2.281 se determinan los valores de flujo @, y @, utilizando el
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método de determinantes, asi:

Ny + N> Ip —Rys
_NSIS (Rm3 +Rm5 +Rm6+Rm7)
@, = (2.282)
(le + RmZ + Rm4 + RmS) _RmS
_RmS (Rm3 + RmS + Rm6 + Rm7)
(le +Rm2+Rm4+RmS) NIII +N212
—Ryus -N3I3
D, = (2.283)
(le + RmZ + Rm4 + RmS) _RmS
_Rm5 (Rm3 + RmS + Rm6 + Rm7)
Entonces,
D, =D, (2.284)
D, =D, - D, (2.285)
o ——h (2.286)

Problema 2.3. El circuito magnético mostrado en la Fig.2.41, tiene una permeabilidad uni-
forme del material ferromagnético p, esta compuesto por siete secciones de material ferro-
magnético y con secciones transversales S iguales. Posee dos fuentes de fuerza magnetomo-

triz, N1I; y NpI,. Determinar el flujo del entrehierro @.
Solucion:

Primeramente, se debe transformar el circuito magnético de la Fig. 2.41 en un circuito
eléctrico equivalente el cual se muestra en la Fig. 2.42. Con los siete segmentos del mate-
rial ferromagnético, se determinan las siete reluctancias y la del entrehierro, utilizando las

ecuaciones respectivas, que se muestran a continuacién:

H> po (2.287)

RmO > (lemeZrRmSvr Rm4l RerRmﬁf Rm7) (2-288)
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L,

Ho ——
714

[y

J2
—> ll
NI T
L
I, I,

(]

N

N.I,

Figura 2.41: Circuito magnético con entrehierro /.

Fuente: Los autores

Ryz = ]4_5 ) ma4 = ]45 (2.289)
I7 ly
-7 -0 2.290
m7 [45 m0 I"OS ( )
ml
Rmﬂ
P,
Rm‘{ Rm4
2%%Y
q{)_1
‘Rmﬁ g Rm‘)'

ml = ]J_S 5 Rm2 = ;4_5 )
_Is _ls
RmS }/E ’ Rm6 ]4_5 ’
e
Rm?
NV
(]):
-Rm.'-‘ §
NI,
()
N

Figura 2.42: Circuito eléctrico equivalente al circuito magnético de la Fig.2.41.

Fuente: Los autores

Para determinar el flujo del entrehierro @y, se utiliza el analisis de mallas, tal como se mues-

tra en el circuito de la Fig.2.42 y se obtienen tres mallas con flujos @;, @, y @5 .
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MALLA 1, LVK

=NiI; + Ry1 @1 + Ryyo @y + Riyg Py + Ryys (P — P3) + Ry (P — D) = 0 (2.291)
_Nlll +Rm1q)1 +Rm0(p1 +Rm4®1 +Rm5q)1 —Rm5®3 +Rm7 @1 —Rm7 (DZ =0 (2292)

(Rt + Ry + Ripg + Ryys + Riy7) @1 — Ryyyy Po = RysP3 = NIy (2.293)

MALLA 2, LVK

NoIp + Ryp @2 + Ryy7 (D= Pp) + Ry (Po— P3) = 0 (2.294)
NQIZ + RVHZ@Z + Rm7q)2 - Rm7®1 + RmG(DZ - Rm6®3 =0 (2295)
=Rz Py + Rz + Rinz + Ryng) P2 — Ry @3 = — N2l (2.296)

MALLA 3,LVK
Ryu3 P53+ Ry (P3— P2) + Ryys (P3— 1) = 0 (2.297)
Rm3(p3+Rm6¢)3_Rm6(D2+RmS(D3_Rm5(D1 =0 (2298)
_Rm5®1 _Rm6®2+(Rm3+Rm6+Rm5)(D3 =0 (2299)

Con las ecuaciones 2.293, 2.296 y 2.299 se determinan los valores de flujo @;, @, y @3

utilizando el método de determinantes, asi:

NI —Ruz —Rus
- NZIZ (Rmz + Rm7 + Rm()) _Rmé
0 _Rmﬁ (Rm3 + Rm6 + RmS)
O, = (2.300)
(le + RmO + Rm4 + RmS + Rm7) _Rm7 _RmS
_Rm7 (RmZ + Rm7 + Rm6) _Rmﬁ
_RmS _Rmﬁ (Rm3 + Rmé + RmS)
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(Rt + Rino + Ra + Rys + Ry7) - N1y —Rius
—Ru7 - Ny, —Rins
_RmS 0 (Rm3 + Rm6 + RmS)
@, = (2.301)
(le + RmO + Rm4 + RmS + Rm7) _Rm7 _RmS
_Rm7 (RmZ + Rm7 + Rmﬁ) _Rmé
_RmS _Rmﬁ (Rm3 + Rmé + RmS)
(Rt + Rino + Rypg + Ryys + Ryyy7) Rz NI
Rz (Rma + Ry7 + Rig) = NoDp
_RmS _Rmé 0
Oy = (2.302)
(le + RmO + Rm4 + RmS + Rm7) _Rm7 _RmS
_Rm7 (RmZ + Rm7 + Rmﬁ) _Rmé
_RmS _Rm6 (Rm3 + Rm6 + RmS)

Finalmente, de la Fig.2.42, se ve que, el flujo del entrehierro @, es igual al flujo de malla @,

entonces:

Dy = D (2.303)
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Capitulo I1I

INDUCCION ELECTROMAGNETICA

3.1. Fuerza entre dos cargas pequefias en un movimiento arbitra-

rio lento
Cuando las cargas se encuentran estéticas, en reposo, en equilibrio, o en general sin mover-
se, estas producen una fuerza de tipo eléctrica en el espacio que las rodea; y, para calcular la
magnitud, direccién y sentido de estas fuerzas, se utiliza la Ecuacién 3.1 de la Ley de Cou-
lomb aplicables a pares de cargas (Ferrero Botero 2020, p15), que se muestra en la Fig.3.1,
siendo ?12 la fuerza que ejerce la carga Q; sobre la carga Q,, 711, es el vector unitario diri-
gido desde la carga 1 hacia la carga 2, r la distancia entre las dos cargas, K es la constante de

Coulomb K = 8,9875517923x10° NCVZ’Z y las velocidades de las cargas v'; y 7, son iguales a

cero, ya que se encuentran estaticas.

= Q1Q
Fpp=K ;2 2 iz (3.1)

Sin embargo, la fuerza total entre dos pequenas cargas eléctricas en movimiento, no viene
dada tnicamente por la Ley de Coulomb. Se deben agregar ciertos términos correctivos
para tener en cuenta la fuerza adicional. También se nota que, para velocidades razonables
de las cargas, los términos correctivos son muy pequefios en comparacién con la fuerza de
Coulomb, y en consecuencia, que no es posible determinarlos experimentalmente de manera
directa (ESPOL 1982, p369).

Entonces, al tratar con estas fuerzas adicionales en el caso de sistemas de corriente cons-

tante, se determiné un término adicional no mediante mediciones directas en las dos cargas
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Figura 3.1: Las cargas Q; y Q; estdn estdticas sin movimiento.
Fuente: Los autores

en movimiento, sino de manera indirecta. Se midi6 la fuerza total sobre un gran nimero
de cargas en un estado conocido de movimiento constante y se redujo matematicamente
a las contribuciones de pares de cargas individuales en movimiento. El término adicional
a la fuerza de Coulomb, se conoce como la fuerza magnética mostrada en la Ecuacién 3.2

(ESPOL 1982, p369).

= Ho Q1Q
F 2= E—iz 2

-
2 X (leﬂlz) (3.2)
= e . .
Donde, F 1, es la fuerza magnética que ejerce la carga 1 sobre la carga 2; siempre y cuando,
. - . N
la carga Q; se mueva con una velocidad v’y y la carga Q, se mueva con una velocidad v',,

tal como se muestra en la Fig.3.2; ademds, 7, es el vector unitario dirigido desde la carga 1

hacia la carga 2.

Figura 3.2: Las cargas Q; y Q, en movimiento.
Fuente: Los autores

. —_ sy
Cuando la carga Q; se mueve con una velocidad v"; y la carga Q, permanece estatica con
. —_ . .
velocidad v, = 0, tal como se muestra en la Fig.3.3; entonces, la carga Q, ejerce una fuerza

.o . s~ 2 qsos s
eléctrica F ,, sobre la carga Q. Debido a que el vector unitario j, esta dirigido de la carga
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—/
1 hacia la carga 2, y el vector F,;, representa la fuerza eléctrica producida por la carga 1

sobre la carga 2, la Ecuacién 3.3 lleva el signo negativo (ESPOL 1982, p370), esto es:

Figura 3.3: La carga Q; en movimiento y la carga Q, estatica.
Fuente: Los autores

=’ Q1Q, £(71) (3.3)
V',=0

P =10~ 5\

Las fuerzas que actuan entre todos los sistemas de corrientes y cargas eléctricas macroscépi-
cas cuasi-estacionarias pueden explicarse si se agrega un solo término a la fuerza de Cou-
lomb y la fuerza magnética entre dos cargas eléctricas, por lo tanto, a partir de experimentos
macroscopicos con corrientes cuasi estacionarias y grupos de cargas elementales, se deduce

que la fuerza total ejercida por una pequenia carga Q; sobre una carga Q, es:

- (3.4)

= + 2 x (V1 X7, ) - o 5
12 dne, 12 L L 2 VX P )= o

f) 1 QIQZA Ho QlQZ? Q1Q2 d (71)
—>2 0

El primero y tercer término de la Ecuacién 3.4, corresponde a la fuerza de tipo eléctrica,
reagrupando se tiene la Ecuacién 3.5,
N
Q1 Qi 9 (v, -

= 1 N Mo Q1 -
Fi=0Q Er—zﬂlz—#oE 5(7)72=0]+Q2v 2 X [Er_?(v 1X My, )] (3.5)

N
Por lo tanto, el primer término de la Ecuacién 3.5 representa la fuerza eléctrica Q, E, en-

. g
tonces el campo eléctrico E, es:

(3.6)

amey 2 112 T 0% G\

7 I Q- Q4 3(71)
7,=0

y el segundo término de la Ecuacién 3.5 representa la fuerza magnética, puntualizando que,

N
lo que esté entre corchetes, representa la densidad de flujo magnético B | producido por la
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carga Q, esto es:

Volviendo a reescribir la Ecuacién 3.5, se tiene:

- - - =
Fi=QE +Qyv,x By (3.8)
La Ecuacion 3.8 se conoce como la ecuacion de la fuerza de Lorenz.

3.2. El campo eléctrico de un sistema de corriente cuasi - estacio-

nario

En un sistema de corriente cuasi-estacionario, por definicién, las corrientes varian tan len-
tamente, que el campo magnético debido a ellas es practicamente igual al producido por
corrientes constantes. Las cuales en ese preciso instante, tienen la misma distribucién que
las corrientes variables. Esto puede incluir conductores portadores de corriente que se mue-
ven lentamente, o conductores estacionarios con corrientes que varian lentamente, o ambos.
En casos de estado estacionario sinusoidal, los circuitos de dimensiones de laboratorio ge-
neralmente pueden considerarse cuasi estacionarios hasta frecuencias de varios millones de
ciclos por segundo (ESPOL 1982, p373).

La Ecuacién 3.6 se obtuvo para cargas pequefias con movimiento arbitrario lento, o en este
caso, para un sistema de corriente cuasi-estacionario, por lo tanto, el campo eléctrico f)

producida por estas cargas Q, se muestra en la Ecuacién 3.9.

- 1 Q. Q J(7
E 2H Mg 8_t(_) (3.9)

" dmegy r? r

El primer término de la Ecuacién 3.9, se debe estrictamente a cargas estaticas que se pueden
representar como un posible término de Coulomb (PTC), y el segundo término es cuando
la carga Q obedece a pequefias cargas con movimiento arbitrario lento o a un sistema de

corriente cuasi-estacionario, entonces reescribiendo la Ecuacién 3.9, se tiene:

= _ _ Ho J ? . , .
E = i ;Q at( . )+ un posible término de Coulomb (3.10)

La sumatoria de la Ecuacién 3.10 se refiere al volumen V ocupado por las corrientes varia-
bles. Macroscépicamente, esta suma se puede representar como una integral, que se muestra

en la Ecuacién 3.11, asi:
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7. _Mo iNQ?
4 )y ot

)dV+PTC (3.11)

Donde, N es el nimero de cargas libres por unidad de volumen. Pero, el término NQv’
—
es igual a la densidad de corriente | que es una funcién del tiempo en cada punto de tal

sistema de corriente, entonces:

- dV +PT 12

3@9(2
!

Reorganizando la Ecuacién 3.12, se tiene

I [m (7T
2. 9 m (L
E = 5 | 2 JV . dV|+PTC (3.13)

pero, el término que estd entre paréntesis en la Ecuacion 3.13 es exactamente el vector po-

N
tencial vectorial magnético A, creado por toda la corriente del sistema, esto es:

N
N
Qi

= 14 .14
dr Jy 1 (3.14)

Reemplazando la Ecuacién 3.14 en la Ecuacién 3.13, se tiene finalmente la Ecuacién 3.15
del campo eléctrico, asi:
—
- JdA

3.3. Ley de Induccién electromagnética de Faraday para un lazo

estacionario
Considere ahora un bucle conductor cerrado situado en este campo eléctrico. Cada carga
libre dentro del bucle recibe la accién del campo eléctrico definido por la Ecuacién 3.15. La
integral de linea del posible término de Coulomb (PTC) alrededor de un circuito cerrado
siempre es cero, como se demostré en la seccién de electrostatica, a partir de la ecuacién
del potencial eléctrico entre dos puntos. El primer término; sin embargo, no es del tipo de
Coulomb y acttia como un campo impreso a lo largo del conductor. La fuerza electromotriz
inducida en todo el circuito estacionario cerrado estd dada por la Ecuacién 3.16 (Lépez

Rodriguez V. y Montoya Lirola 2021, p87), asi:

gzgﬁf.ﬁ (3.16)
C

Reemplazando la Ecuacién 3.15 en la Ecuacidén 3.16, se tiene:
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IA
-
Szé -— +PTC].dl (3.17)
cl ot
Separando los términos de integracion,
IA
— —
5:98——.dl+9g (PTC).d | (3.18)
c ot c

El segundo término de la Ecuacién 3.18 es igual a cero, debido a que el PTC es el campo

eléctrico E, entonces, la integral cerrada de linea es cero, esto es:

96?.d7=0 (3.19)
C

El primer término de la Ecuacién 3.18, sin embargo, no es del tipo de Coulomb y actta
como un campo impreso a lo largo del conductor. La fuerza electromotriz inducida en todo

el circuito estacionario cerrado estd dada por:

IA
N
£ :96 ———.dl (3.20)
c Ot
Organizando de mejor manera,
0 "
5:——gSA.dl (3.21)
at Jc

Aplicando el Teorema de Stoke en la Ecuacién 3.21, se tiene:

- = - - —
fﬁA.dl :J(VxA).dS (3.22)
C S
Entonces,
d - - —
5:——J(VxA).dS (3.23)
at Js

Pero, la densidad de flujo magnético es igual al rotacional del potencial vectorial magnético,

esto es:

-

- o
B=VxA (3.24)

Reemplazando la Ecuacién 3.24 en la Ecuacién 3.23, se tiene:

(3.25)
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Ademas, el flujo magnético ¢, es igual a:

Q= J B.dS (3.26)
S

Reemplazando la Ecuacién 3.26 en la Ecuacién 3.25, se tiene:

I
E=——- 3.27
5t (3.27)
La Ecuacién 3.27 es la Ley de Induccién de Faraday para lazo estacionario, es decir,
—>
d JdB
&= —é E. d_l) S . d? Lazo estacionario (3.28)
C ot s Ot
Ejemplo 1. El imén de la Fig. 3.4, se est4 acercando con una velocidad 7 a la espira que

encierra una superficie S. Determinar la direccién de la corriente inducida en la espira.

Figura 3.4: Iman permanente acercandose a una espira.

Fuente: Los autores

Solucion:

Al atravesar las lineas de induccién magnética ?1 en el interior de la espira que describe un
area S, se induce una corriente i en dicha espira. Para determinar la direccién que circula la
corriente inducida se aplica la Ley de Lenz. Como el flujo que genera el imdn permanente
estd aumentando, la corriente inducida debe generar un flujo que se oponga a este aumento.
Utilizando la regla de la mano derecha, el dedo pulgar indica la direccién de la densidad
de flujo magnético E)z y girando la mano en contra de las manecillas del reloj indica la

direccién de la corriente i inducida alrededor de la espira, tal como se muestra en la Fig.3.4.
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Ejemplo 2. Un solenoide de radio 2 muy largo de N espiras lleva una corriente i = I,,, cos wt .
Determinar el campo eléctrico F inducido en la espira de radio b, como se muestra en la
Fig.3.5.

Solucion:

La densidad de flujo magnético B en el interior de un solenoide viene dado por la siguiente

A

;) 1
w

Figura 3.5: Solenoide de corriente i con una espira concéntrica de radio b.

ecuacion:

Fuente: Los autores

B=pgi N (3.29)

Donde, N es el numero de espiras por unidad de longitud, i es la corriente sinusoidal que
circula por las espiras del solenoide y, j es la permeabilidad en el vacio.

Para calcular el campo eléctrico E en la espira de radio b, producida por la corriente que
circula por el solenoide de radio a, se procede de la siguiente manera:

Paraa<r<b

Primero se dibuja una vista frontal del lado izquierdo del solenoide de la Fig. 3.5, y utili-
zando la Ecuacién 3.28, se traza una trayectoria circular de radio r y se dibujan los vectores,

— —
potencial vectorial magnético A y de desplazamiento d [, tal como se muestra en la Fig.3.6.

J?.d?:ggﬁ.d_z’ (3.30)
S C

Destruyendo el producto punto,

a r
J B dScos 180° =J A dlcos 0° (3.31)
0 0
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Figura 3.6: Vista frontal del lado izquierdo del solenoide de la Fig.3.5.
Fuente: Los autores

resolviendo la integral,

~B(na®) = A(27r) (3.32)

despejando A y reemplazando B, se tiene:

B(naz) i Na?

Hol a
A=— =— 3.33
2mr 2r ( )

. N 2
A:—@%%L (3.34)

Reemplazando la ecuacién de la corriente i, se tiene la magnitud del potencial vectorial

magnético A, esto es:

po Na?

A=- I,,cos wt (3.35)

. , hd , . .
En forma vectorial, las lineas del vector A son circulos centrados en el eje del solenoide,
por lo que el vector esta en la direccion del dngulo 6, entonces 6 es el vector unitario, asf:
Na’l
2 Ho Na~1Ly, a

A = T(cos wt) 0 (3.36)

—
Utilizando la Ecuacién 3.15, se calcula la intensidad de campo eléctrico E, no obstante, para

este problema, el término PTC no existe, entonces es igual a cero, esto es:

9A
—
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Reemplazando la Ecuacién 3.36 en la Ecuacién 3.37, se tiene:

cos wt )6 (3.38)

. d [ moNa’l,
ot 2r

Aplicando las propiedades de los signos,

NS}
~

21 .
E J (ml\;#cos wt )6 (3.39)

derivando la ecuacion,

Na’wl _
E —W (sen wt ) O (3.40)

el campo eléctrico estd en funcién del radio y dngulo, entonces,

Ho Na’wl,,

P (sen wt ) 0 (3.41)

-
E(r,0)=
evaluando el campo eléctrico para un radio r = b, se tiene:

Ho Na’wI, —~

E(r=b)= - (senwt) 8 (3.42)

. g
Finalmente, el valor instantdneo en forma vectorial de la intensidad de campo eléctrico E ()

es mostrado en la Ecuacién 3.43, asi:

Na?wl -
Et)=-1 wa ™ (sen wt) @ (3.43)
y, en forma escalar:
Nalwl
E(t) = —W (sen wt ) (3.44)

N
Las lineas del vector campo eléctrico E son también circulos centrados en el eje del solenoi-
de. La fuerza electromotriz inducida en el lazo circular de radio b mostrado en la Fig.3.7, y

de acuerdo a la Ecuacion 3.28, se tiene:

5:-99 E.dl (3.45)
C
Destruyendo el producto punto en la Ecuacién 3.45, se tiene:
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Figura 3.7: Campo eléctrico E para un radio b.
Fuente: Los autores

b b
gz—J E dlcos 0° :-J Edl (3.46)
0 0

b
&= —f Edl (3.47)
0

Reemplazando el valor del campo eléctrico de la Ecuacién 3.44 en la Ecuacién 3.47, se tiene:

b 2

Nalol

&= —J —W (sen wt ) dI (3.48)
0

Integrando con respecto al circulo de radio b, se tiene:

_ Mo Na’wl,

£ 2b

(sen wt )(27th) (3.49)

Simplificando, se obtiene la fuerza electromotriz inducida en la espira de radio b, esto es:

E=py Na’nwl,, sen wt (3.50)

LEY GENERALIZADA DE MAXWELL-FARADAY
De la Ecuacién 3.28, se tiene la forma integral de la Ley de Maxwell-Faraday, mostrado en

la Ecuacién 3.51,

— 8? —
ggf.dl:—J—.dS (3.51)
C S
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Aplicando el Teorema de Stoke en el lado izquierdo de la Ecuacién 3.51, se tiene:
JB
— — —
‘[(v;fﬁ).ds - 22 .45 (3.52)
s s ot

Integrando se obtiene la forma diferencial de la Ley Maxwell-Faraday en la Ecuacién 3.53,

asi:

N
VxE = _(9(9_}: Forma diferencial de la Ley Maxwell — Faraday (3.53)

3.4. Fuerzaelectromotrizinducida en conductores moviéndose en

un campo magnético estatico
Considérese un trozo de alambre conductor que se mueve con una velocidad ¥’ en un campo
magnético estdtico B (densidad de flujo magnético). Sobre todas las cargas elementales den-
tro del alambre acttia una fuerza electromagnética F mostrada en la Ecuacion 3.54, ya que
ellas, junto con el alambre, se mueven en el campo magnético. Los electrones que se mueven
libremente dentro del alambre metalico serdn empujados hacia un extremo del alambre, ha-
ciendo que el otro extremo se cargue positivamente, como se indica en la Fig.3.8. En el caso
estatico y cuasi-estético, las fuerzas sobre las cargas libres no pueden existir dentro de un
conductor) (ESPOL 1982, p377).
B

F=07«x (3.54)

La distribucién de las cargas a lo largo del conductor serd exactamente tal que el campo
eléctrico creado por estas cargas sea de igual magnitud, pero de direccién opuesta al pro-
ducto 7xB. Se puede decir que un campo eléctrico externo actda a lo largo del conductor
produciendo una fuerza electromotriz total £, mostrada en la Ecuacién 3.55, para un pedazo

de alambre en movimiento (ESPOL 1982, p377).

€= JZ (m?) AT (3.55)
1

— -
es decir, la fuerza eléctrica F es igual al producto de la carga Q por el campo eléctrico E,

esto es:

e —
F =QE (3.56)
Entonces, el campo eléctrico es igual a:
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E=7xB (3.57)

Por lo tanto, la fuerza electromotriz es igual a la Ecuacién 3.58, asi:

2
&= f E.dl (3.58)
1

Figura 3.8: Un pedazo de alambre moviéndose en un campo magnético.
Fuente: Los autores

Dado que el camino conductor en este caso no estd cerrado, no se producird corriente a
través del cable.

Ahora se considera un filamento conductor cerrado que se mueve en un campo magnético
estdtico, como se muestra en la Fig.3.9. En este caso, la fuerza electromotriz alrededor del

contorno estd dada por la Ecuacién 3.59, asi:

(3.59)

Figura 3.9: Filamento conductor cerrado C que se mueve en un campo magnético estatico.
Fuente: Los autores
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La Ecuacién 3.59 se puede transformar de la siguiente manera: Primero, si se denota por
— —
d 1’ la distancia recorrida por un elemento d I en un intervalo de tiempo dt, se tiene que:

—
Z ’

d
-
V= (3.60)

Reemplazando la Ecuacién 3.60 en la Ecuacién 3.59,
a7’
N
s:ngzx_? (3.61)
ahora dt es una constante y puede tomarse fuera de la integral,

£= 195 (dedT') B (3.62)

pero, el producto punto es conmutativo, entonces:

5:i§ﬁ B. (dedT') (3.63)
dt J¢
Pero,
— e -/

dS =dl xdl (3.64)
entonces,

e~ (B 45 (3.65)

dt s

La integral del lado derecho de la Ecuacién 3.63 y 3.65 representa el flujo magnético a través
de la superficie de la tira que es barrida por el contorno C en el intervalo de tiempo dt. Pero
la Fig.3.9 dice que se puede considerar esta superficie de franja como parte de una superficie
limitada por el contorno C en el instante de tiempo inicial. Después del intervalo de tiempo
dt, el flujo magnético a través de C serd menor que antes, exactamente por la cantidad de
flujo a través de la tira barrida. Si se denota por ¢ el flujo magnético en el instante inicial,
entonces el aumento del flujo magnético a través del contorno C en el intervalo dt es como

se muestra en la Ecuacién 3.66 (ESPOL 1982, p378):

- — —- —/
d(p:—B.dS:—B.(dlxdl) (3.66)
Integrando,
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@ziff.d§:if§.@7xd7) (3.67)
S S

esto es,

Parat=0, (p:fsg) . d?.

y, a medida que pasa el tiempo, el flujo disminuye, entonces:

Parat:t,(p:—jsﬁ.d?

Finalmente, la ecuacién 3.63 y 3.65, se muestran en la Ecuacién 3.68 para un contorno ce-

rrado en movimiento.

do
£=-—" (3.68)

La expresién en la Ecuacién 3.68 para la fuerza electromotriz inducida en un contorno ce-
rrado debido al movimiento del contorno en un campo magnético estatico es equivalente a
la Ecuacién 3.59. Sin embargo, si se trata con una pieza de alambre en movimiento que no
esta cerrada, la Ecuacién 3.68 no se puede usar directamente, y es mejor y mas natural usar

la Ecuacién 3.55.

Generador simple de fuerza electromotriz alterna (Ley de Faraday) Considere una es-
pira rectangular con lados e y k, girando en un campo magnético uniforme de densidad de
flujo magnético B paralelo al eje horizontal, como se muestra en la Fig.3.10. Los dos extre-
mos de la espira estan conectados a dos anillos X e Y provistos de contactos deslizantes.

Para calcular la fuerza electromotriz inducida £ en la espira rectangular de lados e y h, en
primer lugar se calcula el flujo magnético que atraviesa el interior del drea que describe la

espira con la siguiente ecuacién:

- —
(p:jB.dS (3.69)
s

Destruyendo el producto punto,

Q= J B dScos 0 (3.70)
S
Integrando,

@ =BS cos O (3.71)

Pero, el area S de la espira rectangular, es:
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Figura 3.10: Generador de fuerza electromotriz de corriente alterna.
Fuente: Los autores

S=ch (3.72)

Y el angulo 6 es igual a la frecuencia angular por el tiempo, asi:

0 = wt (3.73)

Reemplazando en la Ecuacién 3.71, se tiene:

@ = ehBcos wt (3.74)

Una vez determinado el flujo magnético, se calcula la fuerza electromotriz inducida utili-

zando la Ecuacién 3.68, entonces, en la Ecuacién 3.74 se reemplaza la Ecuacion 3.68, asi:

de d
E= T —Eethos wt (3.75)
reorganizando,
&= —ehBicos t (3.76)
- TR ’

derivando con respecto al tiempo, se tiene:
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&€ =—ehB(-w sen wt) (3.77)

Finalmente, destruyendo el paréntesis, se tiene la fuerza electromotriz inducida £ de co-
rriente alterna en los terminales a y b, esto es:

& =ehwB sen wt (3.78)

La Ecuacién 3.78, se muestra en la Fig.3.11.
e

chwB [—

i

-choBf — — — —

Figura 3.11: Fuerza electromotriz £ de corriente alterna en los terminales ab.
Fuente: Los autores

3.5. Ley general de induccion electromagnética (Ley de Faraday)
Considerar ahora un contorno filamentario cerrado movido y deformado de manera arbi-
traria en un campo magnético variable en el tiempo. Este campo magnético variable en el
tiempo va acompafiado de un campo eléctrico variable en el tiempo en todos los puntos y,
por lo tanto, también a lo largo del contorno. Ademas, partes del contorno se mueven en
el campo magnético y también estd presente una fuerza electromagnética sobre las cargas.
Esto se puede representar mediante la intensidad de campo eléctrico E equivalente a 7xB.
La fuerza electromotriz total inducida en el contorno en este caso viene dada por la suma
de las ecuaciones 3.16, 3.20, 3.21 y 3.59, a saber, Ecuacién 3.68 (ESPOL 1982, p380):
— —
5:-95 a—A.d7+95(7xF).d7 - a—B.d?+95(7x§).d7 (3.79)
c ot fo s ot fo

Ahora, se ve que ambos términos en el lado derecho se pueden escribir en la misma for-
ma matemadtica, como tasas negativas de cambio del flujo magnético a través del contorno.
El primero se debe a un cambio de flujo a través del contorno como resultado del campo
magnético variable en el tiempo; la segunda es consecuencia del cambio de flujo debido al

movimiento y deformacién del contorno en el campo magnético considerado estatico. Asi
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que la Ecuacién 3.79 se puede escribir como (ESPOL 1982, p380):

d d
5:(—8—(P) (—a—(p) (3.80)
t campo variable t movimiento en el campo
o,
d 1%
5:(—8—(‘”) (—a—q)) (3.81)
t B varia, Lazo estacionario t B=cte, Lazo no estacionario
o en una forma mds compacta:
do . ., s
E= ~ar Ley de induccion electromagnética de Faraday (3.82)

3.6. Inductancia mutuay autoinductancia de bucles cerrados cuasi-

filamentarios

La presente parte del texto trata de campos electromagnéticos cuasi-estacionarios, es decir,
de campos en los que se supone que todas las corrientes varian tan lentamente que el campo
magnético creado por ellas es, a todos los efectos, igual al producido por corrientes cons-
tantes, que tienen magnitudes iguales a las de las corrientes variables en un momento dado.
La determinacién del campo magnético de la corriente cuasi-estacionaria en C; por lo tanto
se reduce a determinar el campo magnético de una corriente constante en Cy, y luego mul-
tiplicar este campo por el factor de tiempo implicito en 7; (f). Entonces, el flujo magnético
producido a través de un contorno por una corriente constante en otro contorno es suficien-
te para determinar la fuerza electromotriz inducida en el contorno cuando la corriente es
cuasi-estacionaria (ESPOL 1982, p383).

En forma general, para determinar la fuerza electromotriz inducida £ en un alambre con-
ductor de contorno cerrado C, (bobina secundaria), producida por una corriente i(t) que
circula en un contorno C; (bobina primaria), se utiliza la Ley de Induccién de Faraday, esto

es:

_ de
&= —r (3.83)

Utilizando la regla de la cadena, en la Ecuacién 3.83, el flujo magnético se puede derivar
con respecto a la variacién de la corriente i (t), y esta corriente se puede derivar con respecto
al tiempo,

dp  do di

g = dt = —E E (384)
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Donde, la inductancia viene dada por:

de
L=— .
i (3.85)
Reemplazando la Ecuacién 3.85 en la Ecuacién 3.84, se tiene:
di
= —L _ .86
& T (3.86)

Ahora, para determinar la inductancia mutua y la auto inductancia, considerar tres con-
tornos estacionarios cerrados Cy, C, y Cs, hechos de un alambre conductor muy delgado
(bucles cuasi-filamentarios), por los que circulan las corrientes Iy, I, e I3, respectivamente,
como se muestra en la Fig.3.12. El andlisis se realiza en tres partes:

Primera parte. La magnitud de una corriente constante en un contorno estacionario cerrado
C; es I. De acuerdo con la Ley de Biot-Savart dada en la Ecuacién 3.95 la magnitud del
vector de densidad de flujo magnético B en todos los puntos es proporcional a I;. Por lo
tanto, el flujo magnético ¢y, creado por la corriente I; a través del contorno C, también es

proporcional a Iy, esto es:

@12 =L (3.87)
Circuito Circuito Circuito
1 2 3

.

Figura 3.12: Tres circuitos acoplados magnéticamente cuasi-filamentarios.
Fuente: Los autores

Donde, el simbolo L, designa una constante que depende de la geometria del sistema y de
las propiedades magnéticas del medio circundante (que debe ser lineal), pero no de Iy, y se
denomina inductancia mutua entre los bucles C; y C,. A partir del razonamiento anterior
y la definicién en la Ecuacién 3.87 de la inductancia mutua, se sigue que, si la inductancia

mutua Ly, se determina de manera adecuada, la fuerza electromotriz inducida en el bucle C,
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es simplemente la definicion dinamica de la inductancia mutua mostrada en la Ecuacién 3.88,

asi:

diy

e=-hagy

(3.88)

Y, la unidad de la inductancia mutua L;, viene expresada en weber/amperio, (Wb/A).

Segunda parte. La magnitud de una corriente constante en un contorno estacionario cerrado
C, es I,. De acuerdo con la Ley de Biot-Savart dada en la Ecuacién 3.95 la magnitud del
vector de densidad de flujo magnético B en todos los puntos es proporcional a I,. Por lo
tanto, el flujo magnético ¢,, creado por la corriente I, a través del contorno C, también es

proporcional a I, esto es:

@22 =Laoly (3.89)

Donde, el simbolo L,, designa una constante que depende de la geometria del sistema y de
las propiedades magnéticas del medio circundante (que debe ser lineal), pero no de I,, y
se denomina auto inductancia producido por el bucle C, sobre el mismo bucle C,, es decir,
las lineas de induccién magnética que salen del bucle C, vuelven a ingresar al bucle C,
sin enlazarse con los demds bucles. A partir del razonamiento anterior y la definicién en la
Ecuacién 3.89 de la auto inductancia, se sigue que, si la auto inductancia L,, se determina
de manera adecuada, la fuerza electromotriz inducida en el bucle C, es simplemente la
definicion dinamica de la auto inductancia mostrada en la Ecuacién 3.90, asi:
di,

S:_LZZW (390)

Tercera parte. La magnitud de una corriente constante en un contorno estacionario cerrado
Cj; es I3. De acuerdo con la Ley de Biot-Savart dada en la Ecuacién 3.95 la magnitud del
vector de densidad de flujo magnético B en todos los puntos es proporcional a I5. Por lo
tanto, el flujo magnético ¢3, creado por la corriente I3 a través del contorno C; también es

proporcional a I3, esto es:

P32 =L3s13 (3.91)

Donde, el simbolo L3, designa una constante que depende de la geometria del sistema y de
las propiedades magnéticas del medio circundante (que debe ser lineal), pero no de I3, y se

denomina inductancia mutua entre los bucles C3 y C,. A partir del razonamiento anterior
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y la definicién en la Ecuacién 3.91 de la inductancia mutua, se sigue que, si la inductancia
mutua L3, se determina de manera adecuada, la fuerza electromotriz inducida en el bucle C,
es simplemente la definicion dinamica de la inductancia mutua mostrada en la Ecuacién 3.92,
asi:

£= —L32% (3.92)
Por consiguiente, para calcular el flujo magnético total ¢, que atraviesa en el interior del

contorno cerrado C, producidos por las corrientes Iy, I, e I3, es:

P2 = Q12+ P22+ P32 (3.93)

Reemplazando las ecuaciones 3.87, 3.89 y 3.91 en la Ecuacién 3.93, se tiene:

@2 =Lioly + Loslr + L3yl (3.94)
Para obtener los valores de Ly, Ly, y L3y, se empieza utilizando la Ecuacién 3.95 ( Ca-

tala 2017, p114), asi:

B =— 3.95
47 C r2 ( )

N
Utilizando la Ecuacién 3.95, se calcula la densidad de flujo magnético B 1, producido por la
corriente I; que circula por el circuito 1 (contorno C;) a una distancia ry, hasta el circuito 2,

esto es:

—

I dlyxu

By, = o 1§ L H12 (3.96)
an Je, oy

Posteriormente, se calcula la densidad de flujo magnético ?22 producido por la corriente I,

que circula por el circuito 2 (contorno C;) a una distancia r, hasta el circuito 2, esto es:

(3.97)

=

7 _Fofzds dlyxpn

2=7"0 ———
TC c,

2

22
N

Finalmente, se calcula la densidad de flujo magnético B 3, producido por la corriente I3 que

circula por el circuito 3 (contorno C3) a una distancia r3;, hasta el circuito 2, esto es:

(3.98)

% —_

B _ﬂo%é dlzxiys

274 Y. 2
Cs

2
33
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N
La densidad de flujo magnético total B ; en el circuito 2, es igual a la suma de las ecuaciones

3.96, 3.97 y 3.98, asi:

- = — -
B2:B12+322+B32 (399)

Y, el flujo magnético total ¢, viene dado por la Ecuacién 3.100, esto es:

— —
(PZZJ Bz.dSz (3100)
S2

Reemplazando la Ecuacién 3.99 en la Ecuacién 3.100, se tiene:

- - - —
(PQZJ (B12+322+B32).d52 (3101)
S2

(pzz\[ ?12. d§)2+—[ ?22. d?z-i—j ?32. d?z (3102)
S2 S2 S2

Reemplazando las ecuaciones 3.96, 3.97 y 3.98 en la Ecuacién 3.102, se tiene:

L[ dl x7, L ( dl,x7
(PZZJ #0156 1;61412 ‘d?ﬁ'J Ilozgg 2;“#22 S,
s2{ 4m Jc, "2 s2{ 47 Jc, Y

= (3.103)
—
o [ [ o)
S2 4n Cs 39
Sacando factor comun,
AT, x 7 AT, x i
— —
%:&1195 j #.dsﬁzzgg j CEEET
4m C1Js2 AP C2Js2 by
P (3.104)
X —
+I3§ j +’l32d52
C3JS2 732
Pero, en la Ecuacién 3.104 los valores de Ly,, L,; y L3, estdn representados por:
AT, x 7
X —
lezﬂgg J TR gy, (3.105)
4r C1JS2 5P
A7, x 7
X —
Ln:ﬂgg j Tt gy, (3.106)
4r C2JS2 &Y
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ﬁ —_
_ﬂogﬁ J dlsxus 2
Ly, =10 273312 4 (3.107)
2T 4 Jos sy 1 2

Entonces, reemplazando las ecuaciones 3.105, 3.106 y 3.107 en la Ecuacién 3.104; y, toman-
do en cuenta que el flujo es directamente proporcional a la corriente (¢ « I), se tiene:
@2 =Liply + Lyplp + L3y I3 (3.108)
La ecuacién Ecuacién 3.108 es igual a la Ecuacién 3.94, con lo que queda demostrado.
Donde,
Ly, =Inductancia mutua entre el circuito 1 y el circuito 2
Ly, =Autoinductancia del circuito 2 o inductancia propia
L3y =Inductancia mutua entre el circuito 2 y el circuito 3
De la Ecuacién 3.108, en forma general, el flujo magnético creado por n lazos sobre el lazo
k, es:
(pk:le 11+L2k 12+L3k I3+"'+Lnk In (3109)

De la Ecuacioén 3.108, el flujo @15, @25 ¥ @13, son iguales a:

P12 =L1oh (3.110)
P22 =Lylp (3.111)
@13 = L3o13 (3.112)

Otra forma de obtener la inductancia mutua
Para determinar la inductancia mutua del flujo enlazante ¢, entre el circuito 1 y 2 que
se muestra en la Fig. 3.13, se parte de la fuerza electromotriz inducida &, en el circuito 2

producida por la corriente I; que circula por el contorno C; en el circuito 1, esto es:

82:—% (3.113)

El flujo @1, que genera el circuito 1 (corriente I;) y atraviesa el area que describe el contorno
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C,, viene dado por la Ecuacién 3.114, asi:

— —
P12 = B12. dSz (3.114)
S

Reemplazando la Ecuacién 3.114 en la Ecuacién 3.113, se tiene:

&:—%j B,.ds, (3.115)
5,

. . . . fer T
Pero, la ecuacion que relaciona la densidad de flujo magnético B 1, (que se encuentra a una

N
distancia r{, desde el dl; hasta el dS,) y el potencial vectorial magnético A 1, es,

— - —
BIZ =Vux AIZ (3116)

reemplazando la Ecuacién 3.116 en la Ecuacién 3.115, se tiene:

d - - -
&:--J (VxAlz). s, (3.117)
at Js,

Circuito Circuito

Figura 3.13: Flujo enlazante entre el circuito 1 y 2.
Fuente: Los autores

Ingresando la derivada parcial con respecto al tiempo dentro de la integral, se tiene:

b |
S)

Aplicando el Teorema de Stoke en la Ecuacién 3.118, en la que convierte una integral cerrada

—
e d 8A12
V x 3

-

. dS, (3.118)

de linea del contorno C, en una integral de superficie (la superficie que describe el contorno

C,), esto es:
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N
_ 9A12 g
_fﬁc 2 dT, (3.119)
2

N
Pero, recordando que el potencial vectorial magnético total A ;, producido por la corriente
I que circula por el alambre conductor filametal del contorno C; que se encuentra a una

distancia ry,, es igual a:

—
—)_& Idll

= 12
2= 5§ e (3.120)
Reemplazando la Ecuacién 3.120 en la Ecuacién 3.119, se tiene:
9 a7
N
£ = 95 [”098 I 1J.d12 (3.121)
81‘ 12
Reorganizando la Ecuacién 3.121, asi:
ol dl,. dT
g =t 21 4r1- 472 (3.122)
4rt ot C, 2

Pero, de acuerdo a la Ecuacién 3.88, la inductancia mutua L;, obtenido en la Ecuacién 3.122,

viene a ser:

Al .dT
Ly, :Z_O é é 2ri1-9t2 (3.123)
™ Jc, Jc, 12

Donde, la Ecuacién 3.123 se conoce como la Férmula de Newmann para la inductancia
mutua entre dos bucles cuasi-filamentarios, y de esta manera se ha obtenido la inductancia
mutua a partir del potencial vectorial magnético.

Finalmente, la fuerza electromotriz inducida &, en el circuito 2, es:

& =-Ly, 6:91; (3.124)

Se debe aclarar que, en la Ecuacién 3.124, para que exista la fuerza electromotriz en el
circuito 2 producida por la corriente I, ésta corriente debe ser variable, o como se dijo
anteriormente en todo el andlisis, la corriente I; es cuasi-estacionario.

Se puede ver que al intercambiar los subindices 1 y 2 no cambia el valor de la integral, lo
que significa que la inductancia mutua L,; entre los bucles 2 y 1 es exactamente igual a la

inductancia mutua Ly, entre los bucles 1y 2, asi:

L12 :L21 (3125)
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Despejando Ly, de la Ecuacién 3.110, se tiene:
L, =92 (3.126)
I
De igual manera, a partir de la Fig.3.13, si el analisis se lo desarrollara para determinar el

flujo que produce el circuito 2 sobre el circuito 1, la inductancia mutua seria L, esto es:
L, =% (3.127)
I
Reemplazando la Ecuacién 3.126 y 3.127, se tiene:

P12 _ P21
—= == 3.128
L "L ( )

Finalmente, combinando las ecuaciones 3.125 y Ecuacién 3.128,

Lip =Ly = Pz _ P2 (3.129)

Donde, la Ecuacién 3.129 representa la definicion del flujo de la inductancia mutua.

3.7. Problemas resueltos

Problema 3.1. Considerar una bobina toroidal estrechamente enrollada con N; vueltas de
alambre delgado, que tiene una seccién transversal de forma rectangular (b menos a por
h) que se muestra en la Fig. 3.14, rodeada por una vuelta N, de alambre delgado de forma

circular. Calcular la inductancia mutua entre las bobinas N; y N,.

Figura 3.14: Toroide de seccién transversal rectangular.
Fuente: Los autores

Desarrollo:

Paraa<r<b
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El analisis se realiza tnicamente para un radio r mayor que a y menor que b, debido a
que el campo magnético sélo existe en el interior del toroide. En la Fig. 3.14, se realiza un
corte transversal (con un plano paralelo a la pagina) y se selecciona la tapa inferior, visto
de la parte superior, tal como se muestra en la Fig. 3.15; a continuacién, para determinar
la direccién y sentido del vector intensidad de campo magnético ﬁl se aplica la regla de
la mano derecha en las bobinas de contorno circular C; del toroide, por la que circula la
corriente I;. Utilizando la Ley circuital generalizada de Ampere, en la Fig.3.15 se procede a

calcular la intensidad de campo magnético Hy, esto es:

- e
éHl'dll:Nlll (3130)
I

Destruyendo el producto punto en la Ecuacién 3.130 y fijando los limites de integracién de

la trayectoria circular de radio r, se tiene:

r
J‘ H]dl]COSOO :Nlll (3131)
0

Figura 3.15: corte transversal del toroide de la Fig.3.14.
Fuente: Los autores

Integrando la Ecuacién 3.131,

Hl (27T r)=N111 (3132)
y, despejando Hj, se obtiene:
N1
=— 3.133
YT 2y ( )
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Pero, la densidad de flujo magnético By en el vacio, se calcula con la Ecuacién 3.134,

By = poH, (3.134)

entonces, reemplazando el valor de H; de la Ecuacién 3.133 en la Ecuacién 3.134, resulta:

NIy
21 r

Bl = Ko (3135)

* H,, dl,
|

C(I C3 . r 0 [—
P l El
@_. | (® h
Ho Hl | dg,
| a »l
; ~ b,

Figura 3.16: Corte transversal, parte inferior, vista superior, de la Fig.3.14.

Fuente: Los autores
Para determinar el flujo magnético en el interior del toroide, en la Fig. 3.14, se realiza un
corte diametral (con un plano perpendicular a la pagina) en el eje del toroide en forma ver-
tical, y se dibuja la parte inferior con una vista superior, tal como se muestra en la Fig.3.16;
entonces, el flujo magnético ¢, producido por el contorno C; (toroide de N; vueltas) y que

atraviesa el contorno C, (N, vueltas), viene dado por:

<P12=f B,.ds, (3.136)
3

El campo magnético existe solo dentro del toroide, es uniforme, y las lineas del vector de
—
densidad de flujo magnético B producido por la corriente I; que circula en la bobina to-

roidal son circulos de radio r centrados en el eje del toroide, como se muestra en la Fig.3.16.

El flujo magnético @1, que circula en el interior del toroide, viene dado por:

- -
@12:—[ Bl' d51 (3137)
51

Destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integracidn, se tiene:
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b
P12 = j By dSjcos 0° (3.138)
a

Pero, el area transversal del toroide de la Fig. 3.16 es un rectdngulo, y el diferencial de

superficie dSy, es:

s, =hdr (3.139)

Entonces, se reemplaza la Ecuacién 3.135 y 3.139 en la Ecuacién 3.138, asi:

b b
NI N Ih
WZJ Mhdr:”‘)—llj dr (3.140)
. 2mr 27 a T
Integrando,
”IONlllh b
=——1In- 141
P12 g (3.141)

La inductancia mutua Ly, = L,; entre el contorno C; (toroide) y el contorno Cj; asi, el re-
sultado final de la inductancia mutua entre estos dos contornos C; y C,, se muestra en la

Ecuacién 3.12.

N, Lk
_ 2 _ poNiIihy b

L
12 I 27 a

(3.142)

Problema 3.2. Si una espira conductora rectangular de lados e y h se aleja con una velocidad
constante ¥ de un conductor rectilineo por el que circula una corriente constante I que se
encuentra a una distancia x, como se muestra en la Fig.3.17. Determinar la fuerza electro-
motriz inducida en funcién del tiempo en los puntos a y b de la espira, con sus respectivos

signos.

20

OQ"

Figura 3.17: Espira rectangular desplazandose con una velocidad constante ¥'.
Fuente: Los autores

Desarrollo:
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Para determinar la fuerza electromotriz inducida £ en los puntos a y b de la espira rectangu-
lar, se aplica la Ley generalizada de Ampere para calcular la intensidad de campo magnético

H, esto es:

SB H.dl =i, (3.143)
C

En la Fig.3.17, se aplica la regla de la mano derecha para determinar la direccién y sentido
del vector H. El vector d [ indica la trayectoria de integracién de la integral cerrada de
linea de la Ecuacién 3.143, se prefiere poner en la misma direccién y sentido del vector I?,
tal como se muestra en la Fig.3.18. La corriente neta i, encerrada por la trayectoria circular

C esigual a I, por lo tanto,

H,dl
r
=@ ind a
O
! = o
v O] B,dS} i h
&
+
> Ob
e dr |
by >
X e

Figura 3.18: Fuerza electromotriz inducida £ en los puntos a y b.
Fuente: Los autores
> -
J H.dl =1 (3.144)
0

destruyendo el producto punto e integrando en la Ecuacién 3.144, se tiene el valor de H.

H=— (3.145)

Pero, la ecuacién que relaciona la densidad de flujo magnético B con la intensidad de campo

magnético H en el vacio, es:

B =poH (3.146)
Reemplazando la Ecuacién 3.145 en la Ecuacién 3.146, se tiene:
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1
B_P‘o

= 147
27y (3 )

Para determinar el flujo magnético ¢ que atraviesa el interior del area que describe la espira

rectangular, se utiliza la Ecuacién 3.18.

- >
(p:f B.dsS (3.148)
S

Se ubican los dos vectores, E) y d? en el diferencial de superficie (dS = h dr); sabiendo que,
el vector d S debe ser perpendicular de la superficie hacia afuera, tal como se muestra en la
Fig.3.18, por lo que, al destruir el producto punto, y reemplazando los respectivos limites

de integracion, se tiene,

X+e
¢= f B dScos 0° (3.149)
X

reemplazando la Ecuacién 3.147 y el diferencial de superficie dS en la Ecuacién 3.20, es

decir:

X+e I h 1 x+e d
(p:f Bo p gr = KO J a (3.150)
« 2mr 2, 1
Integrando la Ecuacién 3.150.
hi
- "0271 lnxT” (3.151)

Para determinar la fuerza electromotriz inducida £ en los puntos a y b, se utiliza la Ecua-
cién 3.82 de la Ley de Induccién de Faraday, pero debido al flujo obtenido en la Ecua-
cién 3.151 que no varia con respecto al tiempo, entonces, en esta ecuacion se utiliza la regla
de la cadena, es decir:

dpdx do

Reemplazando la Ecuacién 3.151 en la Ecuacién 3.152, se tiene:

d d(pohl  x+e
PR VI 1
& vdx(qu) vdx( o In < (3.153)
Derivando la Ecuacién 3.152, se obtiene:
hil - hiI
g MoV X ¢ _[o? ¢ (3.154)

2n x+ex? 2t x(x+e)
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Entonces, la fuerza electromotriz inducida en los puntos a y b, es:

g_yovhl e
T2 x(x+e)

(3.155)
Para determinar la direccién que circula la corriente inducida I;,,; en la espira rectangular, se
aplicala Ley de Lenz. Como la espira se estd desplazando hacia la derecha del alambre por el
cual circula la corriente I que genera el flujo magnético ¢, entonces, este flujo que atraviesa
la espira esta disminuyendo, por lo que, la corriente inducida I;;,; genera un flujo a favor de
@ para evitar que siga disminuyendo. Por lo tanto, el flujo inducido esta saliendo en forma
perpendicular de la espira; al aplicar la regla de la mano derecha en el segmento superior de
la espira, los cuatro dedos de la mano saliendo en el interior del drea que describe la espira,
abrazan al segmento, se ve que el dedo pulgar apunta hacia la izquierda del segmento, tal
como se muestra en la Fig.3.18.

Finalmente, en el interior de una fuente la corriente circula de menos(—) a mas(+), entonces,
como la espira es una fuente, el signo menos esta en el punto a y el signo mds esta en el
punto b, como lo indica la Fig.3.18.

De esta manera se obtuvo la fuerza electromotriz inducida en los puntos a y b con sus res-

pectivos signos.
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Capitulo IV

ECUACIONES DE MAXWELL

4.1. Ley circuital de ampere para corrientes no estacionarias

Considere un sistema de corriente no estacionario en un determinado instante de tiempo,
como se muestra en la Fig. 4.1. Se divide el campo de corriente en tubos muy delgados,
casi filamentosos, a las superficies de las cuales el vector de densidad de corriente 7(7, t)
que depende del espacio r y el tiempo ¢, es tangencial en todos los puntos. La densidad de
corriente producida por las cargas negativas es igual a la densidad de corriente producida

por las cargas positivas.

J(r,1) J(r,1)

Tubos muy Delgados

Figura 4.1: Conductor con corriente no estacionaria.
Fuente: Los autores

En el caso de corriente estacionario, tales tubos se cierran sobre si mismos, y la intensidad
de corriente a través de cualquier seccion transversal de un tubo es la misma, es decir, la
corriente estacionaria se define cuando la densidad de corriente | ( r ) que depende tni-

camente del espacio r, permanece constante y uniforme en todos los puntos del espacio, es
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decir, 7(7, t) = 7(7), no depende del tiempo.
Si se considera la Ecuacién 4.1, la integral cerrada de superficie S, significa la rapidez con

que las cargas salen o entran de la superficie S.

szﬁ?d? (4.1)
S

Cuando la corriente I > 0, quiere decir que los portadores de carga estan saliendo de la
superficie S. Si siguen saliendo de manera estacionaria, en algin momento en el interior de
la superficie (volumen) se quedaria sin cargas, ya que por el principio de conservacién de
la carga, esta no se crea de la nada; entonces, para que 7) sea efectivamente estacionaria, la

integral cerrada de superficie, debe ser igual a cero, asi:

967).11?:0 (4.2)
S

Aplicando el Teorema de la divergencia a la Ecuacién 4.2, se tiene:

j(? T )dv =0 (4.3)

Resolviendo la Ecuacién 4.3, se tiene:

T

<l

=0 (4.4)

Finalmente, de la Ecuacién 4.4, para corrientes estacionarias la divergencia de la densidad
de corriente es igual a cero.

Cuando la corriente I < 0, esto quiere decir que los portadores de carga estdn entrando a S,
y en algtin momento en el interior de la superficie (volumen) habria una acumulacién de
cargas que va a modificar los campos, y ya no se tendria una corriente estacionaria.

En general, esto no es asi en el caso no estacionario, porque la distribucién de carga variable
en el tiempo puede existir a lo largo de los tubos. Dado que el vector T es tangencial a
dicho tubo, ninguna carga puede salir o entrar en él, lo que significa que siempre se puede
imaginar que la distribucién de carga a lo largo del tubo se divide en pares de cargas iguales
y opuestas que varian con el tiempo, entre las cuales existe corriente variable.

La corriente no estacionaria total en una seccion transversal del tubo estd dada por la suma
de las corrientes parciales entre todos los pares de carga asociados variables en el tiempo si-
tuados en lados opuestos de la secciéon transversal que se esta considerando. Estas corrientes

parciales estdn conectadas con las cargas en las que terminan por la ecuacién de continuidad.
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Siempre se puede representar un sistema de corriente no estacionario como un grupo de tu-
bos de filamentos abiertos, superpuestos, de corrientes parciales. Por lo tanto, un filamento
de corriente abierto, con cargas de igual magnitud y de signos opuestos en sus extremos,
puede considerarse como un componente basico de cualquier sistema de corriente no esta-
cionario (ESPOL 1982, p450).

A continuacién, se explica la ecuacion de la continuidad, que tiene que ver con la Ley de la
conservacion de la carga. En la Fig. 4.2, las cargas positivas estdn saliendo del volumen v y
atraviesan la superficie cerrada S que contiene el volumen v, como lo muestra la parte dere-
cha de la Ecuacién 4.1, esto quiere decir que, en el interior del volumen, las cargas positivas
estan disminuyendo; para compensar, en el interior del volumen del material, quedan las

cargas negativas ( con una distribucién volumétrica de cargas), esto es,

_ a(_Qn)
I= — (4.5)
pero,
Qn = J- pvdv (46)

reemplazando la Ecuacién 4.6 en la Ecuacién 4.5; y, esta en la Ecuacién 4.1, se tiene:

- = dp
965} .ds _—LEdv (4.7)

Posteriormente, aplicando el teorema de la divergencia en el lado izquierdo de la Ecua-
cién 4.7, la integral cerrada de superficie del producto punto entre el vector de densidad de
corriente 7) y el vector diferencial de superficie dS se convierte en una integral de volu-
men de la divergencia del vector 7) multiplicado par el diferencial de volumen dv, que se

encuentra representado en la Ecuacién 4.8, esto es:

J(V.T )dv:—f%dv (4.8)

Luego, integrando la Ecuacién 4.8, se tiene:

T = % (4.9)

v
‘ ot

Finalmente, la Ecuacién 4.9, representa la ecuacion de la continuidad o la ley de la conserva-
cién de la carga, que sera utilizada para demostrar la ecuacién de la ley circuital de Ampere

en forma generalizada, que se parte de la Ecuacién 4.10, esto es:
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Figura 4.2: Material conductor con superficie cerrada S.
Fuente: Los autores

9617@?:[7.51? (4.10)
C S

Aplicando el teorema de Stoke en el lado izquierdo de la Ecuacién 4.10, en la que, la integral
cerrada de linea del producto punto entre el vector intensidad de campo magnético H y
el vector diferencial de longitud A7 dela trayectoria cerrada C, es igual a la integral de
superficie que contiene la trayectoria cerrada C, del producto punto entre, el rotacional del

— —
vector H y el vector diferencial de superficie d S, esto es:

L(Vxﬁ’).d?zfsfd? (4.11)

Resolviendo la Ecuacién 4.11, donde las integrales de superficie son iguales, se tiene:

- 5 o
VxH=7] (4.12)

Matematicamente, en una ecuacién, si multiplicamos o dividimos un valor en todos los
términos de la ecuacién, entonces, dicha ecuacién no se altera. Considerando este criterio,
en la Ecuacién 4.12, le aplicamos la divergencia en los dos lados de la ecuacién, se obtiene

la Ecuacion 4.13, asi:

v. (7“7):?.7’ (4.13)

Pero, matemdticamente la divergencia del rotacional de un vector es igual a cero, entonces
., . . - .
en la Ecuacién 4.13, la divergencia del vector | esigual a cero, como se muestra en la Ecua-

cién 4.14, lo cual contradice a la ecuacién de la continuidad representado en la Ecuacién 4.9.
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0=V.7] (4.14)

Esto significa que la Ecuacién 4.11 estd incompleta. De modo que, considerando la corriente
no estacionaria explicado anteriormente, y que ahora se va a explicar con mayor detalle

utilizando un capacitor de placas circulares, tal como se muestra en la Fig.4.3.

El capacitor de la Fig. 4.3 muestra dos superficies S; y S, que comparten la misma delimi-
tacion de contorno dS (la frontera entre la superficie S; y S;). Sin embargo, S; es atravesado
por una corriente de conduccién I que genera una densidad de flujo magnético ?, mientras
que S; es atravesada por una corriente de desplazamiento Ip, que es una cantidad que esta
relacionada con un campo eléctrico E que cambia o varia en el tiempo. Esto puede ocurrir
en el vacio o en un dieléctrico donde existe el campo eléctrico. No es una corriente en un
sentido estricto, que ocurre cuando una carga se encuentra en movimiento o cuando la carga
se transporta de un sitio a otro. Sin embargo, tiene las unidades de corriente eléctrica y tiene
asociado un campo magnético. Matematicamente, I, se define como la variacién temporal

del flujo de campo eléctrico a través de una superficie, esto es:

dpe
Ip =€y —— 4.15
D =€ (4.15)
A continuacidn, se procede a demostrar la Ecuacién 4.15. La corriente de conduccién I es
la que circula en los alambres que conecta a las placas circulares del capacitor de la Fig.4.3,
que es igual a la Ecuacién 4.16, esto es:
dq
Ic =— 4.16
c =7 (4.16)
Ademds, la densidad de corriente de conduccién ] es igual a la corriente de conducciéon

dividido para la superficie Sy, asi:
Ic
= 4.17
Je 5, (4.17)
reemplazando la Ecuacién 4.16 en la Ecuacién 4.17, se tiene

dq

Je= s,

(4.18)

Por otro lado, la variacién de cargas con respecto a la superficie Sy es igual a la variaciéon de

cargas superficiales do, esto es:
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Sl

-
Figura 4.3: Capacitor de placas circulares con un campo eléctrico E .

Fuente: Los autores

_do

IC—E

También, se puede decir que, el campo eléctrico E

(4.19)

producido por una distribucién superfi-

cial de cargas o sobre la superficie de la placa circular superior del capacitor, es igual a:

o
E=—
€0

(4.20)

por lo que, despejando o de la Ecuacién 4.20, se tiene

O'ZeoE

y, reemplazando la Ecuacién 4.21 en la Ecuacién 4.

_ d€0E
Jc= it
ordenando,
dE
Jc = €07

(4.21)

19, resulta:

(4.22)

(4.23)

No obstante, en la superficie de la frontera de la placa conductora superior del capacitor y

el aire interno del capacitor, las cargas son iguales

, entonces, la corriente de conduccién I
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(en el conductor) debe ser igual a la corriente de desplazamiento I, (en el dieléctrico o aire),
por lo tanto, la densidad de corriente de desplazamiento ] debe ser igual a la corriente de

desplazamiento I dividido para la superficie S, que se encuentra en el aire, asi:

_Ip
Io=g (4.24)

Entonces, como la corriente de conduccién I es igual a la corriente de desplazamiento I
en la frontera del capacitor, de la Ecuacion 4.17 se despeja la corriente I y se reemplaza por
la corriente I en la Ecuacién 4.24, esto es:

_JcS

Jp= ) (4.25)

Como, debido a que, en la frontera entre la placa del capacitor y el aire, la superficie Sy = S,
y esta es igual a la superficie S del capacitor, entonces en la Ecuacién 4.25, la densidad de
corriente de conduccién J¢ es igual a la densidad de corriente de desplazamiento Jp, y se

puede reemplazar en la Ecuacién 4.23.

dE
= = —_— 4.2
Jp=Jc=¢o; (4.26)
Seguidamente, la corriente de desplazamiento es:
In=Jp S (4.27)

Reemplazando la Ecuacién 4.26 en la Ecuacién 4.27, se tiene:

dE dES
ID 26053 2607 (428)

pero, el flujo eléctrico total g en el interior del capacitor, es:

¢p =ES (4.29)

Finalmente, al remplazar la Ecuacién 4.29 en la Ecuacién 4.28, se llega a demostrar la Ecua-

cion 4.15, esto es:

d
Ip= 60% (4.30)

. L = . .
Por otro lado, se puede decir que, un campo eléctrico E que varia en el tiempo genera

una corriente de desplazamiento ip, que actiia como la fuente de un campo magnético
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(densidad de flujo magnético E)) exactamente de la misma manera que una corriente de
conducciéon. Ademads, un capacitor que se carga con una corriente de conduccién i¢ tiene
una corriente de desplazamiento igual a i) entre las placas, con una densidad de corriente
de desplazamiento jp = €gdE/dt, o una corriente de desplazamiento ip = €gd@y/dt. Esta se
puede considerar como la fuente del campo magnético entre las placas, como se muestra en
la Fig.4.4. Las placas circulares tienen un radio R, con una distribucién de cargas positivas
+q y negativas —g, que generan las lineas de campo eléctrico E); y, debido a la corriente de
conduccidn, se generan las lineas de densidad de flujo magnético B a una distancia circular
r. Debido a que en el interior de las placas circulares del capacitor, se encuentra en el vacio,
entonces para calcular B se utiliza la ecuacion de la ley de Ampere en el vacio con las dos

corrientes, de conduccién i¢ y de desplazamiento ip, esto es:

B
E\ /-
a - —
i AL i
—_— — Yl Y - —
b —

- =
Figura 4.4: Capacitor de placas circulares con un campo E y B entre las placas.
Fuente: Los autores

95?. A1 =po (ic +ip) (4.31)
C

Destruyendo el paréntesis en la Ecuacién 4.31 y reemplazando el valor de la corriente de

desplazamiento, se tiene:

é E) . dT =Ho ic +}40€0% (432)
C

Pero, el flujo eléctrico es igual a la integral de superficie del producto punto entre el vector

- —
campo eléctrico E y el vector diferencial de superficie d S, esto es:
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PF = f E.dS (4.33)
S

Finalmente, reemplazando la Ecuacién 4.33 en la Ecuacion 4.32, se tiene la interaccién entre

el campo eléctrico y el magnético, asi:

- = . d
é B.dl =Ho 1C+'MO€OEV[‘
C S

Se debe puntualizar que, la Ecuacién 4.34 es vdlida inicamente cuando entre las placas del

tril

.
.dS (4.34)

capacitor existe el vacio.
4.2. Ecuaciones generales del campo electromagnético (Ecuacio-

nes de Maxwell)
Se demostrara que las relaciones matematicas que satisfacen las partes eléctricas y magnéti-
cas del campo electromagnético tnico en casos especiales representan un sistema consisten-
te de ecuaciones en todos los casos. Hasta ahora, se han estudiado las relaciones fundamen-
tales de la electrostatica y los campos magnéticos estables, por lo que, se estd en condiciones
de analizar los campos que varian con el tiempo.
A continuacion, se presentan dos conceptos nuevos: 1) a partir del campo eléctrico se produ-
ce un campo magnético cambiante, que es el resultado del trabajo experimental de Faraday;
y, 2) a partir de un campo magnético se genera un campo eléctrico cambiante, que es el resul-
tado del trabajo de Maxwell, inspirado en el trabajo experimental de Faraday y en la imagen
mental de las lineas de fuerza que éste introdujo en el desarrollo de su teoria eléctrica y
magnética (Hayt W 2012, p236).
Las ecuaciones de Maxwell corresponden a las cuatro ecuaciones fundamentales de la teoria
electromagnética (Garcia Abad 2020, p113 ), donde, el orden de escritura es irrelevante, que
a continuacion se las describe:
4.2.1. Primera ecuaciéon de Maxwell en forma integral y diferencial
De acuerdo a la Ley de Induccién de Faraday, un campo magnético que varia con el tiempo,
es decir, un flujo ¢ variante en el tiempo que atraviese el interior del 4drea que describe
una espira conductora, produce una fuerza electromotriz &£, capaz de generar una corriente

eléctrica en un circuito cerrado, en este caso, en la espira, esto es:

_ de
£=-— (4.35)

El signo menos de la Ecuacién 4.35 se justifica aplicando la Ley de Lenz que dice, la corrien-
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te inducida genera un flujo que se opone a la causa que la produce, esto es: si el flujo que
atraviesa la espira estd aumentando, entonces, la corriente inducida genera un flujo en di-
reccién opuesta que se opone a ese aumento; mientras que, si el flujo que atraviesa la espira
estd disminuyendo, entonces, la corriente inducida genera un flujo en la misma direccién
para evitar que siga disminuyendo (Hayt W 2012, p237).

Para campos eléctricos producidos por una distribucién de cargas estaticas, la integral ce-
rrada de linea da lugar a una diferencia de potencial igual a cero, como se muestra en la

Ecuacién 4.36, esto es,

fﬁ FdT =0 (4.36)
C

mientras que, con campos variantes con el tiempo, el resultado es una generacién de una

fuerza electromotriz, asi:

- -
5:96 Edl (4.37)
C

Por otro lado, el flujo magnético es igual a la integral de superficie del producto punto entre

— —
el vector densidad de flujo magnético B y el vector de desplazamiento d I, esto es:

@ = J B.dS (4.38)
S

entonces, reemplazando la Ecuacién 4.38 en la Ecuacién 4.35, e igualando con la Ecua-

cién 4.37, se tiene:

5:95?.(17—1 B.ds (4.39)
C dt Js

Ahora bien, en una trayectoria estacionaria, si el flujo magnético es la tnica cantidad que
varia con el tiempo, en la Ecuacién 4.39 la derivada parcial se puede introducir dentro de la

integral, esto es:

— 8§> —
&= 96 Edl-| 2245 (4.40)
fo s Ot

Por consiguiente, la primera ecuacién de maxwell en forma integral, es:

— BE) —
95 Edl :_J 72 4s (4.41)
fo. s Ot

Para obtener la primera ecuacién de Maxwell en forma diferencial, en la parte izquierda de

la Ecuacién 4.41 se aplica el teorema de Stokes, la integral cerrada de linea se convierte en
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una integral de superficie, esto es:

L (fo). s = —L 98 13 (4.42)

Considerando que las superficies de la Ecuacién 4.42 son iguales, se tiene:

- -
VxE =-2— (4.43)

Finalmente, la Ecuacion 4.43 representa la primera ecuaciéon de Maxwell en forma diferen-
cial o puntual.
4.2.2. Segunda ecuacién de Maxwell en forma integral y diferencial

La ecuacién general de Gauss para medios dieléctricos, es

98 D.dS =0, (4.44)
S

La Ecuacidn 4.44, representa la segunda ecuacién de Maxwell en forma integral.

Sila carga neta Q, se reemplaza por una distribucién volumétrica de cargas, se obtiene:

96 D.dS =0Q,= J podv (4.45)
S 1%

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado izquierdo de la Ecuacién 4.45, donde la

integral cerrada de superficie se convierte en una integral de volumen, esto es:

jv (75)) dv = fv pydv (4.46)

Considerando que los volimenes de la Ecuacién 4.46 son iguales, se tiene:

V.D =p, (4.47)

Finalmente, la Ecuacién 4.47 representa la segunda ecuacién de Maxwell en forma diferen-
cial o puntual.

4.2.3. Tercera ecuaciéon de Maxwell en forma integral y diferencial

Para la obtencién de la tercera ecuacién de Maxwell, se parte de la integral cerrada de linea
del producto punto entre el vector intensidad de campo magnético H y el vector desplaza-

N
miento d | esigual a la corriente neta i, encerrada por la trayectoria cerrada C, esto es:

96 H.dT =i, (4.48)
C
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Reemplazando la corriente neta de la Ecuacion 4.48 por la integral de superficie del pro-

— —
ducto punto entre el vector densidad de corriente ] y el vector superficie d S, se tiene:

95 H.dT = f T7.ds (4.49)
C S

Aplicando el teorema de Stokes en la parte izquierda de la Ecuacién 4.49, la integral cerrada

de linea se convierte en una integral de superficie, esto es:

- =\ — - -
f(VxH).dsz_f].ds (4.50)
s S
Considerando que las superficies de la Ecuacién 4.50 son iguales, se tiene:
—
J

- —
VxH = (4.51)

A continuacion, si se aplica la divergencia en ambos lados de la Ecuacién 4.51, la ecuacién

no se altera, esto es:

V.(Vxﬁ):?.? (4.52)

pero, la parte izquierda de la Ecuacién 4.52 es igual a cero, asi:

- [ =

V. (VxH)=0 (4.53)
Igualando las ecuaciones 4.52 y 4.53, se tiene:
N
J

R
V.T=0 (4.54)

De modo que, la Ecuacién 4.54 contradice a la ecuacién de la continuidad que es igual a:

V.7 =%

> (4.55)

Esto demuestra que la Ecuacion 4.51 solo es valida si dp,/dt = 0.

Por consiguiente, para campos variantes con el tiempo, en la Ecuacién 4.48, la corriente neta
i,, se reemplaza por una corriente de conduccién I y por una corriente de desplazamiento
Ip, como se muestra en la Fig. 4.5, donde se muestra un capacitor, donde la corriente de
conduccién circula por el alambre que conecta al capacitor; mientras que, la corriente de
desplazamiento se genera entre las placas del capacitor debido al campo eléctrico, tal co-

mo se demostrd a partir de las fig. 4.3 y 4.5. Entonces, la Ecuacién 4.48 quedaria como se
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muestra en la Ecuacién 4.56, asi:
/ /—:'_\
| T T ]D

Figura 4.5: Corrientes de conduccién I y de desplazamiento Ip.
Fuente: Los autores

)

.d

b

Reemplazando las corrientes de conduccién y de desplazamiento por la integral de superfi-

=I+Ip (4.56)

cie, se tiene:

ggﬁ.dT:jT.d?JrJ-TD.d? (4.57)
C S S

Aplicando el teorema de Stokes en la parte izquierda de la Ecuacién 4.57, la integral cerrada

de linea se convierte en una integral de superficie, esto es:

- - — - > - —
f(VxH).dS:f].dS+j]D.dS (4.58)
S S S

Considerando que las superficies de la Ecuacién 4.58 son iguales, se tiene:

e
VxH=7+7p (4.59)

Matematicamente, aplicando la divergencia a todos los términos de la Ecuacién 4.59, la

ecuacion no varia, entonces:

- (2 — - 5 5 o
V.(VxH):V.I+V.]D (4.60)

Pero, de acuerdo a las identidades vectoriales, la parte izquierda de la Ecuacién 4.60 es igual

a cero, por consiguiente:
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- -5 =2 -

V.J+V.Jp=0 (4.61)
de ahi que,

- — - -

V.Jp=-V.] (4.62)

Pero, la divergencia del vector de la densidad de corriente es igual a dp,/dt, de esta manera,
reemplazando valores en la Ecuacién 4.62 la divergencia del vector de densidad de corriente

de desplazamiento, es:

- - dp,\ Idp,
. =—|-=-]=—=— 4.
V.7 ( at) 1 (4.63)
destruyendo paréntesis,
- - 0
V.7 D= apt” (4.64)

Finalmente, de la Ecuacién 4.47 se reemplaza el valor de p, en la Ecuacién 4.64, esto es:

- =
9(V. D)
V.Tp=——-— (4.65)
lo que es lo mismo,
N
V.Tp=V. 98—? (4.66)

Simplificando la Ecuacién 4.66, es decir, si se aplica la divergencia en ambos términos de la
ecuacidn, esta no se altera, asi:
—
dD

N
Jp= TS (4.67)

Por consiguiente, la Ecuacién 4.67 representa la densidad de corriente de desplazamiento;

y, al reemplazar en la Ecuacién 4.59, se tiene:

JD
Vxﬁ = 7) + 7 (468)

De modo que, la Ecuacién 4.68 representa la tercera ecuacion de Maxwell en forma diferen-

cial o puntual.
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4.2.4. Cuarta ecuacion de Maxwell en forma integral y diferencial

El flujo magnético que atraviesa una superficie cerrada es igual a cero, lo que constituye la

cuarta ecuaciéon de Maxwell en forma integral, esto es

- >
9SB.dS:O (4.69)
S

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado izquierdo de la Ecuacién 4.69, donde la

integral cerrada de superficie se convierte en una integral de volumen, esto es:

L(V. ?)dv:o (4.70)

Resolviendo la Ecuacidn 4.70, se tiene

- =
V.B=0 (4.71)
De modo que, la Ecuacién 4.71 representa la cuarta ecuacién de Maxwell en forma diferen-

cial o puntual.

Por ultimo, en la Tabla 4.1 se encuentran resumidas las cuatro ecuaciones de Maxwell en
forma integral y diferencial, que son la base de toda la teorfa electromagnética. Son ecua-
ciones diferenciales parciales que relacionan el campo eléctrico y magnético entre si, esto

es:

Tabla 4.1: Ecuaciones de Maxwell en forma integral y diferencial.

Numero | Forma Integral Forma Diferencial
= 7 9B o = = _ 48

1 $Edl =—[22.dsS VxE =-2%
> > P

2 $D.dS =Q,= |, pydv V.D =p,

3 $H.dl=[T.dS+[ 2D 45 | VxH=T+2L
- = - =

4 ¢ B.dS =0 V.B=0

Realizado por: Los Autores

Ademas, las ecuaciones de la Tabla 4.1, son védlidas para campos magnéticos y eléctricos va-
riables o no con el tiempo. Para completar el set de las ecuaciones de Maxwell, se adicionan

otras ecuaciones, a saber:

Para un medio lineal:
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- e
D =¢€E (4.72)
- —
B =uH (4.73)
- —
] =0E (4.74)
- - -
7 :0(E+Ei) (4.75)
e -
P =X,e0E (4.76)
(4.77)
Valido en general:
- - o> - —
D:60E+PB:;40(H+M) (4.78)

4.3. Forma compleja de las ecuaciones de Maxwell

Las fuentes primarias de cualquier campo electromagnético son las corrientes y las cargas
libres. En la practica, estos varian con mayor frecuencia en el tiempo siguiendo una ley
armonica (sinusoidal) muy simple. Siempre que el medio sea lineal, todos los vectores de
campo también variaran segun la ley sinusoidal. Supéngase que la frecuencia de la corriente
que produce un campo electromagnético es f, los vectores de campo variardn en todos los

puntos con la misma frecuencia (ESPOL 1982, p457). Asi se puede escribir, por ejemplo:

- -
E (x,y9,2,t) = E (x,9,2)cos (wt + OE) (4.79)
?(x,y,z, t) :E)(x,y,z)cos(a)t+63) (4.80)

- -
Los vectores intensidad de campo eléctrico E y densidad de flujo magnético B, son funcio-
nes de las coordenadas espaciales y el tiempo. Las fases O y O de los dos vectores también

son funciones de las coordenadas, esto es: Og(x,v,2) y Op(x,, 2).

Ahora bien, escribiendo en forma exponencial las ecuaciones 4.79 y 4.80, se tiene:

E (x,9,2,t)= E (x,9,2) el[©+0s(xp2)] (4.81)
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B (x,v,21t) = B (x,9,2) ell@t+05(xp.2)]

Escribiendo de otra manera, se tiene:

E (%,9,2,t)= E (%,v,2) eIOr(0y2) gjwt

B (x,9,2,t) = B (x,9,2) elOs(x3,2) gt

pero,

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

donde, E}C y ?C representan la intensidad de campo eléctrico y densidad de flujo magnético

complejo, respectivamente.

Reemplazando las ecuaciones 4.85 y 4.86, en las ecuaciones 4.83 y 4.84, se tiene:

— -
E (x,9,2,t)= E¢ el vt
- -
B (x,9,2,t)= B¢ el @t
Por otro lado, la funcién exponencial se escribe como sigue:
p g

el = cos wt + jsen wt

tomando la parte real, queda:

Re[ej“’t] =cos wt

Entonces, las ecuaciones 4.87 y 4.88, se escriben asi,

f)(x,y,z,t) =Re [FC ej“’t]

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)
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B (x,9,2,t)=Re [?C ej“’t] (4.92)

A continuacién, se desarrollan las cuatro ecuaciones de Maxwell en forma compleja:
4.3.1. Primera ecuacion de Maxwell en forma compleja
Considerando la Tabla 4.1, para obtener la ecuacién de Maxwell en forma compleja, se parte

de la primera ecuacién de Maxwell en forma diferencial, asi:

JB
- -
E=——- 4.93
V x T ( )
Seguidamente, se reemplaza la parte derecha de las ecuaciones 4.91 y 4.92, esto es:

- - . d = o

v xRe[ECe]wt]:—E{Re[Bce] ]} (4.94)
derivando la parte derecha de la Ecuacién 4.94, se tiene:

VxRe[f)C ej“’t] :Re{—?c jw ej“’t} (4.95)
reorganizando la Ecuacién 4.95, se obtiene:

Re[?x?c ej“’t] :Re{—?c jw ej“’t} (4.96)

Finalmente, simplificando la Ecuacién 4.96 se obtiene la primera ecuacién de Maxwell en

forma compleja 4.97, esto es:

- - L=
VxEc=-jw B¢ (4.97)
4.3.2. Segunda ecuacion de Maxwell en forma compleja
De la Tabla 4.1, se selecciona la segunda ecuacién de Maxwell en forma diferencial, asi:
- =
V.D =p, (4.98)

y, escribiendo en el formato de la Ecuacién 4.91 y reemplazando el vector campo eléctrico

- . - .
E por el vector desplazamiento D, se tiene:

-

V.Re[ﬁc ej“’t] = Re[pc ej“’t] (4.99)
donde,
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pc = pu (x,9,2) el 3 (4.100)

B)C = B(x,y,z)ejel)(x’y’z) (4.101)

Considerando en funcién del tiempo, se tiene:

B(x,y,z,t) = BC elot (4.102)

Finalmente, simplificando la Ecuacién 4.99 se obtiene la segunda ecuacién de Maxwell en

forma compleja (4.103), esto es:

V.Dc=pc (4.103)

4.3.3. Tercera ecuacion de Maxwell en forma compleja

De la Tabla 4.1, se selecciona la tercera ecuacion de Maxwell en forma diferencial, asi

oD
- = -
y, escribiendo en el formato de la Ecuacién 4.91 y reemplazando el E por el B), H y 7, se
tiene:
, , p) .
Vx Re[ITI)C e]“’t] = Re[?c e]“’t] i {Re[ﬁc ef“’t]} (4.105)
donde,
ﬁc = I?(x,y, z)elOn(x9:2) (4.106)
Te=T (xyz)elftw) (4.107)
Considerando en funcién del tiempo, se tiene
— -
H (x,v,2,t)= Hc ejwt (4.108)
- - .
J (x,9,2,t)= ] c ejwt (4.109)

derivando la parte derecha del segundo término de la Ecuacién 4.105, se tiene:
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V x Re[HC eja)t] = Re[] C e]wt] +Re{DC jw e]“’t} (4.110)

reorganizando la Ecuacién 4.110, se tiene:

Re [V xﬁc ejwt] = Re[?c ejwt] +Re{BC jw ej“’t} (4.111)

Finalmente, simplificando la Ecuacién 4.111 se obtiene la tercera ecuacién de Maxwell en

forma compleja 4.112, esto:

- — — R
VxHc=Jc+jwDc (4.112)

4.3.4. Cuarta ecuacion de Maxwell en forma compleja

De la Tabla 4.1, se selecciona la cuarta ecuacion de Maxwell en forma diferencial, asi:

- =
V.B=0 (4.113)

Seguidamente, se reemplaza la parte derecha de la Ecuacién 4.92, esto es:

V. Re [FC efwf] -0 (4.114)

reorganizando la Ecuacién 4.114, se tiene:

c efwf] =0 (4.115)

Finalmente, simplificando la Ecuacién 4.115 se obtiene la cuarta ecuacién de Maxwell en

forma compleja 4.116, esto es:

- -
V.Bc=0 (4.116)

Por ultimo, en la Tabla 4.2 se encuentran resumidas las cuatro ecuaciones de Maxwell en

forma integral y compleja, esto es:
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Tabla 4.2: Ecuaciones de Maxwell en forma integral y compleja.

Numero | Forma Integral Forma Compleja

1 $Edl =-[,2B.d5s VxEc=-jo Be
= = > =

2 $D.dS =Q,= |, pudv V.D¢c=pc

3 $H.dT=[T.dS+[2D. 45 |VxHc=Tc+jwDc
- = - =

- $B.dS =0 V.Bc=0

Realizado por: Los Autores

4.4. Condiciones de frontera
Para determinar las componentes normales D, y tangenciales D, del desplazamiento eléctri-

co; en la frontera de dos medios 1 y 2, con permitividades €; y €; ,se procede como sigue:

Medio2 €, h |

Medio 1 ¢,

N
Figura 4.6: Condiciones de frontera para el vector desplazamiento D .
Fuente: Los autores

Condiciones de frontera para las componentes normales de D,. En primer lugar, para
determinar la componente normal de la magnitud del vector de desplazamiento eléctrico
D, en la frontera de dos medios, 1 y 2, se utiliza la Ecuacién 4.117 de la ley generalizada de

Gauss para una distribucién de cargas superficiales, esto es:

953. d?:Qn:Jpsds (4.117)
S S

Luego, se selecciona una superficie Gaussiana en la frontera de los dos medios, como se
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muestra en la Fig.4.6.

A continuacién, en la Ecuacién 4.117 se aplica el limite cuando 4 tiende a cero para que el

analisis sea en la frontera de los dos medios 1y 2, esto es:

- -
lim@ D . dS =lim | p,dS (4.118)
h—0Jg h—0Jg

La integral cerrada de superficie del cilindro es igual a tres integrales abiertas; pero, los vec-
= = . .
tores normales D, y D ,, en la superficie lateral se hacen cero debido a que estos vectores
-
forman un angulo de 90° con el vector superficie lateral d S | ; mientras que, los vectores
T L .
tangenciales D 1; y D ,; se anulan. De modo que, inicamente quedan las integrales de las

dos tapas, superior e inferior, esto es:

1im{f Di,. d?+f D, . d?} =lim | p,dS (4.119)
h—0 AS, AS, h—0Jg
integrando,
lim {~Dy,,AS + D5, AS) = lim p; AS (4.120)
Aplicando el limite cuando /4 tiende a cero, se tiene:
-D;,AS + D,,AS = p, AS (4.121)
Simplificando AS, se obtiene:
D2n — Dln = ps (4122)

Si en la frontera de los dos medios no existen cargas, esto es, p; = 0, entonces la Ecua-
cién 4.122 queda como se muestra en la Ecuacién 4.123, es decir, las componentes normales

del medio 1y 2 son iguales, esto es:

Dy, =Dy, (4~123)

Condiciones de frontera para las componentes normales de B,,. Seguidamente, se obtiene

las condiciones de frontera para las componentes normales del vector de densidad de flujo
e =d ., .

magnético B, para lo cual se parte de la cuarta ecuacién de Maxwell en forma integral de

acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2, esto es:
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=0 (4.124)
S

Se sigue un procedimiento similar al vector de desplazamiento D para determinar las com-
ponentes normales como se muestra en la Fig. 4.6, en la que se reemplaza el vector D por
el vector F; ademas, en los medios 1 y 2 se reemplazan las permitividades €; y €, por las
permeabilidades y; y y;, entonces debido a que el flujo magnético atraviesa una superficie
cerrada es igual a cero, las componentes normales del medio 1 y 2 de la densidad de flujo

magnético son iguales, asi:

Bln :an (4125)

Condiciones de frontera para las componentes normales de J,. De igual manera, se ob-

tiene las condiciones de frontera para las componentes normales del vector de densidad de
. - . g

corriente J como se muestra en la Fig.4.6, en la que se reemplaza el vector D por el vector

N
] , para lo cual se parte de la ecuacion de la continuidad, esto es:

-2 - apv
=— 4.12
J=-2 (4.126)
A esta ecuacion de la continuidad se aplica el limite cuando h tiende a cero, se tiene:
1 . =— —_ =—— 12
hli'%ggsf as L ot av atLps das (4.127)

resolviendo, se obtiene las componentes normales de la densidad de corriente en la frontera

de los medios 1 y 2 que se muestra en la Ecuacién 4.128, asi:

0
]2n_]1n:_5ps (4128)

Condiciones de frontera de la primera ecuacién de Maxwell. A continuacidn, se obtienen
. . . =4
las componentes tangenciales de la intensidad de campo eléctrico E y del vector de des-
. Lo =4 . . . .
plazamiento eléctrico D a partir de la primera ecuacién de Maxwell en forma integral de

acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2, esto es:

— 8?
5
ﬁ?dl:- 245 (4.129)
fo g ot

Para obtener las condiciones de frontera entre el medio 1 y 2 se utiliza la primera ecuacién de

Maxwell que relaciona el campo eléctrico y magnético, donde para la parte izquierda de la
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ecuacién se selecciona una trayectoria cerrada 12341 de forma rectangular de dimensiones
Al por h, tal como se muestra en la Fig. 4.7; y, para la parte derecha de la ecuacion, se
selecciona la superficie que describe la trayectoria rectangular cerrada.

La integral cerrada de linea C se reemplaza por la trayectoria 12341, asi:

9B

N

98 E.dl=-| %2 45
12341 s ot

y se aplica el limite cuando / tiende a cero para que el andlisis que se realiza sea en la

frontera de los dos medios, entonces,

1 r
Medio 2
MediO l A d
4
=
E, I
r Eln

Figura 4.7: Condiciones de frontera de la primera ecuacién de Maxwell, Tabla 4.1.
Fuente: Los autores

B
.
lim F.dl =1im | &2 .45

4.130
h—0 J12341 h—0 Jg ot ( )

la trayectoria cerrada 12341 se reemplaza por seis integrales abiertas, esto es: de 1-2, de 2-a,

de a-3, de 3-4, de 4-b y de b-1, asi

2, — - — 3, — 4, —
}III'%J‘EztAZ'FJ Ezn.Al+J Eln'Al+J Elt.Al+...
- 1 2 a 3

N (4.131)
b, — 1, — . JB —

+J Eln.Al+f Ey, . Al|= lim| —.dS
4 b s ot

h—0

pero, al aplicar el limite cuando h tiende a cero, la integral de superficie tiende a cero, esto

es:
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JB
N
limf—.dS =0 (4.132)
h—0 Jg ot

Entonces, destruyendo el producto punto e integrando, se tiene:

. h h h h
1111_I)T(1)|:E2t AZ_EZHE_EIHE_EU Al+E1nE+E2n5 =0 (4133)

Simplificando valores y aplicando el limite cuando  tiende a cero, resulta:

EyAl—Ej, Al =0 (4.134)

Donde, las componentes tangenciales de los medios 1 y 2 son iguales, asi:

Elt:EZt (4.135)

Para obtener las componentes tangenciales Dy; y D,;, se aplica la ecuacién que relaciona D

con E enel medio 1y 2, estoes:

Dl :€1E1 (4136)

D2 :€2E2 (4137)

Despejando y reemplazando en la Ecuacién 4.135, se tiene:

Dy; Dy
€1 €2

para dieléctricos lineales (4.138)
Condiciones de frontera de la tercera ecuacion de Maxwell. A continuacién, se obtienen
las componentes normales y tangenciales de la intensidad de campo magnético I?, de la
densidad de corriente 7 y de la densidad de flujo magnético Ba partir de la primera ecua-
cién de Maxwell en forma integral de acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2, esto es:
—
éﬁ.d?:j?.dﬁﬁja—l}.d? (4.139)
c s s ot
Para obtener las condiciones de frontera entre el medio 1 y 2 se utiliza la tercera ecuacién
de Maxwell en forma integral de acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2 que relaciona el campo
magnético ITI), la densidad de corriente T y el vector de desplazamiento eléctrico B, donde,
para la parte izquierda de la ecuacién se selecciona una trayectoria cerrada 12341 de forma

rectangular de dimensiones Al por h, tal como se muestra en la Fig. 4.8; y, para la parte
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| Al —
1 >
dl -~
®;T a, di vy h
Medio 2

Medio 1 ‘ _= _
dS ® E

>l d7 ——

4= /
Figura 4.8: Condiciones de frontera de la tercera ecuacién de Maxwell, Tabla 4.1.
Fuente: Los autores

1n

derecha de la ecuacién, se selecciona la superficie que describe la trayectoria rectangular

cerrada.

A continuacién, en la Fig.4.8 se aplica el limite cuando & tiende a cero para que el analisis

que se realiza sea en la frontera de los dos medios, esto es:
oD
- — -
lim ﬁ.dl:limJT.dmj—.ds (4.140)
h—0 Jc h—0|Jg S ot

La integral cerrada de linea se convierte en cuatro integrales abiertas formada por los seg-

mentos de 1-2, 2-3, 3-4 y 4-1. Las integrales de los segmentos de 2-3 y de 4-1 se anulan
—

debido a que los vectores de desplazamiento d [ tienen direcciones opuestas, Gnicamente

quedan las integrales de los segmentos de 1-2 y de 3-4, por consiguiente:

thH“ dl+fH2t dl _th] dS+ d?] (4.141)

destruyendo el producto punto, se tiene:

}lirr})[jH“dl cos 180° +JH2tdl cos 0° ] = lim [J J dScos 0° + j i,)— dScos 0° ]

(4.142)

simplificando,
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. L oD
Lﬂ[—JHltdl+JH2, dl]_}g‘l’Ug} d5+Lst] (4.143)

Pero,

j]dS:f]hdl:j]sdl (4.144)
S S S

Donde, Js es la densidad superficial de corriente

Y

J 93_[: ds=0 ya que el drea tiende a cero (4.145)
s

Entonces, reemplazando valores e integrando, se obtiene:

lim [~y Al + Hy; Al] = lim 5 Al +0] (4.146)

Aplicando el limite cuando / tiende a cero, se obtiene la Ecuacién 4.147 para determinar las

componentes tangenciales de la intensidad de campo magnético Hy; y Hy;, esto es:

Hyt—Hy =] (4.147)
Si,J;=0
Entonces, las componentes tangenciales de los dos medios son iguales, esto es:
Hlt :Hzt (4148)

Para determinar las componentes tangenciales de la densidad de flujo magnético By; y By,

se aplica la ecuacién que relaciona B con H en los medios 1 y 2, esto es:

By =pHyy (4.149)

BZt :‘leHzt (4150)

Reemplazando estos valores en la Ecuacion 4.148, se tiene:

B _ Ba

P P para un medio lineal (4.151)
1 2
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4.5. Teorema de Poynting

El teorema de Poynting es la expresién de la Ley de conservacion de la energia aplicada a
los campos electromagnéticos. Toda la potencia o energia electromagnética se transmite a
través de los campos electromagnéticos antes que a través de otros dispositivos que sirven
para transmitir corriente eléctrica (ESPOL 1982, p462).

El Vector de Poynting se representado por ?, y estd definido por el producto cruz entre el
vector intensidad de campo eléctrico E y el vector intensidad de campo magnético 17, esto

es:

- =
=ExH (4.152)

J= O’(Eﬁ E) Potencia que sale
S=ExH

Volumen

Potencia que entra

Figura 4.9: Balance de potencia electromagnética sobre un volumen arbitrario.
Fuente: Los autores

El teorema de Poynting describe el balance de potencia electromagnética sobre un volumen
arbitrario, es decir, la potencia generada en el interior del volumen, se puede decir que, la
potencia que entra a la superficie es igual a la potencia que sale por la superficie que encierra
al volumen, como se muestra en la Fig.4.9. Usando este teorema, se desarrollaran férmulas
para la potencia transportada por una onda plana (Demarest 1998, p462).

Para empezar esta discusion, se considera campos en el dominio del tiempo. No obstante, si

se aplica la divergencia al Vector de Poynting, este vector serfa en forma puntual, es decir

= [ —
v. (E % H) (4.153)
Matematicamente, de acuerdo a las identidades vectoriales, la Ecuacién 4.153 es igual a:
= (= = - (o 2\ = [ =
V.(ExH):H.(VxE)—E.(VxH) (4.154)
Pero, utilizando las dos ecuaciones de Maxwell, esto es:
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VxE= (4.155)
X = 8t .
o oD
v;cﬁ:TJr7 (4.156)

JB aD
= (=2 = — = =
v.(E xH):H.[——]—E.[I+— (4.157)
ot ot
Destruyendo paréntesis y simplificando en la Ecuacién 4.157, se obtiene
— -
JdB dD
v (?xﬁ):—ﬁ’.T—?.?—E.—t (4.158)
En un medio lineal e isotrépico, se aplican las dos ecuaciones que siguen:
- — - -
B =uH D =¢E (4.159)

Por un lado, considerando la derivada parcial con respecto al tiempo del producto punto de

- - .
los vectores H y B, se tiene:

—> —
Jd(— —\ — JdB JH —
Ademas, debido a que el producto punto es conmutativo, el segundo término del lado dere-

- -
cho de la Ecuacién 4.160 se intercambian los vectores H y B, entonces:

2. 5)-7.2 5.2 w161)
at\ BRI ’
simplificando,

Jd|(— — — 9?

E(H. 13)_2H.W (4.162)

Despejando el término de la derecha de la Ecuacién 4.162, se tiene finalmente:

= JB 1 a(_> _>) (1163)

"ot 20t

Igualmente, considerando la derivada parcial con respecto al tiempo del producto punto de

e .
los vectores E y D, se tiene:
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JE —
+_

ot (4.164)

HlE-5)-7.

También, debido a que el producto punto es conmutativo, el segundo término del lado de-

- =
recho de la Ecuacién 4.164 se intercambian los vectores E y D, entonces:

- -
i(f. 3):39_%3”

—_— 4.1
ot ot ot (4-165)
simplificando,
N
d[—» = — dD
—|E. D|)=2E . — 4.166
at( ) ot ( )
Despejando el término de la derecha de la Ecuacién 4.166, se tiene finalmente:
-
- dD 10 (» =
,7_§§( , D) (4.167)

N
Ademas, el vector densidad de corriente ] es igual a la conductividad o por los campos

- -
eléctricos impreso E ; y de cargas libres E, esto es:

Tza(fi+f’) (4.168)

. =4 .
Despejando E, se tiene:

7) - - - -
L-FE,+E > E -E; (4.169)
o

Finalmente, reemplazando las ecuaciones: 4.163, 4.167 y 4.169 en la Ecuacién 4.158, esto es

SN

= 10 (= = J == 10> =
Simplificando,

- (> = 1d(» =\ J2 > 5 109 (» —

V.(E xH)_—EE(B H)——+I E,—EE(E. D) (4.171)
Despejando el término 7 . E)l-, se obtiene:

> 5 J2 19> =\ 19d[>» =\ = [» —

Al integrar la Ecuacién 4.172 con respecto al volumen de la Fig.4.9, se tiene:
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J-] E;dv = f—dv j%(?. ﬁ)dvﬂfgt(f B)+j7.(fxﬁ)dv
Y (4.173)

Aplicando el teorema de la divergencia en el tltimo término de la Ecuacién 4.173, en la que

una integral de volumen es igual a una integral de superficie, se tiene:

j F.dv= j_dv j;t(? ﬁ)dwljjt(f 3)+965(ﬁx17).d?

(4.174)
A continuacidn, se va a interpretar cada término de la Ecuacién 4.174, asi:
El primer término, representa la potencia consumida por efecto Joule, esto es,
J — dV  Potencia consumida por efecto Joule (4.175)

el segundo término, se adectia de la manera siguiente:

%JV 2(. H)dv_jt[lj(ﬁ. ﬁ)dv] (4.176)

pero, U,, representa la densidad volumétrica de energia almacenada en el campo magnético

y es igual a:

- -
B. H (4.177)

Ademds, W, representa la energia magnética y es igual a:

— j (?. 17) av (4.178)
2 1%

Reemplazando la Ecuacién 4.178 en la Ecuacién 4.176, se tiene:

1 J[—» — 0
EL E(B . H) 4V =2 W, (4.179)

De manera similar, el tercer término del lado derecho de la Ecuacion 4.174, se adectia como

sigue:

R R N E

pero, U, representa la densidad volumétrica de energia almacenada en el campo eléctrico y
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es igual a:

- =
U>=-E.D (4.181)

NI'—‘

También, W, representa la energia eléctrica y es igual a:

wezé L(_’ H) av (4.182)

Reemplazando la Ecuacién 4.182 en la Ecuacién 4.180, se tiene:
1 Jd[—» — J
- —\|\E. D|dV ==—W, 4,183
2 J. v ot ( ) ot ¢ ( )

De tal manera que, al reemplazar las ecuaciones 4.179y 4.183 en la Ecuacién 4.174, resulta:

j} E;dv= J—dV+ (W,, + W,) + i(fxﬁ).d? (4.184)

Donde, el tercer término de la Ecuacién 4.184, representa el flujo de potencia a través de la

superficie S, o la velocidad con que fluye la potencia a través de la superficie S, esto es:

- = —
§ (E X H) .dSs Teorema de Poynting (4.185)
S

N
Y, como ya se dijo anteriormente, S es el Vector de Poynting, y representa la densidad de
potencia expresado en Watios/m?, as:

- = = X

S=ExH Vector de Poynting (4.186)
4.6. Problemas resueltos
Problema 4.1. Considere un capacitor de placas paralelas, tal como se muestra en la Fig.4.10.
Asumiendo que el campo eléctrico es homogéneo y que se aplica un voltaje variable v (t) =

Vpcoswt entre las placas. Demostrar que la intensidad de campo magnético H en el capaci-

tor viene expresado por:

VO r

H=-2
2b

(0 sen wt+e€ew cos wt ) (4.187)

Desarrollo:
De acuerdo a la fuente de voltaje de la Fig.4.10, en el semiciclo positivo, las cargas positivas

se distribuyen sobre la superficie de la placa circular superior de conductividad o; mientras
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V() (D o 1o

Figura 4.10: Capacitor de placas circulares paralelas.
Fuente: Los autores

que, las cargas negativas, se distribuyen sobre la superficie de la placa circular inferior, dan-

do como resultado lineas de campo eléctrico desde la placa superior hasta la placa inferior.

Por otro lado, debido a la corriente i que circula por los alambres y que conectan al capa-
citor, se produce un campo magnético alrededor del alambre vertical que une a las placas
circulares del capacitor; ademas, en la frontera de la placa y el dieléctrico de permitividad
€ del interior del capacitor, la corriente de conduccién i es igual a la corriente de desplaza-
miento ip, esto permite dibujar las lineas de campo magnético H en el interior del capacitor

y en forma circular de radio 7, como se muestra en la Fig.4.11.

Para calcular las magnitudes de la intensidad de campo eléctrico E y magnético H, se vuelve
aredibujar la Fig.4.11 en la trayectoria circular de radio r vista de la parte inferior de dicha

trayectoria, y en dos dimensiones, tal como se muestra en la Fig.4.12.

V() (D g __ I 4 |b

A
sall
-l

- =
Figura 4.11: Capacitor de placas circulares con lineas de E y H perpendiculares entre si.
Fuente: Los autores

Para calcular la intensidad de campo magnético H, se utiliza la ecuacién de Maxwell en

formato integral, esto es:
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N
D
9SH a7 = ] s +Ja— is (4.188)
S
Pero, el vector ] se relaciona con el vector E mediante la siguiente ecuacion:
- -
J =cE (4.189)
De igual manera, el vector D se relaciona con el vector E, mediante la siguiente ecuacion:
- —
D =¢E (4.190)

Reemplazando, se obtiene:

Figura 4.12: Vista inferior de la trayectoria circular del capacitor de placas circulares.

Fuente: Los autores

9eE
— — —
ggﬁ’.dlzjaf.dm €= ds (4.191)
c s s ot
reorganizando,
95 ﬁ,d_l):cfjf).d?+ezj-f. is (4.192)
C S at Js

Para integrar todos los términos de la Ecuacién 4.192, se utiliza la Fig.4.12; y, los limites de

cada integral es de 0 a r, ya que se trata para un rango de r < a, asi:

J E’.deaJ E’.d?mij E.ds (4.193)
0 0 at Jo

Destruyendo el producto punto, se tiene:

r

r r
H dl cos0° :aJ- E dS cos0° +€%J E dS cos0° (4.194)
0 0
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integrando,

d
— 2 2
H(27(r)_oE(7zr )+eatE(nr ) (4.195)
Simplificando y despejando H, se tiene:

_orE erdE

H=—+—=— 4.196
2 * 2 ot ( )

Ahora, para calcular la intensidad del campo eléctrico E, se obtiene a partir de la siguiente

ecuacion:
B,
AV:J E.dl (4.197)
A

- -
De igual manera, se utiliza la grafica de los vectores E y d | que se encuentran en la figura

4.12 para un radio r < a. Los limites de integracion es de 0 hasta b; y, AV = v(t), esto es:

v(t):fobf. il (4.198)
destruyendo el producto punto,
b
v(t) = J(; E dl cos 0° (4.199)
integrando,
v(t)=Eb (4.200)

Despejando E y reemplazando el valor de v(t), se obtiene:

_v(t) _ Vpcos wt
E= = (4.201)

Se reemplaza la Ecuacién 4.201 en la Ecuacién 4.196,

_ o1V cos wt LEr d V, cos wt
2 b 20t b
H= orVycoswt erVy d

b + T ﬁcoswt (4.203)

(4.202)

derivando,
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orVocoswt €rV
H =
2b 2b

(= sen wt)w (4.204)

finalmente, simplificando se obtiene la Ecuacién 4.205, que es lo que se queria demostrar.

\%
H = 72_170 (0 cos wt —we sen wt) (4.205)

Problema 4.2. Demostrar que el flujo de la suma (7+85)/8t) a través de cualquier superficie
cerrada es cero (ESPOL 1982, p471).
Desarrollo:

De acuerdo a la ecuacién de Maxwell en forma integral, es:

— 85)
— —
ﬁ.dl:J-T.d5+J—.d5 (4.206)
S S

C

— —
Figura 4.13: Flujo de (] + dD/dt) a través de una superficie cerrada.
Fuente: Los autores

Donde, la trayectoria cerrada de linea C del producto punto entre los vectores intensidad
de campo magnético H y el vector de desplazamiento d?, que determina la trayectoria de
integraciéon en el contorno cerrado C, es igual a la integral de superficie S descrita por el
contorno cerrado. Por lo que, debido a que la superficie S de la parte derecha de la Ecua-

cién 4.206 son iguales, se pueden agrupar los dos términos, asi:

— 85
— —

H.dl:J- J +—
9Sc s[ ot

Si este contorno cerrado C estd limitado por dos superficies S; y S, en la frontera de S,

.
.dS (4.207)

tal como se muestra en la Fig.4.13, entonces, las superficies S; y S, forman una superficie

cerrada.
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De esta manera, la parte derecha de la Ecuacién 4.207, se puede escribir como la suma
de estas dos superficies; y, ademas, el flujo de (7) + aﬁ/at) es igual a través de todas las

superficies limitadas por un contorno comun, asi:

-~ 9D — -~ 9D j -~ 9D
+—=—1.dS = + 22 ds +—
ﬁﬁsz[] ot Ll(] ot o 52(] ot

Pero, si se considera el vector unitario normal 7, positivo, entonces el vector unitario nor-

.ds, (4.208)

mal 71,,, es negativo, ya que tiene sentidos opuestos; por lo que, resolviendo la parte izquier-

da de la Ecuacién 4.208, se tiene:

96 T+ oD
S+, ot

Simplificando,

.d?:f (]+8—D)d51 cos 0° +j (]+8—D)d52 cos 180°  (4.209)
3 at S, ot

96 7+‘9D d?:f(n )ds1 J(“ )ds2 (4.210)
5,45, ot s

Pero, debido a que las superficies son iguales, esto es, S| = S, = S; entones dS; =dS, =dS,

se tiene:

~

96 [7+‘9D] d?:J(Ha—D)dS J(ua—D)ds (4.211)
5,45, dJ s Jt

Por consiguiente, la parte derecha de la Ecuacién 4.211 es igual a cero, ya que los dos térmi-

nos de la derecha son iguales, entonces se anulan, esto es:

9€ 7)+ 83
5,45, ot

Aplicando el Teorema de la divergencia en la Ecuacién 4.212, se tiene:

—

.dS =0 (4.212)

oD
- |-
f V.| T+==]dv=0 (4.213)
v ot
Resolviendo la Ecuacién 4.213, se obtiene:
N
D
v. ?+% =0 (4.214)

Desde el punto de vista matemaético, si a cada término de una ecuacién se multiplica o

divide para un mismo valor, entonces la ecuaciéon no se altera. Se aplica este criterio en la
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Ecuacién 4.214, es decir, si se aplica la divergencia a cada término de la ecuacién, esta no se

altera, entonces:

Finalmente, con el resultado de la Ecuacién 4.215 queda demostrado lo que se pidi6 en este
problema.

Problema 4.3. Demostrar que el Vector de Poynting en forma compleja ?C viene dada por

la siguiente ecuacién (ESPOL 1982, p474):

—
SC=—ECxHC (4.216)

Desarrollo:

- -
A partir de los vectores de campo eléctrico E y magnético H variables en el tiempo y espa-

cio, que se muestran en las ecuaciones 4.85, 4.87 y 4.106, se escriben a continuacién:

FC :f) x,v,z)elOE(*9:2) 4.217
y
— - .
E (x,9,2,t)= Ec ejwt (4.218)
I?C = 17 x,v,z) el (*9:2) 4.219
y

y, reemplazando el f por el ﬁ) en la Ecuacién 4.87, se tiene:

I?(x,y,z, t) = I?C elot (4.220)

De estas ecuaciones del campo eléctrico y magnético se toma la parte real, asi:

— - .
E (x,y,z,t):Re{EC e]wt} (4.221)

I?(x,y,z,t) = Re{ﬁ)c ej“’t} (4.222)

- -
Pero, el vector del campo eléctrico complejo E ¢ tiene una parte real E, y una parte imagi-

. =
naria E ;, entonces:

L HTE; (4.223)
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He=H,+jH, (4.224)

Reemplazando la Ecuacion 4.223 en las Ecuacién 4.221, resulta:

f)(x,y,z, t) :Re{(f)r+jf)i)ej“’t} (4.225)

0, lo que es lo mismo

- = 2\ et
E :Re{(E,+]EZ~)eJ } (4.226)

Reemplazando la funcién de Euler en la Ecuacién 4.226, se tiene:

- - — .
E :Re{(Er+]E,~) (cos wt + jsen a)t)} (4.227)
Multiplicando los dos términos, resulta:
- - - (= -
E = Re{(E ,cos wt — E ;sen a)t)+](E , sen wt+ E ;jcos wt )} (4.228)

Finalmente, tomando la parte real, se tiene:

- - -
E = E ,cos wt — E jsen wt (4.229)

De igual manera, reemplazando la Ecuacién 4.224 en las Ecuacién 4.222, resulta:

ﬁ(x,y,z,t):Re{(ITI)r+jI7,')ej“’t} (4.230)
0, lo que es lo mismo:
ﬁ:Re{(ﬁ,ﬂ'ﬁi)eJ’w} (4.231)

reemplazando la funcién de Euler en la Ecuacién 4.231, se tiene:

— - .
H = Re{(H, +]Hl-) (cos wt + jsen a)t)} (4.232)
Multiplicando los dos términos, resulta:
— — — = —
H = Re{(H,cos wt — H jsen wt)+](H, sen wt+ H ;cos wt )} (4.233)

Por ultimo, tomando la parte real, se tiene:
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—

- =
H = H ,cos wt — H ;sen wt (4.234)

N
Por otro lado, considerando el Vector de Poynting S, que es igual a:

N
xH (4.235)

Se reemplaza las ecuaciones 4.229 y 4.234 en el Vector de Poyntinn, de modo que:

- - - — —
S = (E +cos wt — E ;sen wt)x(H,cos wt — H ;sen a)t) (4.236)

Entonces, resolviendo el producto cruz, el valor instantdneo del Vector de Poynting, es:

- - = 2 - = 2 - o - =
S =E,xH,cos“wt+ E;xH ;sen“wt— E ,xH ; sen wt cos wt — E ;xH , sen wt cos wt
(4.237)
—
A continuacién, de la Ecuacién 4.237 se obtiene el valor promedio S p,,,,, esto es:
- 1 T,
S prom = T S dt (4.238)
0
Donde, T es el periodo igual a: T = 27t/w
y, utilizando las identidades trigonométricas, se tiene que:
1
sen wt coswt = 5 sen 2wt (4.239)
5 11
sen“wt = = — —cos 2wt (4.240)
2 2
, 11
cos“wt = 3 + ECOS 2wt (4.241)

Entonces, se reemplaza la Ecuacién 4.239 en el tercer y cuarto término de la Ecuacién 4.237

y luego al reemplazar en la Ecuacién 4.238, se tiene:

—

1 T - - =
S proml = 5T . (E XH;sen2wt+ E ;xH , sen Zwt)dt (4.242)

Se reemplaza el valor del periodo T = 27t/w, esto es

N ) n/w -
S prom1 = i . (E XH;sen2wt+ E ;xH, sen 2wt)dt (4.243)
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Se integra,

1 1
E)pmml S {(%f}rxﬁ)i)[—cos 2wt ]é"/“’} + (Zf,-xﬁ)r)[—cos 20t PYY (4.244)

Se cambia de signos,

- w 1 - — 1 - — ,
S promt = 4= {(ZE rxHi)[cos 2wt ]g"/‘”}+ (%E ,-xH,)[cos 2wt 27 (4.245)
1 1
g)proml = i{(—f)rxﬁi)(cos 2w 21t/w —cos 0 )} + (—E)ixﬁ,)(cos 2w 21t/w—cos 0 )
4 \\ 2w 2w
(4.246)
1 1
g)pmml =2 {(—f),xHi)(cos 720° — cos 0° )} + (—E)ixﬁ,)(cos 720° —cos 0° )
4 \ 2w 2w
(4.247)
— 17 1 5 — 1 » —
S proml = E{(%ErXHl)(l — 1)}+(zE l'XH,)(]. - 1) (4248)
-
S prom1 =0 (4.249)

De igual manera, se reemplaza las ecuaciones 4.240 y 4.241 en el primero y segundo término

de la Ecuacién 4.237 y luego al reemplazar en la Ecuacién 4.238, se tiene:

- 1 T L - =
S prom2 = 5T . (E XH,+cos 2wt + E;xH;—cos 2wt )dt (4.250)
Simplificando,
N w 21/w NN
Spr0m2:_j (ErXHr+ EiXHi)dt (4.251)
4 ),
integrando, se tiene:
< w2 =2 =2 =2\t 1 - = =
S prom2 2 (ErxH,+E,xH, —:—(ErxHr+EiXHi) (4.252)
T w 2
— 1l » - =
Sp,omzzi(ErxH,+EixHi) (4.253)

Finalmente, el valor promedio es la suma de las dos ecuaciones 4.249 y 4.253, esto es:

—
E .

— 1 (T - - l1/—» — —
Spon=7 |, 3 dt:Sp,aml+SP,DmZ:O+§(ETxHr+ 1xHi) (4.254)
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— 1 /(= - =
Spmmzz( )

N
E,XH,-FE,’XHI' (4255)

Ahora, de acuerdo con la Ecuacién 4.223 y Ecuacién 4.224 el valor promedio dado en la
Ecuacién 4.255 del Vector de Poynting, también se puede obtener directamente de los vec-

tores de campo complejo fc y ﬁc de la siguiente manera (ESPOL 1982, p475):

— 1 - —* 1 = - > 1l - - =
SpromZERe{ECxHC}:ERe{(EY‘F]Ei)x(Hr_]Hi)}ZE(ErXHr+EixHi)

(4.256)
. . ral . . T4 .

El asterisco como superindice en H - denota el complejo conjugado de H ¢, es decir:

- = =

He=H,%jH; (4.257)
Si,

— - =

Hc=H,+jH, (4.258)

Por tanto, para determinar el valor promedio del Vector de Poyinting en un punto, es sufi-
ciente encontrar el producto cruz a partir de los vectores de campo complejo E ¢ y H ¢, esto

es:

— 1— —* . . .
Sc= EE cx H¢ definicion del vector de Poynting complejo (4.259)

La parte real de la Ecuacién 4.259 es exactamente igual al valor medio del Vector de Poyn-
ting. ?C asi definido se denomina Vector de Poynting en forma compleja. Tener en cuenta
que esta conclusién no se puede deducir de las ecuaciones 4.223 y 4.224 sin conocer la
Ecuacién 4.255. Otro error muy frecuente es olvidar que ﬁ*c, en lugar de I?C, entra en esta

expresion (ESPOL 1982, p475).
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Capitulo V

ONDAS ELECTROMAGNETICAS
PLANAS UNIFORMES

5.1. Ondas electromagnéticas

En el capitulo IV, se observé que la corriente de desplazamiento segtin lo postulé Maxwell
conduce a ecuaciones de onda. Uno de los logros mas brillantes de la teoria del electromag-
netismo de Maxwell fue la prediccién de la existencia de ondas electromagnéticas. En el
presente capitulo se analizaran los tipos mas simples (y en cierto sentido tipos idealizados)
de estas ondas, conocidas como ondas planas, las cuales son solo funcién del tiempo y de la
direccién en la cual se propagan. Por lo tanto, una onda que se propaga en la direccién del
eje z, es funcién solo de z y t. Aunque son muy simples, tienen una importancia préactica con-
siderable como aproximaciones a ciertos tipos de ondas que se encuentran con frecuencia
(ESPOL 1982, p510).

Para determinar las ondas electromagnéticas, se utilizan las cuatro Ecuaciones de Maxwell

en forma diferencial, y que se muestran a continuacién:

B
- -
V X E :_W (51)
aD
R
VxH=7+22 (5.2)
ot
- =
V.D=py (5.3)
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——
V.B=0 (5.4)

ﬁ
5.1.1. Ecuacién de onda del campo magnético H
A continuacién, para determinar la ecuacién de onda de la intensidad del campo magnético
H, se parte de la Ecuacién de Maxwell (Ecuacién 5.2) en forma diferencial, esto es:

R
oD
7

VxH
= + —
X ot

(5.5)

Matematicamente, si se multiplica o divide un valor a todos los términos de la ecuacién, ésta
no se altera. Por lo tanto, si se aplica el rotacional a todos los términos de la Ecuacién 5.2,

ésta no se verd alterada, asi:

9D
- - - - -
Vx(VxH):Vx[HW (5.6)
La parte izquierda de la Ecuacién 5.6 es una identidad vectorial, que es igual a :
- (2 D\ D92
v(v. H)—v H (5.7)
y, en la parte derecha de la ecuacidn, se destruye el paréntesis, asi:
-
> (= =\ =225 = —> —= dD
V(V.H)—V H=VxT+Vxto (5.8)

N
Pero, utilizando la ecuacién que relaciona el vector de densidad de flujo magnético B con
-
la intensidad de campo magnético H en un medio de permeabilidad p, esto es:
-
B

=uH (5.9)

A continuacion, se aplica la divergencia en los dos lados de la Ecuacién 5.9, asi:

- = - =
V.B=uV.H (5.10)
Despejando la divergencia de v. 17, se tiene:
V.8
V.H = T (5.11)

Por otro lado, de acuerdo a la Ecuacién 5.4 de Maxwell, la divergencia de la densidad de

flujo magnético es igual a cero V. B =0, entonces la Ecuacién 5.11 se reduce a cero, esto es:
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- -
V.B
H

-

-
V.H = =0 (5.12)

o1 ., . . 7 . =g
Ademds, utilizando la ecuacién que relaciona el vector de desplazamiento eléctrico D con

la intensidad de campo eléctrico E en un medio de permitividad e, se tiene:

— —
D =¢E (5.13)

Reemplazando las Ecuacién 5.12 y 5.13 en la Ecuacién 5.8, se obtiene:

v (O)—V I?:Vx?-r?x 8;15 (5.14)
Simplificando,
2 JeE
— -
N H=VxT+Vx gt (5.15)
=225 5 - 0 (= —
v H:Vx]+e§(VxE) (5.16)

También, de acuerdo a la Ecuacién 5.1 de Maxwell, el rotacional de la intensidad de cam-
po eléctrico es igual a la derivada parcial con respecto al tiempo de la densidad de flujo

magnético, entonces se reemplaza la Ecuacién 5.1 en la Ecuacién 5.16, asi:

2 o ( B
e e T
YV H-= R 5.17
\% Vx]J]+ eat ( 5 ] ( )
Seguidamente, se reemplaza la Ecuacién 5.9 en la Ecuacién 5.17, esto es:
220 5 0?2 -
-VH=Vx] -e=— (;,LH) (5.18)
dt?
Destruyendo el paréntesis, se obtiene:
2 ?H
v ﬁ:?x?—ey— (5.19)
ot?
Ordenado los términos,
2 ?H
V' H - pe - Vax7J (5.20)

ot?
En la Ecuacién 5.20, el término (—V xJ ) de la parte derecha representa la generacion del

campo, y la parte izquierda representa la onda, esto es:
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-2 ?H
V H —eﬂw =Onda (521)
- -

-V x ] =Genera el campo (5.22)

Continuando con la deduccién de la ecuacién de onda de campo magnético, se utiliza la
. . . . - . .
ecuacién que relaciona el vector de densidad de corriente ] con la intensidad de campo
H . . .
eléctrico E en un medio de conductividad o, entonces:

N
J

-oF (5.23)

De esta manera, se reemplaza la Ecuacién 5.23 en la Ecuacién 5.20, asi:

—

2 0’°H - -

-2

V H—yeW:—V XO'E (524)
2 2H

VH-peZl = o(V <) (5.25)

Nuevamente, se reemplaza la Ecuacién 5.1 en la Ecuacién 5.25, esto es:

=22 92 ﬁ 9?
V H-pe——=-0|—-— 5.26
Hean a[ ot (5:26)
Simplificando,
=2 ?H 9B
H-pe——=0—— 5.27
v Heor =% ( )
También, se reemplaza la Ecuacién 5.9 en la ecuacién 5.27, esto es:
=2 ?H 9[417
H-pe——=0—— 5.28
v Heor =9 o ( )
Simplificando e igualando a cero, se tiene:
2 H JH
H-pe———-po——=90 5.29
v Hear ~ 1 (5.29)

N
Finalmente, la Ecuacién 5.29 representa la ecuacién de la onda del campo magnético H
valida para cualquier medio por donde se propague la anda. Ademads, es valida para cual-

quier sistema de coordenadas, esto es: cartesianas, cilindricas y esféricas.

176



Pedro Severo Infante Moreira ¢ Jefferson Alexander Ribadeneira Ramirez

EEEN
5.1.2. Ecuacion de onda del campo eléctrico E
Para determinar la ecuacién de onda del campo eléctrico E), se sigue un procedimiento
similar para la onda del campo magnético. A partir de la Ecuacién de Maxwell en forma
diferencial (Ecuacién 5.1), se aplica el rotacional en los dos lados de la ecuacién, esto es:
—
= (2 =\ = 0B
Vx(V xE):Vx[—W] (5.30)

Se aplica la identidad vectorial en el lado izquierdo de la Ecuacién 5.30 y en la parte derecha

N
se reemplaza el vector B, asi:

N
= (2 o\ 225 o ayH
v (v E)—v F=Va|-L- (5.31)
Simplificando,
- (= 2\ =2 J (= —
v (v. E)—V E :—yE(VxH) (5.32)

Se reemplaza la Ecuacién 5.2 en la Ecuacién 5.32, se obtiene:

V(7. )T E [T+ 2D 5.3
. = [IE +7 (

Destruyendo el paréntesis y reemplazando las Ecuaciones 5.13 y 5.21 en la Ecuacién 5.33,
se tiene:

9E  9°FE

( FT (5.34)

-2
Vi{Vv. E)—V E =-po

A continuacién, se reemplaza la Ecuacién 5.13 en la tercera Ecuacion de Maxwell, esto es

5.3, entonces:

- -

V .€eE =py (5.35)
Despejando,

V.E=% (5.36)

A cotinuacién, se reemplaza la Ecuacién 5.36 en la Ecuacién 5.34, esto es:

=1 =22 JE ?F
V(pv)—V E =HO S e o (5.37)
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Ordenando los términos,

— ?F JE — pv
E—]l€w—]40’w—V(?):0 (538)

-2
\%
Finalmente, la Ecuacién 5.38 representa la ecuacion de la onda del campo eléctrico F vélida
para cualquier medio por donde se propague la onda. Ademads, es vélida para cualquier
sistema de coordenadas, esto es: cartesianas, cilindricas y esféricas.

Similar a las Ecuaciones 5.21 y 5.22, previa a la Ecuacién 5.38, se puede escribir:

2 P?F I =

N
\% —EIMW:}'{7+V(Q/€) (539)

Enla Ecuacién 5.39, el término (plaa—{ +V (p/e)) de la parte derecha representa la generacion

del campo, y la parte izquierda representa la onda, esto es:

—

2 2
v E)—e,u%—tf = Onda (5.40)
97 =
b + V (p/€) = Genera el campo (5.41)

5.2. Ecuacion de onda en el espacio libre (caso sin pérdidas)

Las ecuaciones de onda en el espacio libre y sin fuentes, se obtienen cuando los términos
generadores del campo eléctrico y magnético son iguales a cero, esto es, la densidad de
corriente ] y la densidad volumétrica de cargas py son iguales a cero, asi, ] =0y py = 0.

Por consiguiente, en la Ecuacién 5.20 si la densidad de corriente es igual a cero, se tiene

2H
ot?

2

-2
V H —pe =0 (5.42)

De igual manera, en la Ecuacién 5.39 si la densidad volumétrica de cargas es igual a cero, se

obtiene:

2 2F
T

N
\% _614? =0 (543)

De tal manera que, las ecuaciones 5.42 y 5.43 corresponden a las ondas electromagnéticas
propagéandose en el espacio libre; y, pueden aplicarse en coordenadas cartesianas, cilindricas
o esféricas.

Por consiguiente, en un sistema de coordenadas cartesianas o rectangulares, al campo eléctri-

= c . e 2 P
co E esta dirigido en la componente x, y el campo magnético H esta dirigido en la compo-
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nente y. No obstante, estos dos vectores se encuentran en el plano xy, y se propagan en la
. ., L . g - 2

direccién de la componente z a través del vector de Poynting S = E xH , tal como se muestra

en la Fig.5.1. A partir de la Ecuacién 5.43, en coordenadas rectangulares, se tiene:

E (%,9,2,1) =Ey(x,9,2,1)d, + E, (x,,2,t)dy + E; (x,9,2,1) d; (5.44)

Pero, el campo eléctrico solo existe en la componente x, esto es E,, mientras que las compo-

nentes E;, y E, son iguales a cero, esto es:

E,=E,=0 (5.45)

y

Figura 5.1: Ondas electromagnéticas planas.
Fuente: Los autores

Por lo tanto, la Ecuacién 5.44 se reduce a:

N
E (x,9,2,t) = Ey(x,9,2,t)dy (5.46)

Por lo que, el campo eléctrico es funcidn del espacio z y del tiempo ¢, asi:

E(zt) = E, (2 1)d, (5.47)

2

De la Ecuacién 5.43, el Laplaciano V f) en coordenadas rectangulares, es igual a:

2 J%E, . 0%E, . J%E,

ox?  dy* 072

il

N
\

(5.48)

179



Magnetostatica

Pero, debido a que el campo eléctrico estd en la componente x, y varia con respecto a z,

entonces, la derivada parcial con respecto a x y a y son iguales a cero, esto es:

J°E, J°E,
= ; =0 5.49
ox? dy? (5-49)
Por lo que, la Ecuacién 5.48 es igual a:
VF - Lk (5.50)
- 022 ’

Finalmente, reemplazando la Ecuacién 5.50 en la Ecuacién 5.43, se tiene:

2 2
%—ey%:o (5.51)
A continuacién, la solucién de la ecuacién diferencial de segundo orden mostrada en la
Ecuacién 5.51, tiene dos partes, la una parte viaja en la direccién positiva de z, y se llama
onda incidente representada por E; (t —z/v), y la otra parte viaja en la direccion negativa de

z,y se llama onda reflejada que esta representada por E; (¢ +z/v), esto es:

E (z,t)=E|(t—2z/v)+ Ey(t+2/v) (5.52)

Donde, v es la velocidad de la onda que viaja a la velocidad de la luz en el espacio libre, E; y
E; son las funciones de campo eléctrico incidente y reflejado, respectivamente, que se debe
calcular; y, (t —z/v) y (t + z/v) son los argumentos de las funciones de las ondas incidentes y

reflejadas, respectivamente.

5.3. Ecuacién de onda en medios materiales (caso con pérdidas)
En el apartado 5.1 se desarrollaron las ecuaciones 5.29 y 5.38 correspondientes a la inten-
sidad de campo magnético H y a la intensidad de campo eléctrico f), respectivamente. Por
consiguiente, considerando que las ecuaciones de onda de campo eléctrico y magnético se
obtienen a partir de una onda de corriente, entonces, la ecuacién 5.38, queda como sigue.

2— 32? QE}
E—[lé‘ﬁ—ﬂcw—o (553)

N

\%
Por ultimo, las ecuaciones 5.29 y 5.53 representan a las ondas electromagnéticas viajando
por cualquier medio de propagacién, como se muestra en la Fig.5.2. Sin embargo, si se con-
sidera una onda de campo eléctrico, Ecuacién 5.53, propagandose por un medio dieléctrico,

— —
se dice que la derivada parcial del vector de desplazamiento D (o € E ) con respecto al tiem-

— —
po es mucho mayor que la densidad de corriente | (o o E), esto es:
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a,l,€

ATEIA
N

Figura 5.2: Onda de campo eléctrico propagandose en diferentes medios.
Fuente: Los autores

oD
N
TS > T (5.54)

Entonces, el tercer término de la Ecuacién 5.53 que representa a un medio conductor, es

despreciable; por consiguiente, el resultado final, se muestra en la Ecuacién 5.55, asi:

—-=0 La onda se esta propagando en un medio mas dieléctrico  (5.55)

Por otro lado, si se considera una onda de campo eléctrico, Ecuacién 5.53, propagandose por
. . . . =
un medio conductor, se dice que la derivada parcial del vector de desplazamiento D con
respecto al tiempo es mucho menor que la densidad de corriente |, esto es:
—
dD -

Entonces, el segundo término de la ecuacién que representa a un medio dieléctrico, es des-

preciable (Ecuaciéon 5.57).

E —po——=0 La onda se esta propagando en un medio més conductor  (5.57)

5.4. Ecuacion de ondas planas sinusoidales

Las ondas planas, son ondas que varian solamente en la direccién de propagacién z y con el
tiempo t. Son uniformes en planos normales a la direccién de propagacién, como se muestra
en la Fig.5.1.

Para determinar la ecuacién de onda de la intensidad de campo eléctrico; en primer lugar,

a partir de la Ecuacién 5.47, se escribe en formato exponencial complejo, asi:
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E)(z, t) = Re [E)C (z)ej“’t]

y, en segundo lugar, se reemplaza la Ecuacién 5.58 en la Ecuacién 5.53, esto es:

2

2 . . .
v [Re (E)Ce]“’t)] — e aaﬂ [Re (E)Ce]“’t)] - yo% [Re (f)ce]“’t)] =0

simplificando,

2 . 2 . .
Re [V (fce]“’t) - ye% (E)Ce]“’t) - ya% (f)ce]“’t)] =0

Resolviendo las derivadas parciales,

—

. 2 . .
Re [e]“’t V' E.-pe E.(jo)(jw) ' — uo E ., (jw)efwf] -0
Simplificando,

. 2 . 4
Y E)C—ye f)c(jw)(jw)e]“’t—,uaf: (jw)e®' =0

Sacando factor comun y simplificando,
. 2
e/t [7 E)C + pe wzfc - yaf)c (jw)] =0
simplificando,

25 -

- ) . -
V E.+pew” E.—jwpcE =0

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

Por otro lado, el vector campo eléctrico se encuentra representado en la componente x del

plano cartesiano, esto es E , y el vector campo magnético se encuentra en la componente y

. T .
del plano cartesiano, esto es H ,, tal como se muestra en la Fig.5.3; entonces, al reemplazar

la Ecuacion 5.50 en la Ecuacion 5.64, se tiene:

J’E ,
BZ;C + pew’Eye — jwpoEye = 0
Agrupando,
J’E .
azzxc +E,, (yewz —]w;w) =0
6)

(5.65)

(5.66)
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X

Rl

o\,

y

(8]

Figura 5.3: Onda plana compuesta por el campo eléctrico f)x y el campo magnético ﬁ)y.

Fuente: Los autores

J°E .o
azf +w2ye(1 _]E)E’“ =0

pero, €* es la permitividad compleja, asi:

2]

Reemplazando la Ecuacién 5.68 en la Ecuacién 5.67, se tiene:

9°E,.

522 +w?pe'Eye =0

También, wzye* esigual a —yz, esto es:
wlue’ = >
Y
y=a+jp

Donde,

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
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y = constante de propagacion (5.72)
a = constante de atenuacion (5.73)
B = constante de fase (5.74)

Reemplazando la Ecuacién 5.70 en la Ecuacién 5.69, se tiene:

J%E,,
02?2

—¥?Exc =0 (5.75)

Resolviendo la ecuacién diferencial de segundo orden 5.75 se obtiene la onda de campo
eléctrico E,, en el formato exponencial complejo, que depende tnicamente del espacio z,

esto es E,.(z), asi:

Exc(z) = EO,-e_VZ + EOreVZ (576)

Para que la Ecuacién 5.76, a mas de variar con respecto al espacio, también varie con res-
pecto al tiempo, los términos de la derecha se multiplican por la funcién exponencial e/®*,

entonces:

Eyc(z,t) = Egje V319t 4 B o770t (5.77)

De tal forma que, la Ecuacién 5.77 estd compuesta de dos partes, la primera parte se de-
nomina onda incidente, y la segunda parte se denomina onda reflejada; ademas, Ey; y E,

representan las amplitudes de la onda incidente y reflejada, respectivamente, esto es:

Ey(z,t) = Egie 73t onda incidente (5.78)

Eyc (2, t) = Ege?#tie! ondareflejada (5.79)

Si una onda estd propagandose por el medio 1, denominado onda incidente, e incide en la
frontera de dos medios diferentes, entonces en el medio 1 también va a existir una onda

reflejada, tal como se muestra en la Fig.5.4.
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Medio 1 Medio 2

o €
/_\./\_’.yztjw-“ w2 €

01,1, E.e

4J\-/\ Frontera entre 2
E e Pz+joft \_~ medios diferentes

Or

v

Figura 5.4: Ondas incidente y reflejada en el medio 1.
Fuente: Los autores

Para determinar la ecuacion de onda de la intensidad de campo magnético, se sigue el
procedimiento de forma similar al campo eléctrico; de tal forma que, el resultado final de la
onda de campo magnético estd en la componente y, que viaja en la direccion de la compo-

nente z, esto es:

H

ye(z,t) = Hoje V#H90 + Hy, o7 #+! (5.80)

De tal forma que, la Ecuacién 5.80 estd compuesta de dos partes, la primera parte se deno-

mina onda incidente, y la segunda parte se denomina onda reflejada, asi:

Hy(z,t) = Hyje v#tiot onda incidente (5.81)
Hy(z,t) = Hy,e? it ondareflejada (5.82)

Propagacion de ondas electromagnéticas incidente. A continuacién, si la onda de campo
eléctrico o campo magnético no chocan o inciden en la frontera de dos medios diferentes, no
existird la onda reflejada, tnicamente existe onda incidente; entonces, en la Ecuacién 5.78

se reemplaza la constante de propagacion y, esto es:

Ey(z,t) = Egje (@ tiPIztjwt (5.83)

Destruyendo el paréntesis y aplicando las propiedades de la funcién exponencial, se tiene:

Eyc(z,t) = Egje e 1P#Hi0t (5.84)

185



Magnetostatica

Exc(2,1) = Egje /@172 (5.85)
Pero,
E (z,t) = Re[E,.(z,1)] (5.86)
entonces:
E,(zt) = Egje"**cos (wt — Bz) (5.87)

De igual manera se obtiene la onda incidente de campo magnético, esto es:

H, (z,t) = Hy;e”“*cos (wt — Bz) (5.88)

Medio dieléctrico perfecto o vacio sin pérdidas

A partir de las Ecuaciones 5.67, 5.68, 5.69 y 5.75, esto es:

98:;" +w2ye(1—ji)1§x - (5.89)
e*:e(l—j&) (5.90)

a;f;“ + @ pe'Eye = 0 (5.91)
% —¥?Egc =0 (5.92)

La solucién de la onda de campo eléctrico que se obtuvo en funcién del espacio y tiempo es

la Ecuacién 5.77 que representa una onda incidente y una onda reflejada, asi:

Eyc(z,t) = Egie V¥ 9t 4 By e? 7ot (5.93)

p=-[]-pollkjn]h-[b-["?or otro lado, considerando que o representa un medio conductor y, €
representa un medio dieléctrico, entonces, cuando o/we es mucho menor que uno, se estd

frente a un medio dieléctrico, asi:

2« (5.94)
we

Por consiguiente, el segundo término de (1 —]&) es despreciable, es decir, es aproximada-

mente igual a cero, de esta manera:
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o
zell-j—)=€(1-j0)= .
€ e( ]a)e) e(l-j0)=¢€ (5.95)
entonces,
€=e€ (5.96)
pero,
w?pet = —y? (5.97)

Despejando la constante de propagacién v, se tiene:

Y= J—(Uzl,[e*:ja),ll,{e*:a+]"8 (5.98)

Reemplazando valores en la Ecuacién 5.98, se tiene:

y=jo\pe=a+jp (5.99)

Debido a que se tiene un medio dieléctrico perfecto o vacio sin pérdidas, la constante de

atenuacién «a es igual a cero (a = 0), entonces, reemplazando en la Ecuacién 5.99, se tiene:

y=jo\ue=0+jp=jp (5.100)

De la Ecuacién 5.100, se tiene dos resultados:

El primer resultado, es:

y=JjB (5.101)

El segundo resultado, es:

B =wJue (5.102)
Reemplazando la Ecuacién 5.101 en la Ecuacién 5.78, se tiene:
Ey(z,t) = Ege /P7Hiet (5.103)
Escribiendo de otra manera, asi:
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Ey(z,t) = Egel @2 (5.104)

La Ecuacién 5.104, representa la variacion del campo eléctrico en una onda plana, siempre
y cuando la propagacién de la onda sea en un medio dieléctrico; esto es, cuando se cumple
que (0/we) < 1.

Medio conductor con muy pocas pérdidas

Nuevamente, a partir de las Ecuaciones 5.67, 5.68, 5.69, 5.75y 5.77; Y ademds, considerando
que o representa un medio conductor y, € representa un medio dieléctrico, entonces, cuando

o/we es mucho mayor que uno, asf:

2 s (5.105)
we

Entonces, el primer término de (1 —]&) es despreciable con respecto al segundo, esto es:

e*:e(l—ji) (5.106)

El valor de 1 se reemplaza por 0, debido a que el segundo término es mucho mayor que uno,

es decir, si se suma 1, no varia significativamente, asi:

e*:e(O—ji):—jg (5.107)

Reemplazando la Ecuacién 5.107 en la Ecuacién 5.98, se tiene:

y:jw\/ﬁzjw,/y(—j%)zmjﬁ (5.108)

Pero,

jw\/ﬂ(—j%)= \/jzwzu(—j%)= \/(—1)(02”(_]%): Viopo = yops i (5.109)
entonces,

jo #(—j%)= Vaouo i (5.110)

ahora bien,

\ﬁ:% (5.111)

Reemplazando la Ecuacién 5.111 en la Ecuacién 5.110, se tiene:
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1+j wpo

jw ,4( ) VopT = \[F5 ) (5.112)

Esto es,

jw\/u(—j%)= \/“’—Za(m) (5.113)

Pero, o5 representa la profundidad de penetracion (en metros) de una onda electromagnéti-
Z . —> .
ca propagandose a una velocidad v’ en un material conductor, tal como se muestra en la

Fig.5.5, dado por:

o,1,€
/\/\_’ <—>| J
Onda o . AT 1 '
Electromagnética E. Material
Conductor
4. v
H ¥

Figura 5.5: Penetracién o; de una onda electromagnética en un conductor.
Fuente: Los autores

5= ‘/i (5.114)
wpo

Reemplazando la Ecuacién 5.114 en la Ecuacién 5.113, se tiene:

. e 1 .
Jw\/ﬂ(—];)zé—s(lﬂ) (5.115)

Por dltimo, se reemplaza la Ecuacién 5.115 en la Ecuacién 5.108, asi:

yzél(1+j)=a+jﬁ (5.116)
S
1 1
- 4= i 11
14 6s+6s] a+jp (5.117)
Donde,
a= L_ (5.118)
_5 _ﬁ .
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Reemplazando la Ecuacién 5.117 en la Ecuacién 5.78, se tiene

E,.(2t) = Ege (2 tacd)zHiet (5.119)

Separando términos,

j(a)t—éls)

Ey(zt)=Ege % e (5.120)

La Ecuacién 5.120, representa la variaciéon del campo eléctrico en una onda plana, siempre
y cuando la propagacion de la onda sea en un medio conductor; esto es, cuando se cumple

que (0/we) > 1.

5.5. Naturaleza transversal de las ondas planas

Cuando una onda electromagnética plana se propaga por el espacio libre se observa que el
medio carece de distribuciones de carga y de corriente, esto es, densidad volumétrica de
cargas p, = 0 y densidad de corriente 7 = 0. Entonces, con estas condiciones, las Ecuaciones

de Maxwell se escriben de la siguiente manera:

oH
.
VxE = —pogr (5.121)
ot
N JE
ViH = ey 2 (5.122)
ot
- =
V.E=0 (5.123)
- =
V.H =0 (5.124)

A partir de la Ecuacién 5.122, establece que si E esta cambiando con el tiempo en algun
punto, entonces el campo magnético H tiene rotacional en ese punto; por lo tanto, H varia
espacialmente en una direccién normal a su direccién de orientacién. Ademas, si E) cambia
con el tiempo, entonces, en general, también H lo hard, aunque no necesariamente de la
misma manera. Luego, a partir de la Ecuacién 5.121, se observa que un campo magnético
17 variante con el tiempo produce un campo eléctrico F, el cual, al tener un rotacional,
varia espacialmente en la direccién normal a su orientacién. Una vez mas se tiene un campo
eléctrico cambiante. También, por definicién, ambos campos, E y 17, tienen una magnitud
constante en el plano transversal y son perpendiculares entre si, como se muestra en la
Fig.5.3. Por esta razén, dicha onda a menudo se denomina onda electromagnética transversal
(TEM, por sus siglas en inglés), o también llamado, modos TEM (Hayt W 2012, p313).

No obstante, una onda plana en el modo de propagacién TEM, se caracteriza por no tener
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componentes axiales en la direccién de propagacién de la onda, esto es, fz =0y Iq)z =0.A
continuacién, se demuestra que estas componentes axiales son iguales a cero:
En primer lugar, de la Ecuacién 5.123, la divergencia del campo eléctrico es igual a cero,
debido a que, si esta en el vacio, no hay variacién de cargas. Por otro lado, matematicamente,
la divergencia del campo eléctrico en coordenadas cartesianas, es:

¥ F- JE, JE, OE,

E = ox +a—y+ 9z (5125)

Reemplazando la Ecuacién 5.125 en la Ecuacién 5.123, se tiene:

JE, 9JE, OJE,

8x+8y+az

=0 (5.126)

Sin embargo, el campo eléctrico E, se encuentra en la componente x del plano cartesiano; y
ademads, como se dijo anteriormente, por definicién, el campo eléctrico y magnético tienen
una magnitud constante en el plano transversal y son perpendiculares entre si, entonces la

derivada de una constante es igual a cero, esto es:

OE,
=0 (5.127)
E,dz=0 (5.128)

Ahora bien, la derivada del campo eléctrico con respecto a la componente y es igual a cero,

ya que el campo eléctrico se encuentra en la direccién de la componente x, entonces:

-0 (5.129)

Finalmente, como la onda de campo eléctrico varia en la direccién de propagacién y el tiem-
po, esto es, E(z,t), entonces, E, no puede ser constante ya que tiene que variar con el tiempo,
por tal razén, para que la derivada de E, con respecto a z sea igual a cero, E, solo puede ser

igual a cero, esto es E, = 0, entonces:

JE, _
dz

0 (5.130)

En segundo lugar, de la Ecuacién 5.124, la divergencia del campo magnético es igual a cero,
debido a que, si estd en el vacio, no hay variacién de corriente. Por otro lado, matematica-

mente, la divergencia del campo magnético en coordenadas cartesianas, es:
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- — 0H, JH, OH,

Reemplazando la Ecuacién 5.131 en la ecuacién Ecuacién 5.124, se tiene:

oH, JH, OoH,
ox +8_y+ dz =0 (5.132)

Sin embargo, el campo magnético H, se encuentra en la componente y del plano cartesiano;
y ademds, como se dijo anteriormente, por definicién, el campo eléctrico y magnético tienen
una magnitud constante en el plano transversal y son perpendiculares entre si, entonces la
derivada de una constante es igual a cero, esto es:

JH,

Ty _
% 0 (5.133)

Ahora bien, la derivada del campo magnético con respecto a la componente x es igual a cero,

ya que el campo magnético se encuentra en la direccién de la componente y, entonces:

o0H,
ox

-0 (5.134)

Finalmente, como la onda de campo magnético varia en la direccién de propagacién y el
tiempo, esto es, H(z, t), entonces, H, no puede ser constante ya que tiene que variar con el
tiempo, por tal razén, para que la derivada de H, con respecto a z sea igual a cero, H, solo

puede ser igual a cero, esto es H, = 0, entonces:

0H,
0z

=0 (5.135)

En conclusién, para el modo de propagacién TEM, queda demostrado que las componentes
axiales del campo eléctrico y magnético son iguales a cero, esto es, ?Z = 172 =0.
Impedancia caracteristica en el espacio libre o vacio.

Las dos Ecuaciones de Maxwell en formato complejo se muestran en las Ecuaciones 5.136 y

5.137

- = . —
VxE,=-jopuH, (5.136)
- = . -

VxH =jweyE. (5.137)

Pero,
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— — (9E, OE JE, OJE JE, OE
VxE.=|22- 2|2+ Z=2 -2 o+ | =2 - =22 5.138
*E (ay 8z)+(82 8x)+(8x a9 ) (5.138)
Donde,
OE, JE, OE, JE, JE,
=0 ; =—=0;—=——==0; =0 ; =——==0 5.139
Iy dz ox ox dy ( )
reemplazando 5.139 en la Ecuacién 5.138, se tiene:
- — JE
E.==2%9 .14
VxEc=—"79 (5.140)
Al reemplazar la Ecuacién 5.140 en la Ecuacién 5.136, se tiene:
JE, =Y
azxy:—]wac (5.141)
6
JE, , . .
a—zxy =—jwuH,p (5.142)

Por otro lado, la solucién de la onda incidente del campo eléctrico y magnético se muestran
en las ecuaciones 5.78 y 5.81, respectivamente; y, considerando tinicamente la variacién con

respecto al espacio z, se tienen:

Eyc(z) = Ege™7* (5.143)

H

ye(2) = Hpe 7* (5.144)

se reemplaza las ecuaciones 5.143 y 5.144 en la Ecuacién 5.142, asi:

JEy(2)

0z —jwpuHy (2) (5.145)
% (Epe 7*) = —jwuHpe 7* (5.146)

Derivando,
—yEpe™7* = —jowpHye 7* (5.147)

Cambiando de signos,
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yEpe 7% = jopHye 7* (5.148)

Pero,
E,. = Ege? (5.149)
H, =Hye (5.150)

Entonces, reemplazando las Ecuaciones 5.149 y 5.150 en la Ecuacién 5.148, se tiene:

VExc = jouHy. (5.151)
Despejando, EXC/H},C, se tiene:
i = ]w_” (5.152)
HyC y

La Ecuacién 5.152, es la impedancia caracteristica del medio en el cual se propaga la onda
plana representada por Z., también llamada Ley de Ohm para ondas planas, esto es:
Exe _jop

_1YE_ (5.153)
Hye p ¢

Cuando la onda electromagnética se propaga por un medio dieléctrico perfecto o vacio sin
pérdidas, la constante de propagacién y es igual a j multiplicado por la constante de fase j3,
como se muestra en la Ecuacién 5.101, es decir, ¥ = j;y, B = w \/J€.

Por otro lado, las ecuaciones del campo eléctrico y magnético en funcién del espacio y tiem-

po, es:
E, = Egel(@t=F?) (5.154)
H, = Hyel“!=F?) (5.155)

Donde,
Ey (z,t) = E, (5.156)
Hye(z,t) = H, (5.157)
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Pero,

=Z. (5.158)

Reemplazando las ecuaciones 5.154 y 5.155 en la Ecuacién 5.158, se tiene:

Ex _ EO _
H, = H =7, (5.159)
Pero,
jop _ jop H
Z.=t+t-_ 1 - L (5.160)
V4 jw /e €
Z.= (5.161)
€

La Ecuacién 5.161, representa la impedancia caracteristica en el vacio.

Despajando H,, de la Ecuacién 5.158, y reemplazando E, de la Ecuacién 5.154, se tiene:

E [e i
H ==X= |2 E,¢il@-p2) 162
Y : o€ (5 6 )

entonces,

H, = /}% Eq el(@t=P2) (5.163)

Para determinar la velocidad de fase v, de la onda electromagnética, se selecciona la fase ¢

de las ecuaciones 5.154 y 5.155, esto es:

¢ =wt-pz fasedelaonda (5.164)

Pero, la fase de la onda electromagnética se mantiene constante a lo largo de la propagacién,

entonces al derivar los dos lados de la Ecuacién 5.164 con respecto al tiempo, se tiene:

O:w—ﬂ% (5.165)

Donde, dz/dt es la velocidad de fase representada por v, entonces:

0=w-pv, (5.166)
Despejando v,
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v, = — velocidad de fase (5.167)

Para determinar la longitud de onda A, es decir, la distancia entre dos maximos o dos mini-
mos, se toma dos puntos z; y z,, entonces, para un z; existe un ¢y, y para un z, existe un

@y, esto es:

¢ = wt— Pz (5.168)

(2] :(Ut—ﬁZZ (5169)

Sumando las dos ecuaciones 5.168 y 5.169, se tiene:

P1—@2=Pz2- 7y (5.170)

Factorando,

Ap = pAz (5.171)

Pero, Az es la longitud entre dos mdximos o minimos, que viene a ser la longitud de onda A,

y A@ esla variacién del angulo de una oscilacién completa igual a 360 grados o 21, entonces:

2r=4A (5.172)

Despejando, se obtiene el valor de la longitud de onda, asi:

27
A=" (5.173)
P
También, la frecuencia angular w es igual a:
w=2mnf (5.174)

y, la frecuencia f es igual al inverso del periodo T, entonces:

T="" (5.175)
@

Finalmente, a partir de la Ecuacién 5.154, la onda incidente instantdnea de campo eléctrico

Ey incidenter €8:
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Ex incidente = Eocos (wt — pz) (5.176)

De igual manera, a partir de la Ecuacién 5.155 y combinando las ecuaciones 5.159 y 5.161,

la onda incidente instantdnea de campo magnético Hy jcidente. €S:

€
Hy incidente = Eo 1 , ﬁ cos (wt - Bz) (5.177)

Para terminar, se procede a graficar la onda incidente de campo eléctrico y magnético pro-
pagandose en el espacio libre, correspondiente al modo de propagacién TEM, determinadas

en las Ecuaciones 5.176 y 5.177, respectivamente; las mismas que, se muestran en la Fig.5.6.

~H H

¥ ¥

y

Figura 5.6: Ondas electromagnéticas propagandose en el espacio libre.
Fuente: Los autores

En la Fig.5.7 se presenta el campo Eléctrico E, de una onda plana que se propaga en direc-
cién z en el espacio libre (e, = 1) y la madera (e, = 2,2). Se puede observar claramente que
la longitud de onda (1) en la madera es menor, esto debido al mayor valor de la €,. Lo cual

a su vez representa una menor velocidad de propagacion.

5.6. Propagacion de ondas planas desfasadas en el plano XY

Antes que nada, en una onda electromagnética plana, el campo eléctrico -E)x estd en la direc-
cién del eje x, y el campo magnético 17? estd en la direccién del eje y, entonces, al realizar
el producto cruz entre los dos vectores, se obtiene la direccion de propagacién de la onda en
el eje z que se encuentra representado por el vector unitario k que coincide con la direccién

N
del vector de Poynting S , tal como se muestra en la Fig.5.8 (a), esto es:

ExH, =k (5.178)
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Ex Madera
———Ex Espacio Libre

0,5

Ex 0,0 1

-0,5 1

le—  » A Madera

A Espacio Libre

-1,5 T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

Figura 5.7: Campo Eléctrico de una onda electromagnética que se
propaga en el espacio libre y la madera.

Fuente: Los autores

. =4 . . .
En cambio, cuando el campo eléctrico E , se encuentra en la direccion del eje y, y el campo
Z4t 2 . .« . .
magnético H , se encuentra en la direccién del eje x, entonces, al realizar el producto cruz
entre los dos vectores, se obtiene la direccién de propagacién de la onda en el eje z que se
encuentra representado por el vector unitario —k que no coincide con la direccién y sentido

del vector de Poynting K , tal como se muestra en la Fig.5.8 (b), esto es:

N

xH =k (5.179)

N
E

=
Ll

l]"

(@) (b)

Figura 5.8: Onda electromagnética propagéandose en la direccion a) k, b) —k.

Fuente: Los autores

N
Por lo tanto, para que la propagacién de la onda coincida con el vector de Poynting S, se
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- —
debe realizar el producto cruz entre los vectores —E yy Hy, estoes:

- = .
-E,xH,=k

(5.180)

Por consiguiente, en la Ecuacién 5.138 el campo eléctrico se ubica en la direccién del eje v,

N
estoes, Ey; y, el campo magnético se ubica en la direccién del eje x, esto es, H ,. Conside-

rando una transmisién TEM, E, = 0 y H, = 0, entonces:

9, _, .9 _, ;aEZ:O;@ZO
9y

Jz ox

Reemplazando la Ecuacién 5.181 en la Ecuacién 5.138, se tiene:

- = aEyA
VxE . =—-—=2%

Jz

Y, reemplazando la Ecuacién 5.182 en la Ecuacién 5.136, se tiene:

JE, . .
5 = —jwpH, X

Reemplazando los valores de E, y H, en formato exponencial, se obtiene:

JE,e7*
dz
—(—y)Eye_VZ = —jwpH.e*

=—jwuHe *

YE,e7* = —jwpHce

Simplificando,

yEy - _jw,"le
_E o
H, 4
pero, (jou/y) = Z,, entonces:
By _jop _
He vy °°

Por consiguiente, la Ecuacion 5.189 es igual a la Ecuacién 5.159, asi:

(5.181)

(5.182)

(5.183)

(5.184)

(5.185)

(5.186)

(5.187)

(5.188)

(5.189)
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E_ B _jor_E
H,” H, 7y H

=7, (5.190)

Hasta ahora solo se consider6 ondas planas simples que se propagan a lo largo del eje z. Este
fue un punto de partida conveniente, pero no hay nada magico en la direccién z; las ondas
planas pueden propagarse en cualquier direccién a través de un medio. En esta seccién, se
usara lo que ya se descubrié sobre ondas que se propagan a lo largo del eje z para describir

ondas planas que se propagan en cualquier direccién (Demarest 1998, p446).

4 X

A

—

ErO

Al

Figura 5.9: Onda plana E y H desfasada un angulo 0 propagandose en la direccién z.
Fuente: Los autores

Propagacion de la onda plana desfasada en el plano xy. Se debe considerar que una onda
plana estudiada hasta ahora, F tenia una orientacion recta fija en todo momento y para
toda posicién; se dice que dicha onda esta polarizada linealmente. Se ha considerado que
F esté sobre el eje x, sin embargo, el campo puede estar orientado en cualquier direccién
fija sobre el plano xy y estar polarizado linealmente, tal como se muestra en la Fig.5.9. En
esta figura, la onda electromagnética E y H esta desfasada un angulo 6 con respecto al eje
x en el plano xy. También, se puede decir que, los vectores de campo eléctrico y magnético
pueden tener cualquier orientacién en el plano xy, siempre que el producto vectorial ExH
representado por el vector de Poynting ?, apunta en la direccién de z positivo. Por lo tanto,
las expresiones generales de las ondas planas que se propagan en la direccion de z positivo,
se pueden escribir en la forma que se muestra en las ecuaciones 5.191 y 5.192 (Hayt W 2012,

p337).

E (2,1) = (Exo% + Eyop) /@' F? (5.191)
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H (2,1) = (Hyo% + Hyop) /1 F?) (5.192)

Donde, Ey, Eyo, Hyo y Hyo son las amplitud de las componentes del campo eléctrico y

magnético x e y, respectivamente; £ y ¥ son los vectores unitarios en las direcciones positivas
- - - =

dexyuy. E (z,t)y H (z,t) corresponden a los vectores E y H (Fig.5.9), respectivamente, que

varfan con respecto al espacio z y al tiempo .

De acuerdo a las leyes exponenciales, las ecuaciones 5.191 y 5.192 se pueden escribir tnica-

mente en funcién del espacio, asi:

(2) = (Exo% + Eyo9) e 7P (5.193)

(2) = (Hayo% + Hyop) e 172 (5.194)

-

Por otro lado, k se llama el vector niimero de onda, que tiene la misma direccién y sentido
— - = -

que el vector de Poynting S en la que se propaga la onda plana, estoes ExH = k. Ademas,

B es igual al numero de onda k cuando el medio es sin pérdidas, sabiendo que, f es la

constante de fase.

Pero, de la Ecuacién 5.193,

E o= Eqt+Ey) (5.195)

Entonces, al reemplazar la Ecuacién 5.195 en la Ecuacién 5.193, se tiene:

E(2)= E e i (5.196)

-

Donde, E , se llama vector polarizacién, que puede ser cualquier vector que es perpendi-
- z

cular a k, asi:

N

k

R
Eok =0 (5.197)

Se puede derivar una expresién complementaria para el campo H de esta onda plana si se
observa que la Ecuacién 5.194 se puede escribir en términos del producto vectorial entre

f)o y ?; para lo cual, de la ecuacién 5.190, H, y H, es igual a:
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E
Hy=-22
X ZC
Ey
HV:Z_

(5.198)

(5.199)

Haciendo, H, = Hyo, y Hy = Hy; y, reemplazando las ecuaciones 5.198 y 5.199 en la Ecua-

cion 5.194, se tiene:

Sacando factor comun Z,, se tiene:

N P LE . .
(2) = —— (~Eyo% + Exo9)
c
Pero,
— R - =
(—Ey0x+ Exo})) =k X(Exo.X + Eyoy) = kxE 0
donde,
X v Z
- - R
kxE(): 0 1 :—Ey0x+Ex0y
E.o Eyo 0
—
Y, k=2

Por lo tanto, reemplazando la Ecuacién 5.202 en la Ecuacién 5.201, se tiene:

~jpz
H (z,t) = ¢ ?xf)o
ZC

(5.200)

(5.201)

(5.202)

(5.203)

(5.204)

Finalmente, la impedancia caracteristica Z. del medio por donde se propaga la onda, tam-

bién se puede llamar impedancia intrinseca del medio, representado por 1.

5.7. Reflexion y refraccion de ondas planas

- — -
La onda o rayo incidente k ;, el reflejado k , y el refractado o transmitido k ; se encuentran

en el mismo plano, como se muestra en la Fig. 5.10. La onda incidente y reflejada con la

normal N que es perpendicular a la frontera de separacién entre el medio 1 y 2 trazada en

el punto de incidencia A y C, forman el dngulo de incidencia 0y, el angulo de reflexién 0, y

el dngulo refractado 0,.
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Los angulos de incidencia 0; y de reflexién 6, son iguales, ya que en la Fig.5.10 las leyes
de la reflexién pueden deducirse aplicando el principio de Huygens a una onda que incide
?i con cierto dngulo 0, en una superficie de separacion de dos medios 1 y 2. Si el foco
emisor de ondas dista lo suficiente de la superficie reflectora, se puede considerar que la
onda es plana. Al avanzar su frente de ondas, su extremo (inicio de la onda incidente ?,-)
sera el primero que encuentre a la superficie reflectora. Esto ocurrira en el punto A, el cual,
segtn el Principio de Huygens, se convierte en nuevo centro emisor de ondas secundarias
?,. Las ondas secundarias generadas en el punto A retroceden a igual velocidad que trae
la onda incidente. Esto implica que cuando el otro extremo B del frente incidente alcance
la superficie reflectora (recorra la distancia BC), la onda secundaria tendrd un radio AD
(siendo BC = AD). Teniendo en cuenta, ademads, que cuando el extremo B alcanza el punto
C, este ultimo se convierte en un nuevo foco emisor de ondas secundarias, podemos formar
los triangulos rectdngulos ABC (de la onda incidente) y ADC (de la onda reflejada), ambos
iguales al tener la hipotenusa y los lados BC y AD iguales. De la igualdad de los tridngulos
rectangulos y a la perpendicularidad de los lados ?i y ?, con los lados de los triangulos, se

puede deducir que los angulos 0; y 0, son iguales (Hayt W 2012, p457).

Medio 1
Medio 2

- - -
Figura 5.10: Ondas incidente k ;, reflejado k , y refractado o transmitido k ;.
Fuente: Los autores

5.7.1. Indice de refraccién

La refracciéon es el cambio de direccién y velocidad que experimenta una onda de luz al
pasar de un medio a otro, ya sea liquido o gaseoso, con distinto indice refractivo. Solo se
produce si la onda incide oblicuamente sobre la superficie de separaciéon de los dos medios
y si estos tienen indices de refraccién distintos. La refraccién se origina en el cambio de
velocidad de propagacién de la onda senialada.

Se denomina indice de refraccién al cociente de la velocidad de la luz en el vacio y la veloci-
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dad de la luz en el medio cuyo indice se calcula. Se simboliza con la letra n y se trata de un

valor adimensional, esto es:

(5.205)

<o

Donde,

¢ =velocidad de la luz en el vacio
v =velocidad de la luz en el medio

n=1indice de refraccién

n= e 1, (5.206)

El indice de refraccién determina cudnto se desvia o se refracta la trayectoria de la luz al

entrar en un material. Esto se describe mediante la Ley de Refraccién de Snell, esto es:

ny sen 61 =n, sen 6, (5.207)

Donde, 6, y 6; son los angulos de incidencia y refraccién, respectivamente, de un rayo que
cruza la interfaz entre dos medios 1 y 2 con indices de refraccién ny y n, (Hayt W 2012,
p449). También, para la luz, la Ley de Refraccién de Snell, tiene relacién con las velocidades
vy y v, del medio 1y 2, respectivamente, esto es:

sen@; n, v

=—<=_ 5.208
sen 0y ny v, ( )

En condiciones sin pérdida se puede escribir la constante de fase de la onda plana, asi como
la impedancia intrinseca del material en términos del indice de refraccién, por medio de la

Ecuacién 5.209 (Hayt W 2012, p36).

ﬁ:k:w\/m\/e—,:’%‘“ (5.209)
y
= o _TMo (5.210)
\/6_7 €p n
esto es,
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y=-0 (5.211)

donde,

1 = impedancia intrinseca del medio
o = impedancia intrinseca del vacio
n=indice de refraccién

€, = permitividad relativa del medio

—+
En la Fig.5.11 se muestra una onda incidente k ;con su respectivo angulo de incidencia

01, una onda reflejada ?I con su 4ngulo 6], y una onda transmitida ?2 con su angulo 0,.
Los 4ngulos de incidencia 6; y reflejado 0] son iguales. Los dos medios son dieléctricos
sin pérdidas y los caracterizan impedancias intrinsecas 1); y #)5; y, permitividades €; y €;.
Suponer que los materiales no son magnéticos y, por tanto, tienen una permeabilidad .
La Fig.5.11, muestra dos casos en la seleccién de la direccién del campo eléctrico (Hayt W
2012, p367).

Primer caso, en la Fig. 5.11 a, el campo eléctrico E esta polarizado sobre el plano de la
pagina denominado también el plano de incidencia; y, el campo magnético H esté en forma
perpendicular de la pdgina hacia fuera. Al estar el vector campo eléctrico E sobre el plano
de incidencia, se dice que tiene una polarizacion paralela, es decir, el vector campo eléctrico es
paralelo al plano de incidencia (o plano de la pagina). Por otro lado, debido a que el vector
campo magnético H es perpendicular al plano de la pagina, este tipo de polarizacién se
denomina transverso magnético o polarizacién TM.

Segundo caso, en la Fig.5.11 b, el campo eléctrico E esta polarizado en forma perpendicular
de la pédgina hacia dentro; y, el campo magnético H esta en forma paralela al plano de
incidencia. Al estar el vector campo eléctrico E perpendicular al plano de incidencia, se dice
que tiene una polarizacion perpendicular, es decir, el vector campo eléctrico es perpendicular
al plano de la pagina, por lo que este caso también se llama transversal eléctrico o polarizacién
TE.

A partir de la Fig.5.11 a, correspondiente al primer caso, el coeficiente de reflexién I', para
una polarizacién paralela esta definida como la amplitud de la onda reflejada E7,, dividido
para la amplitud de la onda incidente Ej); Ademas, es igual a la impedancia intrinseca del

medio 2 para una polarizacion paralela, 1);,, menos la impedancia intrinseca del medio 1
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para una polarizacién paralela, 1y, dividido para la suma de las impedancias intrinsecas

de los medios 1y 2, esto es:

E} N2p = MNip

r,=-2=—-+__F (5.212)
Efy N2p +M1p

P

Figura 5.11: Ondas planas. (a) Polarizacién paralela TM, (b) Polarizacién perpendicular TE.
Fuente: Los autores

Por otro lado, el coeficiente de transmisién 7, para una polarizacién paralela, esta defini-
da como la amplitud de la onda transmitida o refractada E, dividido para la amplitud de
la onda incidente Efo; ademas, estd relacionado con las impedancias intrinsecas de los dos

medios 1y 2;y, los dngulos de incidencia 6; y reflejado 6,, como se muestra en la Ecua-

cién 5.207, asi:

_Eyx . 2y (COS 6, ) (5.213)

T, = — =
T
p Ely  M2p+M1p \cos 0,

Seguidamente, las impedancias intrinseca para una polarizacion paralela del medio 1 y el

medio 2, Nip ¥ N2ps respectivamente, es igual a:

N1p =11 cosOy (5.214)

1pp = 12 €080, (5.215)

De forma similar, a partir de la Fig.5.11 b, correspondiente al segundo caso, el coeficiente de
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reflexion I's para una polarizacion perpendicular estd definida como la amplitud de la onda
reflejada E 1o dividido para la amplitud de la onda incidente E;IO en la direccién del eje y;
Ademas, es igual a la impedancia intrinseca del medio 2 para una polarizacién perpendicu-
lar, 1155, menos la impedancia intrinseca del medio 1 para una polarizacién perpendicular,
115, dividido para la suma de las impedancias intrinsecas de los medios 1 y 2, esto es:

I = D10 _ s s (5.216)

s = _—

E;rlo - MNas + M1s

Por otro lado, el coeficiente de transmisién 7, para una polarizacién perpendicular, estd de-
finida como la amplitud de la onda transmitida o refractada E, ¢ dividido para la amplitud
de la onda incidente E;IO en la direccién del eje y; Ademads, esta relacionado con las impe-
dancias intrinsecas de los dos medios 1 y 2, como se muestra en la Ecuacién 5.217, asi:

E 2
=220 s (5.217)

- =
Ele MN2s + N1s
Seguidamente, las impedancias intrinseca para una polarizacién perpendicular del medio 1

y el medio 2, 115 y 15, respectivamente, es igual a:

N1s = 1)1 secO; (5.218)
N2s = 12 secO; (5.219)
(5.220)

5.8. Problemas resueltos

-
Problema 5.1. El vector campo eléctrico E posee solo una componente en la direccién y. La
onda se propaga en la direccién x. Demostrar que la ecuacién de onda del campo eléctrico

E, en la direccién de y, propagdndose en la direccion de x, es:

2 2
BEy_ic?Ey

dx2 2 ot?

(5.221)

Donde, C es igual a la velocidad de la luz en el vacio o aire.
Solucion:
. L - =4 L,
Por un lado, el problema dice que el campo eléctrico E se encuentra tnicamente en la

direccion del eje y, esto es:

E = 0i+E,j+0k (5.222)
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Por otro lado, una de las Ecuaciones de Maxwell en forma diferencial, dice que, el rotacio-
nal del campo eléctrico es igual a menos la derivada parcial con respecto al tiempo de la

densidad de flujo magnético, asi:

9B
- -
VXE = ——— 5.223
x 5 ( )
Pero,
— —
B =uH (5.224)
entonces,
—
JH
VxE =2 (5.225)
ot
En cambio, matematicamente el rotacional del campo eléctrico es,
R JE JE
V.F_|lo o o9 |_-_ZZvr 95y
VXE =| £ i T 07+ axk (5.226)
0 E, O

Sin embargo, en la Ecuacién 5.226 el primer término aEy/8z es igual a cero, debido a que la

onda, en este caso, se propaga en la direccién del eje x, entonces:

aEV}% 5.227
- (5.227)

- -
VxE =
Por consiguiente, igualando las dos ecuaciones 5.225 y 5.227; y, como la direccién del resul-
tado del rotacional de la Ecuacién 5.227 es k, entonces, la intensidad del campo magnético

en la Ecuacién 5.225 también esta en la direccién k que representa al vector unitario 2, esto

es, H,k, asi

JE, . oH
L 2
ox =g
0, escribiendo en forma escalar,
JE oH
Y z
— 7 —_ 22
ox - o (5.228)

También, otra de las Ecuaciones de Maxwell en forma diferencial que involucra la intensidad

de campo magnético, es la siguiente
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oD
T+ (5.229)

VxH =
= ot

. o ST -
Pero, como se esta considerando las ondas electromagnéticas en el espacio libre, el vector |

. . o =4 =
es igual a cero, y el vector desplazamiento eléctrico es D = e E, entonces:

- —
VxH =eZ— (5.230)

De igual manera que la Ecuacién 5.227, matemadticamente el rotacional del campo eléctrico

es,

- —
VxH =

. j+0k (5.231)

o o -
o v =

Sin embargo, en la Ecuacién 5.231 el primer término dH,/dy es igual a cero, debido a que la

onda, en este caso, se propaga en la direccién del eje x, entonces:

(5.232)

Por consiguiente, igualando las dos ecuaciones 5.230 y 5.232; y, como la direccién del resul-
tado del rotacional de la Ecuacién 5.232 es j, entonces, la intensidad del campo magnético
en la Ecuacién 5.230 también est4 en la direccién ] que representa al vector unitario 9, esto

es, EyjA, asi:

oH,. OJE,,
- Ox ] = 67 (5233)
Escribiendo en forma escalar,
oH,  JE,
Ox = —67 (5234)

Por consiguiente, en la Ecuacién 5.228 el campo eléctrico estd en la direccién y, y se propaga
en la direccién x. Mientras que, en la ecuacion 5.234 el campo magnético esta en la direccién
z,y se propaga en la direccién x. Por tanto, la grafica del campo electromagnético, se muestra
en la Fig.5.12, que cumple con la condicién de propagacién de las ondas planas, es decir, el
producto cruz entre f)y y ﬁz se obtiene el vector de Poynting, asi:

E

N
S.

-
xH, = (5.235)
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=
)

-

.

>

v

Wl

X
. . =4 - . . =4
Figura 5.12: Propagacién de E , y H , en la direccién de S .
Fuente: Los autores

Ahora, en la Ecuacién 5.228, para que el campo magnético H, varie con respecto x, todos los

términos de dicha ecuacién, deben derivarse con respecto a x, esto es:

I’E 9 (9H
y z
== 5.236
FRER T ( o ) (5-236)
A continuacién, se reemplaza la Ecuacion 5.234 en la Ecuacién 5.236, esto es:
9’E d( OE
y y
=—p=|-e== 5.237
ox2 ”at(eat) (5-237)
Simplificando,
9’E, 9’E, 5038
PR (5.238)
No obstante, la velocidad de la luz ¢ propagandose por el aire es,
1
c= (5.239)
\VHE
entonces,
1
pe=— (5.240)

Por consiguiente, al reemplazar la Ecuacién 5.240 en la Ecuacién 5.238, se tiene la Ecua-

cién 5.221, que es lo que se queria demostrar.

2 2
aEy_laEy

o2~ an (5.241)

Problema 5.2. Calcular la potencia disipada por metro cuadrado debajo de la superficie que
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se muestra en la Fig.5.13, donde una onda plana arménica de tiempo normalmente incide
sobre una placa de cobre. La frecuencia de la onda es de 1.0 GHz y la amplitud méaxima del

campo E es de 700 V/m.

H °o—> E

ond Aire

Incigeﬁte—\ Pmcgecggg:l:tora
k| oz /

Figura 5.13: Onda plana normalmente incide desde el aire sobre una placa conductora con
pérdidas.

Fuente: Los autores

Solucion:

En primer lugar. En referencia a la reflexién y absorcién de ondas de superficies conducto-
ras, una propiedad importante de los metales es que son buenos reflectores de ondas. Esto
permite que las superficies metalicas confinen las ondas a un area del espacio o las envien
en otra direccién. Una amplia gama de dispositivos practicos hace uso de esta propiedad,
incluidas lineas de transmision, guias de ondas, cavidades resonantes y antenas. Las super-
ficies metdlicas mas faciles de modelar son los conductores perfectos, que tienen una con-
ductancia que tiende al infinito, 0 — oo, es decir, la onda que incide en la superficie metélica
se refleja en su totalidad. Por consiguiente, inicamente se tienen una densidad superficial

de corriente TS, como se muestra en la Fig.5.14 (Demarest 1998, p476).

Cuando el conductor tiene pérdidas, el campo E transmitido al conductor es pequefio, pero
definitivamente no es cero. Debido a que los campos transmitidos decaen exponencialmen-
te, se puede, para todos los propdsitos practicos, suponer que estos campos existen solo
dentro de unas pocas profundidades de piel o¢(profundidad de penetracién) de la super-
ficie, como se muestra en la Fig. 5.14, cuyo valor esta representado en la Ecuacién 5.114.
Ademds, la longitud de onda en la losa (bloque conductor) es mucho mas pequefia que en el

dieléctrico, ya que 8 es grande en un buen conductor.
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Campo E
insidente

I‘—Profundia'ad de

penetracion d,

Aire

a — grande

|
I
| Material conductor
: con perdidas

Campo E
reflejado

Figura 5.14: Campos E incidente, reflejado y transmitido cerca de la superficie de un
conductor con pérdidas.

Fuente: Los autores

Por lo tanto, para determinar la potencia instantdnea disipada P,;; dentro de un volumen de

un material conductor, usando la ecuacién de la Ley de Joule, se tiene:

- >
Py :f E.J dv (5.242)
v

Pero, el diferencial de volumen dv se puede dividir en diferencial de drea dA por diferencial

de distancia dz, esto es:

Py = JE’.T dA dz (5.243)
v

Por otro lado, de la Ecuacién 5.243, la potencia promedio que se disipa por metro cuadrado
de la superficie del conductor, esto es, la densidad de potencia S sobre el espesor o4 del

bloque del material conductor para un campo sinusoidal, es:

5=t _ lReU ?.T*dz] [w/m?] (5.244)
m 2 0

En la Ecuacién 5.244, se ha reemplazado el espesor real de la losa (material conductor) por
infinito, que es una buena aproximacién siempre que la losa tenga al menos varias profun-
didades superficiales. Ahora bien, la mayoria de los metales son isotrépicos, por lo que E
y T apuntan en la misma direccién. Esto significa que el producto escalar f?* es igual a

EJ*, donde E y ] son las componentes de E y T a lo largo de la direccién de polarizacién
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(Demarest 1998, p478).

Pero, ] = 0E y E = nH entonces, se puede escribir la densidad de corriente como

] =0E =onH = onH e *?e [A/mz]

(5.245)

Donde, H; es el valor total del campo H en la superficie, 0 y # son la conductividad y la

impedancia intrinseca del metal; y, @ y p son la atenuacién y la constante de fase en el

metal.

Reemplazando la Ecuacién 5.245 en la Ecuacién 5.244, se tiene:

1 (o)
S:—J EJ*cos 0° dz
2 Jo

1 (o]
S= —J- 0|11|2|Hs|ze_z“zdz
2 Jo

Desarrollando la integral,

2
. o|n| 1H,?
B 4o
pero,
a=p=+nfuo
y
1+j o Jop
n= \/E e 5 /45
entonces,

1 [wp
S =54/ 5-Hl
2\ 20

pero, R; es la resistencia superficial del conductor, representado por:

wp 1
Ry=|=—= Q
"N 20 00 (2]

Reemplazando la Ecuacién 5.252 en la Ecuacién 5.251, se tiene:

S= %R5|Hs|2 [W/mZ]

(5.246)

(5.247)

(5.248)

(5.249)

(5.250)

(5.251)

(5.252)

(5.253)
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En SEGUNDO LUGAR. Considerando el problema propiamente dicho, en la Fig.5.13, La
conductividad del cobre a 20°C es o = 5,8x107 S/m, entonces, utilizando la Ecuacién 5.114,
se procede a calcular la profundidad de penetracién 9, en el conductor con pérdidas, como

se muestra en la Fig.5.14, esto es:

2 2 1
%= \/w;m - \/an;m - \/nf,w (5.254)

[1 1
5. = - =2,1x10° m=2,1 um 5.255
s 7f po \/n(1x109)(4nx107)(5,8x107) K ( )

A continuacidn, se obtiene la resistencia superficial R utilizando la Ecuacién 5.252, asi:

1 1
Ry=— = =8,25x1073Q = 8,25 mN (5.256)
00 (5,8x107)(2,1x10—6)

Luego, el campo magnético H; incidente es,

E 7
Ho=L 2790 156 a/m (5.257)
1’]0 377

Debido a que o es grande, el campo H; total en la superficie es aproximadamente:
H,=2H, =2(1,86)=3,72 A/m (5.258)

Por lo tanto, utilizando la Ecuacién 5.253, la potencia disipada por metro cuadrado (densi-

dad de potencia S) debajo de la superficie que se muestra en la Fig.5.13, es:

1
S= §R5|H5|2 = ~(8,25x107%)(3,72) = 56,9 mW/m’ (5.259)

N =

Problema 5.3. Una onda plana uniforme propagandose en el aire incide sobre vidrio con
un angulo de 35° con respecto a la perpendicular. Determinar la fraccién de la potencia
incidente que se transmite y que se refleja para: a) polarizacién paralela TM y b) polarizacién
perpendicular TE. El vidrio tiene un indice de refraccién n, = 1,45.

Solucion:

En primer lugar, se aplica la Ley de Snell para hallar el angulo de transmisién. Utilizando

el indice de refraccién n; = 1 para el aire, se obtiene:

nysenf; = npsenf, (5.260)
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Se despeja el angulo de refraccién 6,, asi

0

0, = sen”! (_) (5.261)

1y

Reemplazando valores, se tiene
1 sen 35°
-1 0

- 2599 ) o3, 262
0, =sen ( 145 ) 3,3 (5.262)

Para una polarizacion paralela o TE

Se utiliza la Ecuacion 5.214 para determinar la impedancia intrinseca para una polarizacién

paralela en el medio 1, 11p, esto es:

"1p =11 cos 6, (5.263)

Reemplazando valores,

M1y = (377)cos 35° = (377)(0,866) = 308,82 2 (5.264)

Y, la Ecuaci6n 5.215 para determinar la impedancia intrinseca 1), esto es:

12p = 12 €Os O (5.265)

Pero, de la Ecuacién 5.211, se determina la impedancia intrinseca del medio 2, esto es:

y=0 (5.266)

reemplazando valores de la impedancia intrinseca del aire 1y = 3779 , y el indice de refrac-

cion del medio 2, en este caso, el vidrio n, = 1,45, se obtiene

Mo _ 377

=260 5.267
2=, T 1 (5.267)

Seguidamente, se reemplaza 1], en 113, asi:
12p = (260)cos 23,3° = 238,80 (5.268)

Posteriormente, se utiliza la Ecuacién 5.212 para determinar el coeficiente de reflexiéon Fp

para una polarizacién paralela, asi:
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r,= f2p ~ My (5.269)
N2p +M1p
Reemplazando valores, se tiene:
238,80-308,82 -70,02
- - =-0,128 (5.270)

P 238,80+308,82 547,62

Entonces, para determinar la fraccién de la potencia incidente que se refleja, se utiliza la

siguiente ecuacion:

P, 2

—L =1, (5.271)
Pinc

Donde, P, es la potencia reflejada y P;,,. es la potencia incidente, reemplazando valores, se

tiene:

P 2
P—r =|r,|" =1-0,128* = 0,016 (5.272)
mc

Por tanto, para determinar la fraccién de la potencia transmitida P;, es:

b

inc

:1—|rp|2 =1-0,016=0,984 (5.273)
Para una polarizacion perpendicular o TM

Se utiliza la Ecuacién 5.218 para determinar la impedancia intrinseca para una polarizacién
perpendicular en el medio 1, ]y, esto es:

M1s = 11 secO; (5.274)

Reemplazando valores,

L g 1377
cos0;  "cos35° 0,819

NMs=M = 460,32 Q (5275)

Y, la Ecuacién 5.219 para determinar la impedancia intrinseca 1)p,, esto es:

25 = 12 sec 0, (5.276)

Reemplazando valores,

- 1 377 1 260
M2s =12 0050, T 1,45c08 23,3° 0,918

=283,220 (5.277)
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Posteriormente, se utiliza la Ecuacién 5.216 para determinar el coeficiente de reflexién I’

para una polarizacién perpendicular, asi:

Mos—11s _ 283,22 —-460,32 -177,10

= = = =-0,238 5.278
ST s+ 283,22 +460,32 743,54 ( )
Por tanto, la fraccién de la potencia reflejada es:
T = |-0,238|*> = 0,056 (5.279)
La fraccién de la potencia incidente que se transmite es:
1-|,)* =1-10,238> = 0,944 (5.280)
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