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Introducción
El presente libro de Magnetostática, se basa en la experiencia adquirida en las aulas de

dos instituciones educativas, esto es, la Universidad Nacional de Chimborazo y, la Escuela

Superior Politécnica de Chimborazo, durante una trayectoria de 28 años. La publicación de

esta obra, es con la finalidad de ayudar a los estudiantes en el aprendizaje de los campos

electromagnéticos.

La obra está dirigida a aquellos estudiantes de ciencia e ingenierı́a que tienen conocimientos

de cálculo diferencial, integral y vectorial. La parte teórica, presenta los principales aspec-

tos en los que se basa la magnetostática y, posteriormente aplicarlos en el desarrollo de los

problemas, en los que paso a paso se va guiando al estudiante, convirtiéndose en una herra-

mienta de trabajo de fácil entendimiento.

Durante el desarrollo de este libro, se hace énfasis a las leyes de Biot-Savart y Ampere; ası́

como también, a los teoremas de la divergencia y de Stokes. Además, se utiliza el teorema

y el vector de Poynting en el desarrollo de los problemas. A continuación, se presenta una

breve descripción de los contenidos en cada uno de los cinco capı́tulos.

El capı́tulo I, trata sobre el campo magnético en ausencia de materiales magnéticos, se rea-

lizan cálculos para la obtención de la densidad de flujo magnético utilizando las leyes de

Biot-Savart y de Ampere; ası́ como también, se obtiene la densidad de flujo magnético a

partir del potencial vectorial magnético. Se obtiene la fuerza magnética de materiales con-

ductores por el que circula una corriente eléctrica, cuyos materiales se encuentran dentro

de un campo magnético externo. Por último, al final del capı́tulo, se encuentran problemas

desarrollados.

El capı́tulo II, trata sobre el campo magnético en presencia de materiales magnéticos. Se

determina el dipolo magnético y el vector magnetización. Se aplica la ley generalizada de

Ampere para determinar los campos magnéticos. Se analiza las propiedades fı́sicas de los

materiales magnéticos, obteniéndose el comportamiento de la curva de histéresis. Se realiza

el análisis de los circuitos magnéticos equivalentes. Finalmente, se encuentran problemas

desarrollados que son integradores del presente capı́tulo.

En el capı́tulo III, trata sobre la inducción electromagnética, especialmente en la obten-

ción de la fuerza electromotriz inducida en conductores moviéndose dentro de un campo

magnético, aplicando la Ley de inducción de Faraday y la Ley de Lenz. Se analiza y determi-

na la auto-inductancia e inductancia mutua. Por último, se encuentran problemas resueltos

integradores del capı́tulo.
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El capı́tulo IV, trata sobre la determinación y análisis de las ecuaciones de Maxwell, en for-

mato integral, diferencial y complejo. Se analiza y determina el teorema y vector de Poyn-

ting. Concluyendo con problemas resueltos sobre el capı́tulo.

Finalmente, el capı́tulo V, trata sobre el análisis y determinación de las ondas electromagnéti-

cas en el espacio libre sin pérdidas y, en medios materiales con pérdidas. Posteriormente, se

determinan las ondas planas sinusoidales de campo eléctrico y magnético, analizándose la

reflexión y refracción. Por último, existen problemas resueltos sobre el capı́tulo.
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1.4 Flujo magnético y sus propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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CAPÍTULO IV

ECUACIONES DEMAXWELL 131

4.1 Ley circuital de ampere para corrientes no estacionarias . . . . . . . . . . . . 131

4.2 Ecuaciones generales del campo electromagnético (Ecuaciones de Maxwell) 139
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2.7 Circuitos magnéticos lineales cuasi-filamentales . . . . . . . . . . . . . . . . 76

2.8 Análisis aproximado de circuitos magnéticos lineales no filamentales . . . . 78
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Capı́tulo I

CAMPOMAGNÉTICO DE

CORRIENTES ESTACIONARIAS EN

AUSENCIA DEMATERIALES

MAGNÉTICOS

1.1. Fuerza magnética entre dos cargas pequeñas en movimiento
Considere dos cargas puntuales Q1 y Q2 moviéndose en el vacı́o con velocidades −→v 1 y −→v 2,

y estas son mucho menores que la velocidad de la luz, tal como se muestra en la Fig. 1.1.

La fuerza magnética
−→
F m12 ejercida por la carga Q1 sobre la carga Q2 mediante experimen-

tos indirectos, que involucran sistemas de corriente estacionaria, es como se muestra en la

Ecuación 1.1.

�� ��

Figura 1.1: Dos cargas puntuales Q1 y Q2 en movimiento.
Fuente: Los autores
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CAPÍTULO I: CAMPO MAGNÉTICO DE CORRIENTES ESTACIONARIAS EN AUSENCIA
DE MATERIALES MAGNÉTICOS

−→
F m12 = Km

Q1Q2

r2
−→v 2 x

(−→v 1 x µ̂12
)

(1.1)

Donde, la constante Km, en el sistemas de unidades MKS, es:

Km =
µ0
4π

(1.2)

Donde, µ0 es la permeabilidad en el vacı́o con valor 4π x 10−7 H/m. Reemplazando la Ecua-

ción 1.2 en la Ecuación 1.1 se tiene la Ecuación 1.3.

−→
F m12 =

µ0
4π

Q1Q2

r2
−→v 2 x

(−→v 1x µ̂12
)

(1.3)

Los paréntesis indican que primero se debe determinar el vector igual al producto vectorial
−→v 1x µ̂12; y, al resultado obtenido, se debe realizar el producto cruz con el vector −→v 2.

La fuerza máxima entre las dos cargas, es el módulo de la Ecuación 1.3, representado en la

Ecuación 1.4, esto es,

∣∣∣∣
−→
F m12

∣∣∣∣
máx

=
µ0
4π

Q1Q2

r2
v1v2 (1.4)

Por otro lado, La fuerza magnética
−→
F m21 ejercida por la carga Q2 sobre la carga Q1, la cual

es obtenida simplemente por el intercambio de los subı́ndices 1 y 2 en la Ecuación 1.3, que

se muestra en la Ecuación 1.5.

−→
F m21 =

µ0
4π

Q2Q1

r2
−→v 1 x

(−→v 2x µ̂21
)

(1.5)

donde,

µ̂21 = −µ̂12 (1.6)

entonces,

−→
F m21 = −

−→
F m12 (1.7)

1.2. El concepto del campo magnético. densidad de flujo magnéti-

co
Cuando las cargas están en movimiento, se produce un campo magnético en el espacio que

le rodea, y este campo magnético, a su vez, genera una fuerza magnética. La Ecuación 1.3

2

1.2. EL CONCEPTO DEL CAMPO MAGNÉTICO. DENSIDAD DE FLUJO MAGNÉTICO

puede ser reescrita en la Ecuación 1.8 (ESPOL 1982, p245).

−→
F m12 =Q2

−→v 2 x
(
µ0Q1

4π

−→v 1x µ̂12
r2

)
(1.8)

donde, lo que está entre paréntesis, representa la densidad de flujo magnético
−→
B 1 producido

por la carga Q1 en movimiento, esto es:

−→
B 1 =

µ0Q1

4π

−→v 1x µ̂12
r2

(1.9)

La Ecuación 1.9, representa por definición, el vector densidad de flujo magnético producido

por una sola carga en movimiento. Reemplazando la Ecuación 1.9 en Ecuación 1.8, se tiene

Ecuación 1.10.

−→
F m12 =Q2

−→v 2 x
−→
B 1 (1.10)

Si en vez de la carga Q2 se considera una carga Q3 que se desplaza con una velocidad −→v 3 a

una distancia r de la carga Q1, la fuerza será:

−→
F m13 =Q3

−→v 3 x
−→
B 1 (1.11)

Concretamente la Ecuación 1.11, es cuando la carga Q3 se está moviendo con una velocidad
−→v 3 en la región de una densidad de flujo magnético

−→
B 1, cuya unidad es el Tesla, como se

demuestra a continuación:

B =
Fm13
Q3v3

=
N

Coul m
seg

= T esla =
Weber
m2 (1.12)

En la Fig.1.2, se muestra una carga Q que se está moviendo con una velocidad −→v y, también

existen n cargas Q1, Q2, . . . , Qn moviéndose con una velocidad −→v 1,
−→v 2, . . . ,

−→v n.

Aplicando el principio de superposición, la fuerza total
−→
F m sobre la carga Q, producidas

por las n cargas, es:

−→
F m =Q−→v x

(
µ0Q1

4π

−→v 1x µ̂1
r21

+
µ0Q2

4π

−→v 2x µ̂2
r22

+ · · ·+ µ0Qn

4π

−→v nx µ̂n
r2n

)
(1.13)

Lo que está entre paréntesis en la Ecuación 1.13, se puede escribir como una sumatoria de

las densidades de flujo producidas por las n cargas puntuales, esto es,

−→
B =

µ0
4π

n∑

k=1

Qk

−→v kx µ̂k
r2k

(1.14)
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−→
F m12 = Km

Q1Q2

r2
−→v 2 x

(−→v 1 x µ̂12
)

(1.1)

Donde, la constante Km, en el sistemas de unidades MKS, es:

Km =
µ0
4π

(1.2)

Donde, µ0 es la permeabilidad en el vacı́o con valor 4π x 10−7 H/m. Reemplazando la Ecua-

ción 1.2 en la Ecuación 1.1 se tiene la Ecuación 1.3.

−→
F m12 =

µ0
4π

Q1Q2

r2
−→v 2 x

(−→v 1x µ̂12
)

(1.3)

Los paréntesis indican que primero se debe determinar el vector igual al producto vectorial
−→v 1x µ̂12; y, al resultado obtenido, se debe realizar el producto cruz con el vector −→v 2.

La fuerza máxima entre las dos cargas, es el módulo de la Ecuación 1.3, representado en la

Ecuación 1.4, esto es,

∣∣∣∣
−→
F m12

∣∣∣∣
máx

=
µ0
4π

Q1Q2

r2
v1v2 (1.4)

Por otro lado, La fuerza magnética
−→
F m21 ejercida por la carga Q2 sobre la carga Q1, la cual

es obtenida simplemente por el intercambio de los subı́ndices 1 y 2 en la Ecuación 1.3, que

se muestra en la Ecuación 1.5.

−→
F m21 =

µ0
4π

Q2Q1

r2
−→v 1 x

(−→v 2x µ̂21
)

(1.5)

donde,

µ̂21 = −µ̂12 (1.6)

entonces,

−→
F m21 = −

−→
F m12 (1.7)

1.2. El concepto del campo magnético. densidad de flujo magnéti-

co
Cuando las cargas están en movimiento, se produce un campo magnético en el espacio que

le rodea, y este campo magnético, a su vez, genera una fuerza magnética. La Ecuación 1.3

2
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donde, lo que está entre paréntesis, representa la densidad de flujo magnético
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CAPÍTULO I: CAMPO MAGNÉTICO DE CORRIENTES ESTACIONARIAS EN AUSENCIA
DE MATERIALES MAGNÉTICOS

� ��

��

��

Figura 1.2: Cargas en movimiento, generan un campo magnético.
Fuente: Los autores

Reemplazando en la Ecuación 1.14 en Ecuación 1.13,

−→
F m =Q−→v x

−→
B (1.15)

Además de la fuerza magnética
−→
F m dada por la Ecuación 1.13, una carga Q en movimiento

también está sujeta a una cierta fuerza eléctrica
−→
F e = Q

−→
E , donde

−→
E es la intensidad del

campo eléctrico en el punto ocupado por la carga en el instante considerado.

−→
F T =

−→
F e +

−→
F m (1.16)

reemplazando,

−→
F T =Q

−→
E +Q−→v x

−→
B (1.17)

sacando factor común,

−→
F T =Q

(−→
E + −→v x

−→
B
)

(1.18)

La Ecuación 1.18 se conoce como la Fuerza de Lorentz.

1.3. Ley de Biot-Savart
Al circular una corriente estacionaria I en un alambre conductor, en el espacio que le rodea

se genera un campo magnético debido a las cargas que se están moviendo en el interior del

alambre conductor, como se muestra en la Fig.1.3. Por simplicidad, se supone que las cargas

libres dentro del conductor son positivas y las cargas en reposo negativas.
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1.3. LEY DE BIOT-SAVART

�

�

�

�

��

Figura 1.3: Una pequeña carga q en el campo de las cargas que se mueven dentro de un
conductor.

Fuente: Los autores

Si una carga de prueba q positiva se mueve con una velocidad −→v q actuará sobre ella una

fuerza magnética
−→
F m debido a las n cargas que se mueven dentro del alambre conductor,

tomando en cuenta las Ecuaciones 1.13 y 1.14, se tiene:

−→
F m = q−→v q x

µ0
4π

n∑

k=1

Qk

−→v kx µ̂k
r2k

(1.19)

En la Ecuación 1.19, Qk representa las cargas libres dentro del conductor, y −→v k sus velo-

cidades de deriva promedio, que generalmente varı́an en diferentes puntos, µ̂k es el vector

unitario de las cargas libres con su respectiva distancia rk al punto p. La suma se extiende a

todas las cargas en movimiento dentro del conductor.

El número de cargas libres Qk por unidad de volumen de un conductor es enorme, no se

necesita considerar macroscópicamente la corriente como un sistema de cargas discretas

en movimiento. Suponiendo que el número de cargas libres por unidad de volumen del

conductor es N . Entonces, dentro de un pequeño volumen ∆V , hay N∆V cargas, esto es,

NQ∆V . Todos se mueven con la misma velocidad −→v , ya que se supone que ∆V es muy

pequeño. Q representa la suma de todas las cargas libres Qk . Por lo tanto, la suma en la

Ecuación 1.19 sobre las cargas individuales puede reemplazarse por una suma sobre los

elementos de volumen ∆V (ver Fig.1.3 ). La densidad de flujo magnético producido por las

cargas en el conductor a una distancia r en el punto p viene dada por:

−→
B p =

µ0
4π

∑

v

NQ−→v x µ̂
r2

∆V (1.20)

Pero, NQ−→v representa la densidad de corriente
−→
J en puntos dentro del elemento de vo-
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CAPÍTULO I: CAMPO MAGNÉTICO DE CORRIENTES ESTACIONARIAS EN AUSENCIA
DE MATERIALES MAGNÉTICOS

lumen ∆V . Si se supone que ∆V es un volumen fı́sicamente pequeño, la suma en la Ecua-

ción 1.20 puede ser reemplazada por la integral de volumen. Por lo tanto, la densidad de

flujo magnético en el punto p a una distancia r debido a la corriente estacionaria I , es decir,

a las cargas que se mueven dentro de un conductor está dada por la Ecuación 1.21 (ESPOL

1982, P249).

−→
B p =

µ0
4π

∫

v

−→
J x µ̂
r2

dv (1.21)

La Ecuación 1.21, representa la densidad de flujo magnético producido por corrientes ma-

croscópicas.

En la práctica, la corriente fluye muy a menudo a través de alambres conductores delga-

dos, como el que se muestra en la Fig. 1.4. En estos casos, es práctico usar una fórmula

aproximada que se deriva fácilmente de la Ecuación 1.21. Suponga que el área de la sección

transversal del alambre es ∆S . Entonces se puede escribir ∆S dl en la Ecuación 1.21 en lugar

del diferencial de volumen dv, ası́:

�

��

�� ��

��

Figura 1.4: Un conductor de corriente cuasi-filamentaria.
Fuente: Los autores

dv = ∆S dl (1.22)

reemplazando en la Ecuación 1.21,

−→
B p =

µ0
4π

∫

v

−→
J x µ̂
r2

dl ∆S (1.23)

El vector
−→
J tiene la misma dirección y sentido del vector d

−→
l , utilizando el vector unitario

dl̂, se tiene
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1.3. LEY DE BIOT-SAVART

−→
J = J dl̂ (1.24)

y

d
−→
l = dl dl̂ (1.25)

reemplazando en la Ecuación 1.23 se tiene una integral cerrada de lı́nea,

−→
B p =

µ0
4π

∫

C

d
−→
l x µ̂
r2

J∆S (1.26)

pero,

I = J ∆S (1.27)

entonces,
−→
B p =

µ0I
4π

∮

C

d
−→
l x µ̂
r2

(1.28)

La Ecuación 1.28 representa la densidad de flujo magnético producida por una corriente

que circula por un alambre delgado, conocida como la Ley de Biot-Savart.

Si se selecciona un diferencial de longitud en el alambre de la Fig.1.4 a, por el cual circula

una corriente I , este diferencial de longitud dl produce un diferencial de densidad de flujo

magnético en el punto p a una distancia r, representado en la Ecuación 1.29,

d
−→
B p =

µ0I
4π

d
−→
l x µ̂
r2

(1.29)

A bajas frecuencias, la corriente circula por toda el área transversal del alambre conductor,

sin embargo, a medida que se va aumentando la frecuencia y, exclusivamente a altas fre-

cuencias, la corriente tiende a circular únicamente por una fina lámina de la superficie del

alambre conductor. Este efecto se conoce como efecto piel.

Al considerar una lámina muy fina de espesor ∆d por la que circula una corriente estacio-

naria, como se muestra en la Fig.1.5. A partir de la Ecuación 1.21, el diferencial de volumen

dv es igual a:

dv = ∆d dS (1.30)

reemplazando valores se tiene la integral de superficie en la Ecuación 1.31,
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�

�

Figura 1.5: Lámina delgada con una
−→
J s.

Fuente: Los autores

−→
B p =

µ0
4π

∫

S

−→
J ∆d x µ̂

r2
dS (1.31)

pero,

−→
J ∆d =

−→
J s (1.32)

donde,
−→
J s es la densidad superficial de corriente, o corriente laminar.

Finalmente, reemplazando valores se obtiene la densidad de flujo magnético en el punto

p a una distancia r desde una lámina muy delgada que lleva una densidad de corriente

superficial, y se muestra en la Ecuación 1.33.

−→
B p =

µ0
4π

∫

S

−→
J s x µ̂
r2

dS (1.33)

1.4. Flujo magnético y sus propiedades
Por definición, el flujo magnético designado por el sı́mbolo ϕ, es el número de lı́neas de

campo magnético que atraviesan una superficie en forma perpendicular, dicha superficie

puede ser abierta (como se muestra en la Fig.1.6) o cerrada (como se muestra en la Fig.1.7),

y está representada por la Ecuación 1.34.

ϕ =
∫

S

−→
B . d

−→
S (1.34)

La unidad del flujo magnético ϕ es el weber (Wb) y, la unidad de la densidad de flujo
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Figura 1.6: Flujo magnético a través de una superficie abierta.
Fuente: Los autores

magnético B es la Tesla, sabiendo que:

1 T esla =
Weber
m2 =

Wb
m2 (1.35)

Si el flujo atraviesa una superficie cerrada (Fig.1.7 ), el flujo es igual a cero, como se muestra

en la Ecuación 1.36.

∮

S

−→
B . d

−→
S = 0 (1.36)

La Ecuación 1.36 es la forma integral de la Ley de la conservación del flujo magnético.

Aplicando el teorema de la divergencia, se tiene:

∮

S

−→
B . d

−→
S =

∫

v

−→∇ .−→B dv (1.37)

reemplazando en la Ecuación 1.36,

∫

v

−→∇ .−→B dv = 0 (1.38)

integrando,

−→∇ .−→B = 0 (1.39)

La Ecuación 1.39 es la forma diferencial de la Ley de la conservación del flujo magnético.

1.4.1. Flujo magnético a través de un contorno cerrado

Considerar la superficie cerrada de la Fig.1.7 que está constituida por dos superficies abier-

tas S1 y S2 extendidas sobre un contorno común C. Si las superficies S1 y S2 son atravesadas

por un campo magnético y, tomando en cuenta que el vector unitario normal µ̂n1 al ser
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multiplicado por el diferencial de superficie dS , se tiene el vector d
−→
S , entonces el flujo

magnético ϕ1 en la superficie S1, es:

�

Figura 1.7: Flujo magnético a través de una superficie cerrada.
Fuente: Los autores

ϕ1 =
∫

S1

−→
B . d

−→
S 1 (1.40)

pero,

d
−→
S 1 = S1µ̂n1 (1.41)

entonces,

ϕ1 =
∫

S1

−→
B . d

−→
S 1 =

∫

S1

B dS1cos180o =−
∫

S1

B dS1 (1.42)

ϕ1 = −
∫

S1

B dS1 (1.43)

De igual manera, el flujo magnético ϕ2 en la superficie S2, es:

ϕ2 =
∫

S2

−→
B . d

−→
S 2 (1.44)

pero,

d
−→
S 2 = S2µ̂n2 (1.45)

entonces,
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1.5. LEY CIRCUITAL DE AMPERE

ϕ2 =
∫

S2

−→
B . d

−→
S 2 =

∫

S2

B dS2cos0o =
∫

S2

B dS2 (1.46)

ϕ2 =
∫

S2

B dS2 (1.47)

La suma de las superficies (S1 + S2) se obtiene una superficie cerrada, entonces utilizando la

Ecuación 1.36 y, las Ecuaciones 1.43 y 1.47, se tiene:

∮

S1+S2

−→
B . d

−→
S = −

∫

S1

B dS1 +
∫

S2

B dS2 = 0 (1.48)
∫

S1

B dS1 =
∫

S2

B dS2 (1.49)

La Ecuación 1.49 es válida para dos superficies cualesquiera S1 y S2 que se extienden sobre

un contorno común C.

1.5. Ley circuital de Ampere
Además de la relación integral en la Ecuación 1.36, el vector de densidad de flujo magnético
−→
B producido por corrientes estacionarias también satisface otra relación muy simple e im-

portante, conocida como la Ley Circuital de Ampere. De acuerdo con esa ley, la integral de

lı́nea del vector de densidad de flujo magnético
−→
B a lo largo de cualquier contorno cerrado

es igual a la corriente total a través del contorno, multiplicada por la permeabilidad en el

vacı́o, µ0 (ESPOL 1982, P257).

∮

C

−→
B . d

−→
l = µ0

∫

S

−→
J . d

−→
S (1.50)

La Ecuación 1.50 representa la Ley Circuital de Ampere, es válida para el vacı́o y en ausencia

de materiales magnéticos. La aplicación de esta ley, se presenta para dos casos:

Caso 1. Cuando el contorno cerrado (circunferencia de radio r), encierra la totalidad de la

corriente i que circula por un alambre conductor de radio a, como se muestra en Fig.1.8.

Aplicando la Ecuación 1.50 de la Ley circuital de ampere, la trayectoria cerrada (circunfe-

rencia de radio r) encierra toda la corriente i, esto es:

∮

C

−→
B . d

−→
l = µ0i (1.51)

La parte izquierda de la integral, Ecuación 1.51, corresponde a la trayectoria circular de ra-

dio r (Fig. 1.8). Los dos vectores, densidad de flujo magnético
−→
B y el vector diferencial de
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� � �

Figura 1.8: Trayectoria circular que encierra la corriente total i.
Fuente: Los autores

longitud d
−→
l , se dibujan en cualquier punto de la trayectoria circular. Para obtener la direc-

ción del vector
−→
B , se aplica la regla de la mano derecha. El dedo pulgar indica la dirección

que circula la corriente i, y los cuatro dedos de la mano abrazando al alambre, indican la

dirección de
−→
B . El vector d

−→
l , indica la dirección de integración en la trayectoria circular, si

en el problema no se especifica la dirección de d
−→
l , es preferible utilizar la misma dirección

del vector
−→
B .

La parte derecha de la Ecuación 1.51, corresponde a la corriente total encerrada por la tra-

yectoria circular de radio r, entonces:

∫ r

0

−→
B .d
−→
l = µ0i (1.52)

∫ r

0
Bdlcos0o = µ0i (1.53)

B (2πr) = µ0i (1.54)

B =
µ0i
2πr

(1.55)

Caso 2. Cuando el contorno cerrado (circunferencia de radio r), encierra una parte de la

corriente i que circula por un alambre conductor de radio a, como se muestra en la Fig.1.9.

Aplicando la Ecuación 1.50 de la Ley circuital de Ampere, la trayectoria cerrada (circunfe-

rencia de radio r, Fig.1.9) encierra sólo una parte de la corriente i, esto es i ′, entonces,

∮

C

−→
B . d

−→
l = µ0i

′ (1.56)

La corriente i ′ corresponde únicamente al área que encierra la circunferencia de radio r, esto
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�
�

�

Figura 1.9: Trayectoria circular que encierra una parte de la
corriente i.

Fuente: Los autores

es:

i ′ =
∫ r

0

−→
J . d

−→
S (1.57)

reemplazando en la Ecuación 1.51, se tiene:

∫ r

0

−→
B . d

−→
l = µ0

∫ r

0

−→
J . d

−→
S (1.58)

destruyendo el producto punto,

∫ r

0
B dlcos0o = µ0

∫ r

0
J dScos0o (1.59)

∫ r

0
B dl = µ0

∫ r

0
J dS (1.60)

Pero, la densidad de corriente J corresponde a la corriente total i que circula por toda el área

(A) del alambre conductor de radio a, ası́:

J =
i
A

=
i

πa2
(1.61)

reemplazando,

∫ r

0
B dl = µ0

∫ r

0

i
πa2

dS (1.62)

integrando la parte derecha,

∫ r

0
B dl = µ0

i
πa2

[S]
r

0
(1.63)

S es el área que encierra la trayectoria circular de radio r (Fig.1.9), entonces:
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∫ r

0
B dl = µ0

i
πa2

[S]
r

0
= µ0

i
πa2

(
πr2

)
(1.64)

integrando la parte izquierda,

B (2πr) = µ0
i

πa2
πr2 (1.65)

despejando B,

B =
µ0ir
2πa2

(1.66)

1.6. Forma diferencial de la Ley Circuital de Ampere
Antes de obtener la Ley de Ampere en forma diferencial, en primer lugar, se enunciará el

Teorema de Stoke: Considere una superficie S abierta cuyo lı́mite es una curva cerrada C.

El Teorema de Stoke establece que, la integral de la componente tangencial de un campo

vectorial
−→
F alrededor de C (Fig. 1.10) es igual a la componente normal del rotacional del

vector
−→
F sobre la superficie S . La Ecuación 1.67, representa el teorema de Stoke.

∮

C

−→
F . d

−→
l =

∫

S

(−→∇ x
−→
F
)
. d
−→
S (1.67)

En resumen, el teorema de Stoke convierte una integral cerrada de lı́nea en una integral de

superficie (1.67).

Aplicando el teorema de Stoke en la Ecuación 1.50, la parte izquierda de la integral cerra-

da de lı́nea se sustituye por una integral de superficie, siendo la superficie que encierra el

contorno cerrado C, entonces:

∫

S

(−→∇ x
−→
B
)
. d
−→
S = µ0

∫

S

−→
J . d

−→
S (1.68)

integrando la Ecuación 1.68, al tratarse de la misma superficie, se tiene:

−→∇ x
−→
B = µ0

−→
J (1.69)

o en palabras,

rot
−→
B = µ0

−→
J (1.70)

La Ecuación 1.69 o la Ecuación 1.70 representa la Ley circuital de Ampere en forma dife-

rencial.
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�

�

Figura 1.10: Teorema de Stoke.
Fuente: Los autores

1.7. Potencial vectorial magnético
De acuerdo con la ley circuital de Ampere (Ecuación 1.50 ), la integral de lı́nea del vector

de densidad de flujo magnético
−→
B alrededor de un contorno cerrado no es cero si el con-

torno rodea alguna corriente. Por lo tanto, no es posible definir una función escalar auxiliar

completamente análoga a la función de potencial electrostático V , a partir de la cual podrı́a

obtenerse el vector
−→
B como su gradiente. Pero en este caso, se puede definir una función de

vector auxiliar, a partir de la cual el vector
−→
B siempre se puede obtener por diferenciación.

Para entender esto, una breve digresión matemática (ESPOL 1982, p267).

∮

C

−→
E . d

−→
l = 0 (1.71)

La Ecuación 1.71 representa el campo eléctrico en una trayectoria cerrada, si a esta ecuación

se aplica el teorema de Stoke, representa el vector rotacional del campo eléctrico dentro del

área del contorno cerrado, esto es:

∫

S
rot
−→
E . d

−→
S = 0 (1.72)

integrando,

rot
−→
E = 0 (1.73)

utilizando el vector nabla,

−→∇ x
−→
E = 0 (1.74)

Se puede demostrar que, la Ecuación 1.74 es igual a cero, ya que:
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−→
E = −−→∇V (1.75)

donde, V es el potencial electrostático, reemplazando en la Ecuación 1.74, se tiene:

−→∇ x
(
−−→∇V

)
= 0 (1.76)

sacando el signo menos del paréntesis,

−−→∇ x
(−→∇V

)
= 0 (1.77)

cambiando de signo,

−→∇ x
(−→∇V

)
= 0 (1.78)

pero, el rotacional del gradiente de un escalar ( Ecuación 1.78 ), utilizando las identidades

vectoriales, se sabe que es igual a cero; entonces, se comprueba que el rotacional de la in-

tensidad del campo eléctrico
−→
E es igual a cero ( Ecuación 1.74 ). Sin embargo, no se puede

decir lo mismo con respecto al rotacional de la densidad de flujo magnético
−→
B , ya que, la

ecuación de la forma generalizada de la Ley de Ampere, representada en la Ecuación 1.69,

es:

−→∇ x
−→
B = µ0

−→
J (1.79)

entonces,

−→∇ x
−→
B ! 0 (1.80)

por lo que, no se puede relacionar la Ecuación 1.74 con la Ecuación 1.80.

No obstante, la densidad de flujo magnético
−→
B será diferente al gradiente del potencial

escalar magnético Vm, esto es:

−→
B ! −−→∇Vm (1.81)

es decir, no se pueden relacionar las ecuaciones (1.75) y (1.81).

En electrostática, se pudo usar el hecho de que
−→∇ x

−→
E es siempre cero para expresar

−→
E

como el gradiente del potencial escalar electrostático V . Además, de su interpretación fı́sica,

se encontró que este potencial a menudo simplifica los cálculos electrostáticos (Demarest
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1998, p208).

En magnetostática, la Ley de Gauss para magnetostática, ecuación (1.82), proporciona una

situación análoga.

−→∇ .
−→
B = 0 (1.82)

Como
−→
B tiene divergencia cero en todos los puntos, entonces

−→
B se puede representar como:

−→
B =

−→∇ x−→A (1.83)

donde,
−→
A representa el potencial vectorial magnético, que se mide en unidades de webers

por metro (Wb/m).

reemplazando la Ecuación 1.83 en la Ecuación 1.82, se tiene:

−→∇ .
( −→∇ x−→A

)
= 0 (1.84)

entonces, utilizando las identidades vectoriales, se sabe que la divergencia del rotacional de

un vector (1.84), es igual a cero. De esta manera queda demostrada la ecuación.

Si se reemplaza la Ecuación 1.83 en la Ecuación 1.69, se tiene:

−→∇ x
(−→∇ x−→A

)
= µ0

−→
J (1.85)

pero, utilizando las identidades vectoriales,

−→∇ x
(−→∇ x−→A

)
=
−→∇

(−→∇ . −→A
)
− −→∇

2−→
A (1.86)

entonces,

−→∇
(−→∇ . −→A

)
− −→∇

2−→
A = µ0

−→
J ] (1.87)

Ahora se utilizará para el campo
−→
A , un potencial que tenga la divergencia nula. Suponer

que
−→
A
′
cumpla con el rotacional de

−→
A
′
sea el campo magnético

−→
B , esto es:

−→
B =

−→∇ x−→A
′

(1.88)

Si se le añade a
−→
A
′
el gradiente de una función escalar, considerando una transformación

de Gauge, que es una transformación de algún grado de libertad interno, que no modifica

ninguna propiedad observable fı́sica, de tal forma que ( Quintero N. 2009 ):
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−→
E es igual a cero ( Ecuación 1.74 ). Sin embargo, no se puede

decir lo mismo con respecto al rotacional de la densidad de flujo magnético
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escalar magnético Vm, esto es:

−→
B ! −−→∇Vm (1.81)

es decir, no se pueden relacionar las ecuaciones (1.75) y (1.81).
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A representa el potencial vectorial magnético, que se mide en unidades de webers

por metro (Wb/m).

reemplazando la Ecuación 1.83 en la Ecuación 1.82, se tiene:

−→∇ .
( −→∇ x−→A

)
= 0 (1.84)

entonces, utilizando las identidades vectoriales, se sabe que la divergencia del rotacional de

un vector (1.84), es igual a cero. De esta manera queda demostrada la ecuación.

Si se reemplaza la Ecuación 1.83 en la Ecuación 1.69, se tiene:

−→∇ x
(−→∇ x−→A

)
= µ0

−→
J (1.85)

pero, utilizando las identidades vectoriales,

−→∇ x
(−→∇ x−→A

)
=
−→∇

(−→∇ . −→A
)
− −→∇

2−→
A (1.86)

entonces,

−→∇
(−→∇ . −→A

)
− −→∇

2−→
A = µ0

−→
J ] (1.87)

Ahora se utilizará para el campo
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−→
A =

−→
A
′
+
−→∇Ψ (1.89)

−→
A sigue siendo función potencial vector, porque se le está añadiendo a

−→
A
′
un gradiente y

el rotacional de un gradiente es cero de acuerdo a las identidades vectoriales. Por lo que, al

reemplazar la Ecuación 1.89 en la Ecuación 1.88, se tiene:

−→
B =

−→∇ x
(−→
A
′
+
−→∇Ψ

)
(1.90)

−→
B =

−→∇ x−→A
′
+
−→∇ x

(−→∇Ψ
)

(1.91)

pero, por la identidad vectorial,

−→∇ x
(−→∇Ψ

)
= 0 (1.92)

Por lo que, reemplazando la Ecuación 1.92 en la Ecuación 1.91, se llega a la Ecuación 1.88.

Entonces, se puede suponer que siempre se va a encontrar una función cuyo gradiente su-

mado a
−→
A
′
va a dar un campo

−→
A (Ecuación 1.89) cuya divergencia sea nula, esto es:

−→∇ . −→A = 0 (1.93)

En la Ecuación 1.89, a cada término se le aplica la divergencia, ası́:

−→∇ .−→A =
−→∇ .−→A

′
+
−→∇ .

(−→∇Ψ
)

(1.94)

Para que la divergencia de
−→
A sea nula en (1.94), la divergencia de

−→
A
′
tiene que ser igual a:

−→∇ . −→A
′
= −−→∇ .

(−→∇Ψ
)

(1.95)

simplificando,

−→∇ . −→A
′
= −−→∇

2
Ψ (1.96)

Entonces, reemplazando la Ecuación 1.93 en la Ecuación 1.87, se obtiene:

−−→∇
2−→
A = µ0

−→
J (1.97)

cambiando de signos,
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−→∇
2−→
A = −µ0

−→
J (1.98)

En coordenada rectangulares, el laplaciano vector de la Ecuación 1.98, es:

−→∇
2−→
A = ∇2Axâx +∇2Ayây +∇2Azâz (1.99)

reemplazando la Ecuación 1.98 en la Ecuación 1.99, se tiene:

∇2Ax = −µ0 Jx (1.100)

∇2Ay = −µ0 Jy (1.101)

∇2Az = −µ0 Jz (1.102)

En fórmulas anteriores, se sabe que:

−→
E = −−→∇V (1.103)
−→∇ . −→E =

ρv
ϵ0

(1.104)

reemplazando
−→
E en la divergencia, se tiene:

−→∇ .
(
−−→∇V

)
=
ρv
ϵ0

(1.105)

simplificando,

∇2V = −ρv
ϵ0

(1.106)

La solución de la Ecuación 1.106 para determinar el potencial electrostático V en el punto

p a una distancia r del diferencial de volumen dv (Fig.1.11) es Vp, entonces,

Vp =
1

4π ϵ0

∫

v

ρv dv
r

(1.107)

Considerando la solución de la Ecuación 1.107 en coordenada rectangulares, es similar a

la solución del potencial vectorial magnético Ax, Ay y Az de las ecuaciones 1.100, 1.101 y

1.102, mostradas en las ecuaciones 1.108, 1.109 y 1.110, entonces,
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la solución del potencial vectorial magnético Ax, Ay y Az de las ecuaciones 1.100, 1.101 y

1.102, mostradas en las ecuaciones 1.108, 1.109 y 1.110, entonces,

19

3HGUR�6HYHUR�,QIDQWH�0RUHLUD�������-H൵HUVRQ�$OH[DQGHU�5LEDGHQHLUD�5DPtUH]

19
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Figura 1.11: Potencial Vp debido a una distribución ρv .
Fuente: Los autores

Ax =
µ0
4π

∫

v

Jx dv
r

(1.108)

Ay =
µ0
4π

∫

v

Jy dv

r
(1.109)

Az =
µ0
4π

∫

v

Jz dv
r

(1.110)

En forma general, para una distribución volumétrica de la densidad de corriente
−→
J , como

se muestra en la Fig. 1.12, el vector
−→
A , tiene la misma dirección y sentido del vector

−→
J .

La solución del potencial vectorial magnético
−→
A en el punto p a una distancia r desde el

diferencial de volumen dv, es la que se muestra en la Ecuación 1.111, esto es:

−→
A =

µ0
4π

∫

v

−→
J dv
r

(1.111)

�������

�

	

Figura 1.12: Potencial vectorial magnético
−→
A , para una distribución volumétrica de

−→
J .

Fuente: Los autores

Para un alambre conductor por el cual circula una intensidad de corriente I , como se mues-

tra en la Fig.1.13, el vector
−→
A , tiene la misma dirección y sentido del vector

−→
J , y este a su

20

Magnetostática

20



1.7. POTENCIAL VECTORIAL MAGNÉTICO

vez, está en la misma dirección y sentido del vector d
−→
l . La solución del potencial vectorial

magnético
−→
A en el punto p a una distancia r desde el diferencial de longitud dl, es la que se

muestra en la Ecuación 1.112, esto es:

−→
A =

µ0
4π

∮

C

I d
−→
l

r
] (1.112)

�
�

�

Figura 1.13: Potencial vectorial magnético
−→
A , para una distribución lineal de

−→
J .

Fuente: Los autores

Para un material conductor que tiene una densidad de corriente superficial
−→
J s, como se

muestra en la Fig. 1.14, el vector
−→
A , tiene la misma dirección y sentido del vector

−→
J s. La

solución del potencial vectorial magnético
−→
A en el punto p a una distancia r desde el dife-

rencial de superficie dS , es la que se muestra en la Ecuación 1.113, esto es:

−→
A =

µ0
4π

∫

s

−→
J S dS

r
(1.113)

Finalmente, considerando la ecuación del flujo magnético,

ϕ =
∫

S

−→
B . d

−→
S (1.114)

reemplazando la densidad de flujo magnético
−→
B por el rotacional del potencial vectorial

magnético
−→
A , se tiene:

ϕ =
∫

S

(−→∇ x−→A
)
. d
−→
S =

∮

C

−→
A . d

−→
l (1.115)

entonces, el flujo magnético ϕ es igual a la integral cerrada de lı́nea del producto punto

entre el vector potencial vectorial magnético
−→
A y el vector diferencial de longitud d

−→
l .
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�

Figura 1.14: Potencial vectorial magnético
−→
A , para una distribución superficial de

−→
J s.

Fuente: Los autores

ϕ =
∮

C

−→
A . d

−→
l (1.116)

1.8. Problemas resueltos
Problema 1.1 Un alambre conductor de forma circular de radio a por el cual circula una

corriente I , como se muestra en la Fig.1.15. Calcular la densidad de flujo magnético
−→
B en el

punto p.

Solución:

Para calcular la densidad de flujo magnético en el punto p, debido a la corriente continua

I que circula por el alambre de forma circular de radio a, se debe utilizar la ecuación de

la Ley de Biot-Savart. En la Fig. 1.15 se selecciona un diferencial de longitud escalar dl

sobre el alambre conductor que lleva la corriente I , este diferencial de longitud, produce un

diferencial de densidad de flujo magnético d
−→
B p en el punto p a una distancia R, como se

muestra en la Fig.1.16.

El punto p está en un plano tridimensional, por lo que, existen tres componentes, con res-

pecto a x, y y z. En primer lugar, con respecto a la componente x y y:

dBpx = 0 y dBpy = 0, por simetrı́a, debido a que es un alambre circular de corriente constante

y el punto p está localizado en el centro del cı́rculo a una distancia z.

En segundo lugar, con respecto a la componente z, en el triángulo rectángulo bcp de color

celeste,

dBpz = dBp sen α (1.117)

utilizando la ecuación de la Ley de Biot-Savart,
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Figura 1.15: Alambre circular de corriente I .
Fuente: Los autores

d
−→
B p =

µ0I
4π

d
−→
l x µ̂
R2 (1.118)

Sobre el diferencial escalar dl, se dibuja el vector d
−→
l en la misma dirección que circula

la corriente I , en este caso se dibuja en forma tangencial a la circunferencia de radio a, el

vector unitario µ̂ va dirigido desde el dl hasta el punto p que se encuentra a una distancia

R. Aplicando la regla de la mano derecha al producto cruz entre el vector d
−→
l y el vector

unitario µ̂, se obtiene el vector d
−→
B p dibujado en el punto p. Destruyendo el producto cruz

en la Ecuación 1.118, se tiene:

dBp =
µ0I
4π

dl sen 90o

R2 (1.119)

simplificando,

dBp =
µ0I
4π

dl
R2 (1.120)

Al reemplazar la Ecuación 1.120 en la Ecuación 1.118, se tiene:

dBpz =
µ0I
4π

dl sen α
R2 (1.121)

pero, en el triángulo rectángulo poe de color amarillo,
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Figura 1.16: El diferencial dl produce un d
−→
B p .

Fuente: Los autores

sen α =
a
R

(1.122)

y,

R =
√
z2 + a2 (1.123)

reemplazando en la Ecuación 1.121,

dBpz =
µ0I
4π

dl a
R3 (1.124)

integrando,
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∫
dBpz =

∫
µ0I
4π

dl a
R3 (1.125)

Bpz =
∫

µ0I
4π

dl a
R3 =

µ0Ia
4πR3

∮

C
dl =

µ0Ia
4πR3 2πa (1.126)

Bpz =
µ0Ia2

2R3 =
µ0Ia2

2(z2 + a2)3/2
(1.127)

Bpz =
µ0Ia2

2(z2 + a2)3/2
(1.128)

La magnitud de la densidad de flujo magnético total BT en el punto p, es:

BT =
√
B2
px +B2

py +B2
pz =

√
0+0+B2

pz = Bpz (1.129)

BT = Bpz (1.130)

BT =
µ0Ia2

2(z2 + a2)3/2
(1.131)

El ángulo θT con respecto al plano xy, es:

θT = tan−1
Bz

Bx
= tan−1∞ = 90o (1.132)

θT = tan−1
Bz

By
= tan−1∞ = 90o (1.133)

Entonces, el vector densidad de flujo magnético
−→
B T , está sobre el eje z, tal como se muestra

en la Fig.1.17, esto es:

−→
B T =

µ0Ia2

2(z2 + a2)3/2
âz (1.134)

La Ecuación 1.134 representa la densidad de flujo magnético para una espira.

Problema 1.2 Considerando el problema 1.1, en el que se determinó la densidad de flujo

magnético BT para un solo alambre circular o también llamado espira. A partir de este

resultado, determinar la densidad de flujo magnético en el punto p para n espiras.

Solución:

Los valores de la densidad de flujo magnético escalar BT y vectorial
−→
B T en el punto p,

producido por una sola espira por la cual circula una corriente constante I , se muestra en
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�

Figura 1.17: Dirección del vector
−→
B T .

Fuente: Los autores

las ecuaciones 1.131 y 1.134. Partiendo de estos resultados, el valor de la densidad de flujo

magnético para varias espiras, se debe multiplicar por n espiras en la Ecuación 1.131, esto

es:

BT =
nµ0Ia2

2(z2 + a2)3/2
(1.135)

Para resolver el problema, se parte de la Fig.1.17 en la que se colocanN espiras en una longi-

tud L en forma cilı́ndrica, convirtiéndose en un solenoide y, realizando un corte transversal.

La gráfica se muestra en Fig.1.18.

El solenoide de la Fig. 1.18 tiene N espiras por unidad de longitud L, representado por n,

esto es:

n =
N
L

(1.136)

Pero, si se considera un anillo elemental de anchura dz′, se debe aplicar una regla de tres,

para determinar las n espiras que existen en el diferencial de longitud dz′, ası́: en la longitud

L existen N espiras y, en una longitud dz′ cuántas n espiras existen, entonces,
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Figura 1.18: El solenoide de N espiras.
Fuente: Los autores

n =
N
L
dz′ (1.137)

reemplazando en la Ecuación 1.135, y sustituyendo dBT por dBTp ya que se trata de la

densidad de flujo magnético total del solenoide en el punto p, ası́:

dBTp =
µ0Ia2

2(z2 + a2)3/2
N
L
dz′ (1.138)

Pero, de acuerdo a la Fig.1.18, el dz′ está ubicado a una distancia (z − z′) del eje del solenoide
al punto p, entonces, la distancia z de la Ecuación 1.138, se reemplaza por z − z′, ası́:

dBTp =
µ0Ia2

2
[
(z − z′)2 + a2

]3/2
N
L
dz′ (1.139)

Integrando la Ecuación 1.139,

BTp =
∫ z−L

z

µ0Ia2 N dz′

2L
[
(z − z′)2 + a2

]3/2 (1.140)

sacando las constantes de integración,

BTp =
µ0Ia2 N

2L

∫ z−L

z

dz′
[
(z − z′)2 + a2

]3/2 (1.141)

Integrando por partes la Ecuación 1.141,
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u = z − z′ (1.142)

du = −dz′ (1.143)

BTp = −
µ0Ia2 N

2L

∫
du

[
u2 + a2

]3/2 (1.144)

integrando,

BTp = −
µ0Ia2 N

2L

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u

a2
[
u2 + a2

]1/2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (1.145)

reemplazando la variable u por z − z′ en la Ecuación 1.145, y modificando los lı́mites de

integración desde 0 hasta L, ya que, desde z hasta z−L, representa la longitud L del solenoide,

entonces:

BTp = −
µ0Ia2 N

2L

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z − z′

a2
[
(z − z′)2 + a2

]1/2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

L

0

(1.146)

reemplazando los lı́mites superior e inferior en la variable de integración z′, se tiene:

BTp = −
µ0Ia2 N

2L

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z −L

a2
[
(z −L)2 + a2

]1/2 −
z − 0

a2
[
(z − 0)2 + a2

]1/2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(1.147)

reduciendo términos,

BTp = −
µ0Ia2 N

2L

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z −L

a2
[
(z −L)2 + a2

]1/2 −
z

a2
[
z2 + a2

]1/2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(1.148)

introduciendo el signo menos (−) dentro de la llave,

BTp =
µ0Ia2 N

2L

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
− z −L
a2

[
(z −L)2 + a2

]1/2 +
z

a2
[
z2 + a2

]1/2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(1.149)

sacando factor común,

BTp =
µ0Ia2 N
2La2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z

[
z2 + a2

]1/2 −
z −L

[
(z −L)2 + a2

]1/2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(1.150)

simplificando valores,

28

Magnetostática

28



1.8. PROBLEMAS RESUELTOS

BpT =
µ0I N
2L

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z

[
z2 + a2

]1/2 −
z −L

[
(z −L)2 + a2

]1/2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(1.151)

Finalmente, la Ecuación 1.151 representa la magnitud de la densidad de flujo magnético en

el punto p, situado a una distancia z en el eje del solenoide, mientras que, la Ecuación 1.152

representa la densidad de flujo magnético en el punto p en forma vectorial, esto es:

−→
B Tp =

µ0I N
2L

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z

[
z2 + a2

]1/2 −
z −L

[
(z −L)2 + a2

]1/2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
ẑ (1.152)

Problema 1.3 A partir del problema 1.2, determinar la densidad de flujo magnético BT en

el centro del solenoide, como se muestra en la Fig.1.19.

Solución:

Si se considera un anillo elemental de anchura dz en la Fig.1.19, se debe aplicar una regla

de tres, para determinar las n espiras que existen en el diferencial de longitud dz, ası́: en la

longitud L existen N espiras y, en una longitud dz cuántas n espiras existen, entonces,

n =
N
L
dz (1.153)

reemplazando en la Ecuación 1.135, se tiene:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�

���� �� ���

�

�

Figura 1.19: Densidad de flujo magnético BT en el centro del solenoide.
Fuente: Los autores

dBT =
µ0Ia2

2(z2 + a2)3/2
N
L
dz (1.154)
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integrando,

BT =
µ0Ia2N

2 L

∫ L/2

−L/2

dz

(z2 + a2)3/2
=
µ0Ia2N 2

2 L

∫ L/2

0

dz

(z2 + a2)3/2
(1.155)

simplificando términos,

BT =
µ0Ia2N

L

∫ L/2

0

dz

(z2 + a2)3/2
(1.156)

la integral de la parte derecha de la Ecuación 1.156, es:

BT =
µ0Ia2N

L

[ 1
a2

z

(z2 + a2)1/2

∣∣∣∣∣∣

L/2

0

(1.157)

simplificando términos,

BT =
µ0I N

L

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

z

(z2 + a2)1/2

∣∣∣∣∣∣

L/2

0

(1.158)

Evaluando en los lı́mites superior e inferior, se tiene:

BT =
µ0I N

L

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

L/2
(
L2
4 + a2

)1/2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
µ0I N

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
(
L2+4a2

4

)1/2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1.159)

BT =
µ0I N

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

2

(L2 + 4a2)1/2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (1.160)

BT =
µ0I N

(L2 + 4a2)1/2
(1.161)

Finalmente, la Ecuación 1.161 representa la densidad de flujo magnético en el centro del

solenoide.

Si el solenoide es de longitud infinita, esto es, L≫ a, entonces el valor de a es despreciable

con respecto al valor L, ası́, la Ecuación 1.161 quedará reducida a:

BT =
µ0I N

(L2)1/2
=
µ0I N

L
(1.162)

BT =
µ0I N

L
(1.163)

pero, n = N
L , entonces,

BT = µ0 n I (1.164)

La Ecuación 1.164 representa la densidad del flujo magnético en el interior del solenoi-
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de cuando se considera de longitud infinita y las bobinas unidas, entonces las lı́neas de la

densidad de flujo magnético, solo existen en el interior del solenoide, mientras que, en el

exterior del solenoide son cero.

Densidad de flujo magnético B en el interior de un toroide. Si al solenoide de la Fig.1.19

de longitud infinita se le forma un cı́rculo, entonces se convierte en un toroide, tal como se

muestra en la Fig.1.20.

� �

�

�

�

Figura 1.20: Densidad de flujo magnético B en el interior del toroide.
Fuente: Los autores

Al reemplazar en la Ecuación 1.164 el número de espiras por unidad de longitud n, porN/L,

se tiene ( Barco H. 2001 )

BT =
µ0I N

L
(1.165)

Siendo BT , la densidad de flujo magnético total en el interior del toroide representado en la

Fig.1.20 por B, y la longitud L se reemplaza por la longitud de la circunferencia media del

radio del toroide de valor 2πr, entonces

B =
µ0I N
2π r

(1.166)

Problema 1.4 Considere el cilindro de longitud infinita que tiene una densidad de corriente
−→
J , como se muestra en la Fig.1.21. Usando el potencial vectorial magnético

−→
A , determinar

la densidad de flujo magnético
−→
B , dentro y fuera del cilindro.
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�
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�

�

Figura 1.21: Cilindro de radio a con densidad de corriente J .
Fuente: Los autores

Solución:

Para r < a

Para determinar el potencial vectorial magnético
−→
A en el interior del cilindro de la Fig.1.21,

se debe utilizar la Ecuación 1.98, donde, la base del cilindro está ubicada en el plano xy,

y la longitud está a lo largo del eje z, entonces, el potencial vectorial magnético está en la

dirección del eje z, ası́:

∇2Az = −µ0Jz (1.167)

Además, el potencial vectorial magnético
−→
A z, siempre va a estar en la misma dirección del

vector densidad de corriente
−→
J . Para resolver la ecuación diferencial 1.167, el vector

−→
A z

se debe dibujar a una distancia r del eje del cilindro, y el Laplaciano ∇2Az en coordenadas

cilı́ndricas de la Fig.1.22, es:

∇2Az =
1
r
∂
∂r

(
r
∂Az

∂r

)
+

1
r2

∂2Az

∂ϕ2 +
∂2Az

∂z2
(1.168)

La densidad de corriente
−→
J con respecto a la longitud z y al ánguloϕ, es constante, entonces,

las derivadas parciales con respecto a z y a ϕ, son iguales a cero, esto es:
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�
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Figura 1.22: Calcular
−→
B a partir de

−→
A , para r < a.

Fuente: Los autores

∂2Az

∂ϕ2 = 0 (1.169)

∂2Az

∂z2
= 0 (1.170)

entonces, la Ecuación 1.168 queda como se muestra en la Ecuación 1.171, ası́:

−→∇
2−→
A z =

1
r
∂
∂r

(
r
∂Az

∂r

)
(1.171)

Reemplazando la Ecuación 1.171 en la Ecuación 1.167, se tiene,

1
r
∂
∂r

(
r
∂Az

∂r

)
= −µ0 Jz (1.172)

despejando la derivada parcial con respecto a r,

∂

(
r
∂Az

∂r

)
= −µ0 r Jz∂r (1.173)

integrando,

∫
∂

(
r
∂Az

∂r

)
=

∫
−µ0 r Jz∂r (1.174)

Como se trata de una integral indefinida, se pone una constante de integración C1, esto es:
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r
∂Az

∂r
= −1

2
µ0r

2Jz +C1 (1.175)

Nuevamente, despejando e integrando y añadiendo una segunda constante de integración

C2, se obtiene el potencial vectorial magnético Az en la Ecuación 1.177, ası́:

∫
∂Az =

∫ (
−1
2
µ0r Jz +

C1
r

)
∂r (1.176)

Az = −
1
4
µ0r

2Jz +C1lnr +C2 (1.177)

Para determinad la densidad de flujo magnético
−→
B a partir del potencial vectorial magnético

−→
A , se utiliza la Ecuación 1.83, esto es::

−→
B =

−→∇ x−→A (1.178)

El rotacional de
−→
A , en coordenadas cilı́ndricas, es:

−→∇ x−→A = r̂

[
1
r
∂Az

∂ϕ
−
∂Aϕ

∂z

]
+ ϕ̂

(
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
+
ẑ
r

[
∂
∂r

(
rAϕ

)
− ∂Ar

∂ϕ

]
(1.179)

Como ya se dijo anteriormente que, la densidad de corriente
−→
J con respecto a la longitud z y

al ángulo ϕ, es constante. Además, Az está en la dirección z, entonces las derivadas parciales

con respecto a z y a ϕ, son iguales a cero, ası́:

∂Az

∂ϕ
= 0 ;

∂Aϕ

∂z
= 0 ;

∂Ar

∂z
= 0 ;

∂Ar

∂ϕ
= 0 (1.180)

De tal forma que, la Ecuación 1.179 se reduca a:

−→∇ x−→A = ϕ̂

(
−∂Az

∂r

)
(1.181)

Reemplazando la Ecuación 1.181 en la Ecuación 1.83, se tiene:

−→
B = ϕ̂

(
−∂Az

∂r

)
(1.182)

Al reemplazar la ecuación (1-86) en la Ecuación 1.182, se obtiene:

−→
B = − ∂

∂r

(
−1
4
µ0r

2Jz +C1lnr +C2

)
ϕ̂ (1.183)

Finalmente, derivando con respecto a r, se obtiene la densidad de flujo magnético
−→
B en la
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dirección del ángulo ϕ̂, tal como se muestra en la Fig.1.22, esto es:

−→
B =

(
µ0rJz
2
− C1

r
∂
∂r

)
ϕ̂ (1.184)

Para r > a

Considerando la Fig.1.23, se dibuja el vector
−→
A z en el exterior del cilindro a una distancia r

del eje, como se muestra en la Fig.1.23.

�

�

�

�

�

Figura 1.23: Calcular
−→
B a partir de

−→
A , para r > a.

Fuente: Los autores

Para determinar el potencial vectorial magnético
−→
A z fuera del cilindro (Fig. 1.23), se debe

utilizar la Ecuación 1.167 igualado a cero, ya que fuera del cilindro no existe densidad de

corriente, esto es:

∇2Az = 0 (1.185)

De tal manera que, siguiendo el mismo procedimiento anterior para r < a, la Ecuación 1.185

queda de la siguiente manera:

1
r
∂
∂r

(
r
∂Az

∂r

)
= 0 (1.186)

despejando,

∂

(
r
∂Az

∂r

)
= 0 (1.187)

integrando y añadiendo la constante de integración indefinida C3, se tiene:
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CAPÍTULO I: CAMPO MAGNÉTICO DE CORRIENTES ESTACIONARIAS EN AUSENCIA
DE MATERIALES MAGNÉTICOS

∫
∂

(
r
∂Az

∂r

)
= 0 (1.188)

r
∂Az

∂r
= C3 (1.189)

Volviendo a integrar, y escribiendo la nueva constante de integración indefinida C4, se tie-

ne como resultado el potencial vectorial magnético Az, tal como se muestra en la Ecua-

ción 1.191, ası́:

∫
∂Az =

∫
C1
r
∂r (1.190)

Az = C3lnr +C4 (1.191)

Para determinad la densidad de flujo magnético
−→
B a partir del potencial vectorial magnético

−→
A , se utiliza la Ecuación 1.83, esto es,

−→
B =

−→∇ x−→A (1.192)

Para el rotacional de
−→
A , en coordenadas cilı́ndricas, se utiliza la Ecuación 1.179 y, siguiendo

el mismo procedimiento para r < a, se obtiene la Ecuación 1.193, ası́:

−→
B = ϕ̂

(
−∂Az

∂r

)
(1.193)

Al reemplazar la Ecuación 1.191 en la Ecuación 1.193, se tiene:

−→
B = − ∂

∂r
(C3lnr +C4) ϕ̂ (1.194)

derivando con respecto al radio, se obtiene la densidad de flujo magnético
−→
B en la dirección

del ángulo ϕ̂, como se muestra en la Ecuación 1.195, ası́:

−→
B = −C3

r
ϕ̂ (1.195)
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2.1. Torque en un lazo de corriente circular en un campomagnéti-

co uniforme

Por el alambre circular de radio a, circula una corriente constante I , que se encuentra dentro

de una densidad de flujo magnético externo
−→
B . Por conveniencia, si se descompone el vector

−→
B en la componente

−→
B n normal a la superficie de la espira (ver Fig.2.1 ) y la componente

−→
B p

paralela a ella (ver Fig. 2.2). La componente normal de la densidad de flujo magnético ex-

terno uniforme
−→
B n, está entrando en forma perpendicular al plano que contiene al alambre,

tal como se muestra en la Fig.2.1. En el alambre se selecciona un diferencial de longitud dl,

donde el número de cargas móviles por unidad de volumen sea N , y su velocidad promedio
−→v (ESPOL 1982, P298).

La fuerza magnética sobre todas las cargas que se mueven dentro de un volumen elemental

dV es,

d
−→
F =NQ −→v x

−→
B n dV (2.1)

En el caso de un conductor delgado de sección transversal de área ∆S , la Ecuación 2.1 se

modifica, de tal forma que, el diferencial de volumen dV , se expresa como el volumen del

cilindro (conductor delgado) dV = ∆S dl, entonces,

37

Magnetostática

36
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∫
∂

(
r
∂Az

∂r

)
= 0 (1.188)

r
∂Az

∂r
= C3 (1.189)

Volviendo a integrar, y escribiendo la nueva constante de integración indefinida C4, se tie-

ne como resultado el potencial vectorial magnético Az, tal como se muestra en la Ecua-
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terno uniforme
−→
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CAPÍTULO II: MAGNETOSTÁTICA EN PRESENCIA DE MATERIALES MAGNÉTICOS

�

�

�

Figura 2.1: Fuerza total igual a cero sobre el alambre circular de corriente I .
Fuente: Los autores

d
−→
F =NQ −→v dl ∆S x

−→
B n (2.2)

pero, el vector d
−→
l tiene la misma dirección que circula la corriente I , además, como el

alambre es de forma circular, el vector d
−→
l es tangente a la trayectoria circular del alambre,

y el vector velocidad −→v , tiene la misma dirección del d
−→
l , entonces, de la Ecuación 2.2 se

puede escribir como se muestra en la Ecuación 2.3, ası́:

d
−→
F =NQv d

−→
l ∆S x

−→
B n (2.3)

pero, NQv representa la densidad de corriente J , reemplazando en la Ecuación 2.3, se tiene

la Ecuación 2.4, esto,

d
−→
F = J∆S d

−→
l x
−→
B n (2.4)

pero,

I = J∆S (2.5)

reemplazando en la Ecuación 2.4, se obtiene el diferencial de fuerza d
−→
F en función de la

corriente I , como se muestra en la Ecuación 2.6, ası́:
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d
−→
F = I d

−→
l x
−→
B n (2.6)

El vector diferencial de fuerza magnética d
−→
F de la Ecuación 2.6 se obtiene aplicando la

regla de la mano derecha entre el vector d
−→
l y el vector

−→
B n, como se muestra en la Fig.2.1,

integrando todo el alambre circular, se obtiene una integral cerrada de lı́nea, esto es,

−→
F =

∮

C
d
−→
F (2.7)

reemplazando, finalmente se obtiene la fuerza total
−→
F que produce la densidad de flujo

magnético uniforme
−→
B n sobre el alambre circular por el que circula una corriente constante

I , como se muestra en la Ecuación 2.8, ası́:

−→
F =

∮

C
I d
−→
l x
−→
B n (2.8)

La fuerza total que actúa sobre el alambre es igual a cero (F = 0), que se demuestra a conti-

nuación, si se toma como ejemplo cuatro pares de diferenciales de fuerza magnética: d
−→
F 1 es

igual en magnitud y dirección al vector d
−→
F 4 , pero sentidos opuestos, entonces, se anulan.

d
−→
F 2 es igual en magnitud y dirección al vector d

−→
F 5 , pero sentidos opuestos, entonces, se

anulan. d
−→
F 3 es igual en magnitud y dirección al vector d

−→
F 6 , pero sentidos opuestos, enton-

ces, se anulan. d
−→
F es igual en magnitud y dirección al vector −d−→F , pero sentidos opuestos,

entonces, se anulan.

En conclusión, la componente normal
−→
B n solo tiende a deformar el contorno (es decir, a

aumentar su radio). Por otro lado, la componente
−→
B p es evidente que tiende a rotar el con-

torno alrededor del eje OO’ en la dirección indicada de la Fig.2.2; esto es, si la componente

paralela del vector densidad de flujo magnético
−→
B p atraviesa la espira en forma vertical, en

el diferencial de longitud dl se va a producir un diferencial de fuerza d
−→
F en forma perpen-

dicular de la superficie del contorno del alambre hacia afuera, debido al producto cruz entre

los vectores d
−→
l y
−→
B p en la Ecuación 2.9, esto es:

d
−→
F = I d

−→
l x
−→
B p (2.9)

El diferencial de fuerza d
−→
F de la Ecuación 2.9, produce un diferencial de torque d−→τ 1, como

se muestra en la Ecuación 2.10, ası́ :

d−→τ 1 = d
−→
F a sen α (2.10)
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���

Figura 2.2: Torque magnético alrededor del eje OO′

Fuente: (ESPOL 1982, P299)

De igual manera, si la componente paralela del vector densidad de flujo magnético
−→
B p atra-

viesa la espira en forma vertical, en el diferencial de longitud dl ′ se va a producir un di-

ferencial de fuerza d
−→
F
′
en forma perpendicular de la superficie del contorno del alambre

hacia adentro, debido al producto cruz entre los vectores d
−→
l
′
y
−→
B p en la Ecuación 2.11, esto

es:

d
−→
F
′
= I d

−→
l
′
x
−→
B p (2.11)

El diferencial de fuerza d
−→
F
′
de la Ecuación 2.11, produce un diferencial de torque d−→τ 2,

como se muestra en la Ecuación 2.12, ası́:

d−→τ 2 = d
−→
F
′
a sen α (2.12)

Entonces, el torque total d−→τ producido sobre el eje OO’ de la espira, es igual a la suma de

los torques d−→τ 1 y d−→τ 2, esto es:

d−→τ = d−→τ 1 + d−→τ 2 (2.13)

reemplazando la Ecuación 2.10 y 2.12 en la Ecuación 2.13, se tiene:

d−→τ = d
−→
F a sen α + d

−→
F
′
a sen α (2.14)

pero, al reemplazar el d
−→
F de la Ecuación 2.9, y el d

−→
F
′
de la Ecuación 2.11, en la Ecua-

ción 2.14, se tiene:
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d−→τ =
(
I d
−→
l x
−→
B p

)
a sen α +

(
I d
−→
l
′
x
−→
B p

)
a sen α (2.15)

destruyendo el producto cruz,

dτ =
(
I dl Bp

)
a sen α +

(
I dl ′ Bp

)
a sen α (2.16)

destruyendo paréntesis,

dτ = aI dl Bp sen2α + aI dl ′ Bp sen2α (2.17)

antes que nada, en la figura 2.3 el diferencial de arco dl, es:

dl = a dα (2.18)

de igual manera, en la Fig.2.3 el diferencial de arco dl ′, es:

dl ′ = a dα (2.19)

reemplazando en la Ecuación 2.17, se tiene

dτ = aI a dα Bp sen2α + aI a dα Bp sen2α (2.20)

�

�

�

���

Figura 2.3: Segmentos de arco dl y dl ′

Fuente: Los autores

simplificando,
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dτ = 2 I a2 Bp sen2α dα (2.21)

integrando,

τ =
∫ π

0
2I a2 Bp sen2α dα =2Ia2Bp

∫ π

0
sen2α dα = 2Ia2Bp

∫ π

0

(1
2
− 1
2
cos2α

)
dα (2.22)

τ = 2Ia2Bp

∫ π

0

1
2
dα − 2Ia2Bp

∫ π

0

1
2
cos2α dα (2.23)

τ = Ia2Bp

∫ π

0
dα − Ia2Bp

∫ π

0
cos2α dα (2.24)

τ = Ia2Bp [α]π0 − Ia2Bp

[1
2
sen 2α

]π

0
(2.25)

τ = Ia2Bp π − Ia2Bp
1
2
(sen 2π − sen 0) (2.26)

τ = Iπa2Bp (2.27)

En el triángulo rectángulo de la Fig.2.4, la densidad de flujo magnético Bp en forma escalar,

es:

Bp = B sen θ (2.28)

reemplazando en la Ecuación 2.27,

τ = Iπa2B sen θ (2.29)

�

�

Figura 2.4: Torque de la fuerza magnética que tiende alinear
−→
B y µ̂n

Fuente: Los autores
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ELEMENTAL Y DE UN AGREGADO DE LAZO. VECTOR DE MAGNETIZACIÓN

Sin embargo, la Ecuación 2.29 representa la magnitud del torque de la Fig. 2.4, donde, µ̂n

es el vector unitario normal sobre la superficie del área S que encierra el alambre circular,

entonces, escribiendo en forma vectorial, se tiene:

−→τ = Iπa2µ̂n x
−→
B (2.30)

pero, πa2 es el área S que describe la espira circular, ası́:

S = πa2 (2.31)

Al multiplicar la superficie escalar S por el vector unitario normal µ̂n, se tiene entonces, el

vector superficie
−→
S , esto es:

−→
S = Sµ̂n (2.32)

reemplazando en la Ecuación 2.30,

−→τ = I
−→
S x
−→
B (2.33)

pero, la corriente I multiplicado por el área
−→
S , representa el vectormomento dipolarmagnéti-

co −→m , esto es:

−→m = I
−→
S (2.34)

de tal modo que, el torque es:

−→τ = −→m x
−→
B (2.35)

La Ecuación 2.35 representa el torque que experimenta el lazo en presencia de un campo

magnético (especı́ficamente, densidad de flujo magnético
−→
B ) ; mientras que, −→m representa

el momento de dipolo magnético de un contorno de corriente.

2.2. Potencial vectorialmagnético de un lazo de corriente elemen-

tal y de un agregado de lazo. vector de magnetización

2.2.1. Caso de un lazo de corriente elemental

Se considera una espira de forma circular de radio a por la que circula una corriente de in-

tensidad I , tal como se muestra en la Fig.2.5. Para determinar el potencial vectorial magnéti-

co
−→
A en el punto p, se utiliza la Ecuación 2.36 , esto es:
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−→
A =

µ0
4π

∮

l

I d
−→
l

R
(2.36)

En la espira circular, se selecciona un diferencial de longitud escalar dl, este segmento de

corriente circular, produce un diferencial de potencial vectorial magnético d
−→
A en el pun-

to p a una distancia r del centro de la espira, donde r es mucho mayor que el radio a, R

es la distancia que existe desde el diferencial escalar dl hasta el punto p, el vector d
−→
l es

tangente a la trayectoria circular y está en la misma dirección que circula la corriente I , el

vector momento de dipolo magnético −→m , es perpendicular de la superficie que describe el

lazo circular de radio a hacia afuera. Finalmente, el vector diferencial de potencial vectorial

magnético d
−→
A en el punto p a una distancia R desde el segmento de longitud dl, tiene la

misma dirección y sentido que el vector d
−→
l (ESPOL 1982, P301).

Figura 2.5: Filamento de corriente circular de radio a, produce un d
−→
A en el punto p.

Fuente: Los autores

De acuerdo a la Ecuación 2.36, las lı́neas del vector potencial vectorial magnético d
−→
A son

cı́rculos centrados en el eje del bucle. La magnitud de d
−→
A a lo largo de dicho cı́rculo es

constante (d
−→
A ϕ), y que varı́a con respecto a r y θ, de tal manera que, es un sistema de

coordenadas esféricas.

Si el punto p se traslada al punto p′, es decir, en el plano yz cuando x = 0 y que r ≫ a,

como se muestra en la Fig.2.6. De acuerdo a la Ecuación 2.36, la componente d
−→
A ϕ , debida

al elemento dl mostrado, es:
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ELEMENTAL Y DE UN AGREGADO DE LAZO. VECTOR DE MAGNETIZACIÓN

dAϕ =
µ0I
4π

dlcos α
R′

(2.37)

Figura 2.6: Filamento de corriente circular de radio a en el punto p′ en x = 0.
Fuente: Los autores

En la Ecuación 2.37, el término dlcos α , se obtiene de la componente tangencial en el punto

p′. Para una mayor comprensión, de la Fig.2.6 se obtiene una vista superior, que se muestra

en la Fig.2.7, en esta figura, la componente tangencial del vector d
−→
l escrita en forma escalar

es, dl cos α , donde:

α = 90o −ϕ (2.38)

entonces,

cos α = cos(90o −ϕ) (2.39)

utilizando identidades trigonométricas, se tiene que:

cos(90o −ϕ) = cos90o cos ϕ + sen90o sen ϕ (2.40)

simplificando,
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cos(90o −ϕ) = sen ϕ (2.41)

De tal forma que,

cos α = sen ϕ (2.42)

Reemplazando la Ecuación 2.42 en la Ecuación 2.37, se tiene:

dAϕ =
µ0I
4π

dl sen ϕ
R′

(2.43)

Como el punto p′ está en el plano yz en x = 0, y además, r ≫ a, entonces,

R′ = r −w (2.44)

Para determinar el valor de w igual al segmento OA, en el triángulo rectángulo OAD, apli-

cando la función trigonométrica cos(90o −θ) , se tiene que:

w =OD cos(90o −θ) (2.45)

entonces, utilizando identidades trigonométricas, se tiene:

cos(90o −θ) = cos 90o cos θ + sen 90o sen θ (2.46)

Simplificando,

cos(90o −θ) = sen θ (2.47)

Reemplazando la Ecuación 2.47 en la Ecuación 2.45, es:

w =OD sen θ (2.48)

En el triángulo rectánguloODdl, aplicando la función trigonométrica cos(90o −ϕ) , se tiene
el segmento OD que es igual a:

OD = a cos(90o −ϕ) (2.49)

Reemplazando la Ecuación 2.41 en la Ecuación 2.49, se tiene:

46

Magnetostática

46



2.2. POTENCIAL VECTORIAL MAGNÉTICO DE UN LAZO DE CORRIENTE
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�

���

�

Figura 2.7: Vista superior de la Fig.2.6.
Fuente: Los autores

OD = asen ϕ (2.50)

Seguidamente se reemplaza la Ecuación 2.50 en la Ecuación 2.48, ası́:

w = a sen ϕ sen θ (2.51)

Finalmente, se reemplaza la Ecuación 2.51 en la Ecuación 2.44, ası́:

R′ = r − a sen ϕ sen θ (2.52)

En la Fig.2.5, el diferencial de arco dl, es:

dl = a dϕ (2.53)

Se procede a reemplazar la Ecuación 2.52 y la Ecuación 2.53 en la Ecuación 2.43, se tiene:

dAϕ =
µ0I
4π

a dϕ sen ϕ
r − a sen ϕ sen θ

(2.54)
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sacando factor común r,

dAϕ =
µ0Ia dϕ sen ϕ

4π
1
r

(
1

1− a
r sen ϕ sen θ

)
(2.55)

haciendo,

t =
a
r
sen ϕ sen θ (2.56)

entonces,

dAϕ =
µ0Ia dϕ sen ϕ

4π
1
r

( 1
1− t

)
(2.57)

Debido a que t tiende a cero, ya que, r ≫ a, lo que está entre paréntesis en la Ecuación 2.57,

se puede escribir como una función de t, esto es:

f (t) =
1

1− t (2.58)

De tal manera que, la Ecuación 2.58 se puede aproximar utilizando series de Taylor, ası́:

f (t) ≈ f (t0) + f ′ (t0) (t − t0) +
f ′′ (t0)
2!

(t − t0)2 + · · ·+
f (n) (t0)

n!
(t − t0)n (2.59)

Se debe obtener la primera derivada de la Ecuación 2.58, ası́:

f ′ (t) =
1

(1− t)2
(2.60)

Entonces, evaluando la función de las ecuaciones 2.58 y 2.60 en t = t0 = 0, se tiene:

f (0) =
1

1− 0 = 1 , f ′ (0) =
1

(1− 0)2
= 1 (2.61)

Considerando los dos primeros términos de la serie de Taylor de la Ecuación 2.59, se tiene:

f (t) ≈ f (t0) + f ′ (t0) (t − t0) (2.62)

Con t0 = 0, en la Ecuación 2.62,

f (t) ≈ f (0) + f ′ (0) (t − 0) (2.63)

reemplazando valores en la Ecuación 2.63, se obtiene:
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f (t) ≈ 1+1(t) (2.64)

Se reemplaza la Ecuación 2.56 en 2.64.

f (t) ≈ 1+
a
r
sen ϕ sen θ (2.65)

Finalmente, la Ecuación 2.65 se reemplaza en la Ecuación 2.57.

dAϕ =
µ0Ia dϕ sen ϕ

4π
1
r

(
1+

a
r
senϕ senθ

)
(2.66)

Se procede a integrar la Ecuación 2.66, ası́:

Aϕ =
µ0Ia
4πr

∫ 2π

0

(
1+

a
r
sen ϕ sen θ

)
sen ϕ dϕ (2.67)

separando la integral,

Aϕ =
µ0Ia
4πr

∫ 2π

0
sen ϕ dϕ +

µ0Ia2sen θ
4πr2

∫ 2π

0
sen2ϕ dϕ (2.68)

pero,

sen2ϕ =
1
2
− 1
2
cos2ϕ (2.69)

entonces,

Aϕ =
µ0Ia
4πr

∫ 2π

0
sen ϕ dϕ +

µ0Ia2sen θ
4πr2

∫ 2π

0

(1
2
− 1
2
cos 2ϕ

)
dϕ (2.70)

nuevamente, separando la integral,

Aϕ =
µ0Ia
4πr

∫ 2π

0
sen ϕ dϕ +

µ0Ia2sen θ
8πr2

∫ 2π

0
dϕ − µ0Ia2sen θ

8πr2

∫ 2π

0
cos 2ϕ dϕ (2.71)

integrando,

Aϕ =
µ0Ia
4πr

[−cos ϕ ]2π0 +
µ0Ia2sen θ

8πr2
[ϕ]2π0 −

µ0Ia2sen θ
8πr2

[1
2
sen 2ϕ

]2π

0
(2.72)

reemplazando los lı́mites y simplificando términos, se tiene:
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sacando factor común r,

dAϕ =
µ0Ia dϕ sen ϕ

4π
1
r

(
1

1− a
r sen ϕ sen θ

)
(2.55)

haciendo,

t =
a
r
sen ϕ sen θ (2.56)

entonces,

dAϕ =
µ0Ia dϕ sen ϕ

4π
1
r

( 1
1− t

)
(2.57)

Debido a que t tiende a cero, ya que, r ≫ a, lo que está entre paréntesis en la Ecuación 2.57,

se puede escribir como una función de t, esto es:

f (t) =
1

1− t (2.58)

De tal manera que, la Ecuación 2.58 se puede aproximar utilizando series de Taylor, ası́:

f (t) ≈ f (t0) + f ′ (t0) (t − t0) +
f ′′ (t0)
2!

(t − t0)2 + · · ·+
f (n) (t0)

n!
(t − t0)n (2.59)

Se debe obtener la primera derivada de la Ecuación 2.58, ası́:

f ′ (t) =
1

(1− t)2
(2.60)

Entonces, evaluando la función de las ecuaciones 2.58 y 2.60 en t = t0 = 0, se tiene:

f (0) =
1

1− 0 = 1 , f ′ (0) =
1

(1− 0)2
= 1 (2.61)

Considerando los dos primeros términos de la serie de Taylor de la Ecuación 2.59, se tiene:

f (t) ≈ f (t0) + f ′ (t0) (t − t0) (2.62)
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49

3HGUR�6HYHUR�,QIDQWH�0RUHLUD�������-H൵HUVRQ�$OH[DQGHU�5LEDGHQHLUD�5DPtUH]

49
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Aϕ = −µ0Ia
4πr

(cos2π − cos0 ) +
µ0Ia2sen θ

8πr2
(2π)− µ0Ia2sen θ

16πr2
(sen 4π − sen 0) (2.73)

Aϕ = −µ0Ia
4πr

(1− 1) + µ0Ia2sen θ
8πr2

(2π)− µ0Ia2sen θ
16πr2

(0) (2.74)

Aϕ =
µ0Ia2sen θ

8πr2
(2π) =

µ0I πa2sen θ
4πr2

(2.75)

Entonces, el potencial vectorial magnético, es:

Aϕ =
µ0I πa2sen θ

4πr2
(2.76)

Pero, πa2 es el área S que describe la espira circular, y la magnitud del vector magnetización

es m = IS , entonces, reemplazando valores en la Ecuación 2.76, se tiene:

Aϕ =
µ0 m sen θ

4πr2
(2.77)

La Ecuación 2.77, es lamagnitud del producto cruz entre el vectormomento dipolarmagnéti-

co −→m y el vector unitario µ̂, dando como resultado el vector potencial vectorial magnético
−→
A , como se indica en la Fig.2.6 y Fig.2.7 en los puntos p′ y p1, al integrar el d

−→
A , entonces:

−→
A =

µ0
4π

−→m x µ̂
r2

(2.78)

El vector densidad de flujomagnético
−→
B , ahora se puede obtener utilizando la Ecuación 2.78,

esto es:

−→
B = rot

−→
A (2.79)

y

−→
B = rot

µ0
4π

−→m x µ̂
r2

(2.80)

2.2.2. Caso de agregado de lazo. Vector de densidad de momento magnético, o

Vector magnetización

Considere una pieza de materia magnetizada (Fig. 2.8) y suponga que se conocen los mo-

mentos dipolar magnéticos −→m de todos los bucles de corriente elemental equivalentes a las

corrientes atómicas. El potencial vectorial resultante en cualquier punto P se obtiene como

una suma vectorial de los términos de la Ecuación 2.78 (ESPOL 1982, P302), representado
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en la Ecuación 2.81.

−→
A =

µ0
4π

∑

v

−→m kxµ̂k
r2k

(2.81)

�

�

������	
�

��������

Figura 2.8: Pedazo de materia magnetizada.
Fuente: Los autores

donde, v representa el volumen de una pieza magnetizada.

La suma total de todos los momentos de dipolo magnético −→m dentro de cualquier volumen v

(Fig.2.8 ), está representado por el vector magnetización
−→
M ; además, suponga que se puede

determinar la suma vectorial de los momentos magnéticos elementales dentro de cualquier

volumen dv ”fı́sicamente pequeño”, entonces la densidad de los momentos magnéticos está

definido en la Ecuación 2.82, esto es:

−→
M =

Suma de todos los −→m dentro de dv
dv

(2.82)

donde,

−→
M = V ector de magnetización (2.83)

ó

−→
M =Densidad de momento dipolar magnético (2.84)

Si se conoce el vector
−→
M en todos los puntos, se puede determinar el vector potencial creado

por pequeños bucles dentro de un volumen v como una integral, y no como la suma en la

Ecuación 2.81 sobre todos los bucles individuales. De acuerdo con la Ecuación 2.82, un

pequeño volumen dv tiene un momento magnético.
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∑

dv

−→m =
−→
M dv (2.85)

Reemplazando la Ecuación 2.85 en la Ecuación 2.81, se tiene:

−→
A =

µ0
4π

∑

v

−→
M x µ̂
r2

∆v (2.86)

��������	


�����
��

����
����	�

Figura 2.9: Potencial vectorial magnético creado por un cuerpo magnetizado.
Fuente: Los autores

tomando el lı́mite cuando ∆v tiende a cero, se obtiene la Ecuación 2.87.

−→
A =

µ0
4π

∫

v

−→
M x µ̂
r2

dv (2.87)

En conclusión, de acuerdo a la Ecuación 2.87, el potencial vectorial magnético total
−→
A , crea-

do por un cuerpo magnetizado, se obtiene a partir de un diferencial de volumen dv a una

distancia r en el punto P, tal como se muestra en la Fig.2.9.

El campo magnético total en un punto dentro de una pieza de materia magnetizada es fun-

ción de la magnetización en todo el volumen considerado, y la magnetización en un punto

dado es función del campo magnético total. Por lo tanto, el análisis del proceso transitorio

es extremadamente complicado. Sin embargo, el equilibrio siempre se alcanza finalmente,

la tarea es determinar este equilibrio. Para ello, debe conocerse la dependencia del vector

de magnetización
−→
M con el vector de densidad de flujo magnético total

−→
B (ESPOL 1982,

p303).

Para la mayorı́a de las sustancias, la magnetización en un punto dado es una función lineal

de la densidad de flujo magnético total en ese punto. Esta relación lineal generalmente se

escribe en la forma como se muestra en la Ecuación 2.88, ası́:
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−→
M =

1
µ0

Xm

1+Xm

−→
B (2.88)

donde, la constante Xm se conoce como la susceptibilidad magnética; y que, para la mayorı́a

de los materiales lineales Xm≪ 1.

2.3. Corriente macroscópica equivalente a una sustancia magne-

tizada

2.3.1. Determinación de la densidad de corriente de magnetización superficial
−→
J ms

El campo magnético creado por una sustancia magnetizada se debe a bucles de corriente

elementales que representan las propiedades magnéticas de los átomos individuales. Sin

embargo, se puede considerar que estas corrientes elementales dan como resultado ciertas

corrientes macroscópicas equivalentes. Entonces se puede suponer que el campo magnético

debido a la materia magnetizada se debe a estas resultantes macroscópicas de corrientes

atómicas microscópicas. Se verá que la densidad de la resultante macroscópica de corrientes

microscópicas se puede expresar en términos del vector de magnetización
−→
M (ESPOL 1982,

p304).

Considerar una parte de la superficie de una pieza de materia magnetizada y dejar que las

corrientes elementales sean perpendiculares a la superficie, como se muestra en la Fig.2.10.

Se puede ver fácilmente a partir de esto que, si la magnetización es uniforme, la resultante

macroscópica de las corrientes elementales dentro de la pieza de materia es cero. Sin em-

bargo, en una capa delgada cerca de la superficie, existen corrientes no compensadas, lo que

da como resultado una lámina de corriente delgada. El grosor de esta lámina de corriente

es del mismo orden que el diámetro de los bucles de corriente elemental, por lo que puede

considerarse como una corriente superficial (ESPOL 1982, p304).

Se debe recordar que la densidad de una corriente superficial
−→
J ms se define como la in-

tensidad de corriente a través de una delgada franja de longitud unitaria, perpendicular

tanto a la superficie como al flujo de corriente. La Fig. 2.11 es una sección ampliada de la

Fig. 2.10. Ahora, supóngase que el radio de las corrientes atómicas es a, y su intensidad I .

Para determinar la densidad de la corriente superficial es necesario determinar la corriente

total a través de una franja de longitud unitaria, cuya sección transversal se muestra en la

lı́nea doble. Solo aquellas espiras cruzan esta superficie una vez en su dirección positiva

que están centradas en un cilindro de radio a y de longitud unitaria. La sección transversal

de este cilindro se muestra sombreada en la Fig.2.11. Las corrientes elementales centradas
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Figura 2.10: Una región cerca de la superficie de un cuerpo uniformemente magnetizado.
Fuente: Los autores

fuera de este cilindro pueden cruzar la tira, pero dos veces, una en dirección positiva y otra

en dirección negativa. Entonces su contribución total es cero (ESPOL 1982, p304).
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Figura 2.11: Construcción para determinar la corriente superficial macroscópica resultante
de corrientes microscópicas.

Fuente: Los autores

Suponga que hay N bucles (lazos) elementales por unidad de volumen. Luego, dentro del

cilindro circular que se muestra en la Fig.2.11, los bucles Na2π están centrados. La inten-

sidad de la corriente a través de la tira, es igual a la densidad de la corriente superficial

de magnetización
−→
J ms, por lo tanto: la superficie del lazo o bucle es S = a2π, el momento

dipolar magnético m = Ia2π, y el vector magnetización es M = Nm, entonces, la densidad

de corriente de magnetización superficial escalar es,
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MAGNETIZADA

Jms =NIa2π =Nm =M (2.89)

� � � �

�

Figura 2.12: Corriente superficial macroscópica resultante en el caso general.
Fuente: Los autores

Suponga ahora que el ángulo entre los momentos magnéticos −→m de las espiras elementales

y la normal a la superficie µ̂n es θ, como se muestra en la Fig.2.12. En ese caso, las espiras

no compensadas están centradas dentro del cilindro elı́ptico, que se muestra sombreado, de

volumen a2π sen α por unidad de longitud (ESPOL 1982, p305). Por lo tanto, en lugar de la

Ecuación 2.89, se tiene:

Jms =M sen θ (2.90)

La Ecuación 2.90 representa la magnitud del producto cruz entre los vectores magnetiza-

ción
−→
M y el unitario normal µ̂n. Por lo tanto, el vector densidad de corriente superficial de

magnetización
−→
J ms, es:

−→
J ms =

−→
M x µ̂n (2.91)

2.3.2. Determinación de la densidad de corriente de magnetización
−→
J m

Las corrientes elementales en todo el volumen son compensadas por las corrientes adyacen-

tes. Pero si la magnetización no es uniforme, las resultantes macroscópicas de las corrientes

microscópicas pueden aparecer por todo el cuerpo magnetizado (ESPOL 1982, p306).

Para determinar la densidad de corriente de la resultante macroscópica, considere un con-

torno rectangular dentro de un cuerpo magnetizado, como se muestra en la Fig. 2.13. La

corriente no compensada a través de la superficie del rectángulo 12341 se debe nuevamen-

te a los bucles de corriente centrados dentro de una determinada región solamente. No es

difı́cil concluir que esta región ahora consta de los dos cilindros que se muestran. El volu-
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men v1 del cilindro centrado en el segmento del rectángulo 12, representa el área de la base

circular S1 = πa2cos θ1 de los bucles de corrientes I por la altura l, esto es:

v1 = πa2lcos θ1 (2.92)

El volumen v2 del cilindro centrado en el segmento del rectángulo 34, representa el área de

la base circular S2 = πa2cosθ2 de los bucles de corrientes I por la altura l, esto es:

v2 = πa2l cos θ2 (2.93)

�

��

�

Figura 2.13: Construcción para determinar la densidad de corriente macroscópica
equivalente a corrientes microscópicas dentro de un cuerpo magnetizado no
uniformemente.

Fuente: (ESPOL 1982, p306)

Por tanto, la intensidad de corriente a través del rectángulo sombreado (trayectoria 1234)

debido a las corrientes de todos los lazos, considerando como referencia positiva la trayec-

toria de 1 a 2, entonces la trayectoria de 3 a 4 es negativa, ası́:

Im total =N1Iv1 −N2Iv2 (2.94)

donde, N1 y N2 representan el número de lazos por unidad de volumen a lo largo de los

lados 12 y 34 del rectángulo.

Reemplazando las ecuaciones 2.92 y 2.93 en la Ecuación 2.94, se tiene:

Im total =N1Ia
2πlcos θ1− N2Ia

2πlcos θ2 (2.95)

pero, el momento dipolar magnético m, es:

m = Ia2π (2.96)
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Por otro lado, M1 y M2 representan las magnitudes de los vectores de magnetización, esto

es:

M1 =mN1 (2.97)

y,

M2 =mN2 (2.98)

De tal manera que, reemplazando valores en la Ecuación 2.95, se tiene:

Im total =M1lcosθ1−M2lcosθ2 (2.99)

Los dos términos de la Ecuación 2.99 representan la magnitud del producto punto, entonces

escribiendo en forma vectorial, se tiene:

Im total =
−→
M 1.
−→
l − −→M 2.

−→
l (2.100)

Considerando la trayectoria cerrada 12341 del rectángulo, la Ecuación 2.100 se puede escri-

bir como:

Im total =
∮

12341

−→
M . d

−→
l (2.101)

Si el área del rectángulo se representa por ∆S , entonces la corriente total es:

Im total = ∆S µ̂n .
−→
J m (2.102)

Igualando las ecuaciones 2.101 y 2.102, se tiene:

∆S µ̂n .
−→
J m =

∮

12341

−→
M . d

−→
l (2.103)

Despejando el producto punto de µ̂n .
−→
J m, se tiene:

µ̂n .
−→
J m =

1
∆S

∮

12341

−→
M . d

−→
l (2.104)

De acuerdo con la definición del rotacional en la Ecuación 2.105 (ESPOL 1982, p306), esto

es:

Componente del rotacional
−→
M en la dirección µ̂n = lim

∆S→0

∫
∆C

−→
M . d

−→
l

∆S
(2.105)
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para un ∆S lo suficientemente pequeño (pero lo suficientemente grande como para encerrar

un gran número de corrientes atómicas), el lado derecho de la Ecuación 2.104 representa

con precisión la componente del rotacional
−→
M en la dirección de µ̂n, entonces, en 2.104,

−→
J m . µ̂n = lim

∆S→0

∮
12341

−→
M . d

−→
l

∆S
= rot

−→
M . µ̂n (2.106)

ası́

−→
J m . µ̂n = rot

−→
M . µ̂n (2.107)

Finalmente, la densidad de corriente de magnetización requerida
−→
J m de la resultante ma-

croscópica de las corrientes elementales es:

−→
J m = rot

−→
M (2.108)

o, con el vector nabla,

−→
J m =

−→∇ x
−→
M (2.109)

donde, el vector
−→
J m se puede llamar de dos maneras:

−→
J m =Densidad de corriente de magnetización (2.110)

−→
J m =Densidad resultante macroscópica debido a las corrientes microscópicas (2.111)

2.4. Forma generalizada de la ley Circuital de Ampere. intensidad

de campo magnético
Las fuentes secundarias del campo magnético en el interior de la materia magnetizada, pue-

den reducirse a un sistema de corrientes macroscópicas
−→
J m. Estas corrientes representan las

resultantes macroscópicas de las corrientes microscópicas elementales, que en el modelo de

la sección 2.3, se consideran como las fuentes reales del campo magnético secundario. Se

considera entonces que las corrientes reales y estas corrientes equivalentes existen en el

vacı́o (ESPOL 1982, p307).

Suponer que en cierto punto existen tanto la corriente real
−→
J como la resultantemacroscópi-

ca de las corrientes microscópicas
−→
J m. La densidad de la corriente total

−→
J total que crea el

campo magnético es por lo tanto su suma, ası́:

58

2.4. FORMA GENERALIZADA DE LA LEY CIRCUITAL DE AMPERE. INTENSIDAD DE
CAMPO MAGNÉTICO

−→
J total =

−→
J +
−→
J m (2.112)

Entonces, reemplazando la Ecuación 2.109 en la Ecuación 2.112, se tiene:

−→
J total =

−→
J +
−→∇ x

−→
M (2.113)

Por consiguiente, en la Ley circuital de Ampere mostrado en la Ecuación 2.114, solo se debe

modificar
−→
J total en lugar de

−→
J , ası́:

∮

C

−→
B . d

−→
l = µ0

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.114)

∮

C

−→
B . d

−→
l = µ0

∫

S

(−→
J +
−→∇ x

−→
M

)
. d
−→
S (2.115)

Se separa el lado derecho en dos integrales,

∮

C

−→
B
µ0

. d
−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∫

S

(−→∇ x
−→
M

)
. d
−→
S (2.116)

se aplica el Teorema de Stoke al segundo término de la derecha en la Ecuación 2.116, para

convertir una integral de superficie en una integral cerrada de lı́nea, esto es:

∫

S

(−→∇ x
−→
M

)
. d
−→
S =

∮

C

−→
M . d

−→
l (2.117)

Entonces,

∮

C

−→
B
µ0

. d
−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∮

C

−→
M . d

−→
l (2.118)

organizando términos,

∮

C

−→
B
µ0

. d
−→
l −

∮

C

−→
M . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.119)

las dos integrales cerradas de lı́nea del lado izquierdo de la Ecuación 2.119, se escribe en

una sola integral, ası́:

∮

C

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−→
B
µ0
− −→M

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.120)

Pero,
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para un ∆S lo suficientemente pequeño (pero lo suficientemente grande como para encerrar

un gran número de corrientes atómicas), el lado derecho de la Ecuación 2.104 representa

con precisión la componente del rotacional
−→
M en la dirección de µ̂n, entonces, en 2.104,

−→
J m . µ̂n = lim

∆S→0

∮
12341

−→
M . d

−→
l

∆S
= rot

−→
M . µ̂n (2.106)

ası́

−→
J m . µ̂n = rot

−→
M . µ̂n (2.107)

Finalmente, la densidad de corriente de magnetización requerida
−→
J m de la resultante ma-

croscópica de las corrientes elementales es:

−→
J m = rot

−→
M (2.108)

o, con el vector nabla,

−→
J m =

−→∇ x
−→
M (2.109)

donde, el vector
−→
J m se puede llamar de dos maneras:

−→
J m =Densidad de corriente de magnetización (2.110)

−→
J m =Densidad resultante macroscópica debido a las corrientes microscópicas (2.111)

2.4. Forma generalizada de la ley Circuital de Ampere. intensidad

de campo magnético
Las fuentes secundarias del campo magnético en el interior de la materia magnetizada, pue-

den reducirse a un sistema de corrientes macroscópicas
−→
J m. Estas corrientes representan las

resultantes macroscópicas de las corrientes microscópicas elementales, que en el modelo de

la sección 2.3, se consideran como las fuentes reales del campo magnético secundario. Se

considera entonces que las corrientes reales y estas corrientes equivalentes existen en el

vacı́o (ESPOL 1982, p307).

Suponer que en cierto punto existen tanto la corriente real
−→
J como la resultantemacroscópi-

ca de las corrientes microscópicas
−→
J m. La densidad de la corriente total

−→
J total que crea el

campo magnético es por lo tanto su suma, ası́:
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−→
H =

−→
B
µ0
− −→M (2.121)

donde,
−→
H es la “intensidad de campo magnético”, remplazando la Ecuación 2.121 en la

Ecuación 2.120, se tiene la Ecuación 2.122, que representa la “Forma generalizada de la Ley

circuital de Ampere”, y es válida únicamente para un campo magnético estático, esto es:

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.122)

La parte derecha de la Ecuación 2.122, se puede escribir como la corriente total I encerrada

por la trayectoria cerrada C, entonces:

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S = I (2.123)

∮

C

−→
H . d

−→
l =I (2.124)

Las unidades de H viene expresado en amperios/metros. Ası́, despejando H de 2.124, se

tiene:

H =
I
l

[Amp
m

]
(2.125)

Aplicando el Teorema de Stoke a la ecuación generalizada de Ampere,

∫

S

(−→∇ x
−→
H

)
. d
−→
S =

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.126)

integrando,

−→∇ x
−→
H =

−→
J (2.127)

La Ecuación 2.127, se denomina “Forma diferencial de la Ley circuital de Ampere generali-

zada” y es válida únicamente para campos magnéticos estáticos.

En el caso de materiales magnéticos lineales, el vector de magnetización
−→
M es proporcional

al vector de densidad de flujo magnético
−→
B . Por lo tanto, de acuerdo con la Ecuación 2.121,

también es proporcional al vector de intensidad del campo magnético
−→
H . Esta relación li-

neal se suele escribir en la forma (ESPOL 1982, p309):

−→
M = Xm

−→
H (2.128)
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Se reemplaza la Ecuación 2.128 en la Ecuación 2.121, entonces:

−→
H =

−→
B
µ0
−Xm

−→
H (2.129)

Se despeja el vector de densidad de flujo magnético
−→
B , esto es:

−→
B = µ0

(−→
H +Xm

−→
H

)
(2.130)

Sacando factor común
−→
H ,

−→
B = µ0 (1 +Xm)

−→
H (2.131)

pero,

1 +Xm = µr (2.132)

donde,

µr = permeabilidad relativa (2.133)

Reemplazando valores en la Ecuación 2.131, se tiene:

−→
B = µ0µr

−→
H (2.134)

Por otro lado,

µ0µr = µ (2.135)

donde,

µ = permeabilidad del material (2.136)

Finalmente, reemplazando µ en la Ecuación 2.134, se tiene la Ecuación 2.137, que es válido

solamente para materiales lineales.

−→
B = µ

−→
H (2.137)

Además, la permeabilidad relativa µr , se puede escribir como:

µr =
µ
µ0

(2.138)

61

Magnetostática

60
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Cuando la permeabilidad relativa µr < 1 se conoce como materiales diamagnéticos y son

lineales. Cuando µr ≥ 1 se conoce como materiales paramagnéticos y son lineales. Cuando

µr ≫ 1 se conoce como materiales ferromagnéticos y no son lineales. Resumiendo, en la

Tabla 2.1:

Tabla 2.1: Permeabilidad relativa de los materiales

Rango de la permea-
bilidad relativa

Tipo de material Tipo de señal

µr < 1 Diamagnéticos Lineales
µr ≥ 1 Paramagnéticos Lineales
µr ≫ 1 Ferromagnéticos No lineales

Fuente: Los Autores.

De acuerdo con la Ecuación 2.121 al despejar el vector de magnetización
−→
M , se tiene:

−→
M =

−→
B
µ0
− −→H (2.139)

A continuación, se reemplaza la Ecuación 2.137 en la Ecuación 2.139, esto es:

−→
M =

(
µ
µ0
− 1

)
−→
H (2.140)

Por consiguiente, el vector magnetización
−→
M tiene la misma dirección y sentido del vector

intensidad de campo magnético
−→
H .

2.5. Condiciones de frontera
Para determinar las componentes normales Bn y tangenciales Bt de la densidad de flujo

magnético; y, las componentes normales Hn y tangenciales Ht de la intensidad de campo

magnético, en la frontera de dos medios, se procede como sigue:

2.5.1. Condiciones de frontera para las componentes normales

En primer lugar, para determinar la componente normal de la densidad de flujo magnético

Bn, en la frontera de un medio 1 y medio 2, se utiliza la ecuación del flujo magnético igual a

cero (Ecuación 2.141), entonces, se selecciona una superficie gaussiana en la frontera de los

dos medios, como se muestra en la Fig.2.14.

ϕ=
∮

S

−→
B . d

−→
S = 0 (2.141)

se aplica el lı́mite cuando h tiende a cero para que el análisis sea en la frontera de los dos

medios 1 y 2, entonces:
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Figura 2.14: Obtención de la componente normal de Bn.
Fuente: Los autores

lim
h→0

∮

S

−→
B . d

−→
S = 0 (2.142)

La integral cerrada de superficie se reemplaza por cuatro integrales abiertas de superficies,

ası́:

lim
h→0

[∫

∆S1

−→
B 1n. d

−→
S 1 +

∫

∆S2

−→
B 2n. d

−→
S 2 +

∫

∆SL1

−→
B 1n. d

−→
S L1 +

∫

∆SL2

−→
B 2n. d

−→
S L2

]
= 0 (2.143)

destruyendo los productos punto, se tiene,

lim
h→0

[∫

∆S1
B1n dS1cos180o +

∫

∆S2
B2n dS2cos0o + · · ·

+
∫

∆SL1
B1n dSL1cos90o +

∫

∆SL2
B2n dSL2cos90o

]
= 0

(2.144)

integrando,
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lim
h→0

[−B1n∆S1 +B2n∆S2 + 0+0] = 0 (2.145)

−B1n∆S1 +B2n∆S2 = 0 (2.146)

pero, ∆S1 = ∆S2 = ∆S , entonces,

B1n = B2n (2.147)

para materiales lineales,

B = µH (2.148)

entonces,

µ1H1n = µ2H2n (2.149)

2.5.2. Condiciones de frontera para las componentes tangenciales

En segundo lugar, para obtener la componente tangencial Bt de la densidad de flujomagnéti-

co, en la frontera de los dos medios 1 y 2, se utiliza la Ley generalizada de Ampere (Ecua-

ción 2.150), entonces, se selecciona una trayectoria cerrada 12341 de forma rectangular de

dimensiones ∆l por h, tal como se muestra en la Fig.2.15,

∮

l

−→
H . ∆

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.150)

la integral cerrada de lı́nea se reemplaza por la trayectoria 12341, ası́:

∮

12341

−→
H . ∆

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.151)

y se aplica el lı́mite cuando h tiende a cero para que el análisis sea en la frontera de los dos

medios, entonces:

lim
h→0

∮

12341

−→
H . ∆

−→
l = lim

h→0

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.152)

la trayectoria cerrada 12341 se reemplaza por seis integrales abiertas, esto es: de 1-2, de 2-a,

de a-3, de 3-4, de 4-b y de b-1, ası́:
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Figura 2.15: Obtención de la componente tangencial de Ht .
Fuente: Los autores

lim
h→0

[∫ 2

1

−→
H 2t . ∆

−→
l +

∫ a

2

−→
H 2n . ∆

−→
l +

∫ 3

a

−→
H 1n . ∆

−→
l +

∫ 4

3

−→
H 1t . ∆

−→
l + . . .

∫ b

4

−→
H 1n . ∆

−→
l +

∫ 1

b

−→
H 2n . ∆

−→
l

]
= lim

h→0

∫

S

−→
J . d

−→
S (2.153)

pero,

lim
h→0

∫

S

−→
J . d

−→
S = lim

h→0
( Jh ∆l) = lim

h→0
(Js∆l) (2.154)

donde,

Js = Jh = densidad superf icial de corriente (2.155)

al destruir el producto punto e integrando, se tiene:

lim
h→0

[
H2t ∆l −H2n

h
2
−H1n

h
2
−H1t ∆l+H1n

h
2
+H2n

h
2

]
= lim

h→0
(Js∆l) (2.156)

aplicando el lı́mite,

H2t ∆l −H1t ∆l = Js∆l (2.157)
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H2t −H1t = Js (2.158)

Si, Js = 0, entonces:

H2t −H1t = 0 (2.159)

H1t =H2t (2.160)

Para materiales lineales,

B = µH (2.161)

entonces,

B1t
µ1

=
B2t
µ2

(2.162)

en la Fig.2.14,

tan θ1 =
B1t
B1n

(2.163)

y,

tan θ2 =
B2t
B2n

(2.164)

Dividiendo la Ecuación 2.163 para la Ecuación 2.164, se tiene:

tan θ1
tan θ2

=
B1t B2n
B1nB2t

(2.165)

Despejando B2t de la Ecuación 2.162 y reemplazando en la Ecuación 2.165, se tiene:

tan θ1
tan θ2

=
µ1
µ2

B1t B2n
B1nB1t

=
µ1
µ2

B2n
B1n

(2.166)

Pero, reemplazando la Ecuación 2.147 en la Ecuación 2.166 y simplificando, se tiene:

tanθ1
tanθ2

=
µ1
µ2

(2.167)

La Ecuación 2.167 representa la “Ley de refracción para las lı́neas del campo magnético”.

Como un ejemplo, si el medio 1 es un material ferromagnético y el medio 2 es el aire, como
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se muestra en la Fig.2.19, entonces, en la Ecuación 2.167, será,

���������	�
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������

���������

Figura 2.16: Gráfico de la señal de
−→
B al pasar del medio 1 al medio 2.

Fuente: Los autores

tan θ1
tan θ2

=
µ1
µ0

(2.168)

esto es,

µ1≫ µ0 (2.169)

entonces,

tan θ1
tan θ2

≫ 1 (2.170)

por lo que:

θ2 ! 0o (2.171)

Entonces, el gráfico de las lı́neas de la densidad de flujo magnético
−→
B , se representa en la

Fig.2.19.

2.6. Propiedades fı́sicas dematerialesmagnéticos. Comportamien-

to de histéresis
Los materiales magnéticos son divididos en tres grupos principales: Los materiales del pri-

mer grupo se caracterizan por pequeños valores negativos de la susceptibilidadmagnética, y

se denominan substancias diamagnéticas y son lineales. Los materiales del segundo grupo se

caracterizan por pequeños valores positivos de la susceptibilidad magnética, son conocidos

como materiales paramagnéticos y son lineales. Los materiales del tercer grupo son conoci-

dos comomateriales ferromagnéticos y no son lineales, su principal caracterı́stica es que ellos

tienen una muy alta permeabilidad relativa (Arrayás 2007, p145).
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Materiales diamagnéticos (lineal). µr < 1 Son aquellos que se magnetizan muy ligera-

mente en la dirección contraria del campo aplicado (). Ejemplos: agua, hidrógeno, helio,

plomo, plata, bismuto metálico, cobre, oro, silicio, germanio, bronce.

Figura 2.17:Magnetización de un material Diamagnético.
Fuente: Los autores

Materiales paramagnéticos (lineal). µr ≥ 1 Son aquellos que se magnetizan muy lige-

ramente en la dirección del campo aplicado. Ejemplos: aire, aluminio, magnesio, platino,

titanio, litio, wolframio.

Figura 2.18:Magnetización de un material Paramagnético.
Fuente: Los autores

Materiales ferromagnéticos (no lineal). µr ≫ 1 Son aquellos que se magnetizan fuer-

temente en la dirección del campo aplicado. Sus propiedades magnéticas, depende de la

magnetización previa del material. Ejemplos: hierro, cobalto, nı́quel, aleaciones de acero,

gadolinio, disprosio.

2.6.1. Curva de magnetización de los materiales ferromagnéticos

Comportamiento de histéresis

Las propiedades magnéticas de un material ferromagnético son funciones de su historia

magnética, es decir, de cómo la muestra logró su magnetización. Esto se conoce como el

comportamiento de histéresis (ESPOL 1982, p317).
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DE HISTÉRESIS

Figura 2.19:Magnetización de un material Ferromagnético.
Fuente: Los autores

Para analizar las propiedades magnéticas de un material ferromagnético, se considera un

núcleo toroidal delgado, con devanado denso y uniforme, con un gran númeroN de vueltas,

tal como se muestra en la Fig.2.20. El vector de magnetización en este caso es prácticamente

uniforme en cualquier sección transversal del núcleo. Utilizando la Ecuación 2.172 de la

forma generalizada de la Ley circuital de Ampere para N espiras, se determina el vector de

la intensidad de campo magnético
−→
H en el interior (núcleo) del toroide, como se muestra en

la Fig.2.21, ası́:

� �

�

�

�

�

Figura 2.20: Densidad de flujo magnético
−→
B en un Toroide con un núcleo ferromagnético.

Fuente: Los autores

∮

C

−→
H . d

−→
l =NI (2.172)

Considerando la trayectoria cerrada de la circunferencia de radio r, se tiene:

∫ r

0

−→
H . d

−→
l =NI (2.173)
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CAPÍTULO II: MAGNETOSTÁTICA EN PRESENCIA DE MATERIALES MAGNÉTICOS

integrando, se tiene la magnitud de la intensidad del campo magnético H ,

H =
NI
2π r

(2.174)

Figura 2.21: Trayectoria circular de radio r en el interior del toroide de la Fig.2.20.
Fuente: Los autores

y, la magnitud de la densidad de flujo magnético B, es:

B = µH = µ
NI
2π r

(2.175)

Además, la magnitud del vector magnetización
−→
M es,

M =
(
µ
µ0
− 1

)
H (2.176)

Reemplazando el valor de H ,

M =
(
µ
µ0
− 1

)
NI
2π r

(2.177)

Sin embargo, puede medirse el flujo magnético total ϕ a través de la sección transversal S

del núcleo, en lugar del vector de densidad de flujo magnético
−→
B , entonces:

B =
ϕ
S

(2.178)

Por lo tanto, la dependencia de la densidad de flujo magnético B de la intensidad del campo

magnético H puede determinarse punto por punto y representarse en un diagrama conve-

niente.

El proceso de magnetización del material ferromagnético de la Fig.2.20, tiene varias etapas;

y, los resultados de esta magnetización se muestran en la curva de histéresis de la Fig.2.22.

1. Se hace circular una corriente I sinusoidal por el alambre que abraza al núcleo ferro-
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Figura 2.22: Proceso de magnetización de un material ferromagnético.
Fuente: Los autores

magnético del toroide.

2. Suponer que al principio la muestra no está magnetizada. Si la intensidad del campo

magnético aumenta, debido al aumento de la corriente I , de cero a un valor Hmax, el

punto en el plano B-H trazará la curva 0-1 que se muestra. Esta curva se conoce como

la curva de magnetización inicial.

3. Del punto 1 al 2, se disminuye la corriente I , hasta que en el punto 2, la corriente I

es igual a cero (I = 0) y la intensidad de campo magnético H también es igual a cero.

Sin embargo, en el punto 2, la densidad de flujo magnético B no es cero, y se obtiene

una densidad de flujo remanente o residual Br . El significado fı́sico de la densidad de

flujo residual es debido a ciertos efectos similares a la fricción, las corrientes elemen-

tales seguirán estando orientadas, aunque no haya un campo externo, y producirán un

cierto campo magnético dentro del núcleo. La densidad de flujo remanente explica la

existencia de imanes permanentes (ESPOL 1982, p319).

4. En el punto 2, se invierte la corriente I , H estará en sentido contrario con respecto a

su sentido anterior, y está representado en la figura por los valores negativos de H .

5. Del punto 2 al 3, la corriente I va aumentando en sentido inverso.

6. En el punto 3, se obtiene la fuerza coercitiva o intensidad de campo coercitivo Hc,
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no habrá flujo a través del núcleo. Fı́sicamente, esto significa que la densidad de flujo

magnético debida a la corriente macroscópica en la bobina es exactamente igual, pero

opuesta, a la densidad de flujo magnético de los bucles elementales, que todavı́a están

orientados para crear B en la dirección positiva. Si la fuerza coercitiva Hc es gran-

de, el material magnético es duro. Si la fuerza coercitiva Hc es pequeña, el material

magnético es blando.

7. Si en el punto 3, se quita la corriente I , entonces el punto en el plano B-H se mueve

al punto 4a, y se obtiene el flujo residual o remanente B′r , debido a que, todavı́a hay

algún vector de densidad de flujo en la supuesta dirección positiva creada por los

bucles elementales orientados.

�

�

Figura 2.23: Proceso de magnetización final de un material ferromagnético.
Fuente: Los autores

8. Del punto 3, se sigue aumentando la corriente I en sentido negativo hasta llegar al

punto 4.

9. A partir del punto 4, se sigue disminuyendo la corriente I hasta llegar al punto 5.

10. En el punto 5, se invierte la corriente I y se sigue aumentando hasta el punto 6. Pero

el punto 6, correspondiente a +Hm no coincidirá con el punto 1 de la curva de magne-

tización inicial. Solo si se repite tal ciclo diez o más veces se cerrará la curva trazada

por el punto en el plano B-H . La curva cerrada ası́ obtenida se conoce como ciclo de

histéresis, cuyo ejemplo tı́pico se muestra en la Fig.2.23.

En la Fig. 2.23 se muestra el proceso final de magnetización, de la curva de histéresis. Los
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puntos a y b, son de saturación, es decir, por más que se aumente la corriente I , no aumenta

la densidad de flujo magnético B.

De forma general, suele clasificarse a los materiales magnéticos en dos grandes grupos:

materiales magnéticos blandos y materiales magnéticos duros ( Shackelford 2005 ). En la

Fig.2.24 se presentan las curvas de histéresis caracterı́sticas de dos materiales magnéticos,

uno blando y otro duro. Nótese las diferentes escalas de la intensidad de campo magnético

H .
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Figura 2.24: Curvas de histéresis caracterı́sticas. a) Imán blando para núcleos. b) Imán
duro o permanente.

Fuente: Los autores

MATERIALES MAGNÉTICOS BLANDOS. Un material magnético blando es aquel que

una vez magnetizado hasta la saturación Bs, si se elimina el campo aplicadoH se desmagne-

tiza con facilidad, es decir, presenta de forma espontánea un valor Br bajo, que desaparece

completamente con valores de H de signo contrario también bajos. Como consecuencia,

presentan curvas de histéresis magnética muy estrechas, con bajas pérdidas de energı́a por

ciclo.

Un material magnético blando es por tanto aquel cuya imantación y desimantación resulta

fácil, es decir, aquellos en los que el movimiento de las paredes de los dominios y su rotación

resulta fácil. Estas caracterı́sticas de fácil imantación y desimantación permiten su utiliza-

ción para construir circuitos magnéticos en aplicaciones con corriente alterna: transforma-

dores, generadores, motores, etc. y también en otras aplicaciones donde el material debe

desmagnetizarse con facilidad, como relés, electroimanes, accionamiento de servoválvulas,

etc. Entre los materiales blandos puros que se emplean como núcleos de bobinados destacan

los hierros de alta pureza.
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CAPÍTULO II: MAGNETOSTÁTICA EN PRESENCIA DE MATERIALES MAGNÉTICOS

MATERIALESMAGNÉTICOSDUROS. Una definición simple dematerial magnético du-

ro es aquel, que una vez magnetizado, se comporta como un imán permanente. Es decir,

presenta un alto valor de Br y resulta difı́cil de desimantar aún en presencia de campos H

de sentido contrario grandes, lo que significa que también deben presentar una alta fuer-

za coercitiva Hc. Este comportamiento se debe a que una vez orientados los dominios tie-

nen grandes dificultades para volver al estado original, con direcciones de sus momentos

magnéticos al azar.

Un imán permanente proporciona un campo magnético al exterior, al igual que una bobi-

na por la que circula corriente. Gracias a ello, se emplean en la construcción de motores

eléctricos y generadores de corriente continua. Las aplicaciones electrónicas incluyen ima-

nes para auriculares, altavoces, timbres de teléfonos, etc. Entre los materiales duros, los de

más amplia utilización son las ferritas de bario, de estructura hexagonal.

TEORÍADE LOSDOMINIOSMAGNÉTICOS. Son agrupaciones de imanes permanentes

elementales (dipolos magnéticos) que se forman en los elementos metálicos. Cuando están

alineados en la misma dirección y sentido magnéticos forman un metal magnético.

Figura 2.25: Alineación de los dominios magnéticos con el vector
−→
B .

Fuente: Los autores

Los momentos magnéticos de todos los átomos de regiones casi macroscópicas se alinean

formando micro imanes perfectos que se denominan dominios ( Rodrı́guez 2014), como se

muestra en la Fig.2.25, a medida que aumenta
−→
B los dominios con orientación preferencial

crecen a expensas de sus vecinos. Las orientaciones de estas regiones son aleatorias y es por

eso que generalmente aparecen desmagnetizados, , Fig.2.25 (izquierda) cuando
(−→
B = 0

)
. En

otras palabras, cuando la sustancia se somete a un campo magnético externo, los dominios

tienden a rotar alineándose con el campo externo, Fig.2.25 (centro) cuando
(−→
B =

−→
B 1

)
. Con

un campo suficientemente grande todos los dominios se alinean y se alcanza una magne-

tización máxima que se denomina magnetización de saturación, Fig. 2.25 (derecha) cuando
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DE HISTÉRESIS

(−→
B =

−→
B 2

)
.

De igual manera, en la Fig.2.26 muestra un esquema de dominios magnéticos de unmaterial

ferromagnético alineándose con un campo creciente
−→
H .

Figura 2.26: Alineación de los dominios magnéticos con el vector
−→
H .

Fuente: Los autores

DESMAGNETIZACIÓN DE UN MATERIAL FERROMAGNÉTICO. Para desmagnetizar

un núcleo ferromagnético magnetizado, existen tres alternativas principales, que son:

1. Se sigue el proceso inverso de la Fig. 2.22. La amplitud de la corriente cada vez se

va disminuyendo. Ahora se puede entender un procedimiento de uso frecuente pa-

ra desmagnetizar piezas magnetizadas de materiales ferromagnéticos. Con el campo

magnético variando sinusoidalmente con el tiempo, el cuerpo primero se magnetiza

alternativamente hasta la saturación. A continuación, la intensidad del campo externo

se reduce lentamente hasta cero. Los bucles de histéresis se vuelven cada vez más pe-

queños y el cuerpo se desmagnetiza.

2. Si el material magnetizado es calentado sobre la temperatura Curie, este pierde su

magnetización. La temperatura Curie, es la temperatura a la cual el material pierde

su magnetización. Debajo de la temperatura de Curie los dipolos atómicos se alinean

de manera paralela en dominios magnéticos. Superada la temperatura de Curie, los

dominios magnéticos cambian de alineamiento de forma aleatoria debido a un enfria-

miento lento anulando el momento magnético neto. Por consiguiente, los materiales

magnéticos pierden magnetismo cuando se calientan, pero recuperan el magnetismo

cuando se enfrı́an siempre que la temperatura máxima sea inferior a su temperatura

de Curie. Por encima de la temperatura de Curie, un imán pierde permanentemente

todo o parte de su magnetismo.
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3. Finalmente, los materiales magnéticos pueden perder su magnetización cuando es so-

metido a un golpe fuerte.

2.7. Circuitos magnéticos lineales cuasi-filamentales
Considere que una bobina con N vueltas por el que circula una corriente I , está envuelta

alrededor de un material ferromagnético de forma de un tubo circular, como se muestra

en la Fig. 2.27. Por la pequeña sección transversal ∆S , fluye un flujo magnético ∆ϕ. Para

determinar la intensidad de campo magnético H en el interior del material ferromagnético,

producido por la corriente I que circula por la bobina de N vueltas, se utiliza la ecuación

generalizada de la Ley de Ampere en la trayectoria circular C de radio r; entonces, a partir

de la Fig.2.27, se cumple el siguiente set de ecuaciones: 2.179, 2.180, 2.181 y 2.182 (ESPOL

1982, p322).

�

�

�

Figura 2.27: Circuito magnético.
Fuente: Los autores

∮

C

−→
H . d

−→
l =NI (2.179)

−→
B = µ

−→
H (2.180)

∆ϕ = B∆S (2.181)
∮

S

−→
B . d

−→
S = 0 (2.182)

La Fig. 2.27 representa un circuito magnético que es completamente análogo a un circuito

eléctrico que se muestra en la Fig.2.28, con un conjunto de ecuaciones que son válidas para
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corriente constante I en un tubo de corriente filamentoso, con el siguiente set de ecuaciones:

2.183, 2.184, 2.185 y 2.186.

∮

C

−→
E . d

−→
l = E (2.183)

∆I = J∆S (2.184)
−→
J = σ

−→
E (2.185)

∮

S

−→
J . d

−→
S = 0 (2.186)

Figura 2.28: Circuito eléctrico.
Fuente: Los autores

Los dos sets de ecuaciones, por un lado las ecuaciones del circuito magnético 2.179, 2.180,

2.181 y 2.182; y por otro lado, las ecuaciones del circuito eléctrico, son completamente

análogos. La solución debe ser de la misma forma, esto es:

Ecuaciones para el circuito eléctrico.

∑
E −

∑
RI = 0 (para cualquier circuito cerrado) (2.187)

R =
∫

C

dl
σ∆S

; R =
l
σS

(2.188)

∑
I = 0 (para cualquier nodo) (2.189)
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Donde,

E = fuerza electromotriz, R = Resistencia, I = Corriente, σ = conductividad, l = longitud,

S = área.

Ecuaciones para el circuito magnético.

∑
NI −

∑
RmΦ = 0 ( para cualquier circuito magnético cerrado) (2.190)

Rm =
∫

C

dl
µ∆S

; Rm =
l
µS

(2.191)

∑
Φ = 0 (para cualquier nodo de un circuito magnético) (2.192)

donde,

NI = fuerza magnetomotriz, Rm = resistencia o reluctancia del material ferromagnético,

ϕ = flujo magnético, µ = permeabilidad del material ferromagnético, l = longitud media del

material ferromagnético, S = área transversal del material ferromagnético.

En la Fig.2.29 se encuentra el circuito magnético equivalente de la Fig.2.27. La reluctancia

Rm representa la resistencia del material ferromagnético y es la oposición que presenta el

material magnético al paso del flujo magnético. La fuente de fuerza magnetomotriz está

dada por NI , y Φ representa el flujo magnético que circula por el material ferromagnético.

Figura 2.29: Circuito magnético equivalente.
Fuente: Los autores

2.8. Análisis aproximado de circuitos magnéticos lineales no fila-

mentales
Se considera ahora un núcleo grueso en forma de U de permeabilidad µ1≫ µ0, cerrado por

una barra gruesa de permeabilidad µ2, también µ2 ≫ µ0, como se muestra en la Fig. 2.30.

Si µ ≫ µ0 las sustancias no pueden ser lineales, pero suponer que pueden tratarse como

aproximadamente lineales. Suponer que N vueltas, por las que circula una corriente de

intensidad I , se enrollan en el núcleo. La determinación exacta del campo magnético en

tal caso es imposible, a pesar de la supuesta linealidad. Sin embargo, se pueden demostrar
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FILAMENTALES

fácilmente dos caracterı́sticas bastante generales del campo magnético dentro del núcleo

(ESPOL 1982, p324).

En primer lugar, dado que µ1 ≫ µ0 y µ2 ≫ µ0, de la Ecuación 2.162 se puede concluir

que la componente tangencial de la densidad de flujo magnético es mucho mayor en el

núcleo que fuera de él. Siendo iguales las componentes normales de
−→
B , la densidad de flujo

magnético dentro del núcleo es generalmente muchomayor que en cualquier punto exterior.

Por lo tanto, se puede considerar que el flujo magnético está aproximadamente restringido

al núcleo, aunque este nunca puede ser exactamente el caso. Esto representa la primera

suposición al analizar el circuito magnético no filamentoso real (ESPOL 1982, p324).

En segundo lugar, asumir que las ecuaciones de 2.190 a 2.192 también son razonablemente

precisas en este caso, si se usa una longitud promedio (l1 + l2) en lugar de la longitud del

circuito filamentoso.

Figura 2.30: Circuito magnético real.
Fuente: Los autores

A continuación se muestran las ecuaciones de la densidad de flujo magnético B y de la

intensidad de campo magnético H en la frontera de los medios 1, 2 y en el vacı́o, tanto de

las componentes tangenciales ası́ como de las componentes normales.

µ1≫ µ0 (2.193)

µ2≫ µ0 (2.194)

H1t =H2t → B1t
µ1

=
B2t
µ2

(2.195)

B1t
µ1

=
B0t
µ0

→ B1t =
µ1
µ0

B0t ; B2t =
µ2
µ0

B0t (2.196)

B1n = B2n → B1n = B0n ; B2n = B0n (2.197)
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2.9. Análisis aproximado de circuitos magnéticos no lineales
Los circuitos magnéticos reales están siempre hechos de materiales ferromagnéticos, ası́ que

ellos son siempre no lineales. Por lo tanto, en lugar de la simple relación
−→
B = µ

−→
H , se tiene

que tratar con una curva de magnetización determinada experimentalmente ( Alcázar 2016

), tal como se muestra en la Fig.2.31. Si se está tratando con corrientes periódicas, la curva de

magnetización normal es obviamente unamejor opción. Pero cualquiera que sea el problema

considerado, solo se puede usar las siguientes tres ecuaciones (ESPOL 1982, p326).

∮

l

−→
H . d

−→
l =NI ó aproximadamente

∑
Hklk =NI (2.198)

∮

S

−→
B . d

−→
S = 0 ó aproximadamente

∑
Φk = 0 (2.199)

B = B (H) (curva de magnetización experimental adecuada) (2.200)
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Figura 2.31: Curva de magnetización de B vs H .
Fuente: Los autores

2.10. Circuito magnético de un imán permanente
Considere un toroide ferromagnético delgado y suponga que dentro de él existe una densi-

dad de flujo remanente Br como resultado de una magnetización previa, como se muestra

en la Fig. 2.32. La parte inferior del toroide tiene una abertura muy delgada de longitud

l0 denominado entrehierro, que se encuentra amplificado a la derecha de la figura (ESPOL

1982, p327).
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2.10. CIRCUITO MAGNÉTICO DE UN IMÁN PERMANENTE

Figura 2.32: Imán permanente toroidal delgado.
Fuente: Los autores

Para calcular la densidad de flujo magnético B0 en el entrehierro del toroide, primeramente

se utiliza la Ley circuital de Ampere para determinar la intensidad de campo magnético H ,

posteriormente utilizando la ecuación que relaciona B con H , se determina B0; se plantea la

ecuación de ampere, ası́:

∮

C

−→
H . d

−→
l =NI (2.201)

Dado que no hay corrientes macroscópicas en el toroide, entonces I = 0 , esto es:

∮

C

−→
H . d

−→
l = 0 (2.202)

La trayectoria cerrada se convierte en dos trayectos abiertos, uno por el toroide y la otra por

el entrehierro, o sea,

∫

toroide

−→
H . d

−→
l +

∫

entrehierro

−→
H . d

−→
l = 0 (2.203)

resolviendo la integral del entrehierro, se tiene:

∫

lm

−→
H m . d

−→
l m =H0l0 (2.204)

Escribiendo la ecuación que relaciona la densidad de flujo magnético B con la intensidad de

campo magnético H , en el entrehierro, ası́:

B0 = µ0H0 (2.205)

pero,
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Bm ! B0 (2.206)

2.11. Problemas resueltos
Problema 2.1. Un conductor muy largo de radio a y permeabilidad µ, transporta una co-

rriente estacionaria de intensidad I , coaxialmente con el conductor es colocado un tubo de

la misma permeabilidad de radio interior b y exterior d, como se muestra en la Fig. 2.33.

Determine los vectores
−→
H ,
−→
B ,
−→
M ,
−→
J m y

−→
J ms para todos los puntos, asuma que la permea-

bilidad µ es constante.

Desarrollo:

Para r < a

En la Fig.2.33, se toma una vista superior del eje z y se aplica la Ley generalizada de Ampere

para determinar la intensidad de campo magnético
−→
H , tal como se muestra en la Fig.2.34.

∮

l

−→
H . d

−→
l = in (2.207)

La corriente neta in encerrada por la trayectoria circular de radio r es I ′, entonces:

∮

l

−→
H . d

−→
l = I ′ (2.208)

esto es, ∫ r

0

−→
H . d

−→
l = I ′ (2.209)

pero, reemplazando la corriente I ′en la superficie que encierra la trayectoria circular de

radio r, se tiene:

∫ r

0

−→
H . d

−→
l =

∫ r

0

−→
J . d

−→
S (2.210)

destruyendo el producto punto, se tiene,

∫ r

0
H dlcos 0o =

∫ r

0
J dScos 0o (2.211)

pero, la densidad de corriente J es igual a la corriente total que circula por el área del cilin-

dro de radio a, entonces,

J =
I

πa2
(2.212)

reemplazando en la Ecuación 2.211 e integrando, se tiene:
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Figura 2.33: Cilindro coaxial de radios a, b y d, con corriente I y permeabilidad µ.
Fuente: Los autores

∫ r

0
H dl =

∫ r

0
J dS

∫ r

0
H dl =

∫ r

0
J dSH (2πr) =

I
πa2

(
πr2

)
H =

I r
2πa2

(2.213)

Considerando el sistema de coordenadas cilı́ndricas, la intensidad de campo magnético está

en la dirección del ángulo θ, entonces:

Hθ =
I r

2πa2
(2.214)

Escribiendo en forma vectorial, el vector intensidad de campo magnético
−→
H se encuentra

en la dirección del vector unitario θ̂, entonces,

−→
H =

I r
2πa2

θ̂ (2.215)

pero, la densidad de flujo magnético
−→
B es:

−→
B = µ

−→
H (2.216)
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�

Figura 2.34: Vista superior del cilindro coaxial de la Fig.2.33, para r < a.
Fuente: Los autores

entonces,

−→
B = µ

I r
2πa2

θ̂ (2.217)

El vector de magnetización
−→
M viene dado por:

−→
M =

(
µ
µ0
− 1

)
−→
H (2.218)

Reemplazando el valor de
−→
H , se tiene:

−→
M =

(
µ
µ0
− 1

)
I r

2πa2
θ̂ (2.219)

o, escalarmente,

Mθ =
(
µ
µ0
− 1

)
I r

2πa2
(2.220)

Para determinar la densidad de corriente de magnetización
−→
J m, se utiliza la siguiente ecua-

ción:

−→
J m =

−→∇ x−→M (2.221)
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En coordenadas cilı́ndricas, el
−→∇ x−→M es:

−→∇ x−→M =
[
1
r
∂Mz

∂θ
− ∂Mθ

∂z

]
r̂ +

(
∂Mr

∂z
− ∂Mz

∂r

)
θ̂ +

1
r

[
∂
∂r

(
rMθ −

∂Mr

∂θ

)]
ẑ (2.222)

Reemplazando,

−→
J m =

[
1
r
∂Mz

∂θ
− ∂Mθ

∂z

]
r̂ +

(
∂Mr

∂z
− ∂Mz

∂r

)
θ̂ +

1
r

[
∂
∂r

(
rMθ −

∂Mr

∂θ

)]
ẑ (2.223)

Debido a que la permeabilidad µ del cilindro de radio a, es constante, entonces el vector de

magnetización es constante alrededor del ángulo θ y a lo largo de z, únicamente varı́a con

respecto al radio r; además, el vector magnetización solo tiene la componente del ángulo θ,

esto es, Mθ , entonces:

Mz = 0, Mr = 0 (2.224)

∂Mz

∂θ
= 0

∂Mθ

∂z
= 0

∂Mr

∂z
= 0

∂Mz

∂r
= 0 (2.225)

Por lo tanto, en la Ecuación 2.223 se tiene:

−→
J m =

1
r

[
∂
∂r

(rMθ)
]
ẑ (2.226)

Reemplazando la Ecuación 2.220 en la Ecuación 2.226, se tiene:

−→
J m =

1
r

[
∂
∂r

(
r

(
µ
µ0
− 1

)
I r

2πa2

)]
ẑ (2.227)

−→
J m =

1
r

[
∂
∂r

((
µ
µ0
− 1

)
I r2

2πa2

)]
ẑ (2.228)

Derivando con respecto al radio r, se tiene:

−→
J m =

1
r

[(
µ
µ0
− 1

)
I 2r
2πa2

]
ẑ (2.229)

y simplificando la ecuación, se tiene la densidad de corriente de magnetización
−→
J m en la

dirección de z

−→
J m =

[(
µ
µ0
− 1

)
I
πa2

]
ẑ (2.230)

85

3HGUR�6HYHUR�,QIDQWH�0RUHLUD�������-H൵HUVRQ�$OH[DQGHU�5LEDGHQHLUD�5DPtUH]

85
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Para determinar la densidad de corriente de magnetización superficial
−→
J ms en la superficie

del cilindro de radio a, se utiliza la siguiente ecuación:

−→
J ms =

−→
M r=axµ̂n1 (2.231)

Donde, µ̂n1 es el vector unitario normal

Destruyendo el producto cruz, la dirección del vector
−→
J ms tiene sentido negativo de la com-

ponente z, es decir, en la Fig.2.34 el vector
−→
J ms está entrando en forma perpendicular, esto

es:

−→
J ms =Mr=a µn1 sen 90o

(
−Ẑ

)
(2.232)

−→
J ms =

(
µ
µ0
− 1

)
I a
2πa2

Ẑ (2.233)

Simplificando,

−→
J ms = −

(
µ
µ0
− 1

)
I

2πa
Ẑ (2.234)

Para a < r < b

En la Fig.2.33, se toma una vista superior del eje z, tal como se muestra en la Fig.2.35, y se

aplica la Ley generalizada de Ampere para determinar la intensidad de campo magnético
−→
H , en este caso la trayectoria circular imaginaria de radio r encierra toda la corriente I ,

entonces:

∮

l

−→
H . d

−→
l = in (2.235)

∫ r

0

−→
H . d

−→
l = I (2.236)

Destruyendo el producto punto e integrando, se tiene:

H =
I

2πr
(2.237)

Escribiendo en forma vectorial
−→
H =

I
2πr

θ̂ (2.238)

Debido a que el análisis se está desarrollando en el vacı́o, la permeabilidad es µ0, entonces,
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Figura 2.35: Análisis para, a < r < b.
Fuente: Los autores

el vector de densidad de flujo magnético es:

−→
B = µ0

I
2πr

θ̂ (2.239)

El vector magnetización es:

−→
M =

(
µ0
µ0
− 1

)
I r

2πa2
θ̂
−→
M = 0 (2.240)

El vector densidad de corriente de magnetización es:

−→
J m =

−→∇ x−→M (2.241)

Utilizando los criterios anteriores, se tiene:

−→
J m =

1
r

[
∂
∂r

(rMθ)
]
ẑ (2.242)

Reemplazando
−→
M = 0,

−→
J m = 0 (2.243)

Finalmente, el vector de densidad de corriente de magnetización
−→
J ms es:
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−→
J ms =

−→
M xµ̂n1 (2.244)

Reemplazando para
−→
M = 0, se tiene

−→
J ms = 0 (2.245)

Para b < r < d

En la Fig.2.33, se toma una vista superior del eje z, tal como se muestra en la Fig.2.36, y se

aplica la Ley generalizada de Ampere para determinar la intensidad de campo magnético
−→
H , en este caso la trayectoria circular imaginaria de radio r encierra toda la corriente I ,

entonces:

�

Figura 2.36: Análisis para b < r < d.
Fuente: Los autores

∫ r

0

−→
H . d

−→
l = I (2.246)

Destruyendo el producto punto e integrando, se tiene:

H =
I

2πr
(2.247)

Escribiendo en forma vectorial:

−→
H =

I
2πr

θ̂ (2.248)

88

Magnetostática

88



2.11. PROBLEMAS RESUELTOS

Debido a que el análisis se está desarrollando en el tubo de radios b y d, la permeabilidad es

µ, entonces, el vector de densidad de flujo magnético es:

−→
B = µ

I
2πr

θ̂ (2.249)

El vector magnetización es:

−→
M =

(
µ
µ0
− 1

)
I

2πr
θ̂ (2.250)

o, escalarmente:

Mθ =
(
µ
µ0
− 1

)
I

2πr
(2.251)

Para determinar la densidad de corriente de magnetización
−→
J m, se utiliza los mismo crite-

rios para el rango de a < r < b, por consiguiente:

−→
J m =

1
r

[
∂
∂r

(rMθ)
]
ẑ (2.252)

Reemplazando la Ecuación 2.251 en la Ecuación 2.252, se tiene

−→
J m =

1
r

[
∂
∂r

(
r

(
µ
µ0
− 1

)
I

2πr

)]
ẑ (2.253)

simplificando

−→
J m =

1
r

[
∂
∂r

((
µ
µ0
− 1

)
I
2π

)]
ẑ (2.254)

Derivando con respecto al radio r, se tiene:

−→
J m = 0 (2.255)

Para determinar la densidad de corriente de magnetización superficial
−→
J msb en la superficie

del cilindro de radio b, se utiliza la siguiente ecuación:

−→
J msb =

−→
M r=bxµ̂n2 (2.256)

Donde, µ̂n2 es el vector unitario normal.

Destruyendo el producto cruz, la dirección del vector
−→
J msb tiene sentido positivo de la com-

ponente z, es decir, en la Fig.2.36 el vector
−→
J msb está saliendo en forma perpendicular, esto
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es:

−→
J msb =Mr=b µn2 sen 90o Ẑ (2.257)

Pero, µn2 = 1 ; y sen 90o = 1, entonces:

−→
J msb =

(
µ
µ0
− 1

)
I

2πb
Ẑ (2.258)

Para determinar la densidad de corriente de magnetización superficial
−→
J msd en la superficie

del cilindro de radio d, se utiliza la siguiente ecuación:

−→
J msd =

−→
M r=dxµ̂n3 (2.259)

Donde, µ̂n3 es el vector unitario normal.

Destruyendo el producto cruz, la dirección del vector
−→
J msd tiene sentido negativo de la com-

ponente z, es decir, en la figura 2.32 el vector
−→
J msd está entrando en forma perpendicular,

esto es:

−→
J msd =Mr=d µn3 sen 90o

(
−Ẑ

)
(2.260)

−→
J msd = −

(
µ
µ0
− 1

)
I

2πd
Ẑ (2.261)

Para r > d

En la Fig.2.33, se toma una vista superior del eje z, tal como se muestra en la Fig.2.37, y se

aplica la Ley generalizada de Ampere para determinar la intensidad de campo magnético
−→
H , en este caso la trayectoria circular imaginaria de radio r encierra toda la corriente I ,

entonces:

∫ r

0

−→
H . d

−→
l = I (2.262)

Destruyendo el producto punto e integrando, se tiene:

H =
I

2πr
(2.263)

Escribiendo en forma vectorial,

−→
H =

I
2πr

θ̂ (2.264)
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Figura 2.37: Análisis para r > d.
Fuente: Los autores

Debido a que el análisis se está desarrollando en el exterior del cilindro de radios d, la

permeabilidad es en el vacı́o µ0, entonces, el vector de densidad de flujo magnético es:

−→
B = µ0

I
2πr

θ̂ (2.265)

El vector magnetización es:

−→
M =

(
µ0
µ0
− 1

)
I

2πr
θ̂ (2.266)

−→
M = 0 (2.267)

El vector densidad de corriente de magnetización es:

−→
J m =

−→∇ x−→M (2.268)

Utilizando los criterios anteriores, se tiene:

−→
J m =

1
r

[
∂
∂r

(rMθ)
]
ẑ (2.269)

Reemplazando
−→
M = 0

−→
J m = 0 (2.270)

Finalmente, el vector de densidad de corriente de magnetización
−→
J ms es:
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−→
J ms =

−→
M xµ̂n1 (2.271)

Reemplazando para
−→
M = 0, se tiene:

−→
J ms = 0 (2.272)

Problema 2.2. El circuito magnético mostrado en la Fig.2.38, tiene una permeabilidad uni-

forme del material ferromagnético µ, está compuesto por siete secciones de material ferro-

magnético y con secciones transversales S iguales. Posee tres fuentes de fuerza magnetomo-

triz, N1I1, N2I2 y N3I3. Determinar los flujos Φ1, Φ2 y Φ3.

Solución:

En primer lugar, se debe transformar el circuito magnético de la Fig. 2.38 en un circuito

eléctrico equivalente el cual se muestra en la Fig.2.39. Con los siete segmentos del material

ferromagnético, se determinan las siete reluctancias utilizando las ecuaciones respectivas,

que se muestran a continuación:

Rm1 =
l1
µS

; Rm2 =
l2
µS

; Rm3 =
l3
µS

(2.273)

Rm4 =
l4
µS

; Rm5 =
l5
µS

; Rm6 =
l6
µS

; Rm7 =
l7
µS

(2.274)

�

Figura 2.38: Circuito magnético.
Fuente: Los autores

Para determinar los tres flujos Φ1, Φ2 y Φ3, se utiliza el análisis de mallas en el circuito de

la Fig.2.39 y se obtienen dos mallas con flujos Φa y Φb, tal como se muestra en la Fig.2.40.

MALLA a, LVK.
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Figura 2.39: Circuito eléctrico equivalente al circuito magnético de la Fig.2.38.
Fuente: Los autores

Figura 2.40: Obtención de Φa y Φb por análisis de mallas.
Fuente: Los autores

−N1I1 +Rm1Φa +Rm4Φa +Rm5 (Φa− Φb)−N2I2 +Rm2Φa = 0 (2.275)

−N1I1 +Rm1Φa +Rm4Φa +Rm5Φa −Rm5Φb −N2I2 +Rm2Φa = 0 (2.276)

−N1I1 −N2I2 + (Rm1 +Rm2 +Rm4 +Rm5)Φa −Rm5Φb = 0 (2.277)

(Rm1 +Rm2 +Rm4 +Rm5)Φa −Rm5Φb =N1I1 +N2I2 (2.278)

MALLA b, LVK.

N3I3 +Rm6Φb +Rm7Φb +Rm5 (Φb− Φa) +Rm3Φb = 0 (2.279)

N3I3 +Rm6Φb +Rm7Φb +Rm5Φb −Rm5Φa +Rm3Φb = 0 (2.280)

−Rm5Φa + (Rm3 +Rm5 +Rm6 +Rm7)Φb = −N3I3 (2.281)

Con las ecuaciones 2.278 y 2.281 se determinan los valores de flujo Φa y Φb utilizando el
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método de determinantes, ası́:

Φa =

∣∣∣∣∣∣∣∣

N1I1 +N2I2 −Rm5

−N3I3 (Rm3 +Rm5 +Rm6 +Rm7)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

(Rm1 +Rm2 +Rm4 +Rm5) −Rm5

−Rm5 (Rm3 +Rm5 +Rm6 +Rm7)

∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.282)

Φb =

∣∣∣∣∣∣∣∣

(Rm1 +Rm2 +Rm4 +Rm5) N1I1 +N2I2

−Rm5 −N3I3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

(Rm1 +Rm2 +Rm4 +Rm5) −Rm5

−Rm5 (Rm3 +Rm5 +Rm6 +Rm7)

∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.283)

Entonces,

Φ1 =Φa (2.284)

Φ2 =Φa −Φb (2.285)

Φ3 = −Φb (2.286)

Problema 2.3. El circuito magnético mostrado en la Fig.2.41, tiene una permeabilidad uni-

forme del material ferromagnético µ, está compuesto por siete secciones de material ferro-

magnético y con secciones transversales S iguales. Posee dos fuentes de fuerza magnetomo-

triz, N1I1 y N2I2. Determinar el flujo del entrehierro Φ0.

Solución:

Primeramente, se debe transformar el circuito magnético de la Fig. 2.41 en un circuito

eléctrico equivalente el cual se muestra en la Fig. 2.42. Con los siete segmentos del mate-

rial ferromagnético, se determinan las siete reluctancias y la del entrehierro, utilizando las

ecuaciones respectivas, que se muestran a continuación:

µ≫ µ0 (2.287)

Rm0≫ (Rm1,Rm2,Rm3, Rm4, Rm5,Rm6, Rm7) (2.288)
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Figura 2.41: Circuito magnético con entrehierro l0.
Fuente: Los autores

Rm1 =
l1
µS

; Rm2 =
l2
µS

; Rm3 =
l3
µS

; Rm4 =
l4
µS

(2.289)

Rm5 =
l5
µS

; Rm6 =
l6
µS

; Rm7 =
l7
µS

; Rm0 =
l0
µ0S

(2.290)

Figura 2.42: Circuito eléctrico equivalente al circuito magnético de la Fig.2.41.
Fuente: Los autores

Para determinar el flujo del entrehierroΦ0, se utiliza el análisis de mallas, tal como se mues-

tra en el circuito de la Fig.2.42 y se obtienen tres mallas con flujos Φ1, Φ2 y Φ3 .
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MALLA 1, LVK

−N1I1 +Rm1Φ1 +Rm0Φ1 +Rm4Φ1 +Rm5 (Φ1− Φ3) +Rm7 (Φ1− Φ2) = 0 (2.291)

−N1I1 +Rm1Φ1 +Rm0Φ1 +Rm4Φ1 +Rm5Φ1 −Rm5Φ3 +Rm7 Φ1 −Rm7 Φ2 = 0 (2.292)

(Rm1 +Rm0 +Rm4 +Rm5 +Rm7)Φ1 −Rm7 Φ2 −Rm5Φ3 =N1I1 (2.293)

MALLA 2, LVK

N2I2 +Rm2Φ2 +Rm7 (Φ2− Φ1) +Rm6 (Φ2− Φ3) = 0 (2.294)

N2I2 +Rm2Φ2 +Rm7Φ2 −Rm7Φ1 +Rm6Φ2 −Rm6Φ3 = 0 (2.295)

−Rm7Φ1 + (Rm2 +Rm7 +Rm6)Φ2 −Rm6Φ3 = − N2I2 (2.296)

MALLA 3, LVK

Rm3Φ3 +Rm6 (Φ3− Φ2) +Rm5 (Φ3− Φ1) = 0 (2.297)

Rm3Φ3 +Rm6Φ3 −Rm6Φ2 +Rm5Φ3 −Rm5Φ1 = 0 (2.298)

−Rm5Φ1 −Rm6Φ2 + (Rm3 +Rm6 +Rm5)Φ3 = 0 (2.299)

Con las ecuaciones 2.293, 2.296 y 2.299 se determinan los valores de flujo Φ1, Φ2 y Φ3

utilizando el método de determinantes, ası́:

Φ1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N1I1 −Rm7 −Rm5

− N2I2 (Rm2 +Rm7 +Rm6) −Rm6

0 −Rm6 (Rm3 +Rm6 +Rm5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Rm1 +Rm0 +Rm4 +Rm5 +Rm7) −Rm7 −Rm5

−Rm7 (Rm2 +Rm7 +Rm6) −Rm6

−Rm5 −Rm6 (Rm3 +Rm6 +Rm5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.300)
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Φ2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Rm1 +Rm0 +Rm4 +Rm5 +Rm7) N1I1 −Rm5

−Rm7 − N2I2 −Rm6

−Rm5 0 (Rm3 +Rm6 +Rm5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Rm1 +Rm0 +Rm4 +Rm5 +Rm7) −Rm7 −Rm5
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−Rm5 −Rm6 (Rm3 +Rm6 +Rm5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.301)

Φ3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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(2.302)

Finalmente, de la Fig.2.42, se ve que, el flujo del entrehierro Φ0 es igual al flujo de malla Φ1,

entonces:

Φ0 =Φ1 (2.303)
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Capı́tulo III

INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA

3.1. Fuerza entre dos cargas pequeñas en un movimiento arbitra-

rio lento
Cuando las cargas se encuentran estáticas, en reposo, en equilibrio, o en general sin mover-

se, estas producen una fuerza de tipo eléctrica en el espacio que las rodea; y, para calcular la

magnitud, dirección y sentido de estas fuerzas, se utiliza la Ecuación 3.1 de la Ley de Cou-

lomb aplicables a pares de cargas (Ferrero Botero 2020, p15), que se muestra en la Fig.3.1,

siendo
−→
F 12 la fuerza que ejerce la carga Q1 sobre la carga Q2, µ̂12 es el vector unitario diri-

gido desde la carga 1 hacia la carga 2, r la distancia entre las dos cargas, K es la constante de

Coulomb K = 8,9875517923x109Nm2

C2 y las velocidades de las cargas −→v 1 y −→v 2 son iguales a

cero, ya que se encuentran estáticas.

−→
F 12 = K

Q1Q2

r2
µ̂12 (3.1)

Sin embargo, la fuerza total entre dos pequeñas cargas eléctricas en movimiento, no viene

dada únicamente por la Ley de Coulomb. Se deben agregar ciertos términos correctivos

para tener en cuenta la fuerza adicional. También se nota que, para velocidades razonables

de las cargas, los términos correctivos son muy pequeños en comparación con la fuerza de

Coulomb, y en consecuencia, que no es posible determinarlos experimentalmente demanera

directa (ESPOL 1982, p369).

Entonces, al tratar con estas fuerzas adicionales en el caso de sistemas de corriente cons-

tante, se determinó un término adicional no mediante mediciones directas en las dos cargas
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CAPÍTULO III: INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA

Figura 3.1: Las cargas Q1 y Q2 están estáticas sin movimiento.
Fuente: Los autores

en movimiento, sino de manera indirecta. Se midió la fuerza total sobre un gran número

de cargas en un estado conocido de movimiento constante y se redujo matemáticamente

a las contribuciones de pares de cargas individuales en movimiento. El término adicional

a la fuerza de Coulomb, se conoce como la fuerza magnética mostrada en la Ecuación 3.2

(ESPOL 1982, p369).

−→
F m12 =

µ0
4π

Q1Q2

r2
−→v 2 x

(−→v 1 x µ̂12
)

(3.2)

Donde,
−→
F m12 es la fuerza magnética que ejerce la carga 1 sobre la carga 2; siempre y cuando,

la carga Q1 se mueva con una velocidad −→v 1 y la carga Q2 se mueva con una velocidad −→v 2,

tal como se muestra en la Fig.3.2; además, µ̂12 es el vector unitario dirigido desde la carga 1

hacia la carga 2.

Figura 3.2: Las cargas Q1 y Q2 en movimiento.
Fuente: Los autores

Cuando la carga Q1 se mueve con una velocidad −→v 1 y la carga Q2 permanece estática con

velocidad −→v 2 = 0, tal como se muestra en la Fig.3.3; entonces, la carga Q2 ejerce una fuerza

eléctrica
−→
F
′
e12 sobre la cargaQ1. Debido a que el vector unitario µ̂12 está dirigido de la carga
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3.1. FUERZA ENTRE DOS CARGAS PEQUEÑAS EN UN MOVIMIENTO ARBITRARIO
LENTO

1 hacia la carga 2, y el vector
−→
F
′
e12 representa la fuerza eléctrica producida por la carga 1

sobre la carga 2, la Ecuación 3.3 lleva el signo negativo (ESPOL 1982, p370), esto es:

Figura 3.3: La carga Q1 en movimiento y la carga Q2 estática.
Fuente: Los autores

−→
F
′
e12 = −µ0

Q1Q2
4π

∂
∂t

( −→v 1
r

)

−→v 2=0
(3.3)

Las fuerzas que actúan entre todos los sistemas de corrientes y cargas eléctricas macroscópi-

cas cuasi-estacionarias pueden explicarse si se agrega un solo término a la fuerza de Cou-

lomb y la fuerza magnética entre dos cargas eléctricas, por lo tanto, a partir de experimentos

macroscópicos con corrientes cuasi estacionarias y grupos de cargas elementales, se deduce

que la fuerza total ejercida por una pequeña carga Q1 sobre una carga Q2 es:

−→
F 12 =

1
4πϵ0

Q1Q2

r2
µ̂12 +

µ0
4π

Q1Q2

r2
−→v 2 x

(−→v 1 x µ̂12
)
−µ0

Q1Q2
4π

∂
∂t

( −→v 1
r

)

−→v 2=0
(3.4)

El primero y tercer término de la Ecuación 3.4, corresponde a la fuerza de tipo eléctrica,

reagrupando se tiene la Ecuación 3.5,

−→
F 12 =Q2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1
4πϵ0

Q1

r2
µ̂12 −µ0

Q1
4π

∂
∂t

( −→v 1
r

)

−→v 2=0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+Q2

−→v 2 x
[ µ0
4π

Q1

r2
(−→v 1 x µ̂12

)]
(3.5)

Por lo tanto, el primer término de la Ecuación 3.5 representa la fuerza eléctrica Q2
−→
E , en-

tonces el campo eléctrico
−→
E , es:

−→
E =

1
4πϵ0

Q1

r2
µ̂12 −µ0

Q1
4π

∂
∂t

( −→v 1
r

)

−→v 2=0
(3.6)

y el segundo término de la Ecuación 3.5 representa la fuerza magnética, puntualizando que,

lo que está entre corchetes, representa la densidad de flujo magnético
−→
B 1 producido por la
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carga Q1, esto es:

−→
B 1 =

µ0
4π

Q1

r2
(−→v 1 x µ̂12

)
(3.7)

Volviendo a reescribir la Ecuación 3.5, se tiene:

−→
F 12 =Q2

−→
E +Q2

−→v 2 x
−→
B 1 (3.8)

La Ecuación 3.8 se conoce como la ecuación de la fuerza de Lorenz.

3.2. El campo eléctrico de un sistema de corriente cuasi - estacio-

nario
En un sistema de corriente cuasi-estacionario, por definición, las corrientes varı́an tan len-

tamente, que el campo magnético debido a ellas es prácticamente igual al producido por

corrientes constantes. Las cuales en ese preciso instante, tienen la misma distribución que

las corrientes variables. Esto puede incluir conductores portadores de corriente que se mue-

ven lentamente, o conductores estacionarios con corrientes que varı́an lentamente, o ambos.

En casos de estado estacionario sinusoidal, los circuitos de dimensiones de laboratorio ge-

neralmente pueden considerarse cuasi estacionarios hasta frecuencias de varios millones de

ciclos por segundo (ESPOL 1982, p373).

La Ecuación 3.6 se obtuvo para cargas pequeñas con movimiento arbitrario lento, o en este

caso, para un sistema de corriente cuasi-estacionario, por lo tanto, el campo eléctrico
−→
E

producida por estas cargas Q, se muestra en la Ecuación 3.9.

−→
E =

1
4πϵ0

Q
r2

µ̂−µ0
Q
4π

∂
∂t

( −→v
r

)
(3.9)

El primer término de la Ecuación 3.9, se debe estrictamente a cargas estáticas que se pueden

representar como un posible término de Coulomb (PTC), y el segundo término es cuando

la carga Q obedece a pequeñas cargas con movimiento arbitrario lento o a un sistema de

corriente cuasi-estacionario, entonces reescribiendo la Ecuación 3.9, se tiene:

−→
E = − µ0

4π

∑

V

Q
∂
∂t

( −→v
r

)
+un posible término de Coulomb (3.10)

La sumatoria de la Ecuación 3.10 se refiere al volumen V ocupado por las corrientes varia-

bles. Macroscópicamente, esta suma se puede representar como una integral, que se muestra

en la Ecuación 3.11, ası́:
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−→
E = − µ0

4π

∫

V

∂
∂t

(
NQ−→v

r

)
dV +PTC (3.11)

Donde, N es el número de cargas libres por unidad de volumen. Pero, el término NQ−→v
es igual a la densidad de corriente

−→
J que es una función del tiempo en cada punto de tal

sistema de corriente, entonces:

−→
E = − µ0

4π

∫

V

∂
∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−→
J
r

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dV +PTC (3.12)

Reorganizando la Ecuación 3.12, se tiene

−→
E = − ∂

∂t

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
µ0
4π

∫

V

−→
J
r

dV

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦+PTC (3.13)

pero, el término que está entre paréntesis en la Ecuación 3.13 es exactamente el vector po-

tencial vectorial magnético
−→
A , creado por toda la corriente del sistema, esto es:

−→
A =

µ0
4π

∫

V

−→
J
r

dV (3.14)

Reemplazando la Ecuación 3.14 en la Ecuación 3.13, se tiene finalmente la Ecuación 3.15

del campo eléctrico, ası́:

−→
E = −∂

−→
A
∂t

+PTC (3.15)

3.3. Ley de Inducción electromagnética de Faraday para un lazo

estacionario
Considere ahora un bucle conductor cerrado situado en este campo eléctrico. Cada carga

libre dentro del bucle recibe la acción del campo eléctrico definido por la Ecuación 3.15. La

integral de lı́nea del posible término de Coulomb (PTC) alrededor de un circuito cerrado

siempre es cero, como se demostró en la sección de electrostática, a partir de la ecuación

del potencial eléctrico entre dos puntos. El primer término; sin embargo, no es del tipo de

Coulomb y actúa como un campo impreso a lo largo del conductor. La fuerza electromotriz

inducida en todo el circuito estacionario cerrado está dada por la Ecuación 3.16 (López

Rodrı́guez V. y Montoya Lirola 2021, p87), ası́:

E =
∮

C

−→
E . d

−→
l (3.16)

Reemplazando la Ecuación 3.15 en la Ecuación 3.16, se tiene:
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carga Q1, esto es:
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Q1

r2
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+un posible término de Coulomb (3.10)

La sumatoria de la Ecuación 3.10 se refiere al volumen V ocupado por las corrientes varia-
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Reemplazando la Ecuación 3.14 en la Ecuación 3.13, se tiene finalmente la Ecuación 3.15

del campo eléctrico, ası́:

−→
E = −∂

−→
A
∂t

+PTC (3.15)

3.3. Ley de Inducción electromagnética de Faraday para un lazo

estacionario
Considere ahora un bucle conductor cerrado situado en este campo eléctrico. Cada carga

libre dentro del bucle recibe la acción del campo eléctrico definido por la Ecuación 3.15. La

integral de lı́nea del posible término de Coulomb (PTC) alrededor de un circuito cerrado

siempre es cero, como se demostró en la sección de electrostática, a partir de la ecuación

del potencial eléctrico entre dos puntos. El primer término; sin embargo, no es del tipo de

Coulomb y actúa como un campo impreso a lo largo del conductor. La fuerza electromotriz

inducida en todo el circuito estacionario cerrado está dada por la Ecuación 3.16 (López

Rodrı́guez V. y Montoya Lirola 2021, p87), ası́:

E =
∮

C

−→
E . d

−→
l (3.16)

Reemplazando la Ecuación 3.15 en la Ecuación 3.16, se tiene:
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E =
∮

C

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂
−→
A
∂t

+PTC

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
l (3.17)

Separando los términos de integración,

E =
∮

C
−∂
−→
A
∂t

. d
−→
l +

∮

C
(PTC) . d

−→
l (3.18)

El segundo término de la Ecuación 3.18 es igual a cero, debido a que el PTC es el campo

eléctrico E, entonces, la integral cerrada de lı́nea es cero, esto es:

∮

C

−→
E . d

−→
l = 0 (3.19)

El primer término de la Ecuación 3.18, sin embargo, no es del tipo de Coulomb y actúa

como un campo impreso a lo largo del conductor. La fuerza electromotriz inducida en todo

el circuito estacionario cerrado está dada por:

E =
∮

C
−∂
−→
A
∂t

. d
−→
l (3.20)

Organizando de mejor manera,

E = − ∂
∂t

∮

C

−→
A . d

−→
l (3.21)

Aplicando el Teorema de Stoke en la Ecuación 3.21, se tiene:

∮

C

−→
A . d

−→
l =

∫

S

(−→∇ x
−→
A

)
. d
−→
S (3.22)

Entonces,

E = − ∂
∂t

∫

S

(−→∇ x
−→
A

)
. d
−→
S (3.23)

Pero, la densidad de flujo magnético es igual al rotacional del potencial vectorial magnético,

esto es:

−→
B =

−→∇ x
−→
A (3.24)

Reemplazando la Ecuación 3.24 en la Ecuación 3.23, se tiene:

E = − ∂
∂t

∫

S

−→
B . d

−→
S (3.25)
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Además, el flujo magnético ϕ, es igual a:

ϕ =
∫

S

−→
B . d

−→
S (3.26)

Reemplazando la Ecuación 3.26 en la Ecuación 3.25, se tiene:

E = −∂ϕ
∂t

(3.27)

La Ecuación 3.27 es la Ley de Inducción de Faraday para lazo estacionario, es decir,

E = −
∮

C

−→
E . d

−→
l = −∂ϕ

∂t
= −

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S Lazo estacionario (3.28)

Ejemplo 1. El imán de la Fig. 3.4, se está acercando con una velocidad −→v a la espira que

encierra una superficie S . Determinar la dirección de la corriente inducida en la espira.

Figura 3.4: Imán permanente acercándose a una espira.
Fuente: Los autores

Solución:

Al atravesar las lı́neas de inducción magnética
−→
B 1 en el interior de la espira que describe un

área S , se induce una corriente i en dicha espira. Para determinar la dirección que circula la

corriente inducida se aplica la Ley de Lenz. Como el flujo que genera el imán permanente

está aumentando, la corriente inducida debe generar un flujo que se oponga a este aumento.

Utilizando la regla de la mano derecha, el dedo pulgar indica la dirección de la densidad

de flujo magnético
−→
B 2 y girando la mano en contra de las manecillas del reloj indica la

dirección de la corriente i inducida alrededor de la espira, tal como se muestra en la Fig.3.4.
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Ejemplo 2.Un solenoide de radio amuy largo deN espiras lleva una corriente i = Im cos ωt .

Determinar el campo eléctrico
−→
E inducido en la espira de radio b, como se muestra en la

Fig.3.5.

Solución:

La densidad de flujo magnético B en el interior de un solenoide viene dado por la siguiente

ecuación:

Figura 3.5: Solenoide de corriente i con una espira concéntrica de radio b.
Fuente: Los autores

B = µ0i N (3.29)

Donde, N es el número de espiras por unidad de longitud, i es la corriente sinusoidal que

circula por las espiras del solenoide y, µ0 es la permeabilidad en el vacı́o.

Para calcular el campo eléctrico E en la espira de radio b, producida por la corriente que

circula por el solenoide de radio a, se procede de la siguiente manera:

Para a < r < b

Primero se dibuja una vista frontal del lado izquierdo del solenoide de la Fig. 3.5, y utili-

zando la Ecuación 3.28, se traza una trayectoria circular de radio r y se dibujan los vectores,

potencial vectorial magnético
−→
A y de desplazamiento d

−→
l , tal como se muestra en la Fig.3.6.

∫

S

−→
B . d

−→
S =

∮

C

−→
A . d

−→
l (3.30)

Destruyendo el producto punto,

∫ a

0
B dScos 1800 =

∫ r

0
A dlcos 0o (3.31)
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Figura 3.6: Vista frontal del lado izquierdo del solenoide de la Fig.3.5.
Fuente: Los autores

resolviendo la integral,

−B
(
πa2

)
= A (2πr) (3.32)

despejando A y reemplazando B, se tiene:

A = −
B
(
πa2

)

2πr
= −µ0i Na2

2r
(3.33)

A = −µ0i Na2

2r
(3.34)

Reemplazando la ecuación de la corriente i, se tiene la magnitud del potencial vectorial

magnético A, esto es:

A = −µ0 Na2

2r
Imcos ωt (3.35)

En forma vectorial, las lı́neas del vector
−→
A son cı́rculos centrados en el eje del solenoide,

por lo que el vector está en la dirección del ángulo θ, entonces θ̂ es el vector unitario, ası́:

−→
A = −µ0 Na2Im

2r
(cos ωt ) θ̂ (3.36)

Utilizando la Ecuación 3.15, se calcula la intensidad de campo eléctrico
−→
E , no obstante, para

este problema, el término PTC no existe, entonces es igual a cero, esto es:

−→
E = −∂

−→
A
∂t

(3.37)
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Reemplazando la Ecuación 3.36 en la Ecuación 3.37, se tiene:

−→
E = − ∂

∂t

(
−µ0 Na2Im

2r
cos ωt

)
θ̂ (3.38)

Aplicando las propiedades de los signos,

−→
E =

∂
∂t

(
µ0 Na2Im

2r
cos ωt

)
θ̂ (3.39)

derivando la ecuación,

−→
E = −µ0 Na2ωIm

2r
(sen ωt ) θ̂ (3.40)

el campo eléctrico está en función del radio y ángulo, entonces,

−→
E (r,θ) = −µ0 Na2ωIm

2r
(sen ωt ) θ̂ (3.41)

evaluando el campo eléctrico para un radio r = b, se tiene:

−→
E (r = b) = −µ0 Na2ωIm

2b
(sen ωt ) θ̂ (3.42)

Finalmente, el valor instantáneo en forma vectorial de la intensidad de campo eléctrico
−→
E (t)

es mostrado en la Ecuación 3.43, ası́:

−→
E (t) = −µ0 Na2ωIm

2b
(sen ωt ) θ̂ (3.43)

y, en forma escalar:

E (t) = −µ0 Na2ωIm
2b

(sen ωt ) (3.44)

Las lı́neas del vector campo eléctrico
−→
E son también cı́rculos centrados en el eje del solenoi-

de. La fuerza electromotriz inducida en el lazo circular de radio b mostrado en la Fig.3.7, y

de acuerdo a la Ecuación 3.28, se tiene:

E = −
∮

C

−→
E . d

−→
l (3.45)

Destruyendo el producto punto en la Ecuación 3.45, se tiene:
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Figura 3.7: Campo eléctrico E para un radio b.
Fuente: Los autores

E = −
∫ b

0
E dlcos 00 = −

∫ b

0
E dl (3.46)

E = −
∫ b

0
E dl (3.47)

Reemplazando el valor del campo eléctrico de la Ecuación 3.44 en la Ecuación 3.47, se tiene:

E = −
∫ b

0
−µ0 Na2ωIm

2b
(sen ωt ) dl (3.48)

Integrando con respecto al cı́rculo de radio b, se tiene:

E = µ0 Na2ωIm
2b

(sen ωt ) (2πb) (3.49)

Simplificando, se obtiene la fuerza electromotriz inducida en la espira de radio b, esto es:

E = µ0 Na2πωIm sen ωt (3.50)

LEY GENERALIZADA DE MAXWELL-FARADAY

De la Ecuación 3.28, se tiene la forma integral de la Ley de Maxwell-Faraday, mostrado en

la Ecuación 3.51,

∮

C

−→
E . d

−→
l =−

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S (3.51)
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Aplicando el Teorema de Stoke en el lado izquierdo de la Ecuación 3.51, se tiene:

∫

S

(−→∇ x
−→
E
)
. d
−→
S = −

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S (3.52)

Integrando se obtiene la forma diferencial de la Ley Maxwell-Faraday en la Ecuación 3.53,

ası́:

−→∇ x
−→
E = −∂

−→
B
∂t

Forma dif erencial de la Ley Maxwell −Faraday (3.53)

3.4. Fuerza electromotriz inducida en conductoresmoviéndose en

un campo magnético estático
Considérese un trozo de alambre conductor que se mueve con una velocidad −→v en un campo

magnético estático
−→
B (densidad de flujo magnético). Sobre todas las cargas elementales den-

tro del alambre actúa una fuerza electromagnética
−→
F mostrada en la Ecuación 3.54, ya que

ellas, junto con el alambre, se mueven en el campo magnético. Los electrones que se mueven

libremente dentro del alambre metálico serán empujados hacia un extremo del alambre, ha-

ciendo que el otro extremo se cargue positivamente, como se indica en la Fig.3.8. En el caso

estático y cuasi-estático, las fuerzas sobre las cargas libres no pueden existir dentro de un

conductor) (ESPOL 1982, p377).

−→
F =Q−→v x

−→
B (3.54)

La distribución de las cargas a lo largo del conductor será exactamente tal que el campo

eléctrico creado por estas cargas sea de igual magnitud, pero de dirección opuesta al pro-

ducto −→v x
−→
B . Se puede decir que un campo eléctrico externo actúa a lo largo del conductor

produciendo una fuerza electromotriz total E , mostrada en la Ecuación 3.55, para un pedazo

de alambre en movimiento (ESPOL 1982, p377).

E =
∫ 2

1

(−→v x
−→
B
)
. d
−→
l (3.55)

es decir, la fuerza eléctrica
−→
F es igual al producto de la carga Q por el campo eléctrico

−→
E ,

esto es:

−→
F =Q

−→
E (3.56)

Entonces, el campo eléctrico es igual a:
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−→
E = −→v x

−→
B (3.57)

Por lo tanto, la fuerza electromotriz es igual a la Ecuación 3.58, ası́:

E =
∫ 2

1

−→
E . d

−→
l (3.58)

Figura 3.8: Un pedazo de alambre moviéndose en un campo magnético.
Fuente: Los autores

Dado que el camino conductor en este caso no está cerrado, no se producirá corriente a

través del cable.

Ahora se considera un filamento conductor cerrado que se mueve en un campo magnético

estático, como se muestra en la Fig.3.9. En este caso, la fuerza electromotriz alrededor del

contorno está dada por la Ecuación 3.59, ası́:

E =
∮

C

(−→v x
−→
B
)
. d
−→
l =

∮

C

(
d
−→
l x−→v

)
.
−→
B (3.59)

Figura 3.9: Filamento conductor cerrado C que se mueve en un campo magnético estático.
Fuente: Los autores
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La Ecuación 3.59 se puede transformar de la siguiente manera: Primero, si se denota por

d
−→
l ′ la distancia recorrida por un elemento d

−→
l en un intervalo de tiempo dt, se tiene que:

−→v =
d
−→
l ′

dt
(3.60)

Reemplazando la Ecuación 3.60 en la Ecuación 3.59,

E =
∮

C
d
−→
l x

d
−→
l
′

dt
.
−→
B (3.61)

ahora dt es una constante y puede tomarse fuera de la integral,

E = d
dt

∮

C

(
d
−→
l x d

−→
l
′)

.
−→
B (3.62)

pero, el producto punto es conmutativo, entonces:

E = d
dt

∮

C

−→
B .

(
d
−→
l x d

−→
l
′)

(3.63)

Pero,

d
−→
S = d

−→
l x d

−→
l
′

(3.64)

entonces,

E = d
dt

∫

S

−→
B . d

−→
S (3.65)

La integral del lado derecho de la Ecuación 3.63 y 3.65 representa el flujo magnético a través

de la superficie de la tira que es barrida por el contorno C en el intervalo de tiempo dt. Pero

la Fig.3.9 dice que se puede considerar esta superficie de franja como parte de una superficie

limitada por el contorno C en el instante de tiempo inicial. Después del intervalo de tiempo

dt, el flujo magnético a través de C será menor que antes, exactamente por la cantidad de

flujo a través de la tira barrida. Si se denota por ϕ el flujo magnético en el instante inicial,

entonces el aumento del flujo magnético a través del contorno C en el intervalo dt es como

se muestra en la Ecuación 3.66 (ESPOL 1982, p378):

dϕ = −−→B . d
−→
S = −−→B .

(
d
−→
l x d

−→
l
′)

(3.66)

Integrando,
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ϕ = −
∫

S

−→
B . d

−→
S = −

∫

S

−→
B .

(
d
−→
l x d

−→
l
′)

(3.67)

esto es,

Para t = 0, ϕ =
∫
S

−→
B . d

−→
S .

y, a medida que pasa el tiempo, el flujo disminuye, entonces:

Para t = t, ϕ = −
∫
S

−→
B . d

−→
S

Finalmente, la ecuación 3.63 y 3.65, se muestran en la Ecuación 3.68 para un contorno ce-

rrado en movimiento.

E = −dϕ
dt

(3.68)

La expresión en la Ecuación 3.68 para la fuerza electromotriz inducida en un contorno ce-

rrado debido al movimiento del contorno en un campo magnético estático es equivalente a

la Ecuación 3.59. Sin embargo, si se trata con una pieza de alambre en movimiento que no

está cerrada, la Ecuación 3.68 no se puede usar directamente, y es mejor y más natural usar

la Ecuación 3.55.

Generador simple de fuerza electromotriz alterna (Ley de Faraday) Considere una es-

pira rectangular con lados e y h, girando en un campo magnético uniforme de densidad de

flujo magnético
−→
B paralelo al eje horizontal, como se muestra en la Fig.3.10. Los dos extre-

mos de la espira están conectados a dos anillos X e Y provistos de contactos deslizantes.

Para calcular la fuerza electromotriz inducida E en la espira rectangular de lados e y h, en

primer lugar se calcula el flujo magnético que atraviesa el interior del área que describe la

espira con la siguiente ecuación:

ϕ =
∫

S

−→
B . d

−→
S (3.69)

Destruyendo el producto punto,

ϕ =
∫

S
B dScos θ (3.70)

Integrando,

ϕ = BS cos θ (3.71)

Pero, el área S de la espira rectangular, es:
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entonces el aumento del flujo magnético a través del contorno C en el intervalo dt es como

se muestra en la Ecuación 3.66 (ESPOL 1982, p378):

dϕ = −−→B . d
−→
S = −−→B .

(
d
−→
l x d

−→
l
′)

(3.66)

Integrando,
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(3.68)
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la Ecuación 3.59. Sin embargo, si se trata con una pieza de alambre en movimiento que no
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flujo magnético
−→
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mos de la espira están conectados a dos anillos X e Y provistos de contactos deslizantes.
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primer lugar se calcula el flujo magnético que atraviesa el interior del área que describe la

espira con la siguiente ecuación:

ϕ =
∫

S

−→
B . d

−→
S (3.69)

Destruyendo el producto punto,

ϕ =
∫

S
B dScos θ (3.70)

Integrando,

ϕ = BS cos θ (3.71)

Pero, el área S de la espira rectangular, es:
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Figura 3.10: Generador de fuerza electromotriz de corriente alterna.
Fuente: Los autores

S = eh (3.72)

Y el ángulo θ es igual a la frecuencia angular por el tiempo, ası́:

θ = ωt (3.73)

Reemplazando en la Ecuación 3.71, se tiene:

ϕ = ehBcos ωt (3.74)

Una vez determinado el flujo magnético, se calcula la fuerza electromotriz inducida utili-

zando la Ecuación 3.68, entonces, en la Ecuación 3.74 se reemplaza la Ecuación 3.68, ası́:

E = −dϕ
dt

= − d
dt

ehBcos ωt (3.75)

reorganizando,

E = −ehB d
dt

cos ωt (3.76)

derivando con respecto al tiempo, se tiene:
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E = −ehB (−ω sen ωt) (3.77)

Finalmente, destruyendo el paréntesis, se tiene la fuerza electromotriz inducida E de co-

rriente alterna en los terminales a y b, esto es:

E = ehωB sen ωt (3.78)

La Ecuación 3.78, se muestra en la Fig.3.11.

Figura 3.11: Fuerza electromotriz E de corriente alterna en los terminales ab.
Fuente: Los autores

3.5. Ley general de inducción electromagnética (Ley de Faraday)
Considerar ahora un contorno filamentario cerrado movido y deformado de manera arbi-

traria en un campo magnético variable en el tiempo. Este campo magnético variable en el

tiempo va acompañado de un campo eléctrico variable en el tiempo en todos los puntos y,

por lo tanto, también a lo largo del contorno. Además, partes del contorno se mueven en

el campo magnético y también está presente una fuerza electromagnética sobre las cargas.

Esto se puede representar mediante la intensidad de campo eléctrico
−→
E equivalente a −→v x

−→
B .

La fuerza electromotriz total inducida en el contorno en este caso viene dada por la suma

de las ecuaciones 3.16, 3.20, 3.21 y 3.59, a saber, Ecuación 3.68 (ESPOL 1982, p380):

E = −
∮

C

∂
−→
A
∂t

. d
−→
l +

∮

C

(−→v x
−→
B
)
. d
−→
l = −

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S +

∮

C

(−→v x
−→
B
)
. d
−→
l (3.79)

Ahora, se ve que ambos términos en el lado derecho se pueden escribir en la misma for-

ma matemática, como tasas negativas de cambio del flujo magnético a través del contorno.

El primero se debe a un cambio de flujo a través del contorno como resultado del campo

magnético variable en el tiempo; la segunda es consecuencia del cambio de flujo debido al

movimiento y deformación del contorno en el campo magnético considerado estático. Ası́
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CAPÍTULO III: INDUCCIÓN ELECTROMAGNÉTICA

que la Ecuación 3.79 se puede escribir como (ESPOL 1982, p380):

E =
(
−∂ϕ
∂t

)

campo variable
+
(
−∂ϕ
∂t

)

movimiento en el campo
(3.80)

o,

E =
(
−∂ϕ
∂t

)

B var ı́a, Lazo estacionario
+
(
−∂ϕ
∂t

)

B=cte, Lazo no estacionario
(3.81)

o en una forma más compacta:

E = −dϕ
dt

Ley de inducción electromagnética de Faraday (3.82)

3.6. Inductanciamutua y autoinductancia de bucles cerrados cuasi-

filamentarios
La presente parte del texto trata de campos electromagnéticos cuasi-estacionarios, es decir,

de campos en los que se supone que todas las corrientes varı́an tan lentamente que el campo

magnético creado por ellas es, a todos los efectos, igual al producido por corrientes cons-

tantes, que tienen magnitudes iguales a las de las corrientes variables en un momento dado.

La determinación del campo magnético de la corriente cuasi-estacionaria en C1 por lo tanto

se reduce a determinar el campo magnético de una corriente constante en C1, y luego mul-

tiplicar este campo por el factor de tiempo implı́cito en i1 (t). Entonces, el flujo magnético

producido a través de un contorno por una corriente constante en otro contorno es suficien-

te para determinar la fuerza electromotriz inducida en el contorno cuando la corriente es

cuasi-estacionaria (ESPOL 1982, p383).

En forma general, para determinar la fuerza electromotriz inducida E en un alambre con-

ductor de contorno cerrado C2 (bobina secundaria), producida por una corriente i (t) que

circula en un contorno C1 (bobina primaria), se utiliza la Ley de Inducción de Faraday, esto

es:

E = −dϕ
dt

(3.83)

Utilizando la regla de la cadena, en la Ecuación 3.83, el flujo magnético se puede derivar

con respecto a la variación de la corriente i (t), y esta corriente se puede derivar con respecto

al tiempo,

E = −dϕ
dt

= −dϕ
di

di
dt

(3.84)

116

Magnetostática

116



3.6. INDUCTANCIA MUTUA Y AUTOINDUCTANCIA DE BUCLES CERRADOS
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Donde, la inductancia viene dada por:

L =
dϕ
di

(3.85)

Reemplazando la Ecuación 3.85 en la Ecuación 3.84, se tiene:

E = −L di
dt

(3.86)

Ahora, para determinar la inductancia mutua y la auto inductancia, considerar tres con-

tornos estacionarios cerrados C1, C2 y C3, hechos de un alambre conductor muy delgado

(bucles cuasi-filamentarios), por los que circulan las corrientes I1, I2 e I3, respectivamente,

como se muestra en la Fig.3.12. El análisis se realiza en tres partes:

Primera parte. La magnitud de una corriente constante en un contorno estacionario cerrado

C1 es I1. De acuerdo con la Ley de Biot-Savart dada en la Ecuación 3.95 la magnitud del

vector de densidad de flujo magnético
−→
B en todos los puntos es proporcional a I1. Por lo

tanto, el flujo magnético ϕ12 creado por la corriente I1 a través del contorno C2 también es

proporcional a I1, esto es:

ϕ12 = L12I1 (3.87)

��������

�

��������

	

��������




Figura 3.12: Tres circuitos acoplados magnéticamente cuasi-filamentarios.
Fuente: Los autores

Donde, el sı́mbolo L12 designa una constante que depende de la geometrı́a del sistema y de

las propiedades magnéticas del medio circundante (que debe ser lineal), pero no de I1, y se

denomina inductancia mutua entre los bucles C1 y C2. A partir del razonamiento anterior

y la definición en la Ecuación 3.87 de la inductancia mutua, se sigue que, si la inductancia

mutua L12 se determina demanera adecuada, la fuerza electromotriz inducida en el bucleC2
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es simplemente la definición dinámica de la inductancia mutua mostrada en la Ecuación 3.88,

ası́:

E = −L12
di1
dt

(3.88)

Y, la unidad de la inductancia mutua L12 viene expresada en weber/amperio, (Wb/A).

Segunda parte. Lamagnitud de una corriente constante en un contorno estacionario cerrado

C2 es I2. De acuerdo con la Ley de Biot-Savart dada en la Ecuación 3.95 la magnitud del

vector de densidad de flujo magnético
−→
B en todos los puntos es proporcional a I2. Por lo

tanto, el flujo magnético ϕ22 creado por la corriente I2 a través del contorno C2 también es

proporcional a I2, esto es:

ϕ22 = L22I2 (3.89)

Donde, el sı́mbolo L22 designa una constante que depende de la geometrı́a del sistema y de

las propiedades magnéticas del medio circundante (que debe ser lineal), pero no de I2, y

se denomina auto inductancia producido por el bucle C2 sobre el mismo bucle C2, es decir,

las lı́neas de inducción magnética que salen del bucle C2 vuelven a ingresar al bucle C2

sin enlazarse con los demás bucles. A partir del razonamiento anterior y la definición en la

Ecuación 3.89 de la auto inductancia, se sigue que, si la auto inductancia L22 se determina

de manera adecuada, la fuerza electromotriz inducida en el bucle C2 es simplemente la

definición dinámica de la auto inductancia mostrada en la Ecuación 3.90, ası́:

E = −L22
di2
dt

(3.90)

Tercera parte. La magnitud de una corriente constante en un contorno estacionario cerrado

C3 es I3. De acuerdo con la Ley de Biot-Savart dada en la Ecuación 3.95 la magnitud del

vector de densidad de flujo magnético
−→
B en todos los puntos es proporcional a I3. Por lo

tanto, el flujo magnético ϕ32 creado por la corriente I3 a través del contorno C3 también es

proporcional a I3, esto es:

ϕ32 = L32I3 (3.91)

Donde, el sı́mbolo L32 designa una constante que depende de la geometrı́a del sistema y de

las propiedades magnéticas del medio circundante (que debe ser lineal), pero no de I3, y se

denomina inductancia mutua entre los bucles C3 y C2. A partir del razonamiento anterior
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y la definición en la Ecuación 3.91 de la inductancia mutua, se sigue que, si la inductancia

mutua L32 se determina demanera adecuada, la fuerza electromotriz inducida en el bucleC2

es simplemente la definición dinámica de la inductancia mutua mostrada en la Ecuación 3.92,

ası́:

E = −L32
di3
dt

(3.92)

Por consiguiente, para calcular el flujo magnético total ϕ2 que atraviesa en el interior del

contorno cerrado C2 producidos por las corrientes I1, I2 e I3, es:

ϕ2 = ϕ12 +ϕ22 +ϕ32 (3.93)

Reemplazando las ecuaciones 3.87, 3.89 y 3.91 en la Ecuación 3.93, se tiene:

ϕ2 = L12I1 +L22I2 +L32I3 (3.94)

Para obtener los valores de L12, L22 y L32, se empieza utilizando la Ecuación 3.95 ( Ca-

talá 2017, p114), ası́:

−→
B =

µ0I
4π

∮

C

d
−→
l x µ̂
r2

(3.95)

Utilizando la Ecuación 3.95, se calcula la densidad de flujo magnético
−→
B 12 producido por la

corriente I1 que circula por el circuito 1 (contorno C1) a una distancia r12 hasta el circuito 2,

esto es:

−→
B 12 =

µ0I1
4π

∮

C1

d
−→
l 1 x µ̂12
r212

(3.96)

Posteriormente, se calcula la densidad de flujo magnético
−→
B 22 producido por la corriente I2

que circula por el circuito 2 (contorno C2) a una distancia r22 hasta el circuito 2, esto es:

−→
B 22 =

µ0I2
4π

∮

C2

d
−→
l 2 x µ̂22
r222

(3.97)

Finalmente, se calcula la densidad de flujo magnético
−→
B 32 producido por la corriente I3 que

circula por el circuito 3 (contorno C3) a una distancia r32 hasta el circuito 2, esto es:

−→
B 32 =

µ0I3
4π

∮

C3

d
−→
l 3 x µ̂32
r232

(3.98)
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es simplemente la definición dinámica de la inductancia mutua mostrada en la Ecuación 3.88,

ası́:

E = −L12
di1
dt

(3.88)

Y, la unidad de la inductancia mutua L12 viene expresada en weber/amperio, (Wb/A).

Segunda parte. Lamagnitud de una corriente constante en un contorno estacionario cerrado

C2 es I2. De acuerdo con la Ley de Biot-Savart dada en la Ecuación 3.95 la magnitud del

vector de densidad de flujo magnético
−→
B en todos los puntos es proporcional a I2. Por lo

tanto, el flujo magnético ϕ22 creado por la corriente I2 a través del contorno C2 también es

proporcional a I2, esto es:

ϕ22 = L22I2 (3.89)

Donde, el sı́mbolo L22 designa una constante que depende de la geometrı́a del sistema y de

las propiedades magnéticas del medio circundante (que debe ser lineal), pero no de I2, y

se denomina auto inductancia producido por el bucle C2 sobre el mismo bucle C2, es decir,

las lı́neas de inducción magnética que salen del bucle C2 vuelven a ingresar al bucle C2

sin enlazarse con los demás bucles. A partir del razonamiento anterior y la definición en la

Ecuación 3.89 de la auto inductancia, se sigue que, si la auto inductancia L22 se determina

de manera adecuada, la fuerza electromotriz inducida en el bucle C2 es simplemente la

definición dinámica de la auto inductancia mostrada en la Ecuación 3.90, ası́:

E = −L22
di2
dt

(3.90)

Tercera parte. La magnitud de una corriente constante en un contorno estacionario cerrado

C3 es I3. De acuerdo con la Ley de Biot-Savart dada en la Ecuación 3.95 la magnitud del

vector de densidad de flujo magnético
−→
B en todos los puntos es proporcional a I3. Por lo

tanto, el flujo magnético ϕ32 creado por la corriente I3 a través del contorno C3 también es

proporcional a I3, esto es:

ϕ32 = L32I3 (3.91)

Donde, el sı́mbolo L32 designa una constante que depende de la geometrı́a del sistema y de

las propiedades magnéticas del medio circundante (que debe ser lineal), pero no de I3, y se

denomina inductancia mutua entre los bucles C3 y C2. A partir del razonamiento anterior
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y la definición en la Ecuación 3.91 de la inductancia mutua, se sigue que, si la inductancia

mutua L32 se determina demanera adecuada, la fuerza electromotriz inducida en el bucleC2

es simplemente la definición dinámica de la inductancia mutua mostrada en la Ecuación 3.92,

ası́:

E = −L32
di3
dt

(3.92)

Por consiguiente, para calcular el flujo magnético total ϕ2 que atraviesa en el interior del

contorno cerrado C2 producidos por las corrientes I1, I2 e I3, es:

ϕ2 = ϕ12 +ϕ22 +ϕ32 (3.93)

Reemplazando las ecuaciones 3.87, 3.89 y 3.91 en la Ecuación 3.93, se tiene:

ϕ2 = L12I1 +L22I2 +L32I3 (3.94)

Para obtener los valores de L12, L22 y L32, se empieza utilizando la Ecuación 3.95 ( Ca-

talá 2017, p114), ası́:

−→
B =

µ0I
4π

∮

C

d
−→
l x µ̂
r2

(3.95)

Utilizando la Ecuación 3.95, se calcula la densidad de flujo magnético
−→
B 12 producido por la

corriente I1 que circula por el circuito 1 (contorno C1) a una distancia r12 hasta el circuito 2,

esto es:

−→
B 12 =

µ0I1
4π

∮

C1

d
−→
l 1 x µ̂12
r212

(3.96)

Posteriormente, se calcula la densidad de flujo magnético
−→
B 22 producido por la corriente I2

que circula por el circuito 2 (contorno C2) a una distancia r22 hasta el circuito 2, esto es:

−→
B 22 =

µ0I2
4π

∮

C2

d
−→
l 2 x µ̂22
r222

(3.97)

Finalmente, se calcula la densidad de flujo magnético
−→
B 32 producido por la corriente I3 que

circula por el circuito 3 (contorno C3) a una distancia r32 hasta el circuito 2, esto es:

−→
B 32 =

µ0I3
4π

∮

C3

d
−→
l 3 x µ̂32
r232

(3.98)
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La densidad de flujo magnético total
−→
B 2 en el circuito 2, es igual a la suma de las ecuaciones

3.96, 3.97 y 3.98, ası́:

−→
B 2 =

−→
B 12 +

−→
B 22 +

−→
B 32 (3.99)

Y, el flujo magnético total ϕ2 viene dado por la Ecuación 3.100, esto es:

ϕ2 =
∫

S2

−→
B 2 . d

−→
S 2 (3.100)

Reemplazando la Ecuación 3.99 en la Ecuación 3.100, se tiene:

ϕ2 =
∫

S2

(−→
B 12 +

−→
B 22 +

−→
B 32

)
. d
−→
S 2 (3.101)

ϕ2 =
∫

S2

−→
B 12 . d

−→
S 2 +

∫

S2

−→
B 22 . d

−→
S 2 +

∫

S2

−→
B 32 . d

−→
S 2 (3.102)

Reemplazando las ecuaciones 3.96, 3.97 y 3.98 en la Ecuación 3.102, se tiene:

ϕ2 =
∫

S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
µ0I1
4π

∮

C1

d
−→
l 1 x µ̂12
r212

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S 2 +

∫

S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
µ0I2
4π

∮

C2

d
−→
l 2 x µ̂22
r222

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S 2 + ...

...+
∫

S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
µ0I3
4π

∮

C3

d
−→
l 3 x µ̂32
r232

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S 2

(3.103)

Sacando factor común,

ϕ2 =
µ0
4π

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣I1

∮

C1

∫

S2

d
−→
l 1 x µ̂12
r212

. d
−→
S 2 + I2

∮

C2

∫

S2

d
−→
l 2 x µ̂22
r222

. d
−→
S 2 + · · ·

+ I3

∮

C3

∫

S2

d
−→
l 3 x µ̂32
r232

. d
−→
S 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.104)

Pero, en la Ecuación 3.104 los valores de L12, L22 y L32 están representados por:

L12 =
µ0
4π

∮

C1

∫

S2

d
−→
l 1 x µ̂12
r212

. d
−→
S 2 (3.105)

L22 =
µ0
4π

∮

C2

∫

S2

d
−→
l 2 x µ̂22
r222

. d
−→
S 2 (3.106)
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L32 =
µ0
4π

∮

C3

∫

S2

d
−→
l 3 x µ̂32
r232

. d
−→
S 2 (3.107)

Entonces, reemplazando las ecuaciones 3.105, 3.106 y 3.107 en la Ecuación 3.104; y, toman-

do en cuenta que el flujo es directamente proporcional a la corriente (ϕ ∝ I ), se tiene:

ϕ2 = L12I1 +L22I2 +L32I3 (3.108)

La ecuación Ecuación 3.108 es igual a la Ecuación 3.94, con lo que queda demostrado.

Donde,

L12 = Inductancia mutua entre el circuito 1 y el circuito 2

L22 = Autoinductancia del circuito 2 o inductancia propia

L32 = Inductancia mutua entre el circuito 2 y el circuito 3

De la Ecuación 3.108, en forma general, el flujo magnético creado por n lazos sobre el lazo

k, es:

ϕk = L1k I1 +L2k I2 +L3k I3 + · · ·+Lnk In (3.109)

De la Ecuación 3.108, el flujo ϕ12, ϕ22 y ϕ13, son iguales a:

ϕ12 = L12I1 (3.110)

ϕ22 = L22I2 (3.111)

ϕ13 = L32I3 (3.112)

Otra forma de obtener la inductancia mutua

Para determinar la inductancia mutua del flujo enlazante ϕ12 entre el circuito 1 y 2 que

se muestra en la Fig. 3.13, se parte de la fuerza electromotriz inducida E2 en el circuito 2

producida por la corriente I1 que circula por el contorno C1 en el circuito 1, esto es:

E2 = −
∂ϕ12
∂t

(3.113)

El flujo ϕ12 que genera el circuito 1 (corriente I1) y atraviesa el área que describe el contorno
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La densidad de flujo magnético total
−→
B 2 en el circuito 2, es igual a la suma de las ecuaciones

3.96, 3.97 y 3.98, ası́:

−→
B 2 =

−→
B 12 +

−→
B 22 +

−→
B 32 (3.99)

Y, el flujo magnético total ϕ2 viene dado por la Ecuación 3.100, esto es:

ϕ2 =
∫

S2

−→
B 2 . d

−→
S 2 (3.100)

Reemplazando la Ecuación 3.99 en la Ecuación 3.100, se tiene:

ϕ2 =
∫

S2

(−→
B 12 +

−→
B 22 +

−→
B 32

)
. d
−→
S 2 (3.101)

ϕ2 =
∫

S2

−→
B 12 . d

−→
S 2 +

∫

S2

−→
B 22 . d

−→
S 2 +

∫

S2

−→
B 32 . d

−→
S 2 (3.102)

Reemplazando las ecuaciones 3.96, 3.97 y 3.98 en la Ecuación 3.102, se tiene:

ϕ2 =
∫

S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
µ0I1
4π

∮

C1

d
−→
l 1 x µ̂12
r212

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S 2 +

∫

S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
µ0I2
4π

∮

C2

d
−→
l 2 x µ̂22
r222

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S 2 + ...

...+
∫

S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
µ0I3
4π

∮

C3

d
−→
l 3 x µ̂32
r232

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S 2

(3.103)

Sacando factor común,

ϕ2 =
µ0
4π

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣I1

∮

C1

∫

S2

d
−→
l 1 x µ̂12
r212

. d
−→
S 2 + I2

∮

C2

∫

S2

d
−→
l 2 x µ̂22
r222

. d
−→
S 2 + · · ·

+ I3

∮

C3

∫

S2

d
−→
l 3 x µ̂32
r232

. d
−→
S 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.104)

Pero, en la Ecuación 3.104 los valores de L12, L22 y L32 están representados por:

L12 =
µ0
4π

∮

C1

∫

S2

d
−→
l 1 x µ̂12
r212

. d
−→
S 2 (3.105)

L22 =
µ0
4π

∮

C2

∫

S2

d
−→
l 2 x µ̂22
r222

. d
−→
S 2 (3.106)
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L32 =
µ0
4π

∮

C3

∫

S2

d
−→
l 3 x µ̂32
r232

. d
−→
S 2 (3.107)

Entonces, reemplazando las ecuaciones 3.105, 3.106 y 3.107 en la Ecuación 3.104; y, toman-

do en cuenta que el flujo es directamente proporcional a la corriente (ϕ ∝ I ), se tiene:

ϕ2 = L12I1 +L22I2 +L32I3 (3.108)

La ecuación Ecuación 3.108 es igual a la Ecuación 3.94, con lo que queda demostrado.

Donde,

L12 = Inductancia mutua entre el circuito 1 y el circuito 2

L22 = Autoinductancia del circuito 2 o inductancia propia

L32 = Inductancia mutua entre el circuito 2 y el circuito 3

De la Ecuación 3.108, en forma general, el flujo magnético creado por n lazos sobre el lazo

k, es:

ϕk = L1k I1 +L2k I2 +L3k I3 + · · ·+Lnk In (3.109)

De la Ecuación 3.108, el flujo ϕ12, ϕ22 y ϕ13, son iguales a:

ϕ12 = L12I1 (3.110)

ϕ22 = L22I2 (3.111)

ϕ13 = L32I3 (3.112)

Otra forma de obtener la inductancia mutua

Para determinar la inductancia mutua del flujo enlazante ϕ12 entre el circuito 1 y 2 que

se muestra en la Fig. 3.13, se parte de la fuerza electromotriz inducida E2 en el circuito 2

producida por la corriente I1 que circula por el contorno C1 en el circuito 1, esto es:

E2 = −
∂ϕ12
∂t

(3.113)

El flujo ϕ12 que genera el circuito 1 (corriente I1) y atraviesa el área que describe el contorno
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C2, viene dado por la Ecuación 3.114, ası́:

ϕ12 =
∫

S2

−→
B 12 . d

−→
S 2 (3.114)

Reemplazando la Ecuación 3.114 en la Ecuación 3.113, se tiene:

E2 = −
∂
∂t

∫

S2

−→
B 12 . d

−→
S 2 (3.115)

Pero, la ecuación que relaciona la densidad de flujo magnético
−→
B 12 (que se encuentra a una

distancia r ′12 desde el dl1 hasta el dS2) y el potencial vectorial magnético
−→
A 12, es,

−→
B 12 =

−→∇ x
−→
A 12 (3.116)

reemplazando la Ecuación 3.116 en la Ecuación 3.115, se tiene:

E2 = −
∂
∂t

∫

S2

(−→∇ x
−→
A 12

)
. d
−→
S 2 (3.117)

��������

�

��������

	

Figura 3.13: Flujo enlazante entre el circuito 1 y 2.
Fuente: Los autores

Ingresando la derivada parcial con respecto al tiempo dentro de la integral, se tiene:

E2 = −
∫

S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→∇ x

∂
−→
A 12
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d

−→
S 2 (3.118)

Aplicando el Teorema de Stoke en la Ecuación 3.118, en la que convierte una integral cerrada

de lı́nea del contorno C2 en una integral de superficie (la superficie que describe el contorno

C2), esto es:
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E2 = −
∮

C2

∂
−→
A 12
∂t

. d
−→
l 2 (3.119)

Pero, recordando que el potencial vectorial magnético total
−→
A 12 producido por la corriente

I1 que circula por el alambre conductor filametal del contorno C1 que se encuentra a una

distancia r12, es igual a:

−→
A 12 =

µ0
4π

∮

C1

I1
d
−→
l 1
r12

(3.120)

Reemplazando la Ecuación 3.120 en la Ecuación 3.119, se tiene:

E2 = −
∮

C2

∂
∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
µ0
4π

∮

C1

I1
d
−→
l 1
r12

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
l 2 (3.121)

Reorganizando la Ecuación 3.121, ası́:

E2 = −
µ0
4π

∂I1
∂t

∮

C1

∮

C2

d
−→
l 1 . d

−→
l 2

r12
(3.122)

Pero, de acuerdo a la Ecuación 3.88, la inductancia mutua L12 obtenido en la Ecuación 3.122,

viene a ser:

L12 =
µ0
4π

∮

C1

∮

C2

d
−→
l 1 . d

−→
l 2

r12
(3.123)

Donde, la Ecuación 3.123 se conoce como la Fórmula de Newmann para la inductancia

mutua entre dos bucles cuasi-filamentarios, y de esta manera se ha obtenido la inductancia

mutua a partir del potencial vectorial magnético.

Finalmente, la fuerza electromotriz inducida E2 en el circuito 2, es:

E2 = −L12
∂I1
∂t

(3.124)

Se debe aclarar que, en la Ecuación 3.124, para que exista la fuerza electromotriz en el

circuito 2 producida por la corriente I1, ésta corriente debe ser variable, o como se dijo

anteriormente en todo el análisis, la corriente I1 es cuasi-estacionario.

Se puede ver que al intercambiar los subı́ndices 1 y 2 no cambia el valor de la integral, lo

que significa que la inductancia mutua L21 entre los bucles 2 y 1 es exactamente igual a la

inductancia mutua L12 entre los bucles 1 y 2, ası́:

L12 = L21 (3.125)
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Despejando L12 de la Ecuación 3.110, se tiene:

L12 =
ϕ12
I1

(3.126)

De igual manera, a partir de la Fig.3.13, si el análisis se lo desarrollara para determinar el

flujo que produce el circuito 2 sobre el circuito 1, la inductancia mutua serı́a L21, esto es:

L21 =
ϕ21
I2

(3.127)

Reemplazando la Ecuación 3.126 y 3.127, se tiene:

ϕ12
I1

=
ϕ21
I2

(3.128)

Finalmente, combinando las ecuaciones 3.125 y Ecuación 3.128,

L12 = L21 =
ϕ12
I1

=
ϕ21
I2

(3.129)

Donde, la Ecuación 3.129 representa la definición del flujo de la inductancia mutua.

3.7. Problemas resueltos
Problema 3.1. Considerar una bobina toroidal estrechamente enrollada con N1 vueltas de

alambre delgado, que tiene una sección transversal de forma rectangular (b menos a por

h) que se muestra en la Fig.3.14, rodeada por una vuelta N2 de alambre delgado de forma

circular. Calcular la inductancia mutua entre las bobinas N1 y N2.

Figura 3.14: Toroide de sección transversal rectangular.
Fuente: Los autores

Desarrollo:

Para a < r < b
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El análisis se realiza únicamente para un radio r mayor que a y menor que b, debido a

que el campo magnético sólo existe en el interior del toroide. En la Fig. 3.14, se realiza un

corte transversal (con un plano paralelo a la página) y se selecciona la tapa inferior, visto

de la parte superior, tal como se muestra en la Fig. 3.15; a continuación, para determinar

la dirección y sentido del vector intensidad de campo magnético
−→
H 1 se aplica la regla de

la mano derecha en las bobinas de contorno circular C1 del toroide, por la que circula la

corriente I1. Utilizando la Ley circuital generalizada de Ampere, en la Fig.3.15 se procede a

calcular la intensidad de campo magnético H1, esto es:

∮

l

−→
H 1 . d

−→
l 1 =N1I1 (3.130)

Destruyendo el producto punto en la Ecuación 3.130 y fijando los lı́mites de integración de

la trayectoria circular de radio r, se tiene:

∫ r

0
H1dl1cos0o =N1I1 (3.131)
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Figura 3.15: corte transversal del toroide de la Fig.3.14.
Fuente: Los autores

Integrando la Ecuación 3.131,

H1 (2π r) =N1I1 (3.132)

y, despejando H1, se obtiene:

H1 =
N1I1
2π r

(3.133)
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Pero, la densidad de flujo magnético B1 en el vacı́o, se calcula con la Ecuación 3.134,

B1 = µ0H1 (3.134)

entonces, reemplazando el valor de H1 de la Ecuación 3.133 en la Ecuación 3.134, resulta:

B1 = µ0
N1I1
2π r

(3.135)

�

Figura 3.16: Corte transversal, parte inferior, vista superior, de la Fig.3.14.
Fuente: Los autores

Para determinar el flujo magnético en el interior del toroide, en la Fig. 3.14, se realiza un

corte diametral (con un plano perpendicular a la página) en el eje del toroide en forma ver-

tical, y se dibuja la parte inferior con una vista superior, tal como se muestra en la Fig.3.16;

entonces, el flujo magnético ϕ12 producido por el contorno C1 (toroide de N1 vueltas) y que

atraviesa el contorno C2 (N2 vueltas), viene dado por:

ϕ12 =
∫

S1

−→
B 1 . d

−→
S 1 (3.136)

El campo magnético existe solo dentro del toroide, es uniforme, y las lı́neas del vector de

densidad de flujo magnético
−→
B 1 producido por la corriente I1 que circula en la bobina to-

roidal son cı́rculos de radio r centrados en el eje del toroide, como se muestra en la Fig.3.16.

El flujo magnético ϕ12 que circula en el interior del toroide, viene dado por:

ϕ12 =
∫

S1

−→
B 1 . d

−→
S 1 (3.137)

Destruyendo el producto punto y poniendo los lı́mites de integración, se tiene:
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ϕ12 =
∫ b

a
B1 dS1cos 0o (3.138)

Pero, el área transversal del toroide de la Fig. 3.16 es un rectángulo, y el diferencial de

superficie dS1, es:

dS1 = h dr (3.139)

Entonces, se reemplaza la Ecuación 3.135 y 3.139 en la Ecuación 3.138, ası́:

ϕ12 =
∫ b

a

µ0N1I1
2π r

h dr =
µ0N1I1h

2π

∫ b

a

dr
r

(3.140)

Integrando,

ϕ12 =
µ0N1I1h

2π
ln

b
a

(3.141)

La inductancia mutua L12 = L21 entre el contorno C1 (toroide) y el contorno C2; ası́, el re-

sultado final de la inductancia mutua entre estos dos contornos C1 y C2, se muestra en la

Ecuación 3.12.

L12 =
ϕ12
I1

=
µ0N1I1h

2π
ln

b
a

(3.142)

Problema 3.2. Si una espira conductora rectangular de lados e y h se aleja con una velocidad

constante −→v de un conductor rectilı́neo por el que circula una corriente constante I que se

encuentra a una distancia x, como se muestra en la Fig.3.17. Determinar la fuerza electro-

motriz inducida en función del tiempo en los puntos a y b de la espira, con sus respectivos

signos.

Figura 3.17: Espira rectangular desplazándose con una velocidad constante −→v .
Fuente: Los autores

Desarrollo:
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Para determinar la fuerza electromotriz inducida E en los puntos a y b de la espira rectangu-

lar, se aplica la Ley generalizada de Ampere para calcular la intensidad de campomagnético

H , esto es:

∮

C

−→
H . d

−→
l = in (3.143)

En la Fig.3.17, se aplica la regla de la mano derecha para determinar la dirección y sentido

del vector
−→
H . El vector d

−→
l indica la trayectoria de integración de la integral cerrada de

lı́nea de la Ecuación 3.143, se prefiere poner en la misma dirección y sentido del vector
−→
H ,

tal como se muestra en la Fig.3.18. La corriente neta in encerrada por la trayectoria circular

C es igual a I , por lo tanto,

Figura 3.18: Fuerza electromotriz inducida E en los puntos a y b.
Fuente: Los autores

∫ r

0

−→
H . d

−→
l = I (3.144)

destruyendo el producto punto e integrando en la Ecuación 3.144, se tiene el valor de H .

H =
I

2πr
(3.145)

Pero, la ecuación que relaciona la densidad de flujo magnético B con la intensidad de campo

magnético H en el vacı́o, es:

B = µ0H (3.146)

Reemplazando la Ecuación 3.145 en la Ecuación 3.146, se tiene:
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B =
µ0 I
2πr

(3.147)

Para determinar el flujo magnético ϕ que atraviesa el interior del área que describe la espira

rectangular, se utiliza la Ecuación 3.18.

ϕ =
∫

S

−→
B . d

−→
S (3.148)

Se ubican los dos vectores,
−→
B y d

−→
S en el diferencial de superficie (dS = h dr); sabiendo que,

el vector d
−→
S debe ser perpendicular de la superficie hacia afuera, tal como se muestra en la

Fig.3.18, por lo que, al destruir el producto punto, y reemplazando los respectivos lı́mites

de integración, se tiene,

ϕ =
∫ x+e

x
B dScos 00 (3.149)

reemplazando la Ecuación 3.147 y el diferencial de superficie dS en la Ecuación 3.20, es

decir:

ϕ =
∫ x+e

x

µ0 I
2πr

h dr =
µ0 h I
2π

∫ x+e

x

dr
r

(3.150)

Integrando la Ecuación 3.150.

ϕ =
µ0 h I
2π

ln
x + e
x

(3.151)

Para determinar la fuerza electromotriz inducida E en los puntos a y b, se utiliza la Ecua-

ción 3.82 de la Ley de Inducción de Faraday, pero debido al flujo obtenido en la Ecua-

ción 3.151 que no varı́a con respecto al tiempo, entonces, en esta ecuación se utiliza la regla

de la cadena, es decir:

E = −dϕ
dx

dx
dt

=
dϕ
dx

v (3.152)

Reemplazando la Ecuación 3.151 en la Ecuación 3.152, se tiene:

E = −v d
dx

(ϕ) = −v d
dx

(
µ0 h I
2π

ln
x + e
x

)
(3.153)

Derivando la Ecuación 3.152, se obtiene:

E = −µ0 v h I
2π

x
x + e

−e
x2

=
µ0 v h I

2π
e

x (x + e)
(3.154)
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Entonces, la fuerza electromotriz inducida en los puntos a y b, es:

E = µ0 v h I
2π

e
x (x + e)

(3.155)

Para determinar la dirección que circula la corriente inducida Iind en la espira rectangular, se

aplica la Ley de Lenz. Como la espira se está desplazando hacia la derecha del alambre por el

cual circula la corriente I que genera el flujo magnético ϕ, entonces, este flujo que atraviesa

la espira está disminuyendo, por lo que, la corriente inducida Iind genera un flujo a favor de

ϕ para evitar que siga disminuyendo. Por lo tanto, el flujo inducido está saliendo en forma

perpendicular de la espira; al aplicar la regla de la mano derecha en el segmento superior de

la espira, los cuatro dedos de la mano saliendo en el interior del área que describe la espira,

abrazan al segmento, se ve que el dedo pulgar apunta hacia la izquierda del segmento, tal

como se muestra en la Fig.3.18.

Finalmente, en el interior de una fuente la corriente circula de menos(−) a más(+), entonces,

como la espira es una fuente, el signo menos está en el punto a y el signo más está en el

punto b, como lo indica la Fig.3.18.

De esta manera se obtuvo la fuerza electromotriz inducida en los puntos a y b con sus res-

pectivos signos.
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Capı́tulo IV

ECUACIONES DEMAXWELL

4.1. Ley circuital de ampere para corrientes no estacionarias
Considere un sistema de corriente no estacionario en un determinado instante de tiempo,

como se muestra en la Fig. 4.1. Se divide el campo de corriente en tubos muy delgados,

casi filamentosos, a las superficies de las cuales el vector de densidad de corriente
−→
J
(−→r , t

)

que depende del espacio r y el tiempo t, es tangencial en todos los puntos. La densidad de

corriente producida por las cargas negativas es igual a la densidad de corriente producida

por las cargas positivas.

�

��

��
�

����������	
�����

Figura 4.1: Conductor con corriente no estacionaria.
Fuente: Los autores

En el caso de corriente estacionario, tales tubos se cierran sobre sı́ mismos, y la intensidad

de corriente a través de cualquier sección transversal de un tubo es la misma, es decir, la

corriente estacionaria se define cuando la densidad de corriente
−→
J
(−→r

)
que depende úni-

camente del espacio r, permanece constante y uniforme en todos los puntos del espacio, es

131

3HGUR�6HYHUR�,QIDQWH�0RUHLUD�������-H൵HUVRQ�$OH[DQGHU�5LEDGHQHLUD�5DPtUH]

131
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decir,
−→
J
(−→r , t

)
≡ −→J

(−→r
)
, no depende del tiempo.

Si se considera la Ecuación 4.1, la integral cerrada de superficie S , significa la rapidez con

que las cargas salen o entran de la superficie S .

I =
∮

S

−→
J . d

−→
S (4.1)

Cuando la corriente I > 0, quiere decir que los portadores de carga están saliendo de la

superficie S . Si siguen saliendo de manera estacionaria, en algún momento en el interior de

la superficie (volumen) se quedarı́a sin cargas, ya que por el principio de conservación de

la carga, esta no se crea de la nada; entonces, para que
−→
J sea efectivamente estacionaria, la

integral cerrada de superficie, debe ser igual a cero, ası́:

∮

S

−→
J . d

−→
S = 0 (4.2)

Aplicando el Teorema de la divergencia a la Ecuación 4.2, se tiene:

∫

v

(−→∇ .
−→
J

)
dv = 0 (4.3)

Resolviendo la Ecuación 4.3, se tiene:

−→∇ .
−→
J = 0 (4.4)

Finalmente, de la Ecuación 4.4, para corrientes estacionarias la divergencia de la densidad

de corriente es igual a cero.

Cuando la corriente I < 0, esto quiere decir que los portadores de carga están entrando a S ,

y en algún momento en el interior de la superficie (volumen) habrı́a una acumulación de

cargas que va a modificar los campos, y ya no se tendrı́a una corriente estacionaria.

En general, esto no es ası́ en el caso no estacionario, porque la distribución de carga variable

en el tiempo puede existir a lo largo de los tubos. Dado que el vector
−→
J es tangencial a

dicho tubo, ninguna carga puede salir o entrar en él, lo que significa que siempre se puede

imaginar que la distribución de carga a lo largo del tubo se divide en pares de cargas iguales

y opuestas que varı́an con el tiempo, entre las cuales existe corriente variable.

La corriente no estacionaria total en una sección transversal del tubo está dada por la suma

de las corrientes parciales entre todos los pares de carga asociados variables en el tiempo si-

tuados en lados opuestos de la sección transversal que se está considerando. Estas corrientes

parciales están conectadas con las cargas en las que terminan por la ecuación de continuidad.
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4.1. LEY CIRCUITAL DE AMPERE PARA CORRIENTES NO ESTACIONARIAS

Siempre se puede representar un sistema de corriente no estacionario como un grupo de tu-

bos de filamentos abiertos, superpuestos, de corrientes parciales. Por lo tanto, un filamento

de corriente abierto, con cargas de igual magnitud y de signos opuestos en sus extremos,

puede considerarse como un componente básico de cualquier sistema de corriente no esta-

cionario (ESPOL 1982, p450).

A continuación, se explica la ecuación de la continuidad, que tiene que ver con la Ley de la

conservación de la carga. En la Fig.4.2, las cargas positivas están saliendo del volumen v y

atraviesan la superficie cerrada S que contiene el volumen v, como lo muestra la parte dere-

cha de la Ecuación 4.1, esto quiere decir que, en el interior del volumen, las cargas positivas

están disminuyendo; para compensar, en el interior del volumen del material, quedan las

cargas negativas ( con una distribución volumétrica de cargas), esto es,

I =
∂(−Qn)

∂t
(4.5)

pero,

Qn =
∫

v
ρvdv (4.6)

reemplazando la Ecuación 4.6 en la Ecuación 4.5; y, esta en la Ecuación 4.1, se tiene:

∮

S

−→
J . d

−→
S = −

∫

v

∂ρ
∂t

dv (4.7)

Posteriormente, aplicando el teorema de la divergencia en el lado izquierdo de la Ecua-

ción 4.7, la integral cerrada de superficie del producto punto entre el vector de densidad de

corriente
−→
J y el vector diferencial de superficie d

−→
S se convierte en una integral de volu-

men de la divergencia del vector
−→
J multiplicado par el diferencial de volumen dv, que se

encuentra representado en la Ecuación 4.8, esto es:

∫

v

(−→∇ .
−→
J

)
dv = −

∫

v

∂ρ
∂t

dv (4.8)

Luego, integrando la Ecuación 4.8, se tiene:

−→∇ .
−→
J = −∂ρ

∂t
(4.9)

Finalmente, la Ecuación 4.9, representa la ecuación de la continuidad o la ley de la conserva-

ción de la carga, que será utilizada para demostrar la ecuación de la ley circuital de Ampere

en forma generalizada, que se parte de la Ecuación 4.10, esto es:
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decir,
−→
J
(−→r , t

)
≡ −→J

(−→r
)
, no depende del tiempo.

Si se considera la Ecuación 4.1, la integral cerrada de superficie S , significa la rapidez con

que las cargas salen o entran de la superficie S .

I =
∮

S

−→
J . d

−→
S (4.1)

Cuando la corriente I > 0, quiere decir que los portadores de carga están saliendo de la

superficie S . Si siguen saliendo de manera estacionaria, en algún momento en el interior de

la superficie (volumen) se quedarı́a sin cargas, ya que por el principio de conservación de

la carga, esta no se crea de la nada; entonces, para que
−→
J sea efectivamente estacionaria, la

integral cerrada de superficie, debe ser igual a cero, ası́:

∮

S

−→
J . d

−→
S = 0 (4.2)

Aplicando el Teorema de la divergencia a la Ecuación 4.2, se tiene:

∫

v

(−→∇ .
−→
J

)
dv = 0 (4.3)

Resolviendo la Ecuación 4.3, se tiene:

−→∇ .
−→
J = 0 (4.4)

Finalmente, de la Ecuación 4.4, para corrientes estacionarias la divergencia de la densidad

de corriente es igual a cero.

Cuando la corriente I < 0, esto quiere decir que los portadores de carga están entrando a S ,

y en algún momento en el interior de la superficie (volumen) habrı́a una acumulación de

cargas que va a modificar los campos, y ya no se tendrı́a una corriente estacionaria.

En general, esto no es ası́ en el caso no estacionario, porque la distribución de carga variable

en el tiempo puede existir a lo largo de los tubos. Dado que el vector
−→
J es tangencial a

dicho tubo, ninguna carga puede salir o entrar en él, lo que significa que siempre se puede

imaginar que la distribución de carga a lo largo del tubo se divide en pares de cargas iguales

y opuestas que varı́an con el tiempo, entre las cuales existe corriente variable.

La corriente no estacionaria total en una sección transversal del tubo está dada por la suma

de las corrientes parciales entre todos los pares de carga asociados variables en el tiempo si-

tuados en lados opuestos de la sección transversal que se está considerando. Estas corrientes

parciales están conectadas con las cargas en las que terminan por la ecuación de continuidad.
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Siempre se puede representar un sistema de corriente no estacionario como un grupo de tu-

bos de filamentos abiertos, superpuestos, de corrientes parciales. Por lo tanto, un filamento

de corriente abierto, con cargas de igual magnitud y de signos opuestos en sus extremos,

puede considerarse como un componente básico de cualquier sistema de corriente no esta-

cionario (ESPOL 1982, p450).

A continuación, se explica la ecuación de la continuidad, que tiene que ver con la Ley de la

conservación de la carga. En la Fig.4.2, las cargas positivas están saliendo del volumen v y

atraviesan la superficie cerrada S que contiene el volumen v, como lo muestra la parte dere-

cha de la Ecuación 4.1, esto quiere decir que, en el interior del volumen, las cargas positivas

están disminuyendo; para compensar, en el interior del volumen del material, quedan las

cargas negativas ( con una distribución volumétrica de cargas), esto es,

I =
∂(−Qn)

∂t
(4.5)

pero,

Qn =
∫

v
ρvdv (4.6)

reemplazando la Ecuación 4.6 en la Ecuación 4.5; y, esta en la Ecuación 4.1, se tiene:

∮

S

−→
J . d

−→
S = −

∫

v

∂ρ
∂t

dv (4.7)

Posteriormente, aplicando el teorema de la divergencia en el lado izquierdo de la Ecua-

ción 4.7, la integral cerrada de superficie del producto punto entre el vector de densidad de

corriente
−→
J y el vector diferencial de superficie d

−→
S se convierte en una integral de volu-

men de la divergencia del vector
−→
J multiplicado par el diferencial de volumen dv, que se

encuentra representado en la Ecuación 4.8, esto es:

∫

v

(−→∇ .
−→
J

)
dv = −

∫

v

∂ρ
∂t

dv (4.8)

Luego, integrando la Ecuación 4.8, se tiene:

−→∇ .
−→
J = −∂ρ

∂t
(4.9)

Finalmente, la Ecuación 4.9, representa la ecuación de la continuidad o la ley de la conserva-

ción de la carga, que será utilizada para demostrar la ecuación de la ley circuital de Ampere

en forma generalizada, que se parte de la Ecuación 4.10, esto es:
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Figura 4.2:Material conductor con superficie cerrada S .
Fuente: Los autores

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S (4.10)

Aplicando el teorema de Stoke en el lado izquierdo de la Ecuación 4.10, en la que, la integral

cerrada de lı́nea del producto punto entre el vector intensidad de campo magnético
−→
H y

el vector diferencial de longitud d
−→
l de la trayectoria cerrada C, es igual a la integral de

superficie que contiene la trayectoria cerrada C, del producto punto entre, el rotacional del

vector
−→
H y el vector diferencial de superficie d

−→
S , esto es:

∫

S

(−→∇ x
−→
H

)
. d
−→
S =

∫

S

−→
J . d

−→
S (4.11)

Resolviendo la Ecuación 4.11, donde las integrales de superficie son iguales, se tiene:

−→∇ x
−→
H =

−→
J (4.12)

Matemáticamente, en una ecuación, si multiplicamos o dividimos un valor en todos los

términos de la ecuación, entonces, dicha ecuación no se altera. Considerando este criterio,

en la Ecuación 4.12, le aplicamos la divergencia en los dos lados de la ecuación, se obtiene

la Ecuación 4.13, ası́:

−→∇ .
(−→∇ x

−→
H

)
=
−→∇ .−→J (4.13)

Pero, matemáticamente la divergencia del rotacional de un vector es igual a cero, entonces

en la Ecuación 4.13, la divergencia del vector
−→
J es igual a cero, como se muestra en la Ecua-

ción 4.14, lo cual contradice a la ecuación de la continuidad representado en la Ecuación 4.9.
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0 =
−→∇ .−→J (4.14)

Esto significa que la Ecuación 4.11 está incompleta. De modo que, considerando la corriente

no estacionaria explicado anteriormente, y que ahora se va a explicar con mayor detalle

utilizando un capacitor de placas circulares, tal como se muestra en la Fig.4.3.

El capacitor de la Fig.4.3 muestra dos superficies S1 y S2 que comparten la misma delimi-

tación de contorno ∂S (la frontera entre la superficie S1 y S2). Sin embargo, S1 es atravesado

por una corriente de conducción IC que genera una densidad de flujo magnético
−→
B , mientras

que S2 es atravesada por una corriente de desplazamiento ID , que es una cantidad que está

relacionada con un campo eléctrico
−→
E que cambia o varı́a en el tiempo. Esto puede ocurrir

en el vacı́o o en un dieléctrico donde existe el campo eléctrico. No es una corriente en un

sentido estricto, que ocurre cuando una carga se encuentra en movimiento o cuando la carga

se transporta de un sitio a otro. Sin embargo, tiene las unidades de corriente eléctrica y tiene

asociado un campo magnético. Matemáticamente, ID se define como la variación temporal

del flujo de campo eléctrico a través de una superficie, esto es:

ID = ϵ0
dϕE

dt
(4.15)

A continuación, se procede a demostrar la Ecuación 4.15. La corriente de conducción IC es

la que circula en los alambres que conecta a las placas circulares del capacitor de la Fig.4.3,

que es igual a la Ecuación 4.16, esto es:

IC =
dq
dt

(4.16)

Además, la densidad de corriente de conducción JC es igual a la corriente de conducción

dividido para la superficie S1, ası́:

JC =
IC
S1

(4.17)

reemplazando la Ecuación 4.16 en la Ecuación 4.17, se tiene

JC =
dq

dt S1
(4.18)

Por otro lado, la variación de cargas con respecto a la superficie S1 es igual a la variación de

cargas superficiales dσ , esto es:
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Figura 4.3: Capacitor de placas circulares con un campo eléctrico
−→
E .

Fuente: Los autores

JC =
dσ
dt

(4.19)

También, se puede decir que, el campo eléctrico E producido por una distribución superfi-

cial de cargas σ sobre la superficie de la placa circular superior del capacitor, es igual a:

E =
σ
ϵ0

(4.20)

por lo que, despejando σ de la Ecuación 4.20, se tiene

σ = ϵ0E (4.21)

y, reemplazando la Ecuación 4.21 en la Ecuación 4.19, resulta:

JC =
dϵ0E
dt

(4.22)

ordenando,

JC = ϵ0
dE
dt

(4.23)

No obstante, en la superficie de la frontera de la placa conductora superior del capacitor y

el aire interno del capacitor, las cargas son iguales, entonces, la corriente de conducción IC
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(en el conductor) debe ser igual a la corriente de desplazamiento ID (en el dieléctrico o aire),

por lo tanto, la densidad de corriente de desplazamiento JD debe ser igual a la corriente de

desplazamiento ID dividido para la superficie S2 que se encuentra en el aire, ası́:

JD =
ID
S2

(4.24)

Entonces, como la corriente de conducción IC es igual a la corriente de desplazamiento ID

en la frontera del capacitor, de la Ecuación 4.17 se despeja la corriente IC y se reemplaza por

la corriente ID en la Ecuación 4.24, esto es:

JD =
JCS1
S2

(4.25)

Como, debido a que, en la frontera entre la placa del capacitor y el aire, la superficie S1 = S2

y esta es igual a la superficie S del capacitor, entonces en la Ecuación 4.25, la densidad de

corriente de conducción JC es igual a la densidad de corriente de desplazamiento JD , y se

puede reemplazar en la Ecuación 4.23.

JD = JC = ϵ0
dE
dt

(4.26)

Seguidamente, la corriente de desplazamiento es:

ID = JD S (4.27)

Reemplazando la Ecuación 4.26 en la Ecuación 4.27, se tiene:

ID = ϵ0
dE
dt

S = ϵ0
dES
dt

(4.28)

pero, el flujo eléctrico total ϕE en el interior del capacitor, es:

ϕE = ES (4.29)

Finalmente, al remplazar la Ecuación 4.29 en la Ecuación 4.28, se llega a demostrar la Ecua-

ción 4.15, esto es:

ID = ϵ0
dϕE

dt
(4.30)

Por otro lado, se puede decir que, un campo eléctrico
−→
E que varı́a en el tiempo genera

una corriente de desplazamiento iD, que actúa como la fuente de un campo magnético
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(densidad de flujo magnético
−→
B ) exactamente de la misma manera que una corriente de

conducción. Además, un capacitor que se carga con una corriente de conducción iC tiene

una corriente de desplazamiento igual a iD entre las placas, con una densidad de corriente

de desplazamiento jD = ϵ0dE/dt, o una corriente de desplazamiento iD = ϵ0dϕE/dt. Esta se

puede considerar como la fuente del campo magnético entre las placas, como se muestra en

la Fig.4.4. Las placas circulares tienen un radio R, con una distribución de cargas positivas

+q y negativas −q, que generan las lı́neas de campo eléctrico
−→
E ; y, debido a la corriente de

conducción, se generan las lı́neas de densidad de flujo magnético
−→
B a una distancia circular

r. Debido a que en el interior de las placas circulares del capacitor, se encuentra en el vacı́o,

entonces para calcular B se utiliza la ecuación de la ley de Ampere en el vacı́o con las dos

corrientes, de conducción iC y de desplazamiento iD , esto es:

Figura 4.4: Capacitor de placas circulares con un campo
−→
E y
−→
B entre las placas.

Fuente: Los autores

∮

C

−→
B . d

−→
l =µ0 (iC + iD) (4.31)

Destruyendo el paréntesis en la Ecuación 4.31 y reemplazando el valor de la corriente de

desplazamiento, se tiene:

∮

C

−→
B . d

−→
l =µ0 iC +µ0ϵ0

dϕE

dt
(4.32)

Pero, el flujo eléctrico es igual a la integral de superficie del producto punto entre el vector

campo eléctrico
−→
E y el vector diferencial de superficie d

−→
S , esto es:
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ϕE =
∫

S

−→
E . d

−→
S (4.33)

Finalmente, reemplazando la Ecuación 4.33 en la Ecuación 4.32, se tiene la interacción entre

el campo eléctrico y el magnético, ası́:

∮

C

−→
B . d

−→
l =µ0 iC +µ0ϵ0

d
dt

∫

S

−→
E . d

−→
S (4.34)

Se debe puntualizar que, la Ecuación 4.34 es válida únicamente cuando entre las placas del

capacitor existe el vacı́o.

4.2. Ecuaciones generales del campo electromagnético (Ecuacio-

nes de Maxwell)
Se demostrará que las relaciones matemáticas que satisfacen las partes eléctricas y magnéti-

cas del campo electromagnético único en casos especiales representan un sistema consisten-

te de ecuaciones en todos los casos. Hasta ahora, se han estudiado las relaciones fundamen-

tales de la electrostática y los campos magnéticos estables, por lo que, se está en condiciones

de analizar los campos que varı́an con el tiempo.

A continuación, se presentan dos conceptos nuevos: 1) a partir del campo eléctrico se produ-

ce un campo magnético cambiante, que es el resultado del trabajo experimental de Faraday;

y, 2) a partir de un campomagnético se genera un campo eléctrico cambiante, que es el resul-

tado del trabajo de Maxwell, inspirado en el trabajo experimental de Faraday y en la imagen

mental de las lı́neas de fuerza que éste introdujo en el desarrollo de su teorı́a eléctrica y

magnética (Hayt W 2012, p236).

Las ecuaciones de Maxwell corresponden a las cuatro ecuaciones fundamentales de la teorı́a

electromagnética (Garcı́a Abad 2020, p113 ), donde, el orden de escritura es irrelevante, que

a continuación se las describe:

4.2.1. Primera ecuación de Maxwell en forma integral y diferencial

De acuerdo a la Ley de Inducción de Faraday, un campo magnético que varı́a con el tiempo,

es decir, un flujo ϕ variante en el tiempo que atraviese el interior del área que describe

una espira conductora, produce una fuerza electromotriz E , capaz de generar una corriente

eléctrica en un circuito cerrado, en este caso, en la espira, esto es:

E = −dϕ
dt

(4.35)

El signo menos de la Ecuación 4.35 se justifica aplicando la Ley de Lenz que dice, la corrien-
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te inducida genera un flujo que se opone a la causa que la produce, esto es: si el flujo que

atraviesa la espira está aumentando, entonces, la corriente inducida genera un flujo en di-

rección opuesta que se opone a ese aumento; mientras que, si el flujo que atraviesa la espira

está disminuyendo, entonces, la corriente inducida genera un flujo en la misma dirección

para evitar que siga disminuyendo (Hayt W 2012, p237).

Para campos eléctricos producidos por una distribución de cargas estáticas, la integral ce-

rrada de lı́nea da lugar a una diferencia de potencial igual a cero, como se muestra en la

Ecuación 4.36, esto es,

∮

C

−→
E .d
−→
l = 0 (4.36)

mientras que, con campos variantes con el tiempo, el resultado es una generación de una

fuerza electromotriz, ası́:

E =
∮

C

−→
E .d
−→
l (4.37)

Por otro lado, el flujo magnético es igual a la integral de superficie del producto punto entre

el vector densidad de flujo magnético
−→
B y el vector de desplazamiento d

−→
l , esto es:

ϕ =
∫

S

−→
B .d
−→
S (4.38)

entonces, reemplazando la Ecuación 4.38 en la Ecuación 4.35, e igualando con la Ecua-

ción 4.37, se tiene:

E =
∮

C

−→
E .d
−→
l − d

dt

∫

S

−→
B .d
−→
S (4.39)

Ahora bien, en una trayectoria estacionaria, si el flujo magnético es la única cantidad que

varı́a con el tiempo, en la Ecuación 4.39 la derivada parcial se puede introducir dentro de la

integral, esto es:

E =
∮

C

−→
E .d
−→
l −

∫

S

∂
−→
B
∂t

.d
−→
S (4.40)

Por consiguiente, la primera ecuación de maxwell en forma integral, es:

∮

C

−→
E .d
−→
l = −

∫

S

∂
−→
B
∂t

.d
−→
S (4.41)

Para obtener la primera ecuación de Maxwell en forma diferencial, en la parte izquierda de

la Ecuación 4.41 se aplica el teorema de Stokes, la integral cerrada de lı́nea se convierte en
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una integral de superficie, esto es:

∫

S

(−→∇ x−→E
)
. d
−→
S = −

∫

S

∂
−→
B
∂t

.d
−→
S (4.42)

Considerando que las superficies de la Ecuación 4.42 son iguales, se tiene:

−→∇ x−→E = −∂
−→
B
∂t

(4.43)

Finalmente, la Ecuación 4.43 representa la primera ecuación de Maxwell en forma diferen-

cial o puntual.

4.2.2. Segunda ecuación de Maxwell en forma integral y diferencial

La ecuación general de Gauss para medios dieléctricos, es

∮

S

−→
D . d

−→
S =Qn (4.44)

La Ecuación 4.44, representa la segunda ecuación de Maxwell en forma integral.

Si la carga neta Qn se reemplaza por una distribución volumétrica de cargas, se obtiene:

∮

S

−→
D . d

−→
S =Qn =

∫

V
ρvdv (4.45)

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado izquierdo de la Ecuación 4.45, donde la

integral cerrada de superficie se convierte en una integral de volumen, esto es:

∫

V

(−→∇ .−→D
)
dv =

∫

V
ρvdv (4.46)

Considerando que los volúmenes de la Ecuación 4.46 son iguales, se tiene:

−→∇ .−→D = ρv (4.47)

Finalmente, la Ecuación 4.47 representa la segunda ecuación de Maxwell en forma diferen-

cial o puntual.

4.2.3. Tercera ecuación de Maxwell en forma integral y diferencial

Para la obtención de la tercera ecuación de Maxwell, se parte de la integral cerrada de lı́nea

del producto punto entre el vector intensidad de campo magnético
−→
H y el vector desplaza-

miento d
−→
l es igual a la corriente neta in encerrada por la trayectoria cerrada C, esto es:

∮

C

−→
H . d

−→
l = in (4.48)
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te inducida genera un flujo que se opone a la causa que la produce, esto es: si el flujo que

atraviesa la espira está aumentando, entonces, la corriente inducida genera un flujo en di-

rección opuesta que se opone a ese aumento; mientras que, si el flujo que atraviesa la espira

está disminuyendo, entonces, la corriente inducida genera un flujo en la misma dirección

para evitar que siga disminuyendo (Hayt W 2012, p237).

Para campos eléctricos producidos por una distribución de cargas estáticas, la integral ce-

rrada de lı́nea da lugar a una diferencia de potencial igual a cero, como se muestra en la

Ecuación 4.36, esto es,

∮

C

−→
E .d
−→
l = 0 (4.36)

mientras que, con campos variantes con el tiempo, el resultado es una generación de una

fuerza electromotriz, ası́:

E =
∮

C

−→
E .d
−→
l (4.37)

Por otro lado, el flujo magnético es igual a la integral de superficie del producto punto entre

el vector densidad de flujo magnético
−→
B y el vector de desplazamiento d

−→
l , esto es:

ϕ =
∫

S

−→
B .d
−→
S (4.38)

entonces, reemplazando la Ecuación 4.38 en la Ecuación 4.35, e igualando con la Ecua-

ción 4.37, se tiene:

E =
∮

C

−→
E .d
−→
l − d

dt

∫

S

−→
B .d
−→
S (4.39)

Ahora bien, en una trayectoria estacionaria, si el flujo magnético es la única cantidad que

varı́a con el tiempo, en la Ecuación 4.39 la derivada parcial se puede introducir dentro de la

integral, esto es:

E =
∮

C

−→
E .d
−→
l −

∫

S

∂
−→
B
∂t

.d
−→
S (4.40)

Por consiguiente, la primera ecuación de maxwell en forma integral, es:

∮

C

−→
E .d
−→
l = −

∫

S

∂
−→
B
∂t

.d
−→
S (4.41)

Para obtener la primera ecuación de Maxwell en forma diferencial, en la parte izquierda de

la Ecuación 4.41 se aplica el teorema de Stokes, la integral cerrada de lı́nea se convierte en
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una integral de superficie, esto es:

∫

S

(−→∇ x−→E
)
. d
−→
S = −

∫

S

∂
−→
B
∂t

.d
−→
S (4.42)

Considerando que las superficies de la Ecuación 4.42 son iguales, se tiene:

−→∇ x−→E = −∂
−→
B
∂t

(4.43)

Finalmente, la Ecuación 4.43 representa la primera ecuación de Maxwell en forma diferen-

cial o puntual.

4.2.2. Segunda ecuación de Maxwell en forma integral y diferencial

La ecuación general de Gauss para medios dieléctricos, es

∮

S

−→
D . d

−→
S =Qn (4.44)

La Ecuación 4.44, representa la segunda ecuación de Maxwell en forma integral.

Si la carga neta Qn se reemplaza por una distribución volumétrica de cargas, se obtiene:

∮

S

−→
D . d

−→
S =Qn =

∫

V
ρvdv (4.45)

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado izquierdo de la Ecuación 4.45, donde la

integral cerrada de superficie se convierte en una integral de volumen, esto es:

∫

V

(−→∇ .−→D
)
dv =

∫

V
ρvdv (4.46)

Considerando que los volúmenes de la Ecuación 4.46 son iguales, se tiene:

−→∇ .−→D = ρv (4.47)

Finalmente, la Ecuación 4.47 representa la segunda ecuación de Maxwell en forma diferen-

cial o puntual.

4.2.3. Tercera ecuación de Maxwell en forma integral y diferencial

Para la obtención de la tercera ecuación de Maxwell, se parte de la integral cerrada de lı́nea

del producto punto entre el vector intensidad de campo magnético
−→
H y el vector desplaza-

miento d
−→
l es igual a la corriente neta in encerrada por la trayectoria cerrada C, esto es:

∮

C

−→
H . d

−→
l = in (4.48)
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Reemplazando la corriente neta de la Ecuación 4.48 por la integral de superficie del pro-

ducto punto entre el vector densidad de corriente
−→
J y el vector superficie d

−→
S , se tiene:

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d
−→
S (4.49)

Aplicando el teorema de Stokes en la parte izquierda de la Ecuación 4.49, la integral cerrada

de lı́nea se convierte en una integral de superficie, esto es:

∫

S

(−→∇ x−→H
)
. d
−→
S =

∫

S

−→
J . d
−→
S (4.50)

Considerando que las superficies de la Ecuación 4.50 son iguales, se tiene:

−→∇ x−→H =
−→
J (4.51)

A continuación, si se aplica la divergencia en ambos lados de la Ecuación 4.51, la ecuación

no se altera, esto es:

−→∇ .
(−→∇ x

−→
H

)
=
−→∇ .
−→
J (4.52)

pero, la parte izquierda de la Ecuación 4.52 es igual a cero, ası́:

−→∇ .
(−→∇ x

−→
H

)
= 0 (4.53)

Igualando las ecuaciones 4.52 y 4.53, se tiene:

−→∇ .
−→
J = 0 (4.54)

De modo que, la Ecuación 4.54 contradice a la ecuación de la continuidad que es igual a:

−→∇ .
−→
J = −∂ρv

∂t
(4.55)

Esto demuestra que la Ecuación 4.51 solo es válida si ∂ρv/∂t = 0.

Por consiguiente, para campos variantes con el tiempo, en la Ecuación 4.48, la corriente neta

in se reemplaza por una corriente de conducción I y por una corriente de desplazamiento

ID , como se muestra en la Fig. 4.5, donde se muestra un capacitor, donde la corriente de

conducción circula por el alambre que conecta al capacitor; mientras que, la corriente de

desplazamiento se genera entre las placas del capacitor debido al campo eléctrico, tal co-

mo se demostró a partir de las fig. 4.3 y 4.5. Entonces, la Ecuación 4.48 quedarı́a como se
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muestra en la Ecuación 4.56, ası́:

Figura 4.5: Corrientes de conducción I y de desplazamiento ID .
Fuente: Los autores

∮

C

−→
H . d

−→
l = I + ID (4.56)

Reemplazando las corrientes de conducción y de desplazamiento por la integral de superfi-

cie, se tiene:

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∫

S

−→
J D . d

−→
S (4.57)

Aplicando el teorema de Stokes en la parte izquierda de la Ecuación 4.57, la integral cerrada

de lı́nea se convierte en una integral de superficie, esto es:

∫

S

(−→∇ x
−→
H

)
. d
−→
S =

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∫

S

−→
J D . d

−→
S (4.58)

Considerando que las superficies de la Ecuación 4.58 son iguales, se tiene:

−→∇ x
−→
H =

−→
J +
−→
J D (4.59)

Matemáticamente, aplicando la divergencia a todos los términos de la Ecuación 4.59, la

ecuación no varı́a, entonces:

−→∇ .
(−→∇ x

−→
H

)
=
−→∇ .
−→
J +
−→∇ .
−→
J D (4.60)

Pero, de acuerdo a las identidades vectoriales, la parte izquierda de la Ecuación 4.60 es igual

a cero, por consiguiente:
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−→∇ .
−→
J +
−→∇ .
−→
J D = 0 (4.61)

de ahı́ que,

−→∇ .
−→
J D = −−→∇ .

−→
J (4.62)

Pero, la divergencia del vector de la densidad de corriente es igual a ∂ρv/∂t, de esta manera,

reemplazando valores en la Ecuación 4.62 la divergencia del vector de densidad de corriente

de desplazamiento, es:

−→∇ .
−→
J D = −

(
−∂ρv

∂t

)
=
∂ρv
∂t

(4.63)

destruyendo paréntesis,

−→∇ .
−→
J D =

∂ρv
∂t

(4.64)

Finalmente, de la Ecuación 4.47 se reemplaza el valor de ρv en la Ecuación 4.64, esto es:

−→∇ .
−→
J D =

∂
(−→∇ .

−→
D

)

∂t
(4.65)

lo que es lo mismo,

−→∇ .
−→
J D =

−→∇ .
∂
−→
D
∂t

(4.66)

Simplificando la Ecuación 4.66, es decir, si se aplica la divergencia en ambos términos de la

ecuación, esta no se altera, ası́:

−→
J D =

∂
−→
D
∂t

(4.67)

Por consiguiente, la Ecuación 4.67 representa la densidad de corriente de desplazamiento;

y, al reemplazar en la Ecuación 4.59, se tiene:

−→∇ x−→H =
−→
J +

∂
−→
D
∂t

(4.68)

De modo que, la Ecuación 4.68 representa la tercera ecuación de Maxwell en forma diferen-

cial o puntual.
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4.2.4. Cuarta ecuación de Maxwell en forma integral y diferencial

El flujo magnético que atraviesa una superficie cerrada es igual a cero, lo que constituye la

cuarta ecuación de Maxwell en forma integral, esto es

∮

S

−→
B . d

−→
S = 0 (4.69)

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado izquierdo de la Ecuación 4.69, donde la

integral cerrada de superficie se convierte en una integral de volumen, esto es:

∫

V

(−→∇ . −→B
)
dV = 0 (4.70)

Resolviendo la Ecuación 4.70, se tiene

−→∇ . −→B = 0 (4.71)

De modo que, la Ecuación 4.71 representa la cuarta ecuación de Maxwell en forma diferen-

cial o puntual.

Por último, en la Tabla 4.1 se encuentran resumidas las cuatro ecuaciones de Maxwell en

forma integral y diferencial, que son la base de toda la teorı́a electromagnética. Son ecua-

ciones diferenciales parciales que relacionan el campo eléctrico y magnético entre sı́, esto

es:

Tabla 4.1: Ecuaciones de Maxwell en forma integral y diferencial.

Número Forma Integral Forma Diferencial

1
∮
C

−→
E .d
−→
l = −

∫
S
∂
−→
B
∂t .d

−→
S

−→∇ x−→E = −∂
−→
B
∂t

2
∮
S

−→
D . d

−→
S =Qn =

∫
V
ρvdv

−→∇ .−→D = ρv

3
∮
C

−→
H . d

−→
l =

∫
S

−→
J . d

−→
S +

∫
S
∂
−→
D
∂t . d

−→
S

−→∇ x−→H =
−→
J + ∂

−→
D
∂t

4
∮
S

−→
B . d

−→
S = 0

−→∇ . −→B = 0

Realizado por: Los Autores

Además, las ecuaciones de la Tabla 4.1, son válidas para campos magnéticos y eléctricos va-

riables o no con el tiempo. Para completar el set de las ecuaciones de Maxwell, se adicionan

otras ecuaciones, a saber:

Para un medio lineal:
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−→
D = ϵ

−→
E (4.72)

−→
B = µ

−→
H (4.73)

−→
J = σ

−→
E (4.74)

−→
J = σ

(−→
E +
−→
E i

)
(4.75)

−→
P = Xeϵ0

−→
E (4.76)

(4.77)

Válido en general:

−→
D = ϵ0

−→
E +
−→
P
−→
B = µ0

(−→
H +

−→
M

)
(4.78)

4.3. Forma compleja de las ecuaciones de Maxwell

Las fuentes primarias de cualquier campo electromagnético son las corrientes y las cargas

libres. En la práctica, estos varı́an con mayor frecuencia en el tiempo siguiendo una ley

armónica (sinusoidal) muy simple. Siempre que el medio sea lineal, todos los vectores de

campo también variarán según la ley sinusoidal. Supóngase que la frecuencia de la corriente

que produce un campo electromagnético es f , los vectores de campo variarán en todos los

puntos con la misma frecuencia (ESPOL 1982, p457). Ası́ se puede escribir, por ejemplo:

−→
E (x,y,z, t) =

−→
E (x,y,z)cos(ωt +θE) (4.79)

−→
B (x,y,z, t) =

−→
B (x,y,z)cos(ωt +θB) (4.80)

Los vectores intensidad de campo eléctrico
−→
E y densidad de flujo magnético

−→
B , son funcio-

nes de las coordenadas espaciales y el tiempo. Las fases θE y θB de los dos vectores también

son funciones de las coordenadas, esto es: θE(x,y,z) y θB(x,y,z).

Ahora bien, escribiendo en forma exponencial las ecuaciones 4.79 y 4.80, se tiene:

−→
E (x,y,z, t) =

−→
E (x,y,z)ej[ωt+θE (x,y,z)] (4.81)
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−→
B (x,y,z, t) =

−→
B (x,y,z)ej[ωt+θB(x,y,z)] (4.82)

Escribiendo de otra manera, se tiene:

−→
E (x,y,z, t) =

−→
E (x,y,z)ejθE (x,y,z)ejωt (4.83)

−→
B (x,y,z, t) =

−→
B (x,y,z)ejθB(x,y,z)ejωt (4.84)

pero,

−→
E C =

−→
E (x,y,z)ejθE (x,y,z) (4.85)

−→
B C =

−→
B (x,y,z)ej θB(x,y,z) (4.86)

donde,
−→
E C y

−→
B C representan la intensidad de campo eléctrico y densidad de flujomagnético

complejo, respectivamente.

Reemplazando las ecuaciones 4.85 y 4.86, en las ecuaciones 4.83 y 4.84, se tiene:

−→
E (x,y,z, t) =

−→
E C ejωt (4.87)

−→
B (x,y,z, t) =

−→
B C ejωt (4.88)

Por otro lado, la función exponencial se escribe como sigue:

ejωt = cos ωt + jsen ωt (4.89)

tomando la parte real, queda:

Re
[
ejωt

]
= cos ωt (4.90)

Entonces, las ecuaciones 4.87 y 4.88, se escriben ası́,

−→
E (x,y,z, t) = Re

[−→
E C ejωt

]
(4.91)
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−→
B (x,y,z, t) = Re

[−→
B C ejωt

]
(4.92)

A continuación, se desarrollan las cuatro ecuaciones de Maxwell en forma compleja:

4.3.1. Primera ecuación de Maxwell en forma compleja

Considerando la Tabla 4.1, para obtener la ecuación de Maxwell en forma compleja, se parte

de la primera ecuación de Maxwell en forma diferencial, ası́:

−→∇ x
−→
E = −∂

−→
B
∂t

(4.93)

Seguidamente, se reemplaza la parte derecha de las ecuaciones 4.91 y 4.92, esto es:

−→∇ x Re
[−→
E C ejωt

]
= − ∂

∂t

{
Re

[−→
B C ejωt

]}
(4.94)

derivando la parte derecha de la Ecuación 4.94, se tiene:

−→∇ x Re
[−→
E C ejωt

]
= Re

{
−−→B C jω ejωt

}
(4.95)

reorganizando la Ecuación 4.95, se obtiene:

Re
[−→∇ x

−→
E C ejωt

]
= Re

{
−−→B C jω ejωt

}
(4.96)

Finalmente, simplificando la Ecuación 4.96 se obtiene la primera ecuación de Maxwell en

forma compleja 4.97, esto es:

−→∇ x
−→
E C = −jω −→B C (4.97)

4.3.2. Segunda ecuación de Maxwell en forma compleja

De la Tabla 4.1, se selecciona la segunda ecuación de Maxwell en forma diferencial, ası́:

−→∇ .−→D = ρv (4.98)

y, escribiendo en el formato de la Ecuación 4.91 y reemplazando el vector campo eléctrico
−→
E por el vector desplazamiento

−→
D , se tiene:

−→∇ .Re
[−→
D C ejωt

]
= Re

[
ρC ejωt

]
(4.99)

donde,
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ρC = ρv (x,y,z)e
j θρ(x,y,z) (4.100)

−→
D C =

−→
D (x,y,z)ejθD(x,y,z) (4.101)

Considerando en función del tiempo, se tiene:

−→
D (x,y,z, t) =

−→
D C ejωt (4.102)

Finalmente, simplificando la Ecuación 4.99 se obtiene la segunda ecuación de Maxwell en

forma compleja (4.103), esto es:

−→∇ .−→D C = ρC (4.103)

4.3.3. Tercera ecuación de Maxwell en forma compleja

De la Tabla 4.1, se selecciona la tercera ecuación de Maxwell en forma diferencial, ası́

−→∇ x−→H =
−→
J +

∂
−→
D
∂t

(4.104)

y, escribiendo en el formato de la Ecuación 4.91 y reemplazando el
−→
E por el

−→
D ,
−→
H y

−→
J , se

tiene:

−→∇ x Re
[−→
H C ejωt

]
= Re

[−→
J C ejωt

]
+

∂
∂t

{
Re

[−→
D C ejωt

]}
(4.105)

donde,

−→
H C =

−→
H (x,y,z)ejθH (x,y,z) (4.106)

−→
J C =

−→
J (x,y,z)ejθJ (x,y,z) (4.107)

Considerando en función del tiempo, se tiene

−→
H (x,y,z, t) =

−→
H C ejωt (4.108)

−→
J (x,y,z, t) =

−→
J C ejωt (4.109)

derivando la parte derecha del segundo término de la Ecuación 4.105, se tiene:
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CAPÍTULO IV: ECUACIONES DE MAXWELL

−→
B (x,y,z, t) = Re

[−→
B C ejωt

]
(4.92)
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−→∇ x
−→
E = −∂

−→
B
∂t

(4.93)
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−→∇ x Re
[−→
E C ejωt

]
= − ∂

∂t

{
Re

[−→
B C ejωt

]}
(4.94)
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−→∇ x Re
[−→
E C ejωt

]
= Re

{
−−→B C jω ejωt

}
(4.95)
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−→
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−→∇ x Re
[−→
H C ejωt

]
= Re

[−→
J C ejωt

]
+Re

{−→
D C jω ejωt

}
(4.110)

reorganizando la Ecuación 4.110, se tiene:

Re
[−→∇ x

−→
H C ejωt

]
= Re

[−→
J C ejωt

]
+Re

{−→
D C jω ejωt

}
(4.111)

Finalmente, simplificando la Ecuación 4.111 se obtiene la tercera ecuación de Maxwell en

forma compleja 4.112, esto:

−→∇ x
−→
H C =

−→
J C + jω

−→
D C (4.112)

4.3.4. Cuarta ecuación de Maxwell en forma compleja

De la Tabla 4.1, se selecciona la cuarta ecuación de Maxwell en forma diferencial, ası́:

−→∇ . −→B = 0 (4.113)

Seguidamente, se reemplaza la parte derecha de la Ecuación 4.92, esto es:

−→∇ . Re
[−→
B C ejωt

]
= 0 (4.114)

reorganizando la Ecuación 4.114, se tiene:

Re
[−→∇ . −→B C ejωt

]
= 0 (4.115)

Finalmente, simplificando la Ecuación 4.115 se obtiene la cuarta ecuación de Maxwell en

forma compleja 4.116, esto es:

−→∇ . −→B C = 0 (4.116)

Por último, en la Tabla 4.2 se encuentran resumidas las cuatro ecuaciones de Maxwell en

forma integral y compleja, esto es:
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4.4. CONDICIONES DE FRONTERA

Tabla 4.2: Ecuaciones de Maxwell en forma integral y compleja.

Número Forma Integral Forma Compleja

1
∮
C

−→
E .d
−→
l = −

∫
S
∂
−→
B
∂t .d

−→
S

−→∇ x
−→
E C = −jω −→B C

2
∮
S

−→
D . d

−→
S =Qn =

∫
V
ρvdv

−→∇ .−→D C = ρC

3
∮
C

−→
H . d

−→
l =

∫
S

−→
J . d

−→
S +

∫
S
∂
−→
D
∂t . d

−→
S

−→∇ x
−→
H C =

−→
J C + jω

−→
D C

4
∮
S

−→
B . d

−→
S = 0

−→∇ . −→B C = 0

Realizado por: Los Autores

4.4. Condiciones de frontera
Para determinar las componentes normalesDn y tangencialesDt del desplazamiento eléctri-

co; en la frontera de dos medios 1 y 2, con permitividades ϵ1 y ϵ2 ,se procede como sigue:

�������

�������

	

Figura 4.6: Condiciones de frontera para el vector desplazamiento
−→
D .

Fuente: Los autores

Condiciones de frontera para las componentes normales de Dn. En primer lugar, para

determinar la componente normal de la magnitud del vector de desplazamiento eléctrico

Dn, en la frontera de dos medios, 1 y 2, se utiliza la Ecuación 4.117 de la ley generalizada de

Gauss para una distribución de cargas superficiales, esto es:

∮

S

−→
D . d

−→
S =Qn =

∫

S
ρs dS (4.117)

Luego, se selecciona una superficie Gaussiana en la frontera de los dos medios, como se
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CAPÍTULO IV: ECUACIONES DE MAXWELL

muestra en la Fig.4.6.

A continuación, en la Ecuación 4.117 se aplica el lı́mite cuando h tiende a cero para que el

análisis sea en la frontera de los dos medios 1 y 2, esto es:

lim
h→0

∮

S

−→
D . d

−→
S = lim

h→0

∫

S
ρs dS (4.118)

La integral cerrada de superficie del cilindro es igual a tres integrales abiertas; pero, los vec-

tores normales
−→
D 1n y

−→
D 2n en la superficie lateral se hacen cero debido a que estos vectores

forman un ángulo de 90o con el vector superficie lateral d
−→
S L ; mientras que, los vectores

tangenciales
−→
D 1t y

−→
D 2t se anulan. De modo que, únicamente quedan las integrales de las

dos tapas, superior e inferior, esto es:

lim
h→0

{∫

∆S1

−→
D 1n . d

−→
S +

∫

∆S2

−→
D 2n . d

−→
S

}
= lim

h→0

∫

S
ρs dS (4.119)

integrando,

lim
h→0
{−D1n∆S +D2n∆S} = lim

h→0
ρs ∆S (4.120)

Aplicando el lı́mite cuando h tiende a cero, se tiene:

−D1n∆S +D2n∆S = ρs ∆S (4.121)

Simplificando ∆S , se obtiene:

D2n −D1n = ρs (4.122)

Si en la frontera de los dos medios no existen cargas, esto es, ρs = 0, entonces la Ecua-

ción 4.122 queda como se muestra en la Ecuación 4.123, es decir, las componentes normales

del medio 1 y 2 son iguales, esto es:

D1n =D2n (4.123)

Condiciones de frontera para las componentes normales de Bn. Seguidamente, se obtiene

las condiciones de frontera para las componentes normales del vector de densidad de flujo

magnético
−→
B , para lo cual se parte de la cuarta ecuación de Maxwell en forma integral de

acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2, esto es:
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∮

S

−→
B . d

−→
S = 0 (4.124)

Se sigue un procedimiento similar al vector de desplazamiento
−→
D para determinar las com-

ponentes normales como se muestra en la Fig. 4.6, en la que se reemplaza el vector
−→
D por

el vector
−→
B ; además, en los medios 1 y 2 se reemplazan las permitividades ϵ1 y ϵ2 por las

permeabilidades µ1 y µ2, entonces debido a que el flujo magnético atraviesa una superficie

cerrada es igual a cero, las componentes normales del medio 1 y 2 de la densidad de flujo

magnético son iguales, ası́:

B1n = B2n (4.125)

Condiciones de frontera para las componentes normales de Jn. De igual manera, se ob-

tiene las condiciones de frontera para las componentes normales del vector de densidad de

corriente
−→
J como se muestra en la Fig.4.6, en la que se reemplaza el vector

−→
D por el vector

−→
J , para lo cual se parte de la ecuación de la continuidad, esto es:

−→∇ .
−→
J = −∂ρv

∂t
(4.126)

A esta ecuación de la continuidad se aplica el lı́mite cuando h tiende a cero, se tiene:

lim
h→0

∮

S

−→
J . d

−→
S = −

∫

V

∂ρV
∂t

dV = − ∂
∂t

∫

S
ρs dS (4.127)

resolviendo, se obtiene las componentes normales de la densidad de corriente en la frontera

de los medios 1 y 2 que se muestra en la Ecuación 4.128, ası́:

J2n − J1n = −
∂
∂t

ρs (4.128)

Condiciones de frontera de la primera ecuación de Maxwell. A continuación, se obtienen

las componentes tangenciales de la intensidad de campo eléctrico
−→
E y del vector de des-

plazamiento eléctrico
−→
D a partir de la primera ecuación de Maxwell en forma integral de

acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2, esto es:

∮

C

−→
E . d

−→
l = −

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S (4.129)

Para obtener las condiciones de frontera entre el medio 1 y 2 se utiliza la primera ecuación de

Maxwell que relaciona el campo eléctrico y magnético, donde para la parte izquierda de la
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muestra en la Fig.4.6.
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cerrada es igual a cero, las componentes normales del medio 1 y 2 de la densidad de flujo
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las componentes tangenciales de la intensidad de campo eléctrico
−→
E y del vector de des-

plazamiento eléctrico
−→
D a partir de la primera ecuación de Maxwell en forma integral de

acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2, esto es:
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E . d

−→
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CAPÍTULO IV: ECUACIONES DE MAXWELL

ecuación se selecciona una trayectoria cerrada 12341 de forma rectangular de dimensiones

∆l por h, tal como se muestra en la Fig. 4.7; y, para la parte derecha de la ecuación, se

selecciona la superficie que describe la trayectoria rectangular cerrada.

La integral cerrada de lı́nea C se reemplaza por la trayectoria 12341, ası́:

∮

12341

−→
E . d

−→
l = −

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S

y se aplica el lı́mite cuando h tiende a cero para que el análisis que se realiza sea en la

frontera de los dos medios, entonces,

�

� �

�
�

���	
���

�	
���

�

�

Figura 4.7: Condiciones de frontera de la primera ecuación de Maxwell, Tabla 4.1.
Fuente: Los autores

lim
h→0

∮

12341

−→
E . d

−→
l = lim

h→0

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S (4.130)

la trayectoria cerrada 12341 se reemplaza por seis integrales abiertas, esto es: de 1-2, de 2-a,

de a-3, de 3-4, de 4-b y de b-1, ası́

lim
h→0

[∫ 2

1

−→
E 2t . ∆

−→
l +

∫ a

2

−→
E 2n . ∆

−→
l +

∫ 3

a

−→
E 1n . ∆

−→
l +

∫ 4

3

−→
E 1t . ∆

−→
l + ...

+
∫ b

4

−→
E 1n . ∆

−→
l +

∫ 1

b

−→
E 2n . ∆

−→
l

]
= lim

h→0

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S

(4.131)

pero, al aplicar el lı́mite cuando h tiende a cero, la integral de superficie tiende a cero, esto

es:
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lim
h→0

∫

S

∂
−→
B
∂t

. d
−→
S = 0 (4.132)

Entonces, destruyendo el producto punto e integrando, se tiene:

lim
h→0

[
E2t ∆l −E2n

h
2
−E1n

h
2
−E1t ∆l+E1n

h
2
+E2n

h
2

]
= 0 (4.133)

Simplificando valores y aplicando el lı́mite cuando h tiende a cero, resulta:

E2t∆l −E1t∆l = 0 (4.134)

Donde, las componentes tangenciales de los medios 1 y 2 son iguales, ası́:

E1t = E2t (4.135)

Para obtener las componentes tangenciales D1t y D2t , se aplica la ecuación que relaciona D

con E en el medio 1 y 2, esto es :

D1 = ϵ1E1 (4.136)

D2 = ϵ2E2 (4.137)

Despejando y reemplazando en la Ecuación 4.135, se tiene:

D1t
ϵ1

=
D2t
ϵ2

para dieléctricos lineales (4.138)

Condiciones de frontera de la tercera ecuación de Maxwell. A continuación, se obtienen

las componentes normales y tangenciales de la intensidad de campo magnético
−→
H , de la

densidad de corriente
−→
J y de la densidad de flujo magnético

−→
B a partir de la primera ecua-

ción de Maxwell en forma integral de acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2, esto es:

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∫

S

∂
−→
D
∂t

. d
−→
S (4.139)

Para obtener las condiciones de frontera entre el medio 1 y 2 se utiliza la tercera ecuación

de Maxwell en forma integral de acuerdo a las Tablas 4.1 y 4.2 que relaciona el campo

magnético
−→
H , la densidad de corriente

−→
J y el vector de desplazamiento eléctrico

−→
D , donde,

para la parte izquierda de la ecuación se selecciona una trayectoria cerrada 12341 de forma

rectangular de dimensiones ∆l por h, tal como se muestra en la Fig. 4.8; y, para la parte
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Figura 4.8: Condiciones de frontera de la tercera ecuación de Maxwell, Tabla 4.1.
Fuente: Los autores

derecha de la ecuación, se selecciona la superficie que describe la trayectoria rectangular

cerrada.

A continuación, en la Fig.4.8 se aplica el lı́mite cuando h tiende a cero para que el análisis

que se realiza sea en la frontera de los dos medios, esto es:

lim
h→0

∮

C

−→
H . d

−→
l = lim

h→0

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∫

S

∂
−→
D
∂t

. d
−→
S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (4.140)

La integral cerrada de lı́nea se convierte en cuatro integrales abiertas formada por los seg-

mentos de 1-2, 2-3, 3-4 y 4-1. Las integrales de los segmentos de 2-3 y de 4-1 se anulan

debido a que los vectores de desplazamiento d
−→
l tienen direcciones opuestas, únicamente

quedan las integrales de los segmentos de 1-2 y de 3-4, por consiguiente:

lim
h→0

[∫ −→
H 1t . d

−→
l +

∫ −→
H 2t . d

−→
l

]
= lim

h→0

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∫

S

∂
−→
D
∂t

. d
−→
S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (4.141)

destruyendo el producto punto, se tiene:

lim
h→0

[∫
H1tdl cos 180o +

∫
H2tdl cos 0o

]
= lim

h→0

[∫

S
J dScos 0o +

∫

S

∂D
∂t

dScos 0o
]

(4.142)

simplificando,
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lim
h→0

[
−
∫

H1t dl +
∫

H2t dl

]
= lim

h→0

[∫

S
J dS +

∫

S

∂D
∂t

dS

]
(4.143)

Pero,

∫

S
J dS =

∫

S
J h dl =

∫

S
JS dl (4.144)

Donde, JS es la densidad superficial de corriente

y,

∫

S

∂D
∂t

dS = 0 ya que el área tiende a cero (4.145)

Entonces, reemplazando valores e integrando, se obtiene:

lim
h→0

[−H1t∆l +H2t∆l] = lim
h→0

[JS ∆l +0] (4.146)

Aplicando el lı́mite cuando h tiende a cero, se obtiene la Ecuación 4.147 para determinar las

componentes tangenciales de la intensidad de campo magnético H1t y H2t , esto es:

H2t −H1t = Js (4.147)

Si, Js = 0

Entonces, las componentes tangenciales de los dos medios son iguales, esto es:

H1t =H2t (4.148)

Para determinar las componentes tangenciales de la densidad de flujo magnético B1t y B2t ,

se aplica la ecuación que relaciona B con H en los medios 1 y 2, esto es:

B1t = µ1H1t (4.149)

B2t = µ2H2t (4.150)

Reemplazando estos valores en la Ecuación 4.148, se tiene:

B1t
µ1

=
B2t
µ2

para un medio lineal (4.151)
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4.5. Teorema de Poynting
El teorema de Poynting es la expresión de la Ley de conservación de la energı́a aplicada a

los campos electromagnéticos. Toda la potencia o energı́a electromagnética se transmite a

través de los campos electromagnéticos antes que a través de otros dispositivos que sirven

para transmitir corriente eléctrica (ESPOL 1982, p462).

El Vector de Poynting se representado por
−→
S , y está definido por el producto cruz entre el

vector intensidad de campo eléctrico
−→
E y el vector intensidad de campo magnético

−→
H , esto

es:

−→
S =

−→
E x
−→
H (4.152)

��������	
��	���

��������	
��	�����

����������

������

Figura 4.9: Balance de potencia electromagnética sobre un volumen arbitrario.
Fuente: Los autores

El teorema de Poynting describe el balance de potencia electromagnética sobre un volumen

arbitrario, es decir, la potencia generada en el interior del volumen, se puede decir que, la

potencia que entra a la superficie es igual a la potencia que sale por la superficie que encierra

al volumen, como se muestra en la Fig.4.9. Usando este teorema, se desarrollarán fórmulas

para la potencia transportada por una onda plana (Demarest 1998, p462).

Para empezar esta discusión, se considera campos en el dominio del tiempo. No obstante, si

se aplica la divergencia al Vector de Poynting, este vector serı́a en forma puntual, es decir

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
(4.153)

Matemáticamente, de acuerdo a las identidades vectoriales, la Ecuación 4.153 es igual a:

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
=
−→
H .

(−→∇ x
−→
E
)
− −→E .

(−→∇ x
−→
H

)
(4.154)

Pero, utilizando las dos ecuaciones de Maxwell, esto es:
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−→∇ x
−→
E = −∂

−→
B
∂t

(4.155)

−→∇ x
−→
H =

−→
J +

∂
−→
D
∂t

(4.156)

Se reemplaza en la Ecuación 4.154, ası́:

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
=
−→
H .

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂
−→
B
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠−
−→
E .

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (4.157)

Destruyendo paréntesis y simplificando en la Ecuación 4.157, se obtiene:

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
= −−→H .

∂
−→
B
∂t
− −→E .

−→
J − −→E .

∂
−→
D
∂t

(4.158)

En un medio lineal e isotrópico, se aplican las dos ecuaciones que siguen:

−→
B = µ

−→
H

−→
D = ϵ

−→
E (4.159)

Por un lado, considerando la derivada parcial con respecto al tiempo del producto punto de

los vectores
−→
H y

−→
B , se tiene:

∂
∂t

(−→
H .

−→
B
)
=
−→
H .

∂
−→
B
∂t

+
∂
−→
H
∂t

.
−→
B (4.160)

Además, debido a que el producto punto es conmutativo, el segundo término del lado dere-

cho de la Ecuación 4.160 se intercambian los vectores
−→
H y

−→
B , entonces:

∂
∂t

(−→
H .

−→
B
)
=
−→
H .

∂
−→
B
∂t

+
−→
H .

∂
−→
B
∂t

(4.161)

simplificando,

∂
∂t

(−→
H .

−→
B
)
= 2
−→
H .

∂
−→
B
∂t

(4.162)

Despejando el término de la derecha de la Ecuación 4.162, se tiene finalmente:

−→
H .

∂
−→
B
∂t

=
1
2
∂
∂t

(−→
H .

−→
B
)

(4.163)

Igualmente, considerando la derivada parcial con respecto al tiempo del producto punto de

los vectores
−→
E y
−→
D , se tiene:
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∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
=
−→
E .

∂
−→
D
∂t

+
∂
−→
E
∂t

.
−→
D (4.164)

También, debido a que el producto punto es conmutativo, el segundo término del lado de-

recho de la Ecuación 4.164 se intercambian los vectores
−→
E y
−→
D , entonces:

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
=
−→
E .

∂
−→
D
∂t

+
−→
E .

∂
−→
D
∂t

(4.165)

simplificando,

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
= 2
−→
E .

∂
−→
D
∂t

(4.166)

Despejando el término de la derecha de la Ecuación 4.166, se tiene finalmente:

−→
E .

∂
−→
D
∂t

=
1
2
∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
(4.167)

Además, el vector densidad de corriente
−→
J es igual a la conductividad σ por los campos

eléctricos impreso
−→
E i y de cargas libres

−→
E , esto es:

−→
J = σ

(−→
E i +

−→
E
)

(4.168)

Despejando
−→
E , se tiene:

−→
J
σ

=
−→
E i +

−→
E ⇒ −→

E =
−→
J
σ
− −→E i (4.169)

Finalmente, reemplazando las ecuaciones: 4.163, 4.167 y 4.169 en la Ecuación 4.158, esto es

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
= −1

2
∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
−
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−→
J
σ
− −→E i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
−→
J − 1

2
∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
(4.170)

Simplificando,

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
= −1

2
∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
− J2

σ
+
−→
J .
−→
E i −

1
2
∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
(4.171)

Despejando el término
−→
J .
−→
E i , se obtiene:

−→
J .
−→
E i =

J2

σ
+
1
2
∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
+
1
2
∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
+
−→∇ .

(−→
E x
−→
H

)
(4.172)

Al integrar la Ecuación 4.172 con respecto al volumen de la Fig.4.9, se tiene:
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∫

V

−→
J .
−→
E i dV =

∫

V

J2

σ
dV +

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
dV +

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
+
∫

V

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
dV

(4.173)

Aplicando el teorema de la divergencia en el último término de la Ecuación 4.173, en la que

una integral de volumen es igual a una integral de superficie, se tiene:

∫

V

−→
J .
−→
E i dV =

∫

V

J2

σ
dV +

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
dV+

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
+
∮

S

(−→
E x
−→
H

)
. d
−→
S

(4.174)

A continuación, se va a interpretar cada término de la Ecuación 4.174, ası́:

El primer término, representa la potencia consumida por efecto Joule, esto es,

∫

V

J2

σ
dV Potencia consumida por ef ecto Joule (4.175)

el segundo término, se adecúa de la manera siguiente:

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
dV =

∂
∂t

[
1
2

∫

V

(−→
B .
−→
H

)
dV

]
(4.176)

pero,Um representa la densidad volumétrica de energı́a almacenada en el campo magnético

y es igual a:

Um =
1
2
−→
B .
−→
H (4.177)

Además, Wm representa la energı́a magnética y es igual a:

Wm =
1
2

∫

V

(−→
B .
−→
H

)
dV (4.178)

Reemplazando la Ecuación 4.178 en la Ecuación 4.176, se tiene:

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
dV =

∂
∂t

Wm (4.179)

De manera similar, el tercer término del lado derecho de la Ecuación 4.174, se adecúa como

sigue:

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
dV =

∂
∂t

[
1
2

∫

V

(−→
E .
−→
D

)
dV

]
(4.180)

pero, Ue representa la densidad volumétrica de energı́a almacenada en el campo eléctrico y
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∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
=
−→
E .

∂
−→
D
∂t

+
∂
−→
E
∂t

.
−→
D (4.164)

También, debido a que el producto punto es conmutativo, el segundo término del lado de-

recho de la Ecuación 4.164 se intercambian los vectores
−→
E y
−→
D , entonces:

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
=
−→
E .

∂
−→
D
∂t

+
−→
E .

∂
−→
D
∂t

(4.165)

simplificando,

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
= 2
−→
E .

∂
−→
D
∂t

(4.166)

Despejando el término de la derecha de la Ecuación 4.166, se tiene finalmente:

−→
E .

∂
−→
D
∂t

=
1
2
∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
(4.167)

Además, el vector densidad de corriente
−→
J es igual a la conductividad σ por los campos

eléctricos impreso
−→
E i y de cargas libres

−→
E , esto es:

−→
J = σ

(−→
E i +

−→
E
)

(4.168)

Despejando
−→
E , se tiene:

−→
J
σ

=
−→
E i +

−→
E ⇒ −→

E =
−→
J
σ
− −→E i (4.169)

Finalmente, reemplazando las ecuaciones: 4.163, 4.167 y 4.169 en la Ecuación 4.158, esto es

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
= −1

2
∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
−
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−→
J
σ
− −→E i

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
−→
J − 1

2
∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
(4.170)

Simplificando,

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
= −1

2
∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
− J2

σ
+
−→
J .
−→
E i −

1
2
∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
(4.171)

Despejando el término
−→
J .
−→
E i , se obtiene:

−→
J .
−→
E i =

J2

σ
+
1
2
∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
+
1
2
∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
+
−→∇ .

(−→
E x
−→
H

)
(4.172)

Al integrar la Ecuación 4.172 con respecto al volumen de la Fig.4.9, se tiene:
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∫

V

−→
J .
−→
E i dV =

∫

V

J2

σ
dV +

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
dV +

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
+
∫

V

−→∇ .
(−→
E x
−→
H

)
dV

(4.173)

Aplicando el teorema de la divergencia en el último término de la Ecuación 4.173, en la que

una integral de volumen es igual a una integral de superficie, se tiene:

∫

V

−→
J .
−→
E i dV =

∫

V

J2

σ
dV +

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
dV+

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
+
∮

S

(−→
E x
−→
H

)
. d
−→
S

(4.174)

A continuación, se va a interpretar cada término de la Ecuación 4.174, ası́:

El primer término, representa la potencia consumida por efecto Joule, esto es,

∫

V

J2

σ
dV Potencia consumida por ef ecto Joule (4.175)

el segundo término, se adecúa de la manera siguiente:

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
dV =

∂
∂t

[
1
2

∫

V

(−→
B .
−→
H

)
dV

]
(4.176)

pero,Um representa la densidad volumétrica de energı́a almacenada en el campo magnético

y es igual a:

Um =
1
2
−→
B .
−→
H (4.177)

Además, Wm representa la energı́a magnética y es igual a:

Wm =
1
2

∫

V

(−→
B .
−→
H

)
dV (4.178)

Reemplazando la Ecuación 4.178 en la Ecuación 4.176, se tiene:

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
B .
−→
H

)
dV =

∂
∂t

Wm (4.179)

De manera similar, el tercer término del lado derecho de la Ecuación 4.174, se adecúa como

sigue:

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
dV =

∂
∂t

[
1
2

∫

V

(−→
E .
−→
D

)
dV

]
(4.180)

pero, Ue representa la densidad volumétrica de energı́a almacenada en el campo eléctrico y
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es igual a:

Ue =
1
2
−→
E .
−→
D (4.181)

También, We representa la energı́a eléctrica y es igual a:

We =
1
2

∫

V

(−→
E .
−→
D

)
dV (4.182)

Reemplazando la Ecuación 4.182 en la Ecuación 4.180, se tiene:

1
2

∫

V

∂
∂t

(−→
E .
−→
D

)
dV =

∂
∂t

We (4.183)

De tal manera que, al reemplazar las ecuaciones 4.179 y 4.183 en la Ecuación 4.174, resulta:

∫

V

−→
J .
−→
E i dV =

∫

V

J2

σ
dV +

∂
∂t

(Wm +We) +
∮

S

(−→
E x
−→
H

)
. d
−→
S (4.184)

Donde, el tercer término de la Ecuación 4.184, representa el flujo de potencia a través de la

superficie S , o la velocidad con que fluye la potencia a través de la superficie S , esto es:

∮

S

(−→
E x
−→
H

)
. d
−→
S T eorema de Poynting (4.185)

Y, como ya se dijo anteriormente,
−→
S es el Vector de Poynting, y representa la densidad de

potencia expresado en Watios/m2, ası́:

−→
S =

−→
E x
−→
H Vector de Poynting (4.186)

4.6. Problemas resueltos
Problema 4.1. Considere un capacitor de placas paralelas, tal como semuestra en la Fig.4.10.

Asumiendo que el campo eléctrico es homogéneo y que se aplica un voltaje variable v (t) =

V0cosωt entre las placas. Demostrar que la intensidad de campo magnético H en el capaci-

tor viene expresado por:

H =
V0r
2b

(σ sen ωt + ϵω cos ωt ) (4.187)

Desarrollo:

De acuerdo a la fuente de voltaje de la Fig.4.10, en el semiciclo positivo, las cargas positivas

se distribuyen sobre la superficie de la placa circular superior de conductividad σ ; mientras
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Figura 4.10: Capacitor de placas circulares paralelas.
Fuente: Los autores

que, las cargas negativas, se distribuyen sobre la superficie de la placa circular inferior, dan-

do como resultado lı́neas de campo eléctrico desde la placa superior hasta la placa inferior.

Por otro lado, debido a la corriente i que circula por los alambres y que conectan al capa-

citor, se produce un campo magnético alrededor del alambre vertical que une a las placas

circulares del capacitor; además, en la frontera de la placa y el dieléctrico de permitividad

ϵ del interior del capacitor, la corriente de conducción i es igual a la corriente de desplaza-

miento iD , esto permite dibujar las lı́neas de campomagnético
−→
H en el interior del capacitor

y en forma circular de radio r, como se muestra en la Fig.4.11.

Para calcular las magnitudes de la intensidad de campo eléctrico E y magnéticoH , se vuelve

a redibujar la Fig.4.11 en la trayectoria circular de radio r vista de la parte inferior de dicha

trayectoria, y en dos dimensiones, tal como se muestra en la Fig.4.12.

Figura 4.11: Capacitor de placas circulares con lı́neas de
−→
E y
−→
H perpendiculares entre sı́.

Fuente: Los autores

Para calcular la intensidad de campo magnético H , se utiliza la ecuación de Maxwell en

formato integral, esto es:
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∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∫

S

∂
−→
D
∂t

. d
−→
S (4.188)

Pero, el vector
−→
J se relaciona con el vector

−→
E , mediante la siguiente ecuación:

−→
J = σ

−→
E (4.189)

De igual manera, el vector
−→
D se relaciona con el vector

−→
E , mediante la siguiente ecuación:

−→
D = ϵ

−→
E (4.190)

Reemplazando, se obtiene:

Figura 4.12: Vista inferior de la trayectoria circular del capacitor de placas circulares.
Fuente: Los autores

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S
σ
−→
E . d

−→
S +

∫

S

∂ϵ
−→
E

∂t
. d
−→
S (4.191)

reorganizando,

∮

C

−→
H . d

−→
l = σ

∫

S

−→
E . d

−→
S + ϵ

∂
∂t

∫

S

−→
E . d

−→
S (4.192)

Para integrar todos los términos de la Ecuación 4.192, se utiliza la Fig.4.12; y, los lı́mites de

cada integral es de 0 a r, ya que se trata para un rango de r < a, ası́:

∫ r

0

−→
H . d

−→
l = σ

∫ r

0

−→
E . d

−→
S + ϵ

∂
∂t

∫ r

0

−→
E . d

−→
S (4.193)

Destruyendo el producto punto, se tiene:

∫ r

0
H dl cos0o = σ

∫ r

0
E dS cos0o + ϵ

∂
∂t

∫ r

0
E dS cos0o (4.194)
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integrando,

H (2πr) = σE
(
πr2

)
+ ϵ

∂
∂t

E
(
πr2

)
(4.195)

Simplificando y despejando H, se tiene:

H =
σrE
2

+
ϵr
2
∂E
∂t

(4.196)

Ahora, para calcular la intensidad del campo eléctrico E, se obtiene a partir de la siguiente

ecuación:

∆V =
∫ B

A

−→
E . d

−→
l (4.197)

De igual manera, se utiliza la gráfica de los vectores
−→
E y d

−→
l que se encuentran en la figura

4.12 para un radio r < a. Los lı́mites de integración es de 0 hasta b; y, ∆V = v(t), esto es:

v(t) =
∫ b

0

−→
E . d

−→
l (4.198)

destruyendo el producto punto,

v(t) =
∫ b

0
E dl cos 0o (4.199)

integrando,

v(t) = Eb (4.200)

Despejando E y reemplazando el valor de v(t), se obtiene:

E =
v(t)
b

=
V0 cos ωt

b
(4.201)

Se reemplaza la Ecuación 4.201 en la Ecuación 4.196,

H =
σr
2

V0 cos ωt
b

+
ϵr
2

∂
∂t

V0 cos ωt
b

(4.202)

H =
σrV 0 cos ωt

2b
+
ϵrV0
2b

∂
∂t

cos ωt (4.203)

derivando,
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H =
σrV 0cosωt

2b
+
ϵrV0
2b

(− sen ωt)ω (4.204)

finalmente, simplificando se obtiene la Ecuación 4.205, que es lo que se querı́a demostrar.

H =
rV0
2b

(σ cos ωt −ωϵ sen ωt) (4.205)

Problema 4.2. Demostrar que el flujo de la suma (
−→
J +∂

−→
D /∂t) a través de cualquier superficie

cerrada es cero (ESPOL 1982, p471).

Desarrollo:

De acuerdo a la ecuación de Maxwell en forma integral, es:

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

−→
J . d

−→
S +

∫

S

∂
−→
D
∂t

. d
−→
S (4.206)

Figura 4.13: Flujo de (
−→
J +∂

−→
D /∂t) a través de una superficie cerrada.

Fuente: Los autores

Donde, la trayectoria cerrada de lı́nea C del producto punto entre los vectores intensidad

de campo magnético
−→
H y el vector de desplazamiento d

−→
l , que determina la trayectoria de

integración en el contorno cerrado C, es igual a la integral de superficie S descrita por el

contorno cerrado. Por lo que, debido a que la superficie S de la parte derecha de la Ecua-

ción 4.206 son iguales, se pueden agrupar los dos términos, ası́:

∮

C

−→
H . d

−→
l =

∫

S

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠. d
−→
S (4.207)

Si este contorno cerrado C está limitado por dos superficies S1 y S2 en la frontera de S ,

tal como se muestra en la Fig.4.13, entonces, las superficies S1 y S2 forman una superficie

cerrada.
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De esta manera, la parte derecha de la Ecuación 4.207, se puede escribir como la suma

de estas dos superficies; y, además, el flujo de (
−→
J + ∂

−→
D /∂t) es igual a través de todas las

superficies limitadas por un contorno común, ası́:

∮

S1+S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S =

∫

S1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠. d
−→
S 1 +

∫

S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠. d
−→
S 2 (4.208)

Pero, si se considera el vector unitario normal µ̂n1 positivo, entonces el vector unitario nor-

mal µ̂n2 es negativo, ya que tiene sentidos opuestos; por lo que, resolviendo la parte izquier-

da de la Ecuación 4.208, se tiene:

∮

S1+S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S =

∫

S1

(
J +

∂D
∂t

)
dS1 cos 0o +

∫

S2

(
J +

∂D
∂t

)
dS2 cos 180o (4.209)

Simplificando,

∮

S1+S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S =

∫

S1

(
J +

∂D
∂t

)
dS1 −

∫

S2

(
J +

∂D
∂t

)
dS2 (4.210)

Pero, debido a que las superficies son iguales, esto es, S1 = S2 = S ; entones dS1 = dS2 = dS ,

se tiene:

∮

S1+S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S =

∫

S

(
J +

∂D
∂t

)
dS −

∫

S

(
J +

∂D
∂t

)
dS (4.211)

Por consiguiente, la parte derecha de la Ecuación 4.211 es igual a cero, ya que los dos térmi-

nos de la derecha son iguales, entonces se anulan, esto es:

∮

S1+S2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . d
−→
S = 0 (4.212)

Aplicando el Teorema de la divergencia en la Ecuación 4.212, se tiene:

∫

V

−→∇ .
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ dV = 0 (4.213)

Resolviendo la Ecuación 4.213, se obtiene:

−→∇ .
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0 (4.214)

Desde el punto de vista matemático, si a cada término de una ecuación se multiplica o

divide para un mismo valor, entonces la ecuación no se altera. Se aplica este criterio en la
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Ecuación 4.214, es decir, si se aplica la divergencia a cada término de la ecuación, esta no se

altera, entonces:

−→
J +

∂
−→
D
∂t

= 0 (4.215)

Finalmente, con el resultado de la Ecuación 4.215 queda demostrado lo que se pidió en este

problema.

Problema 4.3. Demostrar que el Vector de Poynting en forma compleja
−→
S C viene dada por

la siguiente ecuación (ESPOL 1982, p474):

−→
S C =

1
2
−→
E C x

−→
H C (4.216)

Desarrollo:

A partir de los vectores de campo eléctrico
−→
E y magnético

−→
H variables en el tiempo y espa-

cio, que se muestran en las ecuaciones 4.85, 4.87 y 4.106, se escriben a continuación:

−→
E C =

−→
E (x,y,z)ejθE (x,y,z) (4.217)

−→
E (x,y,z, t) =

−→
E C ejωt (4.218)

−→
H C =

−→
H (x,y,z)ejθE (x,y,z) (4.219)

y, reemplazando el
−→
E por el

−→
H en la Ecuación 4.87, se tiene:

−→
H (x,y,z, t) =

−→
H C ejωt (4.220)

De estas ecuaciones del campo eléctrico y magnético se toma la parte real, ası́:

−→
E (x,y,z, t) = Re

{−→
E C ejωt

}
(4.221)

−→
H (x,y,z, t) = Re

{−→
H C ejωt

}
(4.222)

Pero, el vector del campo eléctrico complejo
−→
E C tiene una parte real

−→
E r y una parte imagi-

naria
−→
E i , entonces:

−→
E C =

−→
E r + j

−→
E i (4.223)
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−→
H C =

−→
H r + j

−→
H i (4.224)

Reemplazando la Ecuación 4.223 en las Ecuación 4.221, resulta:

−→
E (x,y,z, t) = Re

{(−→
E r + j

−→
E i

)
ejωt

}
(4.225)

o, lo que es lo mismo

−→
E = Re

{(−→
E r + j

−→
E i

)
ejωt

}
(4.226)

Reemplazando la función de Euler en la Ecuación 4.226, se tiene:

−→
E = Re

{(−→
E r + j

−→
E i

)
(cos ωt + jsen ωt)

}
(4.227)

Multiplicando los dos términos, resulta:

−→
E = Re

{(−→
E rcos ωt − −→E isen ωt

)
+ j

(−→
E r sen ωt +

−→
E icos ωt

)}
(4.228)

Finalmente, tomando la parte real, se tiene:

−→
E =

−→
E rcos ωt − −→E isen ωt (4.229)

De igual manera, reemplazando la Ecuación 4.224 en las Ecuación 4.222, resulta:

−→
H (x,y,z, t) = Re

{(−→
H r + j

−→
H i

)
ejωt

}
(4.230)

o, lo que es lo mismo:

−→
H = Re

{(−→
H r + j

−→
H i

)
ejωt

}
(4.231)

reemplazando la función de Euler en la Ecuación 4.231, se tiene:

−→
H = Re

{(−→
H r + j

−→
H i

)
(cos ωt + jsen ωt)

}
(4.232)

Multiplicando los dos términos, resulta:

−→
H = Re

{(−→
H rcos ωt − −→H isen ωt

)
+ j

(−→
H r sen ωt +

−→
H icos ωt

)}
(4.233)

Por último, tomando la parte real, se tiene:
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Ecuación 4.214, es decir, si se aplica la divergencia a cada término de la ecuación, esta no se
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}
(4.221)

−→
H (x,y,z, t) = Re

{−→
H C ejωt

}
(4.222)
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E i , entonces:
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E i (4.223)
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−→
H C =
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Reemplazando la Ecuación 4.223 en las Ecuación 4.221, resulta:
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E (x,y,z, t) = Re
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E r + j

−→
E i

)
ejωt

}
(4.225)

o, lo que es lo mismo

−→
E = Re

{(−→
E r + j

−→
E i

)
ejωt

}
(4.226)
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(cos ωt + jsen ωt)

}
(4.227)

Multiplicando los dos términos, resulta:

−→
E = Re

{(−→
E rcos ωt − −→E isen ωt

)
+ j

(−→
E r sen ωt +

−→
E icos ωt

)}
(4.228)

Finalmente, tomando la parte real, se tiene:

−→
E =

−→
E rcos ωt − −→E isen ωt (4.229)

De igual manera, reemplazando la Ecuación 4.224 en las Ecuación 4.222, resulta:

−→
H (x,y,z, t) = Re
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)
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}
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o, lo que es lo mismo:
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)
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}
(4.231)
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)
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}
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)
+ j
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H r sen ωt +
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H icos ωt

)}
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Por último, tomando la parte real, se tiene:
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−→
H =

−→
H rcos ωt − −→H isen ωt (4.234)

Por otro lado, considerando el Vector de Poynting
−→
S , que es igual a:

−→
S =

−→
E x
−→
H (4.235)

Se reemplaza las ecuaciones 4.229 y 4.234 en el Vector de Poyntinn, de modo que:

−→
S =

(−→
E rcos ωt − −→E isen ωt

)
x
(−→
H rcos ωt − −→H isen ωt

)
(4.236)

Entonces, resolviendo el producto cruz, el valor instantáneo del Vector de Poynting, es:

−→
S =

−→
E rx
−→
H r cos

2ωt +
−→
E ix
−→
H i sen

2ωt − −→E rx
−→
H i sen ωt cos ωt − −→E ix

−→
H r sen ωt cos ωt

(4.237)

A continuación, de la Ecuación 4.237 se obtiene el valor promedio
−→
S prom, esto es:

−→
S prom =

1
T

∫ T

0

−→
S dt (4.238)

Donde, T es el perı́odo igual a: T = 2π/ω

y, utilizando las identidades trigonométricas, se tiene que:

sen ωt cosωt =
1
2
sen 2ωt (4.239)

sen2ωt =
1
2
− 1
2
cos 2ωt (4.240)

cos2ωt =
1
2
+
1
2
cos 2ωt (4.241)

Entonces, se reemplaza la Ecuación 4.239 en el tercer y cuarto término de la Ecuación 4.237

y luego al reemplazar en la Ecuación 4.238, se tiene:

−→
S prom1 = −

1
2T

∫ T

0

(−→
E rx
−→
H i sen 2ωt +

−→
E ix
−→
H r sen 2ωt

)
dt (4.242)

Se reemplaza el valor del perı́odo T = 2π/ω, esto es

−→
S prom1 = −

ω
4π

∫ 2π/ω

0

(−→
E rx
−→
H i sen 2ωt +

−→
E ix
−→
H r sen 2ωt

)
dt (4.243)
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Se integra,

−→
S prom1 = −

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
[−cos 2ωt ]2π/ω0

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
[−cos 2ωt ]2π/ω0 (4.244)

Se cambia de signos,

−→
S prom1 =

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
[cos 2ωt ]2π/ω0

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
[cos 2ωt ]2π/ω0 (4.245)

−→
S prom1 =

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
(cos 2ω 2π/ω − cos 0 )

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
(cos 2ω 2π/ω − cos 0 )

(4.246)

−→
S prom1 =

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
(cos 720o − cos 0o )

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
(cos 720o − cos 0o )

(4.247)

−→
S prom1 =

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
(1− 1)

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
(1− 1) (4.248)

−→
S prom1 = 0 (4.249)

De igual manera, se reemplaza las ecuaciones 4.240 y 4.241 en el primero y segundo término

de la Ecuación 4.237 y luego al reemplazar en la Ecuación 4.238, se tiene:

−→
S prom2 =

1
2T

∫ T

0

(−→
E rx
−→
H r + cos 2ωt +

−→
E ix
−→
H i − cos 2ωt

)
dt (4.250)

Simplificando,

−→
S prom2 =

ω
4π

∫ 2π/ω

0

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
dt (4.251)

integrando, se tiene:

−→
S prom2 =

ω
4π

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

) 2π
ω

=
1
2

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
(4.252)

−→
S prom2 =

1
2

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
(4.253)

Finalmente, el valor promedio es la suma de las dos ecuaciones 4.249 y 4.253, esto es:

−→
S prom =

1
T

∫ T

0

−→
S dt =

−→
S prom1 +

−→
S prom2 = 0+

1
2

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
(4.254)
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−→
H =

−→
H rcos ωt − −→H isen ωt (4.234)

Por otro lado, considerando el Vector de Poynting
−→
S , que es igual a:

−→
S =

−→
E x
−→
H (4.235)

Se reemplaza las ecuaciones 4.229 y 4.234 en el Vector de Poyntinn, de modo que:

−→
S =

(−→
E rcos ωt − −→E isen ωt

)
x
(−→
H rcos ωt − −→H isen ωt

)
(4.236)

Entonces, resolviendo el producto cruz, el valor instantáneo del Vector de Poynting, es:

−→
S =

−→
E rx
−→
H r cos

2ωt +
−→
E ix
−→
H i sen

2ωt − −→E rx
−→
H i sen ωt cos ωt − −→E ix

−→
H r sen ωt cos ωt

(4.237)

A continuación, de la Ecuación 4.237 se obtiene el valor promedio
−→
S prom, esto es:

−→
S prom =

1
T

∫ T

0

−→
S dt (4.238)

Donde, T es el perı́odo igual a: T = 2π/ω

y, utilizando las identidades trigonométricas, se tiene que:

sen ωt cosωt =
1
2
sen 2ωt (4.239)

sen2ωt =
1
2
− 1
2
cos 2ωt (4.240)

cos2ωt =
1
2
+
1
2
cos 2ωt (4.241)

Entonces, se reemplaza la Ecuación 4.239 en el tercer y cuarto término de la Ecuación 4.237

y luego al reemplazar en la Ecuación 4.238, se tiene:

−→
S prom1 = −

1
2T

∫ T

0

(−→
E rx
−→
H i sen 2ωt +

−→
E ix
−→
H r sen 2ωt

)
dt (4.242)

Se reemplaza el valor del perı́odo T = 2π/ω, esto es

−→
S prom1 = −

ω
4π

∫ 2π/ω

0

(−→
E rx
−→
H i sen 2ωt +

−→
E ix
−→
H r sen 2ωt

)
dt (4.243)
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Se integra,

−→
S prom1 = −

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
[−cos 2ωt ]2π/ω0

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
[−cos 2ωt ]2π/ω0 (4.244)

Se cambia de signos,

−→
S prom1 =

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
[cos 2ωt ]2π/ω0

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
[cos 2ωt ]2π/ω0 (4.245)

−→
S prom1 =

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
(cos 2ω 2π/ω − cos 0 )

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
(cos 2ω 2π/ω − cos 0 )

(4.246)

−→
S prom1 =

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
(cos 720o − cos 0o )

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
(cos 720o − cos 0o )

(4.247)

−→
S prom1 =

ω
4π

{( 1
2ω
−→
E rx
−→
H i

)
(1− 1)

}
+
( 1
2ω
−→
E ix
−→
H r

)
(1− 1) (4.248)

−→
S prom1 = 0 (4.249)

De igual manera, se reemplaza las ecuaciones 4.240 y 4.241 en el primero y segundo término

de la Ecuación 4.237 y luego al reemplazar en la Ecuación 4.238, se tiene:

−→
S prom2 =

1
2T

∫ T

0

(−→
E rx
−→
H r + cos 2ωt +

−→
E ix
−→
H i − cos 2ωt

)
dt (4.250)

Simplificando,

−→
S prom2 =

ω
4π

∫ 2π/ω

0

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
dt (4.251)

integrando, se tiene:

−→
S prom2 =

ω
4π

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

) 2π
ω

=
1
2

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
(4.252)

−→
S prom2 =

1
2

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
(4.253)

Finalmente, el valor promedio es la suma de las dos ecuaciones 4.249 y 4.253, esto es:

−→
S prom =

1
T

∫ T

0

−→
S dt =

−→
S prom1 +

−→
S prom2 = 0+

1
2

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
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CAPÍTULO IV: ECUACIONES DE MAXWELL

−→
S prom =

1
2

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)
(4.255)

Ahora, de acuerdo con la Ecuación 4.223 y Ecuación 4.224 el valor promedio dado en la

Ecuación 4.255 del Vector de Poynting, también se puede obtener directamente de los vec-

tores de campo complejo
−→
E C y

−→
H C de la siguiente manera (ESPOL 1982, p475):

−→
S prom =

1
2
Re

{−→
E C x

−→
H
∗
C

}
=
1
2
Re

{(−→
E r + j

−→
E i

)
x

(−→
H r − j

−→
H i

)}
=
1
2

(−→
E rx
−→
H r +

−→
E ix
−→
H i

)

(4.256)

El asterisco como superı́ndice en
−→
H
∗
C denota el complejo conjugado de

−→
H C , es decir:

−→
H
∗
C =
−→
H r ∓ j

−→
H i (4.257)

Si,

−→
H C =

−→
H r ± j

−→
H i (4.258)

Por tanto, para determinar el valor promedio del Vector de Poyinting en un punto, es sufi-

ciente encontrar el producto cruz a partir de los vectores de campo complejo
−→
E C y

−→
H C , esto

es:

−→
S C =

1
2
−→
E C x

−→
H
∗
C ;def inición del vector de Poynting complejo (4.259)

La parte real de la Ecuación 4.259 es exactamente igual al valor medio del Vector de Poyn-

ting.
−→
S C ası́ definido se denomina Vector de Poynting en forma compleja. Tener en cuenta

que esta conclusión no se puede deducir de las ecuaciones 4.223 y 4.224 sin conocer la

Ecuación 4.255. Otro error muy frecuente es olvidar que
−→
H
∗
C , en lugar de

−→
H C , entra en esta

expresión (ESPOL 1982, p475).
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Capı́tulo V

ONDAS ELECTROMAGNÉTICAS

PLANAS UNIFORMES

5.1. Ondas electromagnéticas
En el capı́tulo IV, se observó que la corriente de desplazamiento según lo postuló Maxwell

conduce a ecuaciones de onda. Uno de los logros más brillantes de la teorı́a del electromag-

netismo de Maxwell fue la predicción de la existencia de ondas electromagnéticas. En el

presente capı́tulo se analizarán los tipos más simples (y en cierto sentido tipos idealizados)

de estas ondas, conocidas como ondas planas, las cuales son solo función del tiempo y de la

dirección en la cual se propagan. Por lo tanto, una onda que se propaga en la dirección del

eje z, es función solo de z y t. Aunque sonmuy simples, tienen una importancia práctica con-

siderable como aproximaciones a ciertos tipos de ondas que se encuentran con frecuencia

(ESPOL 1982, p510).

Para determinar las ondas electromagnéticas, se utilizan las cuatro Ecuaciones de Maxwell

en forma diferencial, y que se muestran a continuación:

−→∇ x
−→
E = −∂

−→
B
∂t

(5.1)

−→∇ x
−→
H =

−→
J +

∂
−→
D
∂t

(5.2)

−→∇ .
−→
D = ρV (5.3)
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CAPÍTULO V: ONDAS ELECTROMAGNÉTICAS PLANAS UNIFORMES

−→∇ .
−→
B = 0 (5.4)

5.1.1. Ecuación de onda del campo magnético
−→
H

A continuación, para determinar la ecuación de onda de la intensidad del campo magnético

H , se parte de la Ecuación de Maxwell (Ecuación 5.2) en forma diferencial, esto es:

−→∇ x
−→
H =

−→
J +

∂
−→
D
∂t

(5.5)

Matemáticamente, si se multiplica o divide un valor a todos los términos de la ecuación, ésta

no se altera. Por lo tanto, si se aplica el rotacional a todos los términos de la Ecuación 5.2,

ésta no se verá alterada, ası́:

−→∇ x
(−→∇ x

−→
H

)
=
−→∇ x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.6)

La parte izquierda de la Ecuación 5.6 es una identidad vectorial, que es igual a :

−→∇
(−→∇ .

−→
H

)
− −→∇

2−→
H (5.7)

y, en la parte derecha de la ecuación, se destruye el paréntesis, ası́:

−→∇
(−→∇ .

−→
H

)
− −→∇

2−→
H =

−→∇ x
−→
J +
−→∇ x

∂
−→
D
∂t

(5.8)

Pero, utilizando la ecuación que relaciona el vector de densidad de flujo magnético
−→
B con

la intensidad de campo magnético
−→
H en un medio de permeabilidad µ, esto es:

−→
B = µ

−→
H (5.9)

A continuación, se aplica la divergencia en los dos lados de la Ecuación 5.9, ası́:

−→∇ . −→B = µ
−→∇ . −→H (5.10)

Despejando la divergencia de
−→∇ . −→H , se tiene:

−→∇ . −→H =
−→∇ . −→B
µ

(5.11)

Por otro lado, de acuerdo a la Ecuación 5.4 de Maxwell, la divergencia de la densidad de

flujo magnético es igual a cero
−→∇ . −→B = 0, entonces la Ecuación 5.11 se reduce a cero, esto es:
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−→∇ . −→H =
−→∇ . −→B
µ

= 0 (5.12)

Además, utilizando la ecuación que relaciona el vector de desplazamiento eléctrico
−→
D con

la intensidad de campo eléctrico
−→
E en un medio de permitividad ϵ, se tiene:

−→
D = ϵ

−→
E (5.13)

Reemplazando las Ecuación 5.12 y 5.13 en la Ecuación 5.8, se obtiene:

−→∇ (0)− −→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J +
−→∇ x

∂ϵ
−→
E

∂t
(5.14)

Simplificando,

−−→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J +
−→∇ x

∂ϵ
−→
E

∂t
(5.15)

−−→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J + ϵ

∂
∂t

(−→∇ x
−→
E
)

(5.16)

También, de acuerdo a la Ecuación 5.1 de Maxwell, el rotacional de la intensidad de cam-

po eléctrico es igual a la derivada parcial con respecto al tiempo de la densidad de flujo

magnético, entonces se reemplaza la Ecuación 5.1 en la Ecuación 5.16, ası́:

−−→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J + ϵ

∂
∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂
−→
B
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.17)

Seguidamente, se reemplaza la Ecuación 5.9 en la Ecuación 5.17, esto es:

−−→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J − ϵ ∂2

∂t2

(
µ
−→
H

)
(5.18)

Destruyendo el paréntesis, se obtiene:

−−→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J − ϵµ∂

2−→H
∂t2

(5.19)

Ordenado los términos,

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= −−→∇ x
−→
J (5.20)

En la Ecuación 5.20, el término
(
−−→∇ x

−→
J

)
de la parte derecha representa la generación del

campo, y la parte izquierda representa la onda, esto es:
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Matemáticamente, si se multiplica o divide un valor a todos los términos de la ecuación, ésta
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−→
B con

la intensidad de campo magnético
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E
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−−→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J + ϵ

∂
∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂
−→
B
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.17)

Seguidamente, se reemplaza la Ecuación 5.9 en la Ecuación 5.17, esto es:

−−→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J − ϵ ∂2

∂t2

(
µ
−→
H

)
(5.18)

Destruyendo el paréntesis, se obtiene:

−−→∇
2−→
H =

−→∇ x
−→
J − ϵµ∂

2−→H
∂t2
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−→∇
2−→
H − ϵµ∂

2−→H
∂t2

=Onda (5.21)

−−→∇ x
−→
J = Genera el campo (5.22)

Continuando con la deducción de la ecuación de onda de campo magnético, se utiliza la

ecuación que relaciona el vector de densidad de corriente
−→
J con la intensidad de campo

eléctrico
−→
E en un medio de conductividad σ , entonces:

−→
J = σ

−→
E (5.23)

De esta manera, se reemplaza la Ecuación 5.23 en la Ecuación 5.20, ası́:

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= −−→∇ x σ
−→
E (5.24)

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= −σ
(−→∇ x

−→
E
)

(5.25)

Nuevamente, se reemplaza la Ecuación 5.1 en la Ecuación 5.25, esto es:

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= −σ
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂
−→
B
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.26)

Simplificando,

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= σ
∂
−→
B
∂t

(5.27)

También, se reemplaza la Ecuación 5.9 en la ecuación 5.27, esto es:

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= σ
∂µ
−→
H

∂t
(5.28)

Simplificando e igualando a cero, se tiene:

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

−µσ ∂
−→
H
∂t

= 0 (5.29)

Finalmente, la Ecuación 5.29 representa la ecuación de la onda del campo magnético
−→
H

válida para cualquier medio por donde se propague la anda. Además, es válida para cual-

quier sistema de coordenadas, esto es: cartesianas, cilı́ndricas y esféricas.
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5.1.2. Ecuación de onda del campo eléctrico
−→
E

Para determinar la ecuación de onda del campo eléctrico
−→
E , se sigue un procedimiento

similar para la onda del campo magnético. A partir de la Ecuación de Maxwell en forma

diferencial (Ecuación 5.1), se aplica el rotacional en los dos lados de la ecuación, esto es:

−→∇ x
(−→∇ x

−→
E
)
=
−→∇ x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂
−→
B
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.30)

Se aplica la identidad vectorial en el lado izquierdo de la Ecuación 5.30 y en la parte derecha

se reemplaza el vector
−→
B , ası́:

−→∇
(−→∇ .

−→
E
)
− −→∇

2−→
E =

−→∇ x
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂µ
−→
H

∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.31)

Simplificando,

−→∇
(−→∇ .

−→
E
)
− −→∇

2−→
E = −µ ∂

∂t

(−→∇ x−→H
)

(5.32)

Se reemplaza la Ecuación 5.2 en la Ecuación 5.32, se obtiene:

−→∇
(−→∇ .

−→
E
)
− −→∇

2−→
E = −µ ∂

∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.33)

Destruyendo el paréntesis y reemplazando las Ecuaciones 5.13 y 5.21 en la Ecuación 5.33,

se tiene:

−→∇
(−→∇ .

−→
E
)
− −→∇

2−→
E = −µσ ∂

−→
E
∂t
−µϵ∂

2−→E
∂t2

(5.34)

A continuación, se reemplaza la Ecuación 5.13 en la tercera Ecuación de Maxwell, esto es

5.3, entonces:

−→∇ . ϵ
−→
E = ρV (5.35)

Despejando,

−→∇ .
−→
E =

ρV
ϵ

(5.36)

A cotinuación, se reemplaza la Ecuación 5.36 en la Ecuación 5.34, esto es:

−→∇
(ρV
ϵ

)
− −→∇

2−→
E = −µσ ∂

−→
E
∂t
−µϵ∂

2−→E
∂t2

(5.37)
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−→∇
2−→
H − ϵµ∂

2−→H
∂t2

=Onda (5.21)

−−→∇ x
−→
J = Genera el campo (5.22)

Continuando con la deducción de la ecuación de onda de campo magnético, se utiliza la

ecuación que relaciona el vector de densidad de corriente
−→
J con la intensidad de campo

eléctrico
−→
E en un medio de conductividad σ , entonces:

−→
J = σ

−→
E (5.23)

De esta manera, se reemplaza la Ecuación 5.23 en la Ecuación 5.20, ası́:

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= −−→∇ x σ
−→
E (5.24)

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= −σ
(−→∇ x

−→
E
)

(5.25)

Nuevamente, se reemplaza la Ecuación 5.1 en la Ecuación 5.25, esto es:

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= −σ
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂
−→
B
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.26)

Simplificando,

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= σ
∂
−→
B
∂t

(5.27)

También, se reemplaza la Ecuación 5.9 en la ecuación 5.27, esto es:

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= σ
∂µ
−→
H

∂t
(5.28)

Simplificando e igualando a cero, se tiene:

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

−µσ ∂
−→
H
∂t

= 0 (5.29)

Finalmente, la Ecuación 5.29 representa la ecuación de la onda del campo magnético
−→
H

válida para cualquier medio por donde se propague la anda. Además, es válida para cual-

quier sistema de coordenadas, esto es: cartesianas, cilı́ndricas y esféricas.
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5.1.2. Ecuación de onda del campo eléctrico
−→
E

Para determinar la ecuación de onda del campo eléctrico
−→
E , se sigue un procedimiento

similar para la onda del campo magnético. A partir de la Ecuación de Maxwell en forma

diferencial (Ecuación 5.1), se aplica el rotacional en los dos lados de la ecuación, esto es:

−→∇ x
(−→∇ x

−→
E
)
=
−→∇ x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂
−→
B
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.30)

Se aplica la identidad vectorial en el lado izquierdo de la Ecuación 5.30 y en la parte derecha

se reemplaza el vector
−→
B , ası́:

−→∇
(−→∇ .

−→
E
)
− −→∇

2−→
E =

−→∇ x
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

∂µ
−→
H

∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.31)

Simplificando,

−→∇
(−→∇ .

−→
E
)
− −→∇

2−→
E = −µ ∂

∂t

(−→∇ x−→H
)

(5.32)

Se reemplaza la Ecuación 5.2 en la Ecuación 5.32, se obtiene:

−→∇
(−→∇ .

−→
E
)
− −→∇

2−→
E = −µ ∂

∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−→
J +

∂
−→
D
∂t

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.33)

Destruyendo el paréntesis y reemplazando las Ecuaciones 5.13 y 5.21 en la Ecuación 5.33,

se tiene:

−→∇
(−→∇ .

−→
E
)
− −→∇

2−→
E = −µσ ∂

−→
E
∂t
−µϵ∂

2−→E
∂t2

(5.34)

A continuación, se reemplaza la Ecuación 5.13 en la tercera Ecuación de Maxwell, esto es

5.3, entonces:

−→∇ . ϵ
−→
E = ρV (5.35)

Despejando,

−→∇ .
−→
E =

ρV
ϵ

(5.36)

A cotinuación, se reemplaza la Ecuación 5.36 en la Ecuación 5.34, esto es:

−→∇
(ρV
ϵ

)
− −→∇

2−→
E = −µσ ∂

−→
E
∂t
−µϵ∂

2−→E
∂t2

(5.37)
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Ordenando los términos,

−→∇
2−→
E −µϵ∂

2−→E
∂t2
−µσ ∂

−→
E
∂t
− −→∇

(ρV
ϵ

)
= 0 (5.38)

Finalmente, la Ecuación 5.38 representa la ecuación de la onda del campo eléctrico
−→
E válida

para cualquier medio por donde se propague la onda. Además, es válida para cualquier

sistema de coordenadas, esto es: cartesianas, cilı́ndricas y esféricas.

Similar a las Ecuaciones 5.21 y 5.22, previa a la Ecuación 5.38, se puede escribir:

−→∇
2−→
E − ϵµ∂

2−→E
∂t2

= µ
∂
−→
J

∂t
+
−→∇ (ρ/ϵ) (5.39)

En la Ecuación 5.39, el término
(
µ∂
−→
J

∂t +
−→∇ (ρ/ϵ)

)
de la parte derecha representa la generación

del campo, y la parte izquierda representa la onda, esto es:

−→∇
2−→
E − ϵµ∂

2−→E
∂t2

=Onda (5.40)

µ
∂
−→
J

∂t
+
−→∇ (ρ/ϵ) = Genera el campo (5.41)

5.2. Ecuación de onda en el espacio libre (caso sin pérdidas)
Las ecuaciones de onda en el espacio libre y sin fuentes, se obtienen cuando los términos

generadores del campo eléctrico y magnético son iguales a cero, esto es, la densidad de

corriente J y la densidad volumétrica de cargas ρV son iguales a cero, ası́, J = 0 y ρV = 0.

Por consiguiente, en la Ecuación 5.20 si la densidad de corriente es igual a cero, se tiene

−→∇
2−→
H −µϵ∂

2−→H
∂t2

= 0 (5.42)

De igual manera, en la Ecuación 5.39 si la densidad volumétrica de cargas es igual a cero, se

obtiene:

−→∇
2−→
E − ϵµ∂

2−→E
∂t2

= 0 (5.43)

De tal manera que, las ecuaciones 5.42 y 5.43 corresponden a las ondas electromagnéticas

propagándose en el espacio libre; y, pueden aplicarse en coordenadas cartesianas, cilı́ndricas

o esféricas.

Por consiguiente, en un sistema de coordenadas cartesianas o rectangulares, al campo eléctri-

co
−→
E está dirigido en la componente x, y el campo magnético

−→
H está dirigido en la compo-
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nente y. No obstante, estos dos vectores se encuentran en el plano xy, y se propagan en la

dirección de la componente z a través del vector de Poynting
−→
S =

−→
E x
−→
H , tal como se muestra

en la Fig.5.1. A partir de la Ecuación 5.43, en coordenadas rectangulares, se tiene:

−→
E (x,y,z, t) = Ex (x,y,z, t) âx +Ey (x,y,z, t) ây +Ez (x,y,z, t) âz (5.44)

Pero, el campo eléctrico solo existe en la componente x, esto es Ex, mientras que las compo-

nentes Ey y Ez son iguales a cero, esto es:

Ey = Ez = 0 (5.45)

Figura 5.1: Ondas electromagnéticas planas.
Fuente: Los autores

Por lo tanto, la Ecuación 5.44 se reduce a:

−→
E (x,y,z, t) = Ex (x,y,z, t) âx (5.46)

Por lo que, el campo eléctrico es función del espacio z y del tiempo t, ası́:

−→
E (z, t) = Ex (z, t) âx (5.47)

De la Ecuación 5.43, el Laplaciano
−→∇

2−→
E en coordenadas rectangulares, es igual a:

−→∇
2−→
E =

∂2Ex

∂x2
+
∂2Ex

∂y2
+
∂2Ex

∂z2
(5.48)
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Pero, debido a que el campo eléctrico está en la componente x, y varı́a con respecto a z,

entonces, la derivada parcial con respecto a x y a y son iguales a cero, esto es:

∂2Ex

∂x2
= 0 ;

∂2Ex

∂y2
= 0 (5.49)

Por lo que, la Ecuación 5.48 es igual a:

−→∇
2−→
E =

∂2Ex

∂z2
(5.50)

Finalmente, reemplazando la Ecuación 5.50 en la Ecuación 5.43, se tiene:

∂2Ex

∂z2
− ϵµ∂

2Ex

∂t2
= 0 (5.51)

A continuación, la solución de la ecuación diferencial de segundo orden mostrada en la

Ecuación 5.51, tiene dos partes, la una parte viaja en la dirección positiva de z, y se llama

onda incidente representada por E1 (t − z/v), y la otra parte viaja en la dirección negativa de

z, y se llama onda reflejada que está representada por E2 (t + z/v), esto es:

Ex (z, t) = E1 (t − z/v) +E2 (t + z/v) (5.52)

Donde, v es la velocidad de la onda que viaja a la velocidad de la luz en el espacio libre, E1 y

E2 son las funciones de campo eléctrico incidente y reflejado, respectivamente, que se debe

calcular; y, (t − z/v) y (t + z/v) son los argumentos de las funciones de las ondas incidentes y

reflejadas, respectivamente.

5.3. Ecuación de onda en medios materiales (caso con pérdidas)
En el apartado 5.1 se desarrollaron las ecuaciones 5.29 y 5.38 correspondientes a la inten-

sidad de campo magnético
−→
H y a la intensidad de campo eléctrico

−→
E , respectivamente. Por

consiguiente, considerando que las ecuaciones de onda de campo eléctrico y magnético se

obtienen a partir de una onda de corriente, entonces, la ecuación 5.38, queda como sigue.

−→∇
2−→
E −µϵ∂

2−→E
∂t2
−µσ ∂

−→
E
∂t

= 0 (5.53)

Por último, las ecuaciones 5.29 y 5.53 representan a las ondas electromagnéticas viajando

por cualquier medio de propagación, como se muestra en la Fig.5.2. Sin embargo, si se con-

sidera una onda de campo eléctrico, Ecuación 5.53, propagándose por unmedio dieléctrico,

se dice que la derivada parcial del vector de desplazamiento
−→
D (o ϵ

−→
E ) con respecto al tiem-

po es mucho mayor que la densidad de corriente
−→
J (o σ

−→
E ), esto es:
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Figura 5.2: Onda de campo eléctrico propagándose en diferentes medios.
Fuente: Los autores

∂
−→
D
∂t
≫ −→J (5.54)

Entonces, el tercer término de la Ecuación 5.53 que representa a un medio conductor, es

despreciable; por consiguiente, el resultado final, se muestra en la Ecuación 5.55, ası́:

−→∇
2−→
E −µϵ∂

2−→E
∂t2

= 0 La onda se está propagando en un medio más dieléctrico (5.55)

Por otro lado, si se considera una onda de campo eléctrico, Ecuación 5.53, propagándose por

un medio conductor, se dice que la derivada parcial del vector de desplazamiento
−→
D con

respecto al tiempo es mucho menor que la densidad de corriente
−→
J , esto es:

∂
−→
D
∂t
≪ −→J (5.56)

Entonces, el segundo término de la ecuación que representa a un medio dieléctrico, es des-

preciable (Ecuación 5.57).

−→∇
2−→
E −µσ ∂

−→
E
∂t

= 0 La onda se está propagando en un medio más conductor (5.57)

5.4. Ecuación de ondas planas sinusoidales
Las ondas planas, son ondas que varı́an solamente en la dirección de propagación z y con el

tiempo t. Son uniformes en planos normales a la dirección de propagación, como se muestra

en la Fig.5.1.

Para determinar la ecuación de onda de la intensidad de campo eléctrico; en primer lugar,

a partir de la Ecuación 5.47, se escribe en formato exponencial complejo, ası́:
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−→
E (z, t) = Re

[−→
E c (z)ejωt

]
(5.58)

y, en segundo lugar, se reemplaza la Ecuación 5.58 en la Ecuación 5.53, esto es:

−→∇
2 [
Re

(−→
E ce

jωt
)]
−µϵ ∂2

∂t2

[
Re

(−→
E ce

jωt
)]
−µσ ∂

∂t

[
Re

(−→
E ce

jωt
)]

= 0 (5.59)

simplificando,

Re

[−→∇
2 (−→

E ce
jωt

)
−µϵ ∂2

∂t2

(−→
E ce

jωt
)
−µσ ∂

∂t

(−→
E ce

jωt
)]

= 0 (5.60)

Resolviendo las derivadas parciales,

Re
[
ejωt −→∇

2−→
E c −µϵ

−→
E c (jω) (jω)ejωt −µσ −→E c (jω)ejωt

]
= 0 (5.61)

Simplificando,

ejωt −→∇
2−→
E c −µϵ

−→
E c (jω) (jω)ejωt −µσ −→E c (jω)ejωt = 0 (5.62)

Sacando factor común y simplificando,

ejωt
[−→∇

2−→
E c +µϵ ω2−→E c −µσ

−→
E c (jω)

]
= 0 (5.63)

simplificando,

−→∇
2−→
E c +µϵω2 −→E c − jωµσ

−→
E c = 0 (5.64)

Por otro lado, el vector campo eléctrico se encuentra representado en la componente x del

plano cartesiano, esto es
−→
E x, y el vector campo magnético se encuentra en la componente y

del plano cartesiano, esto es
−→
H y , tal como se muestra en la Fig.5.3; entonces, al reemplazar

la Ecuación 5.50 en la Ecuación 5.64, se tiene:

∂2Exc

∂z2
+µϵω2Exc − jωµσExc = 0 (5.65)

Agrupando,

∂2Exc

∂z2
+Exc

(
µϵω2 − jωµσ

)
= 0 (5.66)

ó,
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5.4. ECUACIÓN DE ONDAS PLANAS SINUSOIDALES

Figura 5.3: Onda plana compuesta por el campo eléctrico
−→
E x y el campo magnético

−→
H y .

Fuente: Los autores

∂2Exc

∂z2
+ω2µϵ

(
1− j σ

ωϵ

)
Exc = 0 (5.67)

pero, ϵ∗ es la permitividad compleja, ası́:

ϵ∗ = ϵ
(
1− j σ

ωϵ

)
(5.68)

Reemplazando la Ecuación 5.68 en la Ecuación 5.67, se tiene:

∂2Exc

∂z2
+ω2µϵ∗Exc = 0 (5.69)

También, ω2µϵ∗ es igual a −γ2, esto es:

ω2µϵ∗ = −γ2 (5.70)

y,

γ = α + jβ (5.71)

Donde,
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γ = constante de propagación (5.72)

α = constante de atenuación (5.73)

β = constante de f ase (5.74)

Reemplazando la Ecuación 5.70 en la Ecuación 5.69, se tiene:

∂2Exc

∂z2
−γ2Exc = 0 (5.75)

Resolviendo la ecuación diferencial de segundo orden 5.75 se obtiene la onda de campo

eléctrico Exc en el formato exponencial complejo, que depende únicamente del espacio z,

esto es Exc(z), ası́:

Exc(z) = E0i e
−γz +E0re

γz (5.76)

Para que la Ecuación 5.76, a más de variar con respecto al espacio, también varı́e con res-

pecto al tiempo, los términos de la derecha se multiplican por la función exponencial ejωt ,

entonces:

Exc (z, t) = E0i e
−γz+jωt +E0re

γz+jωt (5.77)

De tal forma que, la Ecuación 5.77 está compuesta de dos partes, la primera parte se de-

nomina onda incidente, y la segunda parte se denomina onda reflejada; además, E0i y E0r

representan las amplitudes de la onda incidente y reflejada, respectivamente, esto es:

Exc (z, t) = E0i e
−γz+jωt onda incidente (5.78)

Exc (z, t) = E0re
γz+jωt onda ref lejada (5.79)

Si una onda está propagándose por el medio 1, denominado onda incidente, e incide en la

frontera de dos medios diferentes, entonces en el medio 1 también va a existir una onda

reflejada, tal como se muestra en la Fig.5.4.
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Figura 5.4: Ondas incidente y reflejada en el medio 1.
Fuente: Los autores

Para determinar la ecuación de onda de la intensidad de campo magnético, se sigue el

procedimiento de forma similar al campo eléctrico; de tal forma que, el resultado final de la

onda de campo magnético está en la componente y, que viaja en la dirección de la compo-

nente z, esto es:

Hyc (z, t) =H0i e
−γz+jωt + H0re

γz+jωt (5.80)

De tal forma que, la Ecuación 5.80 está compuesta de dos partes, la primera parte se deno-

mina onda incidente, y la segunda parte se denomina onda reflejada, ası́:

Hyc (z, t) =H0i e
−γz+jωt onda incidente (5.81)

Hyc (z, t) =H0re
γz+jωt onda ref lejada (5.82)

Propagación de ondas electromagnéticas incidente. A continuación, si la onda de campo

eléctrico o campo magnético no chocan o inciden en la frontera de dos medios diferentes, no

existirá la onda reflejada, únicamente existe onda incidente; entonces, en la Ecuación 5.78

se reemplaza la constante de propagación γ , esto es:

Exc (z, t) = E0i e
−(α+jβ)z+jωt (5.83)

Destruyendo el paréntesis y aplicando las propiedades de la función exponencial, se tiene:

Exc (z, t) = E0i e
−αze−jβz+jωt (5.84)

ó
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Exc (z, t) = E0i e
−αzej(ωt−βz) (5.85)

Pero,

Ex(z, t) = Re [Exc (z, t)] (5.86)

entonces:

Ex (z, t) = E0i e
−αzcos(ωt − βz) (5.87)

De igual manera se obtiene la onda incidente de campo magnético, esto es:

Hy (z, t) =H0i e
−αzcos(ωt − βz) (5.88)

Medio dieléctrico perfecto o vacı́o sin pérdidas

A partir de las Ecuaciones 5.67, 5.68, 5.69 y 5.75, esto es:

∂2Ex

∂z2
+ω2µϵ

(
1− j σ

ωϵ

)
Ex = 0 (5.89)

ϵ∗ = ϵ
(
1− j σ

ωϵ

)
(5.90)

∂2Exc

∂z2
+ω2µϵ∗Exc = 0 (5.91)

∂2Exc

∂z2
−γ2Exc = 0 (5.92)

La solución de la onda de campo eléctrico que se obtuvo en función del espacio y tiempo es

la Ecuación 5.77 que representa una onda incidente y una onda reflejada, ası́:

Exc (z, t) = E0i e
−γz+jωt +E0re

γz+jωt (5.93)

p=-[]-pollkjn]h-[b-[’?or otro lado, considerando que σ representa un medio conductor y, ϵ

representa un medio dieléctrico, entonces, cuando σ/ωϵ es mucho menor que uno, se está

frente a un medio dieléctrico, ası́:

σ
ωϵ
≪ 1 (5.94)

Por consiguiente, el segundo término de
(
1− j σ

ωϵ

)
es despreciable, es decir, es aproximada-

mente igual a cero, de esta manera:
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ϵ∗ = ϵ
(
1− j σ

ωϵ

)
= ϵ (1− j0) = ϵ (5.95)

entonces,

ϵ∗ = ϵ (5.96)

pero,

ω2µϵ∗ = −γ2 (5.97)

Despejando la constante de propagación γ , se tiene:

γ =
√
−ω2µϵ∗ = jω

√
µϵ∗ = α + jβ (5.98)

Reemplazando valores en la Ecuación 5.98, se tiene:

γ = jω
√
µϵ = α + jβ (5.99)

Debido a que se tiene un medio dieléctrico perfecto o vacı́o sin pérdidas, la constante de

atenuación α es igual a cero (α = 0), entonces, reemplazando en la Ecuación 5.99, se tiene:

γ = jω
√
µϵ = 0+ jβ = jβ (5.100)

De la Ecuación 5.100, se tiene dos resultados:

El primer resultado, es:

γ = jβ (5.101)

El segundo resultado, es:

β = ω
√
µϵ (5.102)

Reemplazando la Ecuación 5.101 en la Ecuación 5.78, se tiene:

Exc (z, t) = E0e
−jβz+jωt (5.103)

Escribiendo de otra manera, ası́:
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Exc (z, t) = E0e
j(ωt−βz) (5.104)

La Ecuación 5.104, representa la variación del campo eléctrico en una onda plana, siempre

y cuando la propagación de la onda sea en un medio dieléctrico; esto es, cuando se cumple

que (σ/ωϵ)≪ 1.

Medio conductor con muy pocas pérdidas

Nuevamente, a partir de las Ecuaciones 5.67, 5.68, 5.69, 5.75 y 5.77; Y además, considerando

que σ representa unmedio conductor y, ϵ representa unmedio dieléctrico, entonces, cuando

σ/ωϵ es mucho mayor que uno, ası́:

σ
ωϵ
≫ 1 (5.105)

Entonces, el primer término de
(
1− j σ

ωϵ

)
es despreciable con respecto al segundo, esto es:

ϵ∗ = ϵ
(
1− j σ

ωϵ

)
(5.106)

El valor de 1 se reemplaza por 0, debido a que el segundo término es mucho mayor que uno,

es decir, si se suma 1, no varı́a significativamente, ası́:

ϵ∗ = ϵ
(
0− j σ

ωϵ

)
= −j σ

ω
(5.107)

Reemplazando la Ecuación 5.107 en la Ecuación 5.98, se tiene:

γ = jω
√
µϵ∗ = jω

√
µ
(
−j σ

ω

)
= α + jβ (5.108)

Pero,

jω

√
µ
(
−j σ

ω

)
=

√
j2ω2µ

(
−j σ

ω

)
=

√
(−1)ω2µ

(
−j σ

ω

)
=

√
jωµσ =

√
ωµσ

√
j (5.109)

entonces,

jω

√
µ
(
−j σ

ω

)
=
√
ωµσ

√
j (5.110)

ahora bien,

√
j =

1+ j√
2

(5.111)

Reemplazando la Ecuación 5.111 en la Ecuación 5.110, se tiene:
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jω

√
µ
(
−j σ

ω

)
=
√
ωµσ

1+ j√
2

=

√
ωµσ
2

(1+ j) (5.112)

Esto es,

jω

√
µ
(
−j σ

ω

)
=

√
ωµσ
2

(1+ j) (5.113)

Pero, δs representa la profundidad de penetración (en metros) de una onda electromagnéti-

ca propagándose a una velocidad −→v en un material conductor, tal como se muestra en la

Fig.5.5, dado por:

����

����	
�����	��� ��	�
���

������	�


Figura 5.5: Penetración δs de una onda electromagnética en un conductor.
Fuente: Los autores

δs =
√

2
ωµσ

(5.114)

Reemplazando la Ecuación 5.114 en la Ecuación 5.113, se tiene:

jω

√
µ
(
−j σ

ω

)
=

1
δs

(1 + j) (5.115)

Por último, se reemplaza la Ecuación 5.115 en la Ecuación 5.108, ası́:

γ =
1
δs

(1 + j) = α + jβ (5.116)

γ =
1
δs

+
1
δs
j = α + jβ (5.117)

Donde,

α =
1
δs

= β (5.118)
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Reemplazando la Ecuación 5.117 en la Ecuación 5.78, se tiene

Exc (z, t) = E0e
−
(
1
δs
+ 1

δs
j
)
z+jωt (5.119)

Separando términos,

Exc (z, t) = E0 e
− z

δs e
j
(
ωt− z

δs

)

(5.120)

La Ecuación 5.120, representa la variación del campo eléctrico en una onda plana, siempre

y cuando la propagación de la onda sea en un medio conductor; esto es, cuando se cumple

que (σ/ωϵ)≫ 1.

5.5. Naturaleza transversal de las ondas planas
Cuando una onda electromagnética plana se propaga por el espacio libre se observa que el

medio carece de distribuciones de carga y de corriente, esto es, densidad volumétrica de

cargas ρv = 0 y densidad de corriente
−→
J = 0. Entonces, con estas condiciones, las Ecuaciones

de Maxwell se escriben de la siguiente manera:

−→∇ x−→E = −µ0
∂
−→
H
∂t

(5.121)

−→∇ x−→H = ϵ0
∂
−→
E
∂t

(5.122)

−→∇ .−→E = 0 (5.123)
−→∇ .−→H = 0 (5.124)

A partir de la Ecuación 5.122, establece que si
−→
E está cambiando con el tiempo en algún

punto, entonces el campo magnético
−→
H tiene rotacional en ese punto; por lo tanto,

−→
H varı́a

espacialmente en una dirección normal a su dirección de orientación. Además, si
−→
E cambia

con el tiempo, entonces, en general, también
−→
H lo hará, aunque no necesariamente de la

misma manera. Luego, a partir de la Ecuación 5.121, se observa que un campo magnético
−→
H variante con el tiempo produce un campo eléctrico

−→
E , el cual, al tener un rotacional,

varı́a espacialmente en la dirección normal a su orientación. Una vez más se tiene un campo

eléctrico cambiante. También, por definición, ambos campos,
−→
E y
−→
H , tienen una magnitud

constante en el plano transversal y son perpendiculares entre sı́, como se muestra en la

Fig.5.3. Por esta razón, dicha onda a menudo se denomina onda electromagnética transversal

(TEM, por sus siglas en inglés), o también llamado, modos TEM (Hayt W 2012, p313).

No obstante, una onda plana en el modo de propagación TEM, se caracteriza por no tener
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componentes axiales en la dirección de propagación de la onda, esto es,
−→
E z = 0 y

−→
H z = 0. A

continuación, se demuestra que estas componentes axiales son iguales a cero:

En primer lugar, de la Ecuación 5.123, la divergencia del campo eléctrico es igual a cero,

debido a que, si está en el vacı́o, no hay variación de cargas. Por otro lado, matemáticamente,

la divergencia del campo eléctrico en coordenadas cartesianas, es:

−→∇ .
−→
E =

∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
+
∂Ez

∂z
(5.125)

Reemplazando la Ecuación 5.125 en la Ecuación 5.123, se tiene:

∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
+
∂Ez

∂z
= 0 (5.126)

Sin embargo, el campo eléctrico Ex se encuentra en la componente x del plano cartesiano; y

además, como se dijo anteriormente, por definición, el campo eléctrico y magnético tienen

una magnitud constante en el plano transversal y son perpendiculares entre sı́, entonces la

derivada de una constante es igual a cero, esto es:

∂Ex

∂x
= 0 (5.127)

Ez∂z = 0 (5.128)

Ahora bien, la derivada del campo eléctrico con respecto a la componente y es igual a cero,

ya que el campo eléctrico se encuentra en la dirección de la componente x, entonces:

∂Ey

∂y
= 0 (5.129)

Finalmente, como la onda de campo eléctrico varı́a en la dirección de propagación y el tiem-

po, esto es, E(z, t), entonces, Ez no puede ser constante ya que tiene que variar con el tiempo,

por tal razón, para que la derivada de Ez con respecto a z sea igual a cero, Ez solo puede ser

igual a cero, esto es Ez = 0, entonces:

∂Ez

∂z
= 0 (5.130)

En segundo lugar, de la Ecuación 5.124, la divergencia del campo magnético es igual a cero,

debido a que, si está en el vacı́o, no hay variación de corriente. Por otro lado, matemática-

mente, la divergencia del campo magnético en coordenadas cartesianas, es:
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Reemplazando la Ecuación 5.117 en la Ecuación 5.78, se tiene
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δs
j
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ωt− z

δs

)

(5.120)
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No obstante, una onda plana en el modo de propagación TEM, se caracteriza por no tener
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componentes axiales en la dirección de propagación de la onda, esto es,
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E z = 0 y
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H z = 0. A

continuación, se demuestra que estas componentes axiales son iguales a cero:
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debido a que, si está en el vacı́o, no hay variación de cargas. Por otro lado, matemáticamente,
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−→∇ .
−→
E =
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Reemplazando la Ecuación 5.125 en la Ecuación 5.123, se tiene:
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+
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+
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Sin embargo, el campo eléctrico Ex se encuentra en la componente x del plano cartesiano; y

además, como se dijo anteriormente, por definición, el campo eléctrico y magnético tienen

una magnitud constante en el plano transversal y son perpendiculares entre sı́, entonces la

derivada de una constante es igual a cero, esto es:

∂Ex

∂x
= 0 (5.127)

Ez∂z = 0 (5.128)

Ahora bien, la derivada del campo eléctrico con respecto a la componente y es igual a cero,

ya que el campo eléctrico se encuentra en la dirección de la componente x, entonces:

∂Ey

∂y
= 0 (5.129)

Finalmente, como la onda de campo eléctrico varı́a en la dirección de propagación y el tiem-

po, esto es, E(z, t), entonces, Ez no puede ser constante ya que tiene que variar con el tiempo,

por tal razón, para que la derivada de Ez con respecto a z sea igual a cero, Ez solo puede ser

igual a cero, esto es Ez = 0, entonces:
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∂z
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En segundo lugar, de la Ecuación 5.124, la divergencia del campo magnético es igual a cero,

debido a que, si está en el vacı́o, no hay variación de corriente. Por otro lado, matemática-
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−→∇ .
−→
H =

∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
+
∂Hz

∂z
(5.131)

Reemplazando la Ecuación 5.131 en la ecuación Ecuación 5.124, se tiene:

∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
+
∂Hz

∂z
= 0 (5.132)

Sin embargo, el campo magnético Hy se encuentra en la componente y del plano cartesiano;

y además, como se dijo anteriormente, por definición, el campo eléctrico y magnético tienen

una magnitud constante en el plano transversal y son perpendiculares entre sı́, entonces la

derivada de una constante es igual a cero, esto es:

∂Hy

∂y
= 0 (5.133)

Ahora bien, la derivada del campomagnético con respecto a la componente x es igual a cero,

ya que el campo magnético se encuentra en la dirección de la componente y, entonces:

∂Hx

∂x
= 0 (5.134)

Finalmente, como la onda de campo magnético varı́a en la dirección de propagación y el

tiempo, esto es, H(z, t), entonces, Hz no puede ser constante ya que tiene que variar con el

tiempo, por tal razón, para que la derivada de Hz con respecto a z sea igual a cero, Hz solo

puede ser igual a cero, esto es Hz = 0, entonces:

∂Hz

∂z
= 0 (5.135)

En conclusión, para el modo de propagación TEM, queda demostrado que las componentes

axiales del campo eléctrico y magnético son iguales a cero, esto es,
−→
E z =

−→
H z = 0 .

Impedancia caracterı́stica en el espacio libre o vacı́o.

Las dos Ecuaciones de Maxwell en formato complejo se muestran en las Ecuaciones 5.136 y

5.137

−→∇ x−→E c = −jωµ
−→
H c (5.136)

−→∇ x−→H c = jωϵ0
−→
E c (5.137)

Pero,
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−→∇ x−→E c =
(
∂Ez

∂y
−
∂Ey

∂z

)
x̂ +

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
ŷ +

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
ẑ (5.138)

Donde,

∂Ez

∂y
= 0 ;

∂Ey

∂z
= 0 ;

∂Ez

∂x
= 0 ;

∂Ey

∂x
= 0 ;

∂Ex

∂y
= 0 (5.139)

reemplazando 5.139 en la Ecuación 5.138, se tiene:

−→∇ x−→E c =
∂Ex

∂z
ŷ (5.140)

Al reemplazar la Ecuación 5.140 en la Ecuación 5.136, se tiene:

∂Ex

∂z
ŷ = −jωµ

−→
H c (5.141)

ó

∂Ex

∂z
ŷ = −jωµHyŷ (5.142)

Por otro lado, la solución de la onda incidente del campo eléctrico y magnético se muestran

en las ecuaciones 5.78 y 5.81, respectivamente; y, considerando únicamente la variación con

respecto al espacio z, se tienen:

Exc (z) = E0e
−γz (5.143)

Hyc (z) =H0e
−γz (5.144)

se reemplaza las ecuaciones 5.143 y 5.144 en la Ecuación 5.142, ası́:

∂Exc (z)
∂z

= −jωµHyc (z) (5.145)

∂
∂z

(E0e
−γz) = −jωµH0e

−γz (5.146)

Derivando,

−γE0e
−γz = −jωµH0e

−γz (5.147)

Cambiando de signos,
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−→∇ .
−→
H =

∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
+
∂Hz

∂z
(5.131)

Reemplazando la Ecuación 5.131 en la ecuación Ecuación 5.124, se tiene:

∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
+
∂Hz

∂z
= 0 (5.132)

Sin embargo, el campo magnético Hy se encuentra en la componente y del plano cartesiano;

y además, como se dijo anteriormente, por definición, el campo eléctrico y magnético tienen

una magnitud constante en el plano transversal y son perpendiculares entre sı́, entonces la

derivada de una constante es igual a cero, esto es:

∂Hy

∂y
= 0 (5.133)

Ahora bien, la derivada del campomagnético con respecto a la componente x es igual a cero,

ya que el campo magnético se encuentra en la dirección de la componente y, entonces:

∂Hx

∂x
= 0 (5.134)

Finalmente, como la onda de campo magnético varı́a en la dirección de propagación y el

tiempo, esto es, H(z, t), entonces, Hz no puede ser constante ya que tiene que variar con el

tiempo, por tal razón, para que la derivada de Hz con respecto a z sea igual a cero, Hz solo

puede ser igual a cero, esto es Hz = 0, entonces:

∂Hz

∂z
= 0 (5.135)

En conclusión, para el modo de propagación TEM, queda demostrado que las componentes

axiales del campo eléctrico y magnético son iguales a cero, esto es,
−→
E z =

−→
H z = 0 .

Impedancia caracterı́stica en el espacio libre o vacı́o.

Las dos Ecuaciones de Maxwell en formato complejo se muestran en las Ecuaciones 5.136 y

5.137

−→∇ x−→E c = −jωµ
−→
H c (5.136)

−→∇ x−→H c = jωϵ0
−→
E c (5.137)

Pero,
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−→∇ x−→E c =
(
∂Ez

∂y
−
∂Ey

∂z

)
x̂ +

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
ŷ +

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
ẑ (5.138)

Donde,

∂Ez

∂y
= 0 ;

∂Ey

∂z
= 0 ;

∂Ez

∂x
= 0 ;

∂Ey

∂x
= 0 ;

∂Ex

∂y
= 0 (5.139)

reemplazando 5.139 en la Ecuación 5.138, se tiene:

−→∇ x−→E c =
∂Ex

∂z
ŷ (5.140)
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ó

∂Ex

∂z
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γE0e
−γz = jωµH0e

−γz (5.148)

Pero,

Exc = E0e
−γz (5.149)

Hyc =H0e
−γz (5.150)

Entonces, reemplazando las Ecuaciones 5.149 y 5.150 en la Ecuación 5.148, se tiene:

γExc = jωµHyc (5.151)

Despejando, Exc/Hyc, se tiene:

Exc

Hyc
=
jωµ
γ

(5.152)

La Ecuación 5.152, es la impedancia caracterı́stica del medio en el cual se propaga la onda

plana representada por Zc, también llamada Ley de Ohm para ondas planas, esto es:

Exc

Hyc
=
jωµ
γ

= Zc (5.153)

Cuando la onda electromagnética se propaga por un medio dieléctrico perfecto o vacı́o sin

pérdidas, la constante de propagación γ es igual a j multiplicado por la constante de fase β,

como se muestra en la Ecuación 5.101, es decir, γ = jβ; y, β = ω
√
µϵ.

Por otro lado, las ecuaciones del campo eléctrico y magnético en función del espacio y tiem-

po, es:

Ex = E0e
j(ωt−βz) (5.154)

Hy =H0e
j(ωt−βz) (5.155)

Donde,

Exc (z, t) = Ex (5.156)

Hyc (z, t) =Hy (5.157)
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Pero,

Ex

Hy
= Zc (5.158)

Reemplazando las ecuaciones 5.154 y 5.155 en la Ecuación 5.158, se tiene:

Ex

Hy
=

E0
H0

= Zc (5.159)

Pero,

Zc =
jωµ
γ

=
jωµ

jω
√
µϵ

=

√
µ
ϵ

(5.160)

Zc =

√
µ
ϵ

(5.161)

La Ecuación 5.161, representa la impedancia caracterı́stica en el vacı́o.

Despajando Hy de la Ecuación 5.158, y reemplazando Ex de la Ecuación 5.154, se tiene:

Hy =
Ex

Zc
=

√
ϵ
µ

E0 e
j(ωt−βz) (5.162)

entonces,

Hy =
√

ϵ
µ

E0 e
j(ωt−βz) (5.163)

Para determinar la velocidad de fase vp de la onda electromagnética, se selecciona la fase ϕ

de las ecuaciones 5.154 y 5.155, esto es:

ϕ = ωt − βz f ase de la onda (5.164)

Pero, la fase de la onda electromagnética se mantiene constante a lo largo de la propagación,

entonces al derivar los dos lados de la Ecuación 5.164 con respecto al tiempo, se tiene:

0 = ω − β dz
dt

(5.165)

Donde, dz/dt es la velocidad de fase representada por vp, entonces:

0 = ω − βvp (5.166)

Despejando vp,
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vp =
ω
β

velocidad de f ase (5.167)

Para determinar la longitud de onda λ, es decir, la distancia entre dos máximos o dos mı́ni-

mos, se toma dos puntos z1 y z2, entonces, para un z1 existe un ϕ1, y para un z2 existe un

ϕ2, esto es:

ϕ1 = ωt − βz1 (5.168)

ϕ2 = ωt − βz2 (5.169)

Sumando las dos ecuaciones 5.168 y 5.169, se tiene:

ϕ1 −ϕ2 = βz2 − βz1 (5.170)

Factorando,

∆ϕ = β∆z (5.171)

Pero, ∆z es la longitud entre dos máximos o mı́nimos, que viene a ser la longitud de onda λ,

y∆ϕ es la variación del ángulo de una oscilación completa igual a 360 grados o 2π, entonces:

2π = β λ (5.172)

Despejando, se obtiene el valor de la longitud de onda, ası́:

λ =
2π
β

(5.173)

También, la frecuencia angular ω es igual a:

ω = 2πf (5.174)

y, la frecuencia f es igual al inverso del perı́odo T , entonces:

T =
2π
ω

(5.175)

Finalmente, a partir de la Ecuación 5.154, la onda incidente instantánea de campo eléctrico

Ex incidente, es:
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Ex incidente = E0cos(ωt − βz) (5.176)

De igual manera, a partir de la Ecuación 5.155 y combinando las ecuaciones 5.159 y 5.161,

la onda incidente instantánea de campo magnético Hy incidente, es:

Hy incidente = E0

√
ϵ
µ

cos(ωt − βz) (5.177)

Para terminar, se procede a graficar la onda incidente de campo eléctrico y magnético pro-

pagándose en el espacio libre, correspondiente al modo de propagación TEM, determinadas

en las Ecuaciones 5.176 y 5.177, respectivamente; las mismas que, se muestran en la Fig.5.6.

�

�

�

Figura 5.6: Ondas electromagnéticas propagándose en el espacio libre.
Fuente: Los autores

En la Fig.5.7 se presenta el campo Eléctrico Ex de una onda plana que se propaga en direc-

ción z en el espacio libre (ϵr = 1) y la madera (ϵr = 2,2). Se puede observar claramente que

la longitud de onda (λ) en la madera es menor, esto debido al mayor valor de la ϵr . Lo cual

a su vez representa una menor velocidad de propagación.

5.6. Propagación de ondas planas desfasadas en el plano XY

Antes que nada, en una onda electromagnética plana, el campo eléctrico
−→
E x está en la direc-

ción del eje x, y el campo magnético
−→
H y está en la dirección del eje y, entonces, al realizar

el producto cruz entre los dos vectores, se obtiene la dirección de propagación de la onda en

el eje z que se encuentra representado por el vector unitario k̂ que coincide con la dirección

del vector de Poynting
−→
S , tal como se muestra en la Fig.5.8 (a), esto es:

−→
E xx
−→
H y = k̂ (5.178)
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Figura 5.7: Campo Eléctrico de una onda electromagnética que se
propaga en el espacio libre y la madera.

Fuente: Los autores

En cambio, cuando el campo eléctrico
−→
E y se encuentra en la dirección del eje y, y el campo

magnético
−→
H x se encuentra en la dirección del eje x, entonces, al realizar el producto cruz

entre los dos vectores, se obtiene la dirección de propagación de la onda en el eje z que se

encuentra representado por el vector unitario −k̂ que no coincide con la dirección y sentido

del vector de Poynting
−→
S , tal como se muestra en la Fig.5.8 (b), esto es:

−→
E yx
−→
H x = −k̂ (5.179)

��� ���

Figura 5.8: Onda electromagnética propagándose en la dirección a) k̂, b) −k̂.
Fuente: Los autores

Por lo tanto, para que la propagación de la onda coincida con el vector de Poynting
−→
S , se
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debe realizar el producto cruz entre los vectores −−→E y y
−→
H x, esto es:

−−→E yx
−→
H x = k̂ (5.180)

Por consiguiente, en la Ecuación 5.138 el campo eléctrico se ubica en la dirección del eje y,

esto es, Ey ; y, el campo magnético se ubica en la dirección del eje x, esto es,
−→
H x. Conside-

rando una transmisión TEM, Ez = 0 y Hz = 0, entonces:

∂Ez

∂y
= 0 ;

∂Ex

∂z
= 0 ;

∂Ez

∂x
= 0 ;

∂Ey

∂x
= 0 ;

∂Ex

∂y
= 0 (5.181)

Reemplazando la Ecuación 5.181 en la Ecuación 5.138, se tiene:

−→∇ x−→E c = −
∂Ey

∂z
x̂ (5.182)

Y, reemplazando la Ecuación 5.182 en la Ecuación 5.136, se tiene:

−
∂Ey

∂z
x̂ = −jωµHxx̂ (5.183)

Reemplazando los valores de Ey y Hx en formato exponencial, se obtiene:

−
∂Eye−γz

∂z
= −jωµHxe

−γz (5.184)

−(−γ)Eye
−γz = −jωµHxe

−γz (5.185)

γEye
−γz = −jωµHxe

−γz (5.186)

Simplificando,

γEy = −jωµHx (5.187)

−
Ey

Hx
=
jωµ
γ

(5.188)

pero, (jωµ/γ) = Zc, entonces:

−
Ey

Hx
=
jωµ
γ

= Zc (5.189)

Por consiguiente, la Ecuación 5.189 es igual a la Ecuación 5.159, ası́:
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Ex

Hy
= −

Ey

Hx
=
jωµ
γ

=
E0
H0

= Zc (5.190)

Hasta ahora solo se consideró ondas planas simples que se propagan a lo largo del eje z. Este

fue un punto de partida conveniente, pero no hay nada mágico en la dirección z; las ondas

planas pueden propagarse en cualquier dirección a través de un medio. En esta sección, se

usará lo que ya se descubrió sobre ondas que se propagan a lo largo del eje z para describir

ondas planas que se propagan en cualquier dirección (Demarest 1998, p446).

Figura 5.9: Onda plana
−→
E y
−→
H desfasada un ángulo θ propagándose en la dirección z.

Fuente: Los autores

Propagación de la onda plana desfasada en el plano xy. Se debe considerar que una onda

plana estudiada hasta ahora,
−→
E tenı́a una orientación recta fija en todo momento y para

toda posición; se dice que dicha onda está polarizada linealmente. Se ha considerado que
−→
E está sobre el eje x, sin embargo, el campo puede estar orientado en cualquier dirección

fija sobre el plano xy y estar polarizado linealmente, tal como se muestra en la Fig.5.9. En

esta figura, la onda electromagnética
−→
E y
−→
H está desfasada un ángulo θ con respecto al eje

x en el plano xy. También, se puede decir que, los vectores de campo eléctrico y magnético

pueden tener cualquier orientación en el plano xy, siempre que el producto vectorial
−→
E x
−→
H

representado por el vector de Poynting
−→
S , apunta en la dirección de z positivo. Por lo tanto,

las expresiones generales de las ondas planas que se propagan en la dirección de z positivo,

se pueden escribir en la forma que se muestra en las ecuaciones 5.191 y 5.192 (Hayt W 2012,

p337).

−→
E (z, t) =

(
Ex0x̂ +Ey0ŷ

)
ej(ωt−βz) (5.191)
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−→
H (z, t) =

(
Hx0x̂ +Hy0ŷ

)
ej(ωt−βz) (5.192)

Donde, Ex0, Ey0, Hx0 y Hy0 son las amplitud de las componentes del campo eléctrico y

magnético x e y, respectivamente; x̂ y ŷ son los vectores unitarios en las direcciones positivas

de x y y.
−→
E (z, t) y

−→
H (z, t) corresponden a los vectores

−→
E y
−→
H (Fig.5.9), respectivamente, que

varı́an con respecto al espacio z y al tiempo t.

De acuerdo a las leyes exponenciales, las ecuaciones 5.191 y 5.192 se pueden escribir única-

mente en función del espacio, ası́:

−→
E (z) =

(
Ex0x̂ +Ey0ŷ

)
e−jβz (5.193)

−→
H (z) =

(
Hx0x̂ +Hy0ŷ

)
e−jβz (5.194)

Por otro lado,
−→
k se llama el vector número de onda, que tiene la misma dirección y sentido

que el vector de Poynting
−→
S en la que se propaga la onda plana, esto es

−→
E x
−→
H =

−→
k . Además,

β es igual al número de onda k cuando el medio es sin pérdidas, sabiendo que, β es la

constante de fase.

Pero, de la Ecuación 5.193,

−→
E 0 = Ex0x̂ +Ey0ŷ (5.195)

Entonces, al reemplazar la Ecuación 5.195 en la Ecuación 5.193, se tiene:

−→
E (z) =

−→
E 0e

−jβz (5.196)

Donde,
−→
E 0, se llama vector polarización, que puede ser cualquier vector que es perpendi-

cular a
−→
k , ası́:

−→
E 0.
−→
k = 0 (5.197)

Se puede derivar una expresión complementaria para el campo H de esta onda plana si se

observa que la Ecuación 5.194 se puede escribir en términos del producto vectorial entre
−→
E 0 y

−→
k ; para lo cual, de la ecuación 5.190, Hx y Hy es igual a:
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Hx = −
Ey

Zc
(5.198)

Hy =
Ex

Zc
(5.199)

Haciendo, Hx = Hx0, y Hy = Hy0; y, reemplazando las ecuaciones 5.198 y 5.199 en la Ecua-

ción 5.194, se tiene:

−→
H (z) =

(
−
Ey0

Zc
x̂ +

Ex0
Zc

ŷ

)
e−jβz (5.200)

Sacando factor común Zc, se tiene:

−→
H (z) =

e−jβz

Zc

(
−Ey0x̂ +Ex0ŷ

)
(5.201)

Pero,

(
−Ey0x̂ +Ex0ŷ

)
=
−→
k x

(
Ex0x̂ +Ey0ŷ

)
=
−→
k x
−→
E 0 (5.202)

donde,

−→
k x
−→
E 0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ

0 0 1

Ex0 Ey0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −Ey0x̂ +Ex0ŷ (5.203)

Y,
−→
k = ẑ

Por lo tanto, reemplazando la Ecuación 5.202 en la Ecuación 5.201, se tiene:

−→
H (z, t) =

e−jβz

Zc

−→
k x
−→
E 0 (5.204)

Finalmente, la impedancia caracterı́stica Zc del medio por donde se propaga la onda, tam-

bién se puede llamar impedancia intrı́nseca del medio, representado por η .

5.7. Reflexión y refracción de ondas planas
La onda o rayo incidente

−→
k i , el reflejado

−→
k r y el refractado o transmitido

−→
k t se encuentran

en el mismo plano, como se muestra en la Fig. 5.10. La onda incidente y reflejada con la

normal N que es perpendicular a la frontera de separación entre el medio 1 y 2 trazada en

el punto de incidencia A y C, forman el ángulo de incidencia θ1, el ángulo de reflexión θr y

el ángulo refractado θ2.
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Los ángulos de incidencia θ1 y de reflexión θr son iguales, ya que en la Fig. 5.10 las leyes

de la reflexión pueden deducirse aplicando el principio de Huygens a una onda que incide
−→
k i con cierto ángulo θ1 en una superficie de separación de dos medios 1 y 2. Si el foco

emisor de ondas dista lo suficiente de la superficie reflectora, se puede considerar que la

onda es plana. Al avanzar su frente de ondas, su extremo (inicio de la onda incidente
−→
k i )

será el primero que encuentre a la superficie reflectora. Esto ocurrirá en el punto A, el cual,

según el Principio de Huygens, se convierte en nuevo centro emisor de ondas secundarias
−→
k r . Las ondas secundarias generadas en el punto A retroceden a igual velocidad que trae

la onda incidente. Esto implica que cuando el otro extremo B del frente incidente alcance

la superficie reflectora (recorra la distancia BC), la onda secundaria tendrá un radio AD

(siendo BC = AD). Teniendo en cuenta, además, que cuando el extremo B alcanza el punto

C, este último se convierte en un nuevo foco emisor de ondas secundarias, podemos formar

los triángulos rectángulos ABC (de la onda incidente) y ADC (de la onda reflejada), ambos

iguales al tener la hipotenusa y los lados BC y AD iguales. De la igualdad de los triángulos

rectángulos y a la perpendicularidad de los lados
−→
k i y

−→
k r con los lados de los triángulos, se

puede deducir que los ángulos θ1 y θr son iguales (Hayt W 2012, p457).
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Figura 5.10: Ondas incidente
−→
k i , reflejado

−→
k r y refractado o transmitido

−→
k t .

Fuente: Los autores

5.7.1. Índice de refracción

La refracción es el cambio de dirección y velocidad que experimenta una onda de luz al

pasar de un medio a otro, ya sea lı́quido o gaseoso, con distinto ı́ndice refractivo. Solo se

produce si la onda incide oblicuamente sobre la superficie de separación de los dos medios

y si estos tienen ı́ndices de refracción distintos. La refracción se origina en el cambio de

velocidad de propagación de la onda señalada.

Se denomina ı́ndice de refracción al cociente de la velocidad de la luz en el vacı́o y la veloci-
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dad de la luz en el medio cuyo ı́ndice se calcula. Se simboliza con la letra n y se trata de un

valor adimensional, esto es:

n =
c
v

(5.205)

Donde,

c = velocidad de la luz en el vacı́o

v = velocidad de la luz en el medio

n = ı́ndice de ref racción

n =
√
ϵrµr (5.206)

El ı́ndice de refracción determina cuánto se desvı́a o se refracta la trayectoria de la luz al

entrar en un material. Esto se describe mediante la Ley de Refracción de Snell, esto es:

n1 sen θ1 = n2 sen θ2 (5.207)

Donde, θ1 y θ2 son los ángulos de incidencia y refracción, respectivamente, de un rayo que

cruza la interfaz entre dos medios 1 y 2 con ı́ndices de refracción n1 y n2 (Hayt W 2012,

p449). También, para la luz, la Ley de Refracción de Snell, tiene relación con las velocidades

v1 y v2 del medio 1 y 2, respectivamente, esto es:

sen θ1
sen θ1

=
n2
n1

=
v1
v2

(5.208)

En condiciones sin pérdida se puede escribir la constante de fase de la onda plana, ası́ como

la impedancia intrı́nseca del material en términos del ı́ndice de refracción, por medio de la

Ecuación 5.209 (Hayt W 2012, p36).

β = k = ω
√
µ0ϵ0

√
ϵr =

nω
c

(5.209)

y

η=
1√
ϵr

√
µ0
ϵ0

=
η0
n

(5.210)

esto es,
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η=
η0
n

(5.211)

donde,

η = impedancia intr ı́nseca del medio

η0 = impedancia intr ı́nseca del vacı́o

n = ı́ndice de ref racción

ϵr = permitividad relativa del medio

En la Fig. 5.11 se muestra una onda incidente
−→
k

+
1con su respectivo ángulo de incidencia

θ1, una onda reflejada
−→
k
−
1 con su ángulo θ′1, y una onda transmitida

−→
k 2 con su ángulo θ2.

Los ángulos de incidencia θ1 y reflejado θ′1 son iguales. Los dos medios son dieléctricos

sin pérdidas y los caracterizan impedancias intrı́nsecas η1 y η2; y, permitividades ϵ1 y ϵ2.

Suponer que los materiales no son magnéticos y, por tanto, tienen una permeabilidad µ0.

La Fig.5.11, muestra dos casos en la selección de la dirección del campo eléctrico (Hayt W

2012, p367).

Primer caso, en la Fig. 5.11 a, el campo eléctrico
−→
E está polarizado sobre el plano de la

página denominado también el plano de incidencia; y, el campo magnético
−→
H está en forma

perpendicular de la página hacia fuera. Al estar el vector campo eléctrico
−→
E sobre el plano

de incidencia, se dice que tiene una polarización paralela, es decir, el vector campo eléctrico es

paralelo al plano de incidencia (o plano de la página). Por otro lado, debido a que el vector

campo magnético
−→
H es perpendicular al plano de la página, este tipo de polarización se

denomina transverso magnético o polarización TM.

Segundo caso, en la Fig.5.11 b, el campo eléctrico
−→
E está polarizado en forma perpendicular

de la página hacia dentro; y, el campo magnético
−→
H está en forma paralela al plano de

incidencia. Al estar el vector campo eléctrico
−→
E perpendicular al plano de incidencia, se dice

que tiene una polarización perpendicular, es decir, el vector campo eléctrico es perpendicular

al plano de la página, por lo que este caso también se llama transversal eléctrico o polarización

TE.

A partir de la Fig.5.11 a, correspondiente al primer caso, el coeficiente de reflexión Γp para

una polarización paralela está definida como la amplitud de la onda reflejada E−10 dividido

para la amplitud de la onda incidente E+
10; Además, es igual a la impedancia intrı́nseca del

medio 2 para una polarización paralela, η2p, menos la impedancia intrı́nseca del medio 1
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−→
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paralelo al plano de incidencia (o plano de la página). Por otro lado, debido a que el vector

campo magnético
−→
H es perpendicular al plano de la página, este tipo de polarización se

denomina transverso magnético o polarización TM.

Segundo caso, en la Fig.5.11 b, el campo eléctrico
−→
E está polarizado en forma perpendicular

de la página hacia dentro; y, el campo magnético
−→
H está en forma paralela al plano de

incidencia. Al estar el vector campo eléctrico
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E perpendicular al plano de incidencia, se dice

que tiene una polarización perpendicular, es decir, el vector campo eléctrico es perpendicular

al plano de la página, por lo que este caso también se llama transversal eléctrico o polarización

TE.

A partir de la Fig.5.11 a, correspondiente al primer caso, el coeficiente de reflexión Γp para

una polarización paralela está definida como la amplitud de la onda reflejada E−10 dividido

para la amplitud de la onda incidente E+
10; Además, es igual a la impedancia intrı́nseca del

medio 2 para una polarización paralela, η2p, menos la impedancia intrı́nseca del medio 1
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para una polarización paralela, η1p, dividido para la suma de las impedancias intrı́nsecas

de los medios 1 y 2, esto es:

Γp =
E−10
E+
10

=
η2p − η1p
η2p + η1p

(5.212)

�
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Figura 5.11: Ondas planas. (a) Polarización paralela TM, (b) Polarización perpendicular TE.
Fuente: Los autores

Por otro lado, el coeficiente de transmisión τp para una polarización paralela, está defini-

da como la amplitud de la onda transmitida o refractada E20 dividido para la amplitud de

la onda incidente E+
10; además, está relacionado con las impedancias intrı́nsecas de los dos

medios 1 y 2; y, los ángulos de incidencia θ1 y reflejado θ2, como se muestra en la Ecua-

ción 5.207, ası́:

τp =
E20
E+
10

=
2η2p

η2p + η1p

(
cos θ1
cos θ2

)
(5.213)

Seguidamente, las impedancias intrı́nseca para una polarización paralela del medio 1 y el

medio 2, η1p y η2p, respectivamente, es igual a:

η1p = η1 cosθ1 (5.214)

η2p = η2 cosθ2 (5.215)

De forma similar, a partir de la Fig.5.11 b, correspondiente al segundo caso, el coeficiente de
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reflexión Γs para una polarización perpendicular está definida como la amplitud de la onda

reflejada E−y10 dividido para la amplitud de la onda incidente E+
y10 en la dirección del eje y;

Además, es igual a la impedancia intrı́nseca del medio 2 para una polarización perpendicu-

lar, η2s, menos la impedancia intrı́nseca del medio 1 para una polarización perpendicular,

η1s, dividido para la suma de las impedancias intrı́nsecas de los medios 1 y 2, esto es:

Γs =
E−y10
E+
y10

=
η2s − η1s
η2s + η1s

(5.216)

Por otro lado, el coeficiente de transmisión τs para una polarización perpendicular, está de-

finida como la amplitud de la onda transmitida o refractada Ey20 dividido para la amplitud

de la onda incidente E+
y10 en la dirección del eje y; Además, está relacionado con las impe-

dancias intrı́nsecas de los dos medios 1 y 2, como se muestra en la Ecuación 5.217, ası́:

τs =
Ey20

E+
y10

=
2η2s

η2s + η1s
(5.217)

Seguidamente, las impedancias intrı́nseca para una polarización perpendicular del medio 1

y el medio 2, η1s y η2s, respectivamente, es igual a:

η1s = η1 secθ1 (5.218)

η2s = η2 secθ2 (5.219)

(5.220)

5.8. Problemas resueltos
Problema 5.1. El vector campo eléctrico

−→
E posee solo una componente en la dirección y. La

onda se propaga en la dirección x. Demostrar que la ecuación de onda del campo eléctrico

Ey en la dirección de y, propagándose en la dirección de x, es:

∂2Ey

∂x2
=

1
c2

∂2Ey

∂t2
(5.221)

Donde, C es igual a la velocidad de la luz en el vacı́o o aire.

Solución:

Por un lado, el problema dice que el campo eléctrico
−→
E se encuentra únicamente en la

dirección del eje y, esto es:

−→
E = 0î +Eyĵ +0k̂ (5.222)
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Por otro lado, una de las Ecuaciones de Maxwell en forma diferencial, dice que, el rotacio-

nal del campo eléctrico es igual a menos la derivada parcial con respecto al tiempo de la

densidad de flujo magnético, ası́:

−→∇ x−→E = −∂
−→
B
∂t

(5.223)

Pero,

−→
B = µ

−→
H (5.224)

entonces,

−→∇ x−→E = −µ∂
−→
H
∂t

(5.225)

En cambio, matemáticamente el rotacional del campo eléctrico es,

−→∇ x−→E =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Ey 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −
∂Ey

∂z
î − 0ĵ +

∂Ey

∂x
k̂ (5.226)

Sin embargo, en la Ecuación 5.226 el primer término ∂Ey/∂z es igual a cero, debido a que la

onda, en este caso, se propaga en la dirección del eje x, entonces:

−→∇ x−→E =
∂Ey

∂x
k̂ (5.227)

Por consiguiente, igualando las dos ecuaciones 5.225 y 5.227; y, como la dirección del resul-

tado del rotacional de la Ecuación 5.227 es k̂, entonces, la intensidad del campo magnético

en la Ecuación 5.225 también está en la dirección k̂ que representa al vector unitario ẑ, esto

es, Hzk̂, ası́
∂Ey

∂x
k̂ = −µ∂Hz

∂t
k̂

0, escribiendo en forma escalar,

∂Ey

∂x
= −µ∂Hz

∂t
(5.228)

También, otra de las Ecuaciones deMaxwell en forma diferencial que involucra la intensidad

de campo magnético, es la siguiente
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−→∇ x−→H =
−→
J +

∂
−→
D
∂t

(5.229)

Pero, como se está considerando las ondas electromagnéticas en el espacio libre, el vector
−→
J

es igual a cero, y el vector desplazamiento eléctrico es
−→
D = ϵ

−→
E , entonces:

−→∇ x−→H = ϵ
∂
−→
E
∂t

(5.230)

De igual manera que la Ecuación 5.227, matemáticamente el rotacional del campo eléctrico

es,

−→∇ x−→H =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 0 Hz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∂Hz

∂y
î − ∂Hz

∂x
ĵ +0k̂ (5.231)

Sin embargo, en la Ecuación 5.231 el primer término ∂Hz/∂y es igual a cero, debido a que la

onda, en este caso, se propaga en la dirección del eje x, entonces:

−→∇ x−→H = −∂Hz

∂x
ĵ (5.232)

Por consiguiente, igualando las dos ecuaciones 5.230 y 5.232; y, como la dirección del resul-

tado del rotacional de la Ecuación 5.232 es ĵ , entonces, la intensidad del campo magnético

en la Ecuación 5.230 también está en la dirección ĵ que representa al vector unitario ŷ, esto

es, Eyĵ , ası́:

−∂Hz

∂x
ĵ = ϵ

∂Ey

∂t
ĵ (5.233)

Escribiendo en forma escalar,

∂Hz

∂x
= −ϵ

∂Ey

∂t
(5.234)

Por consiguiente, en la Ecuación 5.228 el campo eléctrico está en la dirección y, y se propaga

en la dirección x. Mientras que, en la ecuación 5.234 el campomagnético está en la dirección

z, y se propaga en la dirección x. Por tanto, la gráfica del campo electromagnético, se muestra

en la Fig.5.12, que cumple con la condición de propagación de las ondas planas, es decir, el

producto cruz entre
−→
E y y

−→
H z se obtiene el vector de Poynting, ası́:

−→
E yx
−→
H z =

−→
S . (5.235)
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z, y se propaga en la dirección x. Por tanto, la gráfica del campo electromagnético, se muestra

en la Fig.5.12, que cumple con la condición de propagación de las ondas planas, es decir, el

producto cruz entre
−→
E y y

−→
H z se obtiene el vector de Poynting, ası́:

−→
E yx
−→
H z =

−→
S . (5.235)
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Figura 5.12: Propagación de
−→
E y y

−→
H z en la dirección de

−→
S .

Fuente: Los autores

Ahora, en la Ecuación 5.228, para que el campo magnéticoHz varı́e con respecto x, todos los

términos de dicha ecuación, deben derivarse con respecto a x, esto es:

∂2Ey

∂x2
= −µ ∂

∂t

(
∂Hz

∂x

)
(5.236)

A continuación, se reemplaza la Ecuación 5.234 en la Ecuación 5.236, esto es:

∂2Ey

∂x2
= −µ ∂

∂t

(
−ϵ

∂Ey

∂t

)
(5.237)

Simplificando,

∂2Ey

∂x2
= µϵ

∂2Ey

∂t2
(5.238)

No obstante, la velocidad de la luz c propagándose por el aire es,

c =
1√
µϵ

(5.239)

entonces,

µε =
1
c2

(5.240)

Por consiguiente, al reemplazar la Ecuación 5.240 en la Ecuación 5.238, se tiene la Ecua-

ción 5.221, que es lo que se querı́a demostrar.

∂2Ey

∂x2
=

1
C2

∂2Ey

∂t2
(5.241)

Problema 5.2. Calcular la potencia disipada por metro cuadrado debajo de la superficie que
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se muestra en la Fig.5.13, donde una onda plana armónica de tiempo normalmente incide

sobre una placa de cobre. La frecuencia de la onda es de 1.0 GHz y la amplitud máxima del

campo E es de 700 V/m.

����
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���
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��������

Figura 5.13: Onda plana normalmente incide desde el aire sobre una placa conductora con
pérdidas.

Fuente: Los autores

Solución:

En primer lugar. En referencia a la reflexión y absorción de ondas de superficies conducto-

ras, una propiedad importante de los metales es que son buenos reflectores de ondas. Esto

permite que las superficies metálicas confinen las ondas a un área del espacio o las envı́en

en otra dirección. Una amplia gama de dispositivos prácticos hace uso de esta propiedad,

incluidas lı́neas de transmisión, guı́as de ondas, cavidades resonantes y antenas. Las super-

ficies metálicas más fáciles de modelar son los conductores perfectos, que tienen una con-

ductancia que tiende al infinito, σ →∞, es decir, la onda que incide en la superficie metálica

se refleja en su totalidad. Por consiguiente, únicamente se tienen una densidad superficial

de corriente
−→
J s, como se muestra en la Fig.5.14 (Demarest 1998, p476).

Cuando el conductor tiene pérdidas, el campo E transmitido al conductor es pequeño, pero

definitivamente no es cero. Debido a que los campos transmitidos decaen exponencialmen-

te, se puede, para todos los propósitos prácticos, suponer que estos campos existen solo

dentro de unas pocas profundidades de piel δs(profundidad de penetración) de la super-

ficie, como se muestra en la Fig. 5.14, cuyo valor está representado en la Ecuación 5.114.

Además, la longitud de onda en la losa (bloque conductor) es mucho más pequeña que en el

dieléctrico, ya que β es grande en un buen conductor.
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Figura 5.14: Campos E incidente, reflejado y transmitido cerca de la superficie de un
conductor con pérdidas.

Fuente: Los autores

Por lo tanto, para determinar la potencia instantánea disipada Pdis dentro de un volumen de

un material conductor, usando la ecuación de la Ley de Joule, se tiene:

Pdis =
∫

v

−→
E .
−→
J dv (5.242)

Pero, el diferencial de volumen dv se puede dividir en diferencial de área dA por diferencial

de distancia dz, esto es:

Pdis =
∫

v

−→
E .
−→
J dA dz (5.243)

Por otro lado, de la Ecuación 5.243, la potencia promedio que se disipa por metro cuadrado

de la superficie del conductor, esto es, la densidad de potencia S sobre el espesor δs del

bloque del material conductor para un campo sinusoidal, es:

S =
Pdis
m2 =

1
2
Re

[∫ ∞

0

−→
E .
−→
J ∗dz

] [
W/m2

]
(5.244)

En la Ecuación 5.244, se ha reemplazado el espesor real de la losa (material conductor) por

infinito, que es una buena aproximación siempre que la losa tenga al menos varias profun-

didades superficiales. Ahora bien, la mayorı́a de los metales son isotrópicos, por lo que
−→
E

y
−→
J apuntan en la misma dirección. Esto significa que el producto escalar

−→
E .
−→
J ∗ es igual a

EJ ∗, donde E y J son las componentes de
−→
E y

−→
J a lo largo de la dirección de polarización
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5.8. PROBLEMAS RESUELTOS

(Demarest 1998, p478).

Pero, J = σE y E = ηH ,entonces, se puede escribir la densidad de corriente como

J = σE = σηH = σηHse
−αze−jβz

[
A/m2

]
(5.245)

Donde, Hs es el valor total del campo H en la superficie, σ y η son la conductividad y la

impedancia intrı́nseca del metal; y, α y β son la atenuación y la constante de fase en el

metal.

Reemplazando la Ecuación 5.245 en la Ecuación 5.244, se tiene:

S =
1
2

∫ ∞

0
EJ ∗cos 0o dz (5.246)

S =
1
2

∫ ∞

0
σ
∣∣∣η

∣∣∣2|Hs |2e−2αzdz (5.247)

Desarrollando la integral,

S =
σ
∣∣∣η

∣∣∣2|Hs |2
4α

(5.248)

pero,

α = β =
√
πf µσ (5.249)

y

η =
1+ j√

2

√
ωµ
σ

=

√
ωµ
σ
∠45o (5.250)

entonces,

S =
1
2

√
ωµ
2σ
|Hs |2 (5.251)

pero, Rs es la resistencia superficial del conductor, representado por:

Rs =

√
ωµ
2σ

=
1
σδs

[ ] (5.252)

Reemplazando la Ecuación 5.252 en la Ecuación 5.251, se tiene:

S =
1
2
Rs |Hs |2

[
W/m2

]
(5.253)
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En SEGUNDO LUGAR. Considerando el problema propiamente dicho, en la Fig. 5.13, La

conductividad del cobre a 20oC es σ = 5,8x107 S/m, entonces, utilizando la Ecuación 5.114,

se procede a calcular la profundidad de penetración δs en el conductor con pérdidas, como

se muestra en la Fig.5.14, esto es:

δs =
√

2
ωµσ

=
√

2
2πf µσ

=
√

1
πf µσ

(5.254)

δs =
√

1
πf µσ

=

√
1

π(1x109)(4πx10−7)(5,8x107)
= 2,1x10−6 m = 2,1 µm (5.255)

A continuación, se obtiene la resistencia superficial Rs utilizando la Ecuación 5.252, ası́:

Rs =
1
σδs

=
1(

5,8x107
)(
2,1x10−6

) = 8,25x10−3 = 8,25 m (5.256)

Luego, el campo magnético Hi incidente es,

Hi =
E
η0

=
700
377

= 1,86 A/m (5.257)

Debido a que σ es grande, el campo Hs total en la superficie es aproximadamente:

Hs = 2Hi = 2(1,86) = 3,72 A/m (5.258)

Por lo tanto, utilizando la Ecuación 5.253, la potencia disipada por metro cuadrado (densi-

dad de potencia S) debajo de la superficie que se muestra en la Fig.5.13, es:

S =
1
2
Rs |Hs |2 =

1
2

(
8,25x10−3

)
(3,72) = 56,9 mW/m2 (5.259)

Problema 5.3. Una onda plana uniforme propagándose en el aire incide sobre vidrio con

un ángulo de 35o con respecto a la perpendicular. Determinar la fracción de la potencia

incidente que se transmite y que se refleja para: a) polarización paralela TM y b) polarización

perpendicular TE. El vidrio tiene un ı́ndice de refracción n2 = 1,45.

Solución:

En primer lugar, se aplica la Ley de Snell para hallar el ángulo de transmisión. Utilizando

el ı́ndice de refracción n1 = 1 para el aire, se obtiene:

n1senθ1 = n2senθ2 (5.260)
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Se despeja el ángulo de refracción θ2, ası́

θ2 = sen−1
(
n1 sen θ1

n2

)
(5.261)

Reemplazando valores, se tiene

θ2 = sen−1
(
1 sen 35o

1,45

)
= 23,3o (5.262)

Para una polarización paralela o TE

Se utiliza la Ecuación 5.214 para determinar la impedancia intrı́nseca para una polarización

paralela en el medio 1, η1p, esto es:

η1p = η1 cos θ1 (5.263)

Reemplazando valores,

η1p = (377)cos 35o = (377)(0,866) = 308,82 (5.264)

Y, la Ecuación 5.215 para determinar la impedancia intrı́nseca η2p, esto es:

η2p = η2 cos θ2 (5.265)

Pero, de la Ecuación 5.211, se determina la impedancia intrı́nseca del medio 2, esto es:

η=
η0
n

(5.266)

reemplazando valores de la impedancia intrı́nseca del aire η0 = 377 , y el ı́ndice de refrac-

ción del medio 2, en este caso, el vidrio n2 = 1,45, se obtiene

η2=
η0
n2

=
377
1,45

= 260 (5.267)

Seguidamente, se reemplaza η2 en η2p, ası́:

η2p = (260)cos 23,3o = 238,80 (5.268)

Posteriormente, se utiliza la Ecuación 5.212 para determinar el coeficiente de reflexión Γp
para una polarización paralela, ası́:
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En SEGUNDO LUGAR. Considerando el problema propiamente dicho, en la Fig. 5.13, La

conductividad del cobre a 20oC es σ = 5,8x107 S/m, entonces, utilizando la Ecuación 5.114,

se procede a calcular la profundidad de penetración δs en el conductor con pérdidas, como
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Γp =
η2p − η1p
η2p + η1p

(5.269)

Reemplazando valores, se tiene:

Γp =
238,80− 308,82
238,80+308,82

=
−70,02
547,62

= −0,128 (5.270)

Entonces, para determinar la fracción de la potencia incidente que se refleja, se utiliza la

siguiente ecuación:

Pr
Pinc

=
∣∣∣Γp

∣∣∣2 (5.271)

Donde, Pr es la potencia reflejada y Pinc es la potencia incidente, reemplazando valores, se

tiene:

Pr
Pinc

=
∣∣∣Γp

∣∣∣2 = |−0,128|2 = 0,016 (5.272)

Por tanto, para determinar la fracción de la potencia transmitida Pt , es:

Pt
Pinc

= 1−
∣∣∣Γp

∣∣∣2 = 1− 0,016 = 0,984 (5.273)

Para una polarización perpendicular o TM

Se utiliza la Ecuación 5.218 para determinar la impedancia intrı́nseca para una polarización

perpendicular en el medio 1, η1s, esto es:

η1s = η1 secθ1 (5.274)

Reemplazando valores,

η1s = η1
1

cos θ1
= 377

1
cos 35o

=
377
0,819

= 460,32 (5.275)

Y, la Ecuación 5.219 para determinar la impedancia intrı́nseca η2s, esto es:

η2s = η2 sec θ2 (5.276)

Reemplazando valores,

η2s = η2
1

cos θ2
=

377
1,45

1
cos 23,3o

=
260
0,918

= 283,22 (5.277)

216

5.8. PROBLEMAS RESUELTOS

Posteriormente, se utiliza la Ecuación 5.216 para determinar el coeficiente de reflexión Γs
para una polarización perpendicular, ası́:

Γs =
η2s − η1s
η2s + η1s

=
283,22 − 460,32
283,22 +460,32

=
−177,10
743,54

= −0,238 (5.278)

Por tanto, la fracción de la potencia reflejada es:

|Γs |2 = |−0,238|2 = 0,056 (5.279)

La fracción de la potencia incidente que se transmite es:

1− |Γs |2 = 1− |0,238|2 = 0,944 (5.280)
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Católica de Colombia, 2020. isbn: 9789585133044.
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posteriormente aplicarlos en el desarrollo de los problemas.

Pedro Severo Infante Moreira, es Ingeniero Electrónico, graduado en la Es-
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de máster Universitario en Tecnologı́as, Sistemas y redes de comunicacio-
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