GEOMETRIA

Unalecturamicial

AL O <. .

Janneth del Rocio Morocho Yaucan
Martha Ximena Davalos Villegas
Carlos Eduardo Cova Salaya

2023



GEOMETRIA

Unalecturamicial

©2023 Janneth del Rocio Morocho Yaucan
Martha Ximena Davalos Villegas
Carlos Eduardo Cova Salaya

2023




GEOMETRIA. Una lectura inicial

©2023 Janneth del Rocio Morocho Yaucan
Martha Ximena Davalos Villegas
Carlos Eduardo Cova Salaya

Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH)
Riobamba — Ecuador

Panamericana Sur Km. 1%

Teléfono: 593 (03) 2998-200

Codigo Postal EC0600155

2023

Publicado por acuerdo con los autores.

Este libro se someti6 a arbitraje bajo el sistema de doble ciego (peer
review)

Prohibido la reproduccion de este libro, por cualquier medio, sin la previa
autorizacién por escrito de los propietarios del Copyright.

FEl copyright estimula la creatividad, defiende la diversidad en el ambito
de las ideas y el conocimiento, promueve la libre expresion y favorece una
cultura viva

GEOMETRIA. Una lectura inicial
Direccién de Publicaciones Cientificas, 2023
ISBN: 978-9942-44-563-6

Fecha de Publicaciéon: 2023-06-14
Riobamba. Ecuador




Introduccion

La matematica se caracteriza por poseer teorias axiomaticas, las principales son
la Aritmética, Teoria de Conjuntos y la Geometria. Estas teorias parten de una
base que son los axiomas, términos primitivos y definiciones que relacionan los
términos primitivos; para luego, con la ayuda de razonamientos 16gicos y reglas de
inferencias, demostrar proposiciones y teoremas que se constituyen en el edificio

de la teoria.

El propésito de este texto es presentar al lector la construccién axiomaética de
la Geometria, a partir de términos primitivos y axiomas. Las demostraciones de
los teoremas presentados en este texto contienen la justificacién de los procesos
realizado;, en algunos teoremas se identifica la hipétesis y tesis, es decir, se pone

en evidencia lo que se conoce como antecedente y lo que se va a demostrar.

Los métodos de demostracién aplicados son el directo y el de reduccién al
absurdo (negacion de la tesis). Cada demostracion estd acompafiada de una
figura que ilustra dicha demostracién; lo que permite una mejor comprension
de los razonamientos empleados. En cada capitulo se ha incluido una seccién
para ejercicios resueltos y otra para ejercicios propuestos; lo que seguramente se

convierte en un reto para el lector 4vido de conocimientos.

En el primer capitulo se presentan los axiomas de pertenencia, paralelismo y
de orden, acompafiados de modelos que satisfacen dichos axiomas. El segundo
capitulo contiene los axiomas de congruencia y su aplicacion a la congruencia de
angulos y tridngulos. En el tercer capitulo se introducen los conceptos de longitud
de segmento y amplitud de dngulos, lo que permite hacer comparaciones entre
longitudes y amplitudes. El cuarto capitulo contiene las transformaciones referidas
a la simetria central y las traslaciones que son el resultado de la composicién de

simetrias centrales. En el capitulo cinco se presentan las transformaciones referidas



a la simetria axial y rotaciones como composicién de simetrias axiales.
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Axiomas de pertenencia, paralelismo y

de orden

En la actualidad todas las teorias matemadticas se organizan en forma de sistema
axiomatico. Un sistema axiomatico se caracteriza por tener términos primitivos,

conceptos derivados, axiomas, teoremas y reglas de inferencia.
JPor qué un sistema axiomatico?

La razén es muy simple: NO SE PUEDE DEFINIR TODO Y NO SE PUEDE
DEMOSTRAR TODO.

En el caso del plano, los términos primitivos considerados son: el punto (que los
representaremos por letras maytsculas) y la recta que es un conjunto de puntos
(representadas por letras mintsculas), los dos son subconjuntos del plano. Por lo
tanto, se puede afirmar que las palabras punto y recta son términos desconocidos
porque no se sabe nada mds , y por tanto, hay que esperar “verlos en accién” para
saber mds de ellos, es decir, es necesario conocer lo antes posible los vinculos que
existen entre estos términos primitivos introduciendo relaciones entre estos, los

axiomas.

1.1 Axiomas de pertenencia

Las relaciones y vinculos que existen entre los términos primitivos se expresan
por los axiomas. Por tanto, estudiaremos los enlaces entre ellos y trataremos de

derivar de ellos, algunas propiedades; es decir demostraremos algunos teoremas.

Los primeros axiomas se denominan axiomas de pertenencia y los



1.1. Axiomas de pertenencia

representaremos mediante A1, A2y A3.

Supondremos a partir de ahora que el plano es un conjunto no vacio de
puntos; sin embargo, no sabemos cuantos son, ni cémo se disponen, tampoco
sabemos como se constituyen esos subconjuntos llamados rectas. A continuacién
enunciamos los axiomas que establecen relaciones entre puntos y rectas y entre

rectas.

Al. Para dos puntos distintos, existe una tnica recta a la cual estos puntos

pertenecen.

Nota
Analicemos lo que afirma el axioma:

1. En el plano existe al menos dos puntos distintos (distintos significa que

los dos puntos no coinciden, en un sentido intuitivo);

2. Dado que hay dos puntos distintos, entonces también podemos hablar
de una recta bien determinada por dichos puntos; esta recta la

representaremos mediante estos dos puntos;

3. Dados dos puntos distintos, no pueden existir dos rectas distintas que
contengan dichos puntos; es decir, el axioma establece que si dos rectas
tienen en comuin dos puntos, entonces, las rectas coinciden (es decir, son

la misma recta);

4. Para indicar una recta, se pueden nombrar dos puntos que le pertenecen,
asi en la Fig. 1.1, se puede escribir la recta a, o la recta AB, o larecta AD o

la recta BA, etc.
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Figura 1.1. Recta a.

A continuacién se demuestra un teorema que nos proporciona informacién de la

cantidad de puntos que tienen en comtn dos rectas distintas.

Teorema 1.1
La interseccién de dos rectas distintas es a lo mdximo un punto.

Hipétesis: a y b dos rectas distintas.

Tesis: a y b tienen maximo un punto en comun

Demostracion.
1) ay b rectas distintas hipétesis

2) ay b tienen uno o ningtn punto en comun | literal c) de la nota anterior

3) ay b tienen al maximo un punto en comun | debido a 2)
O

El modelo geométrico mds intuitivo que se utiliza para la representaciéon del
plano y sus elementos es una hoja de papel, en este modelo, la hoja representa el
plano, los puntos estan representados por la huella que deja un 14piz sobre la hoja,

y la recta es un doblez de esta hoja.

La Fig. 1.2 representa un modelo M1 de un plano cuyos puntos son A, B, C. Se

puede verificar que en M1 se cumple el axioma Al.
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Figura 1.2. Modelo M1 del plano.

Llamamos a los subconjuntos del plano de la siguiente manera: 2 = {A,C},
b= {B,C}, c = {A, B}. Tome en cuenta que los tnicos puntos de 2 son Ay C; el
tramo A hasta C en la Fig. 1.2 se ha dibujado continuo para mayor claridad, pero

no hay otros puntos entre A y C.
Se verifica que:
las rectas a y c se intersecan en A;
las rectas a y b se intersecan en C;
las rectas b y c se intersecan en B.

En el modelo M1, todas las rectas tienen un punto en comun con las demds, por

tanto, en el modelo M1 no hay rectas sin puntos en comun.

Si dos rectas tienen un solo punto en comun, se dice que son intersecantes; y, si no

tienen puntos en comun se dice que son paralelas.

De manera explicita, se tiene:

Definicién 1.1
Dos rectas se dicen intersecantes si tienen exactamente un punto en comun; se

dicen paralelas si no tienen puntos en comun; no hay otros casos posibles, es

decir, si dos rectas tienen més de un punto en comun, se dicen coincidentes
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(son la misma recta).

El siguiente modelo M2 muestra el plano que contiene los puntos A y B y la recta

AB,

A B

Figura 1.3. Modelo M2.

El modelo M2 de la Fig. 1.3 también verifica el axioma A1; pero es tan pobre
que el teorema 1.1 no se puede verificar, ya que no podemos hablar de dos rectas
distintas. En este punto, necesitamos que se nos diga algo maés al respecto. La
existencia de rectas y puntos para evitar modelos demasiado “pobres”. Este es el

proposito del axioma A2.
A2. Dada una recta, existe al menos un punto que no le pertenece.

Se puede verificar inmediatamente que en el modelo M2 el axioma A2 no se
cumple, mientras que es vélido en el modelo M1, porque cualquiera sea la recta
que se considere, siempre existe un punto que no pertenece a la recta considerada.
Por ejemplo, si se considera la recta a = {A, C}, existe el punto B que no es un

punto de la recta A.

Notese que el axioma A2 todavia nos dice poco sobre el niimero de puntos que
pertenecen a una recta o un plano; necesitamos més informacién; hasta ahora, en

base a Al y A2, sabemos que en un plano hay al menos tres puntos.
A3. Toda recta posee al menos tres puntos.

Los modelos M1 y M2 no satisfacen este axioma. Por esta razén buscamos otro
modelo; consideramos la Fig. 1.4 que representa una situaciéon que llamaremos

M3. Supongamos que el plano es el conjunto {4, B,C, D, E,F, G, H, I}; las rectas
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se definen de la siguiente manera: « = {A,B,C}, b = {D,E,F},c = {G,H, I},
d={A,D,G},e={B,E,H}, f ={C,F,1},§={CEG}yh={AEI}.

a \A &
b D r
c [ H I

Figura 1.4. Modelo M3.

Veamos si M3 verifica los axiomas planteados y el teorema 1.1.

En este modelo, A2 se cumple porque cualesquiera que sea la recta considerada
siempre hay puntos en el plano que no pertenecen a la recta tomada en
consideracién. En M3 se cumple A3 porque cada recta tiene, por definicién,
exactamente tres puntos. El teorema 1.1 se lo puede comprobar. Sin embargo,
Al no se verifica en M3 porque existe un par de puntos (por ejemplo B y F) para

los cuales no pasa una recta. Por tanto en M3 son validos A2 y A3 perono Al.

Consideremos ahora la situaciéon M4, ilustrada en la Fig. 1.5.

Figura 1.5. Modelo M4.
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Inmediatamente se verifica que A1l esta satisfecho (de hecho, dos puntos distintos
determinan una y sélo una recta), por tanto, se satisface el teorema 1.1, que se
sigue de Al; A2 se satisface; pero A3 no se satisface (hay en M4 algunas rectas
con tres puntos, pero hay rectas con solo dos puntos). El trabajo de encontrar un

modelo que satisfaga todos los axiomas de pertenencia empieza a ser dificil.

En cambio, el modelo M5 resolvera el problema.

G H I

Figura 1.6. M5 Modelo de Young.

De acuerdo con la Fig. 1.6, el plano es el conjunto de puntos

{A,B,C,D,E,F,G,H, I}, mientras que las rectas son las siguientes:

{ABC}, {(DEF, {GHI}, {ADG}, {BEH]}, {CEL, {AEI, {CEG}, {AEH]},
{C,D,H}, {BEG}, {B,D,1}.

Tenga en cuenta que las dos rectas {A,E,I}, {B,D,I} son incidentes porque tienen
en comun el punto I; mientras que las dos rectas {A,E I}, {C,D,H} son paralelas

porque no tienen puntos en comun.

El modelo M5 cumple los tres axiomas de pertenencia, como se puede verificar;
por tanto, M5 es un modelo de los axiomas de pertenencia. Este modelo se lo

conoce como modelo de Young.

Ejercicio. Considere el plano: {A, B,C,D}; llamese recta a cualquier terna de

7
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puntos y responda a las siguientes preguntas:

1. ¢Cuantas rectas hay en este plano?
2. ;Se verifican los tres axiomas Al, A2, A3?

3. ¢Se verifica el teorema 1.1? Note que el teorema 1.1 es consecuencia de A1 y no

de A2y A3.
4. ;Hay rectas paralelas en el plano?

5. ;Hay en el plano rectas incidentes?

(o)

. (Puede hacer una imagen de la situacién considerada?

Solucidn.

1. ;Cudntas rectas hay en este plano?

La condicién que se impone es que las rectas son ternas de puntos, por tanto las

rectas son:

{A,B,C},{A,B,D},{B,C,D},{A,C,D}

2. ;Se verifican los tres axiomas Al, A2, A3?
Con las rectas dadas en el numeral anterior, se tiene que :

Al: no se cumple, pues por dos puntos diferentes debe pasar una sola recta, lo

que no sucede aqui, por ejemplo, {A, B,C}, {A, B, D} son ternas diferentes.
A2: se cumple, para cada recta existe un punto que no le pertenece.

A3: se cumple: a cada recta le pertenecen al menos tres puntos.

3. ¢Se verifica el teorema 1?

No se satisface el Teorema 1, pues como se vi6 en el numeral anterior, existen

rectas distintas que tienen dos puntos en comun.
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4. ;Hay rectas paralelas en el plano?
No hay rectas paralelas en el plano, pues todas las rectas tienen dos puntos en
comun.

5. ;Hay en el plano rectas incidentes?
No hay rectas incidentes, pues todas las rectas tienen mas de un punto en

comun.

6. ;Puede hacer una imagen de la situacién considerada?

A C

Figura 1.7. Plano de puntos {A, B,C,D}.

Definicién 1.2
Se llama haz de rectas al conjunto de todas y solo las rectas que pasan por un

determinado punto; este tltimo se llama centro del haz.

Ejemplo
En la Fig. 1.4, es decir, en el modelo M3, hay cuatro rectas I, ¢, g, b que forman

parte del haz de centro E.

Ejercicio. Complete las demostraciones de los siguientes teoremas empleando los

axiomas de pertenencia, definiciones dadas y teoremas demostrados.
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Teorema 1.2
Existe al menos un punto que no pertenece a ninguna de dos rectas distintas

dadas.

Hipétesis: a y b dos rectas distintas

Tesis: existe al menos un punto C, talque C ¢ ay C € b.

Demostracién. En efecto, si tomamos dos rectas a y b, sean A un punto de a tal que
A no pertenece a b (axioma ...) y B un punto de b tal que B no pertenece a la recta
a (axioma - - - ), seglin el axioma - - -, existe y es tinica la recta AB. Por el axioma
-+ -, en larecta AB existe otro punto C, diferente de A y de B. C no puede estar en
a por - - -; Cno puede estar en b por - - -. Por lo tanto, C no pertenece a ninguna de

las dos rectas dadas. 0

Teorema 1.3
Existe al menos una recta que no es paralela a ninguna de dos rectas diferentes

dadas.

Hipétesis: a y b dos rectas.

Tesis: existe al menos una recta que no es paralela ni a la recta 4, ni a la recta b.

Demostracion. En efecto, sean a y b las dos rectas dadas. Sobre a tomamos un punto
A y sobre b un punto B. Por el axioma - - - existe la recta AB. Esta recta AB es la

recta requerida en el enunciado del teorema. En efecto, esa no es paralela ni a 2 ni

ab,debidoa---. O

1.2 Axioma de paralelismo

El axioma de paralelismo es un axioma peculiar, pues la negacién de este, no
conduce a una contradiccién con los axiomas hasta ahora expuestos. Ante la
pregunta; ;cudntas rectas paralelas a r se pueden trazar por P? (Fig. 1.8), se puede

responder con un axioma de la siguiente manera:

10
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e existe mas de una recta que pasa por Py es paralela a r;
e existe una y s6lo una recta que pasa por Py es paralela a r;

e no existen rectas que pasen por P y sean paralelas a r.

Cada una de estas proposiciones puede tomarse como un axioma y cada una de
ellas da lugar a modelos particulares y, por tanto a diferentes geometrias. En este

texto se aceptard el axioma que expresa la unicidad de la paralela.

o P

Figura 1.8. Recta r y un punto P externo a ella.

P. Dada una recta y un punto que no la pertenece, existe una y sélo una recta que

pasa por el punto y es paralela a la recta dada.

Notas

1. Verifiquemos que existe al menos un modelo, en el cual son vélidos los

axiomas A1, A2, A3y P. Para ello se considera el Modelo de Young.

De acuerdo a la Fig. 1.6, suponga que el plano es el conjunto de puntos:
{A,B,C,D,E,F,G, H,I}; también tenemos las siguientes doce rectas, cada

una de las cuales es una terna de puntos:
{AIB/C}/ {DIE/F}I {GIH/I}I {AID/G}I {B/EIH}I {C/FII}/ {AIEII}I {C/EIG}I {A/FIH}I
{CDH}, (BEG, {B,D,I}.

Los axiomas Al, A2, A3 ya fueron validados; por tanto, solo falta verificar

el axioma P; consideremos una recta, sea {B,D,I} y un punto fuera de ella,

11
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sea G; las rectas que contienen a G son: {A,D,G}, {G,HJ}, {B,EG}, (CE,G};
de estas rectas solamente la recta {C,E,G} no tiene puntos en comtn con
{B,D,I}; por lo tanto, la paralela por G a la recta {B,D,I} es tinica. De forma

analoga se verifica lo mismo para las demas rectas.

. Describamos una situacion en la que sean vélidos los axiomas A1, A2 y

A3, mientras que no es vélido P.

Para ello recurrimos a algunos conceptos que no hemos definido
formalmente, pero que los conocemos desde la educacién bésica; usemos
estos conceptos intuitivamente. Ubiquémonos en el modelo de la hoja
de papel y llamemos plano al conjunto de todos los puntos que estdn
dentro del cuadrado (excluyendo su contorno). De acuerdo a la Fig. 1.9,
A, B, C son puntos del plano (dado que son internos al cuadrado); D, E,
F no son puntos del plano (dado que no son internos). Llamamos recta a
cada segmento cuyos puntos son internos al cuadrado y cuyos extremos
son puntos del contorno. Por ejemplo, de acuerdo a la Fig. 1.9, Ay B son
puntos de la recta a (debe tenerse cuidado, sin embargo: los puntos D y E,

al no ser internos, no forman parte de la recta).

JE

B
M

¢

Figura 1.9. Modelo hoja de papel, puntos internos, externos y del contorno.

12
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™

/3

d

Figura 1.10. Modelo hoja de papel, rectas.

En la Fig. 1.10 vemos algunos ejemplos de rectas (a, b, c, son rectas; d, e, f
no son rectas; en particular g, que es un subconjunto de f, es una recta de

este plano; los puntos D y F no son internos).

Hemos construido una situaciéon sobre una hoja de papel en la que A1,

A2, A3 se cumplen, pero no P.

Que se verifique Al se puede ver de la siguiente manera (Fig. 1.11):
tomando dos puntos distintos A, B, existe una y sélo una recta que pasa

por ellos, la recta a, andlogamente por los otros casos.

Figura 1.11. Modelo hoja de papel, axiomas de pertenencia.

13
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Que se verifique A2, se puede ver del siguiente modo (Fig. 1.11): el punto

C no pertenece a la recta AB, analogamente para cualquier otro caso.

Que se verifique A3, se puede ver de la siguiente manera: sobre cada recta
existen al menos tres puntos. En la Fig. 1.11, sobre la recta 4, ademads de

los puntos A y B, se pueden identificar otros.

Que no se cumpla P se demuestra en la Fig. 1.12: sea 2 una recta de nuestro
plano y sea A un punto externo a ella, por A pasan varias rectas paralelas
(b,c,d,e, f,g,---) aa. En efecto, hemos descrito un modelo donde son

vélidos los postulados de pertenencia pero no el de paralelismo.

Figura 1.12. Modelo hoja de papel, no cumple el axioma P.

3. El modelo de Young nos asegura que existe un modelo de A1, A2, A3
y P; por lo tanto, la relaciones expresadas por Al, A2, A3 y P entre los
términos recta y punto son relaciones coherentes, es decir, no estdn en
contradiccion entre si. Si fuesen contradictorios entre si, no podria existir
un modelo que verifique todos los axiomas: la contradiccion impediria

construir un modelo.

4. El modelo del cuadrado nos asegura en cambio que el postulado P

14
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es independiente de los axiomas Al, A2, A3; de hecho, si la relacién
expresada por P dependiera de las expresadas por Al, A2, A3, es decir,
ya estaban implicitos en ellos, no podria existir un modelo de A1, A2, A3

y no de P.

Teorema 1.4
Sean a y b dos rectas paralelas; si r es una recta que interseca a la recta a,

entonces 7 interseca también a la recta b.

Hipotesis: a y b rectas paralelas, r interseca a la recta a.

Tesis: r interseca a la recta b.

b

Figura 1.13. Rectas paralelas intersecadas por otra.

Demostracién. La demostracion la hacemos por reduccién al absurdo (Fig. 1.13).
1) anb=0 hipétesis
2) {A} =rna | hipotesis
3) Aca debido a 2)
4) Aecr debido a 2)

5 rNb=0 negacion de la tesis
Lo indicado en 5) es una contradiccién con el axioma P, pues hemos encontrado
dos rectas paralelas a b que pasan por el punto A. Por tanto r también interseca a

la recta b.
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1.3. Direcciéon de una recta

1.3 Direcciéon de una recta

Definicién 1.3
Decimos que dos rectas tienen la misma direccion si coinciden o son paralelas.

Para indicar que las rectas r y s tienen la misma direccién escribiremos 7||s.

Teorema 1.5
La relacién “tener la misma direccién” es una relacién de equivalencia.

Hipétesis: || la relacion tener la misma direccion.

Tesis: || es una relacién de equivalencia.

Demostracién. Para demostrar que una relacion es de equivalencia se deben probar

tres propiedades: Reflexiva, simétrica y transitiva.

En efecto probemos cada una de ellas:

1. Reflexiva. Se debe probar que: a||a. Esto se cumple trivialmente, pues por
definicién dos rectas tienen la misma direccién si son paralelas (r Ns = @) o

coinciden (r = s); en este caso a coincide con 4, consecuentemente, a||a.

2. Simétrica. Se debe probar que: Si a||b entonces b||a. En efecto se cumple, pues,
por hipotesis se sabe que a tiene la misma direccién de b; es decir, son paralelas
(aNb = @) o coinciden (a = b), por la propiedad conmutativa de la interseccién

y la simetria de la igualdad se tiene que bNa = @ o b = a, por tanto, b||a.
3. Transitiva. Se debe probar que: Si a||b y b||c, entonces a||c. En efecto, por
hipétesis se tiene que (aNb=OVa=b)A (bNc=DVb=rc).
Vemos que existen cuatro posibilidades:
aNb=OAbNc=Q —=aNc=0
aNb=OANb=c—=aNc=0

a=bAbNc=QY —-aNc=Q
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1.3. Direcciéon de una recta

a=bAb=c—a=c

Cualquiera de los cuatro casos nos permite concluir que 4| |c.

De esta manera se concluye la demostracion. O

Notas

Sea A un conjunto no vacio, y R una relaciéon de equivalencia definida sobre

2

él.

1. Sia € A, se denomina clase de equivalencia de a al conjunto

C,={be A/bRa}

2. Se demuestra que existe una familia de clases de equivalencia (llamada
particion de A) que cumple lo siguiente:
ﬂ) A = ULIEACQ
b) Cg; N Ca]. = (0 para todo a;, aj € A, tal que a; no estd relacionada con aj.
3. Como la relacion “tener la misma direccion” es una relacion de

equivalencia, cada clase de equivalencia de la particién determinada por

esta relacién, la denominamos direccién.

De ahora en adelante para indicar los axiomas Al, A2 y A3 utilizaremos

simplemente A.

Un plano donde sean validos A y P se denomina plano afin. Por lo tanto, los
modelos en los son vélidos A y P son modelos del plano afin; por ejemplo, el

modelo de Young es un modelo del plano afin.

Ejercicio. Consideremos un plano formado por cuatro puntos A, B, C, D y de las

cuatro rectas {A, B}, {B,C}, {C,D}, {A, D}.

1. ;Son validos los axiomas A? ;Cuél de ellos no es valido?
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2. ;Esvélido el axioma P?

3. (Es un modelo afin?

Solucidn.

1. ;Son validos los axiomas A? ;Cuél de ellos no es valido?

No se satisface Al (por los puntos A y C no pasa alguna recta); tampoco se

satisface A3 (las rectas estan formadas por solamente dos puntos).

2. ;Esvalido el axioma P?

Si es vélido el axioma P. Para cada recta y un punto exterior a ésta existe una

Unica recta paralela a la primera que pasa por el punto exterior.

3. ;Es un modelo afin?

No es un modelo afin. No cumple los todos los axiomas A.

Definicién 1.4
El conjunto de todas las rectas que tienen la misma direccién se denomina

haz impropio.

1.4 Orden sobre una recta

Los puntos de una recta estdn dispuestos de cierta manera que podriamos pensar
que estan ordenados. Pensando en una carretera cerca de la ciudad de Riobamba,
podemos decir, por ejemplo ,que Riobamba estd antes de Ambato y Ambato
estd antes de Latacunga; y, en sentido contrario, Latacunga esta antes de llegar a
Ambato y Ambato estd antes de Riobamba. La carretera representa la recta y las
ciudades representan los puntos de ella. El concepto de estar antes (preceder) se lo

puede expresar matemdticamente, hasta llegar a la formulacién de un axioma.

Considérese una recta r con sus puntos genéricos A, B, C, Fig. 1.14. Decimos que
sobre r existe una relacion de orden total, representada por el simbolo < (A < B se

leerd A precede a B), si son vélidas las siguientes propiedades:
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1.4. Orden sobre una recta

A B C

Figura 1.14. Orden total en una recta.

1. Larelacion < es reflexiva (es decir, A < A para todo A der);
2. Larelaciéon < es antisimétrica (es decir, si A < By B < A entonces A = B);
3. Larelaciéon < es transitiva (es decir, si A < By B < C entonces A < C);

4. Dados dos puntos cualesquiera A y B de una recta r, se cumple al menos una

de las siguientes relaciones A < Bo B < A.

Notas

Tomar en cuenta las siguientes notaciones:

1. Para indicar que A precede a B, pero que no son iguales, se usa la notacién

A < B; en este caso se dice que A precede estrictamente a B.

2. Lanotacién A =< B se puede leer también como: B sigue a A

A continuacién se enuncia el primer axioma de orden.

O1. El conjunto de puntos sobre una recta estd totalmente ordenado segtin dos

ordenamientos opuestos.

Notas
Analicemos el significado intuitivo del axioma.

1. Los dos ordenamientos se pueden llamar “sentidos”; se puede notar que si
en una recta r el punto A precede al punto B yendo de izquierda a derecha;
entonces, cambiando el sentido; es decir, yendo de derecha a izquierda, B

estard antes de A (Fig. 1.15).
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A precede a B en este sentido
rgA —— B ———

—_—

Figura 1.15. Los dos ordenamientos sobre una recta.

2. Si dos puntos distintos pertenecen a una recta sobre la que se ha definido
un sentido, uno de los dos precederd al otro; en este caso, el segundo
seguira al primero; por lo tanto, si se ha elegido una orientacién, también

se ha establecido un orden estricto entre los puntos distintos.
3. Para orientar una recta basta escoger uno de los dos sentidos.

4. Surge un nuevo concepto que vincula tres puntos de la recta; sean A, B, C,
puntos de la recta r, supongamos que A < By B < C (habiendo elegido
un sentido de la recta), se dice que B estd entre A y C. Obsérvese que si

elegimos el otro sentido de la recta, se cumple que B estéd entre C y A.

5. Dados tres puntos distintos sobre una recta, solamente uno de ellos esta
entre los otros dos. De hecho, dados tres puntos A, B, C distintos y
alineados, con orientacién de A a B, hay s6lo dos casos posibles: 0 C < A
0 A < C; en el primer caso, se tendria C < By por tanto A estarfa entre C
y B; en el segundo caso, hay dos posibilidades C < Bo B < C, por tanto
Cestaentre Ay B o Bestdentre Ay C.

Ejercicio. Resolver
1. En el modelo de la hoja de papel, dibuje con un compads una circunferencia y
elija tres puntos A, B,C de ella, y luego responda las siguientes preguntas:

a) Sitomamos la circunferencia como modelo de la recta, ;se verifica el axioma

01?

b) (Y sien lugar de la circunferencia se considera un arco de circunferencia?
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Solucidon.

a) Sitomamos la circunferencia como modelo de la recta, ;se verifica el axioma
01?
No se satisface el axioma Ol pues no se pueden identificar los dos

ordenamientos opuestos.

b) (Y sien lugar de la circunferencia se considera un arco de circunferencia?

En ese caso, si se satisface el axioma O1.

2. Considere una situacion real: la que se puede presentar en el mostrador de
un estadio de fatbol para la compra de entradas de un juego. Considerando
como modelos de puntos las posiciones ocupadas por personas que desean
comprar una entrada y todas las personas como modelo de recta que forman un
“hilera” , ;qué reglas estableceria para la formacién de las hileras si se desea una

situacion en la que sea vélido el axioma O1? Proponga situaciones andlogas.

Solucién. La regla serfa: la persona que estd mas cerca al mostrador precede
a las demas, por tanto se ha definido un orden de adelante hacia atrés. La
tltima persona sigue a las demds (estd seria la definicién del orden contrario al

anterior)

Nota
Tenga en cuenta que las rectas deben sefialarse de manera diferente a la que

se ha hecho hasta ahora, ya que { A, B, C} da lugar a muchas interpretaciones;
por ejemplo, en primer lugar hace falta indicar cudl de los tres puntos A o B
o C estd entre los otros dos, y una vez aclarado esto, todavia persisten dos
posibilidades. Por esta razén para indicar la orientacion y el orden, se usara,
por ejemplo, (B, A, C) que significa que B < Ay A < C como se representa
en la Fig. 1.16.
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B A C

Figura 1.16. El punto A estd entre By C.

Considérese un modelo modificado del modelo de Young (Fig. 1.6), en el cual se
ha asignado una orientacién a cada recta, dicha orientacion esta sefialada por una

flecha, como en la Fig. 1.17.

Figura 1.17. Modelo de Young, con rectas orientadas.

Luego las rectas de este modelo estén representadas mediante (A, B,C), (D, E, F),
(G, H,I), (A, D,G), (B,E ,H), (CFI), (AEI),CEG) (B,DI), (AF H),
(B,F,G) vy (C,D, H); ademas este modelo satisface los axiomas A, Py O1.

Ejercicio. Resolver los siguientes ejercicios

1. En el modelo de Young (Fig. 1.6), fije una orientacion para cada recta (diferente

a la trabajada anteriormente), pruebe que se verifica el axioma O1.

Solucién. Puede fijarse la siguiente orientacién en cada recta:
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(A, H,F),(B,1,D),(G,B,F),(H,C,D),(B,C,A)
(E,E,D),(H,1,G),(A,G,D),(B,H,E),(C,1IF)
(A,1E),(C,G,E)

. En el modelo de la Fig. 1.18 pruebe que se cumplen los axiomas hasta ahora

vistos, ademds son validos los teoremas 1.1, 1.2 y 1.3.

A B C
) s
G H o1

Figura 1.18. Modelo de Young con otra orientacién en sus rectas.

Solucidn. Las rectas de este modelo son:
(F,H,A),(B,G,F),(D,CH),(B,1,D),(AB,C), (A D,G)
(D,E,F),(B,E,H),(G,H,I),(CFI),(AEI),(CEQG)

Los paréntesis indican ademas el orden.

a) Al se cumple: por dos puntos distintos pasa una y solo una recta.

b) A2 se cumple: para cada recta del modelo existe al menos un punto que no

la pertenece.
c) A3 se cumple: todas las rectas tienen al menos tres puntos.

d) P para cada recta del modelo, y un punto fuera de ella, existe una tinica

recta paralela a la primera.

e) O1 cada recta estd ordenada por dos 6rdenes contrarios.
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1.5 Algunas consideraciones sobre la recta

Ahora introducimos algunos términos para completar el universo geométrico
conocido. Considere una recta orientada y dos puntos distintos A y B de esta recta,

supongamos que el sentido de la recta es de A hacia B.

Definicién 1.5
Llamamos segmento AB, al conjunto de puntos que siguen a A y preceden a

B; los puntos A y B se denominan extremos del segmento.

Los extremos del segmento pueden o no pertenecer a él; en el primer caso se dice
que el segmento es cerrado (Figura 1.19) y en el segundo caso se dice abierto (Fig.

1.20).

Figura 1.19. Segmento cerradoAB.

Figura 1.20. Segmento abierto AB.

Si Ay B coinciden se tiene el segmento nulo, es decir, el segmento constituido por
un solo punto. De ahora en adelante consideraremos, generalmente, segmentos
cerrados; es decir, diremos expresamente cuando un segmento se va a considerar

abierto.

Ejercicio.

1. Considere la ruta ferroviaria de Riobamba-Alausi (se debe saber que

para ir de Riobamba a Alausi se debe pasar por varias localidades
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como: Calpi, Cajabamba, Colta, Columbe y Guamote). Construyamos

un modelo de todos los axiomas vistos usando el siguiente espejo:

a) puntos A, B, C,etc. — a’) ciudades atravezadas por la linea ferroviaria;
b) recta orientadadar — b’) ruta del tren de Riobamba a Alausi;

c)estarentre--- y--- — (') estar enla via del tren después de - - - y antes - - -

i) En el modelo asi construido, ;cémo podemos definir los segmentos?, ;los

segmentos abiertos?, ;los segmentos cerrados?

Solucidn.

1) ¢cémo podemos definir los segmentos?

Los segmentos son rutas entre localidades intermedias y los extremos.

2) ¢los segmentos abiertos?
Las rutas pueden contener las estaciones o no. Son intervalos abiertos

cuando no contienen las estaciones.

3) ¢los segmentos cerrados? Las rutas pueden contener las estaciones o

no. Son intervalos cerrados cuando contienen las estaciones.

ii) Indicando con A, B, Cy D, los puntos distintos de la recta r qué sentido le
dariamos, en el modelo, a las escrituras:
1) ABUBC (ABy BC son segmentos cerrados);
2) ABUCD (A<B,B=<C,C < D; ABy CD son segmentos cerrados);
3) ABNAC (A <B,A<C; ABy AC son segmentos cerrados)?

Solucidn.

1) ABUBC (AB y BC son segmentos cerrados);
ABUBC = AC laruta entre las localidades A y C incluidas las estaciones.
2) ABUCD (A< B,B=<C,C =< D; ABy CD son segmentos cerrados);
La ruta ferroviaria comprendida
entre las localidades A y B y después
entre las localidades Cy D
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3) ABN AC (A< B, A <C; ABy AC son segmentos cerrados)?
ABNAC=AB siB<C
ABNAC=AC siC<B

Definicién 1.6
Sea r una recta orientada y O un punto de ésta; llamamos semirecta de origen

O tanto al conjunto de los puntos de r que preceden a O, como el conjunto

de puntos de r que siguen a O.

Si O no hace parte de la semirecta, se dice que la semirecta es abierta. Si O hace
parte de la semirecta, se dice que la semirecta es cerrada. Las semirectas generadas
por O se dicen opuestas (ademds se dice que la una es la prolongacién de la otra).
Ejercicio.

Considere el perfil estilizado de un grupo de montafias (Fig. 1.21) y construya un
modelo usando el siguiente espejo:
a)puntos A,C,E,G,I — a’) puntos del perfil A’,C’, E/, G/, I los
llamaremos puntos valle;
b) puntos B, D, F, H —  b’) puntos del perfil B’,D’, F', H' los

llamaremos puntos pico;

c) recta r — ') conjunto formado por los elementos descritos
ena’) yb’);
d) estar entre — d’) estar entre dos picos o dos valles.

Figura 1.21. Perfil estilizado de un grupo de montafias.
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en este modelo, ;qué significado tienen las siguientes expresiones?

—

. semirecta de origen C’;

N

. segmento C'D’;

3. ¢cudl es la interseccion de dos semirectas abiertas de origen D’?

S

. ¢se puede decir que E’ estd entre C' y F'?

Q1

. ¢entre qué puntos estd F'?

Solucidn.

1. semirecta de origen C’;

El perfil a la derecha de C’ 0 a la izquierda de C'.

2. segmento C'D’;
El segmento C'D’ no existe, pero si existe C'E’ pues “estar entre” se ha definido
solo entre dos picos o dos valles.

3. ;cudl es la interseccién de dos semirectas abiertas de origen D'?

El conjunto vacio

4. ;se puede decir que E’ estd entre C' y F'?

No, porque C’ es un valle y F’ es un pico.

5. ientre qué puntos estd F'?

Flestaentre E'y G’ oentre D'y H oentre C' e I'.

Ahora, fijamos en una recta orientada r dos puntos distintos A y B (Fig. 1.22).
Intuitivamente parece légitimo insertar otros puntos. Es obvio notar que, si se
acepta insertar un punto (llamemos C) entonces, por este “axioma” existird otro
punto entre A y C y asi sucesivamente. Ademds, en este mismo modelo se puede

intuir también que existen otros puntos que siguen a B (uno es suficiente, los
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otros siguen a este tltimo) y otros que preceden al punto A (como dijimos uno es

suficiente). Por tanto podemos enunciar el siguiente axioma de orden:

A B

Figura 1.22. Recta por dos puntos.

O2 Dada una recta orientada y sobre ella dos puntos distintos A y B, existe un
punto C que se encuentra entre A y B, un punto D que sigue a B y un punto E.

que precede a A.

Teorema 1.6
Toda recta tiene infinitos puntos.

Hipétesis: r una recta orientada.

Tesis: r tiene infinitos puntos.

Demostracién. Consideremos una recta orientada r (Fig. 1.23) y sobre ella dos

puntos distintos A y B.

1) Existe un punto C entre Ay B axioma O2
2) Existe un punto D que sigue a B axioma O2
3) Existe un punto E que precede a A | axioma O2
4) Existe un punto F que precede a E | axioma O2

5) Existe un punto G que precede a F | axioma O2

Continuando de la misma manera que en 3), 4) y 5) vemos que, por el mismo
axioma O2, se puede continuar infinitamente encontrando puntos que preceden al

anterior, por tanto los puntos de r son infinitos.

r E 54 C B D

Figura 1.23. Recta con infinitos puntos.
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]

El teorema 1.6 expresa la propiedad de la recta de ser infinita. En cambio el
axioma O2 expresa la propiedad de la recta de ser densa e ilimitada a la izquierda
y derecha. Del teorema 1.6 se tiene como consecuencia inmediata el siguiente

corolario.

Corolario 1.1
Al plano le pertenecen infinitos puntos.

Demostracién. Basta recordar que la recta es un subconjunto del plano; por tanto,

al plano le pertenecen al menos los infinitos puntos de la recta. O

Notas

1. Por el corolario anterior, el plano es infinito y por O2 el plano es ilimitado.

2. El teorema 1.6 nos indica que cada modelo en el que se satisfagan los
axiomas A, P, O1 y O2 no puede ser finito (estar constituido por un
namero finito de puntos). En todos los modelos de A y P hasta ahora
considerados no se verifica el axioma O2; por lo tanto, a partir de ahora
los modelos que presentemos deberan ser ilimitados y contener imagenes

de infinitos puntos.

3. El axioma O2 asegura que: dados dos puntos distintos A y B sobre una
recta orientada, siempre existe un punto que precede a uno de los dos
puntos y sigue al otro. Si, por ejemplo, A < B (Fig. 1.24), existe un punto
C que sigue a A y precede a B . Ahora si consideramos los puntos Ay C,
entonces, existe un punto D que sigue a A y precede a C; considerando
los puntos A y D, existe un punto E que sigue a A y precede a D y asi
sucesivamente. Esta propiedad expresada en O2, que acabamos de ilustrar,

es la propiedad que se conoce como densidad.
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Figura 1.24. Densidad de una recta.

Ejercicio. Si en un modelo son vélidos todos los axiomas vistos hasta ahora:

1. ;Un segmento de aquel modelo es denso?

Si, ya que es vélido el axioma O2.

2. ;Una semirecta suya es densa?

Si, ya que es vélido el axioma O2.

3. ;El plano es denso? No, no hemos dado esa definicién.

1.6 El semiplano

Hasta ahora se ha hablado bastante sobre las rectas y sus subcojuntos (segmentos y
semirectas), pero no se ha dicho nada sobre otros subconjuntos del plano. Primero
preguntémonos si existe alguno. El plano obtenido al aceptar los axiomas A, P,
O1 y O2 es un plano que tiene infinitos puntos; nos preguntamos si existen en él
subconjuntos distintos a las rectas. Sin embargo, nos damos cuenta que no existe
suficiente informacién , ya que todos los axiomas vistos hasta ahora hablan solo

de rectas.

A continuacién se presenta un axioma que responde a nuestras actuales

inquietudes.

O3. (Axioma de Pasch). Sean A, B, C tres puntos distintos no alineados y sea r
una recta que no pasa por los puntos A, B, C; si la recta r pasa por un punto
del segmento AC, también pasa por un punto del segmento AB o bien por un

punto del segmento BC.
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Notas

1. El axioma O3 nos asegura que si una recta interseca uno de los tres
segmentos AB, BC, AC (siendo A, B, C distintos no alineados), entonces
también debe intersecar uno y s6lo uno de los otros dos segmentos (Fig.

1.25).

Figura 1.25. Axioma de Pasch.

2. El axioma O3 (Fig. 1.25) asegura que, la recta r que no pasa por alguno
de los puntos A, B, C y que encuentra al segmento AC en en el punto
D, también se encuentra con el segmento BC en el punto E, pero podria
encontrase con el segmento AB( y no en el BC). Por el contrario, si una
recta r satisface las condiciones anteriores y pasa por el punto D del
segmento AC y por el punto F del segmento AB, entonces no puede pasar

por un punto del segmento BC (Fig. 1.26)

A

Figura 1.26. Otra interpretacién del axioma de Pasch.

Queremos ahora definir una relacién entre los puntos del plano, para ello
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consideremos una recta r. Esta recta permite hacer distinciones entre el resto
de puntos del plano (Fig. 1.27). En efecto, hay pares de puntos (como A y B) tales
que el segmento que los tiene como extremos no interseca la recta r; al contrario,
hay pares de puntos (como A y A’ ) tal que el segmento que los tiene como
extremos interseca a la recta r (en H). Los pares de puntos que estdn en la misma
situacién que A y B son los siguientes: (A, C), (C,B), (C,D), (B, D), etc; parejas
como (A, A’) son las siguientes: (B, B'), (C,C’), (B, D’), etc.

D/

B‘/

Figura 1.27. Puntos del plano.

Definicién 1.7
Diremos que los puntos A y B estin del mismo lado respecto a r, si el segmento

que los une no interseca a r, mientras diremos que estdn en lados opuestos

respecto a r, si el segmento que los une interseca a la recta r.

Ejercicio. Demuestre que la relacién entre pares de puntos del plano “estar del

mismo lado respecto a una recta” es una relacién de equivalencia.
Solucién. En efecto, la relaciéon “estar del mismo lado respecto a una recta”

satisface las propiedades, reflexiva, simétrica y transitiva.

1. Reflexiva. Todo punto A estd del mismo lado de la recta que él mismo; es decir:

ARA

2. Simétrica. Si A estd del mismo lado de la recta que B, entonces B esta del mismo

lado de A, por tanto, ARB — BRA
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3. Transitiva. Si A estd del mismo lado de la recta » que B y B esta del mismo lado

de la recta r que C, entonces A estd del mismo lado de la recta r que C; es decir,

(ARBABRC) — ARC

La relacion entre puntos del plano “estar del mismo lado respecto a una recta r”
establece una particién entre los puntos del plano (excluidos los puntos de r) en

dos clases.

Definicién 1.8
Denominamos semiplano abierto a un subconjunto del plano cuyos puntos

estan todos del mismo lado respecto a una recta, la que se denomina origen

del semiplano.

Notas

1. Una recta determina dos semiplanos abiertos.

2. La unién entre un semiplano abierto con su recta origen se denomina

semiplano cerrado.

Teorema 1.7
La intersecciéon de un semiplano (abierto o cerrado) con una recta que

interseca a su origen es una semirecta (abierta o cerrada, respectivamente).

Hipotesis: ¢/ un semiplano que tiene como origen la recta 7, s una recta que

interseca a r.

Tesis: ¢’ N s es una semirecta.

Demostracién. Sea r el origen de los semiplanos ¢’ y ¢/, y s la recta que interseca a

la recta 7 en el punto R (Fig. 1.28), consideremos las semirectas definidas sobre la
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recta s con origen el punto R, nombrémolas como s’ y s”. Como s’ C ¢’ ys” C ¢”,
se tiene que s’ No’ = s ys"No” = . Si ¢’ es abierto (cerrado) entonces s’

también es abierta(cerrada), lo mismo ocurre con s”. O

Figura 1.28. Interseccién de un semiplano con una recta.

1.7 Figuras convexas

Definicién 1.9
Se dice figura geométrica (o simplemente figura) a cualquier subconjunto no

vacio de puntos del plano.

Nota
En base a la definicion anterior, la recta, el plano, el segmento y un punto son

figuras.

Teorema 1.8
Dos figuras iguales son la misma figura.

Demostracién. En efecto, recordemos que dos conjuntos son iguales cuando tienen

los mismos elementos, es decir, cuando son el mismo conjunto. O
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Teorema 1.9
Sean Fy G dos figuras; supongamos que F NG # @, entonces F N G es una

figura.

Hipétesis: F'y G dos figuras, F NG # .

Tesis: 7 N G es una figura.

Demostracién. En efecto, 7 N G es una figura pues por hipétesis se ha indicado
que dicha interseccién es no vacia, y la definicién de figura exige que un conjunto

sea diferente del vacio para llamarse figura. O

Consideremos ahora un grupo de figuras particulares, las figuras convexas.

Definicién 1.10
Una figura F que contiene al menos dos puntos distintos se dice convexa

cuando, cualquiera sea el par de puntos A y B de F y considerando el
segmento de extremos A y B, se tiene que cada punto de este segmento es

también un punto de F.

La definicién de figura convexa se ilustra en la Fig. 1.29. En ésta A y B son puntos
cualesquiera en la figura F: note que todos los puntos el segmento AB pertenecen
a F; esta observacion es valida para cualquier otra pareja de puntos. Un ejemplo
contrario estd dado en la Fig. 1.30, en ésta, si bien es cierto que si elegimos los
puntos C y D, todo el segmento CD estd contenido en G, pero no sucede lo mismo
con el segmento que tiene como extremos a E y F; como se aprecia, existen algunos

puntos de dicho segmento que no pertenecen a G.
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-

Figura 1.29. Figura convexa.

C
g
F

Figura 1.30. Figura no convexa.

Ejercicio. Resolver

1. Dibuje ejemplos de figuras convexas y no convexas.

Solucidn.

A
F
G L
Q
T

Figura 1.31. Figuras convexas.
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J

Figura 1.32. Figuras no convexas.

2. Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) El plano es una figura convexa.
b) La recta es una figura convexa.
c) Un segmento es una figura convexa.

d) El semiplano es una figura convexa

Solucidn.

a) El plano es una figura convexa.

Si se toman dos puntos A y B de un plano, entonces el segmento que los
une también estd totalmente contenido en dicho plano, pues la recta que
los contiene es un subconjunto del plano y por propiedad transitiva de la

relacion C.

b) La recta es una figura convexa.

Si se toman dos puntos A y B de una recta, entonces todos los puntos del
segmento AB estan contenidos en la recta, por tanto, la recta es una figura

convexa.

c) Un segmento es una figura convexa.
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Si se toman dos puntos C y D que se encuentran entre los extremos del
segmento AB, entonces el segmento CD estara totalmente contenido en el

segmento AB.

d) El semiplano es una figura convexa.

Un semiplano es el conjunto de todos los puntos que estdn del mismo lado
de una recta, por tanto si escogemos dos puntos A y B de un semiplano,

entonces el segmento AB estd totalmente contenido en el semiplano.

Teorema 1.10
Una figura que resulta de la interseccion de dos o mds figuras convexas es

una figura convexa.

Hipétesis: F1, Fp, - - - , Fn figuras convexas.

Tesis: NF; es una figura convexa.

Demostracién. Para hacernos unaidea de la demostracién, primero demostramos el

teorema para dos figuras convexas. Sean F y G dos figuras convexas, si F NG # @

Sean A y B puntos de F N G, entonces AB esta totalmente contenido en F, esto
debido a que F es convexo, asi mismo AB esté totalmente contenido en G; por

tanto, AB estd totalmente contenido en F N G.
Para n figuras convexas F1, Fp, - - - , Fy, se tiene:
Si Ay B son puntos de N.F;, entonces AB C F;, paratodoi =1---n,luego

AB C NF, O

Consideremos «’ y a’” dos semiplanos (los dos abiertos o cerrados) cuyos de
origenes son la rectas paralelas a y b respectivamente, con estos elementos damos

la siguiente definicién.
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Figura 1.33. Franja limitada por las rectas a y b.

Definicién 1.11
Sea &’ un semiplano de origen a que contiene a la recta b, paralela a la recta a;

y sea &’ el semiplano de origen b que contiene a la recta a (Fig. 1.33). Se dice
franja limitada por las rectas a y b a la interseccion de los dos semiplanos a' y
. En simbolos, &’ N a” es la franja. La franja se dice abierta o cerrada, segtn

que los semiplanos sean ambos abiertos o ambos cerrados.

Teorema 1.11
Una franja es una figura convexa.

Demostracion. La franja es una figura puesto que es la interseccién de dos
semiplanos, y como los semiplanos son figuras convexas, se tiene que debido

al teorema 1.10, también la franja es una figura convexa. O

1.8 Angulos

Continuando con las figuras convexas, hablemos ahora de los d&ngulos convexos.
Sean «’ y &' respectivamente dos semiplanos cerrados que tienen como origen las

rectas intersecantes a y b, Fig. 1.34.
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1.8. Angulos

Figura 1.34. Semiplanos de origenes incidentes.

Definiciéon 1.12
Llamamos dngulo convexo a la interseccién de dos semiplanos cerrados que

tienen origenes incidentes.

Figura 1.35. Angulo convexo.

Noétese que, dadas dos rectas incidentes se presentan cuatro casos posibles, de
los cuales se observa solo uno de ellos en la Fig. 1.35. En cada uno de los casos
mencionados, la interseccion de los semiplanos cerrados con origenes incidentes,
corresponden a un dngulo convexo. El punto de incidencia de las rectas origen de
los semiplanos se llama vértice del &ngulo. Las semirectas (origen) que pertenecen a
los dngulos, se llaman lados del angulo (Fig. 1.36). Por tanto, dos rectas incidentes

forman cuatro dngulos.
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Angulo conve
de vértice A
yladosayb

Figura 1.36. Angulos convexos.

Ejercicio. Demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 1.12
Un éngulo convexo es una figura convexa.

Demostracién. Un angulo convexo es la interseccion de dos semiplanos, debido al

teorema 1.10 se tiene que un dngulo convexo es una figura convexa. [

Teorema 1.13
Sean a y b dos rectas incidentes en un punto A. Cada uno de los cuatro

angulos que quedan determinados por estas rectas son convexos.

La demostracion de este teorema se deja al lector.

Consideremos la situacion ilustrada en la Fig. 1.37. Sean a y b dos rectas incidentes
en A. Consideremos los semiplanos &’ y «” de origen, respectivamente a y b,
su interseccion es el dnguo A. Consideremos los semiplanos «f y «f de origen
respectivamente a y b, opuestos a los anteriores; su intersecciéon es el dngulo

convexo B.

Los dngulos A y B se dicen opuestos por el vértice.
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Figura 1.37. Angulos opuestos por el vértice.

Ejercicio. Resolver

1. Dar una definicién mds precisa de angulos opuestos por el vértice. Notese que
hemos hecho uso de la figura, para evitarlo definamos de manera oportuna el

angulo B.

Sugerencia. Notese que los lados de 3 son la prolongacién de - - -

Solucién. Dos dngulos son opuestos por el vértice cuando tienen el vértice

comun y los lados del uno, son la prolongacién de los lados del otro.

2. Demostrar que la unién de dngulos opuestos por el vértice no es una figura

convexa.

La demostracién de este teorema se deja al lector.

Definicién 1.13
Sea un dngulo convexo de vértice A y lados a y b, llamaremos puntos internos

del dngulo convexo a aquellos que pertenecen al dngulo, incluidos los puntos
de los lados; y llamaremos los puntos externos al dngulo convexo a los demas

(Fig. 1.38).
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A

puntos externos puntos internos

Figura 1.38. Puntos internos y externos de un angulo.

Definicién 1.14
Sea dado un dngulo convexo de vértice A y lados a y b; se dice un dngulo

céncavo de vértice A y lados a y b, al conjunto formado por los puntos externos
al &ngulo convexo de vértice A y lados a y b, unido con los puntos de los

lados a y b (Fig. 1.39).

A

angulo concavo angulo convexo

Figura 1.39. Angulo céncavo de vértice A y lados a y b.

Ejercicio. Demostrar los siguientes teoremas.

Teorema 1.14
La interseccién de dos dngulos convexos, cuyos vértices (no coincidentes)

son el uno un punto interno del otro, es una figura convexa.
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1.8. Angulos

Hipétesis: Angulos ab y cd convexos con vértice del uno, un punto interno del

otro.

Tesis: La interseccion de los angulos ab y cd es una figura convexa.

Figura 1.40. Angulos de vértices el uno interno al otro.

Demostraciéon. Como la interseccién no vacia de figuras convexas es también

convexa (teorema 1.10), se tiene que esta interseccién es convexa. O

Teorema 1.15
Un dngulo céncavo no es una figura convexa.

Teorema 1.16
El 4ngulo convexo no contiene las prolongaciones de sus lados, el angulo

concavo si las contiene.

Consideremos un semiplano de origen r; se puede pensar este semiplano como
un dngulo cuyos lados son semirectas (a y b) obtenidas prolongando la una (o la
otra), y cuyo vértice es un punto elegido a conveniencia sobre r y pensado como

origen de las semirectas (Fig. 1.41).
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L\

h r A a

Figura 1.41. Angulo llano de lados a y b.

Ya que el semiplano es una figura convexa es habitual incluir al &ngulo que

acabamos de describir como angulo convexo. El nombre que se da a este particular
semiplano es dngulo llano.

Si las dos semirectas a y b son coincidentes, el angulo se llama dngulo giro; se

admiten como puntos de este angulo a todos los puntos del plano (Fig. 1.42)

C ”
Figura 1.42. Angulo giro de lados a y b.

Si las dos semirectas coinciden y admite solo puntos de la semirecta a (o de b),

entonces lo denominaremos dngulo nulo (Fig. 1.43).

A a
r b

Figura 1.43. Angulo nulo de lado a y b.

Definicién 1.15
Dos angulos se dicen consecutivos cuando tienen en comtn solo el vértice y

uno de sus lados (Fig. 1.44). Si dos dngulos consecutivos tienen los lados no
coincientes tal que son semirectas opuestas, se dicen adyacentes (Fig. 1.45).

Si dos dngulos consecutivos tienen en comdn también el segundo lado, se

dicen explementarios (Fig. 1.46).
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A

Figura 1.44. Angulos consecutivos.

A

Figura 1.45. Angulos adyacentes.

Figura 1.46. Angulos explementarios.

Definicién 1.16
Sean dados dos dngulos convexos consecutivos de vértice A, y de lados a, b

y b, c respectivamente. Se dice dngulo suma (de los dos dngulos dados) al

angulo convexo que tiene como vértice A y como lados a y c.
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A

Figura 1.47. Angulo ac 4ngulo suma de ab y bc.

Por ejemplo en la Fig. 1.47, el angulo de lados a y c y vértice A, es el &ngulo suma
de Ay B.

Existen diferentes maneras de representar un angulo convexo.

Las siguientes son notaciones equivalentes del angulo de la Fig. 1.48:

Figura 1.48. Angulo y sus representaciones.

A@\Bo@\aboaaboc/zﬁooc.

Ejercicio. Demostrar los siguientes teoremas:

1. Los dngulos plano, giro y nulo son figuras convexas.
2. El angulo suma de dos dngulos adyacentes es un angulo plano.
Demostracion. Sean « y B dos dngulos adyacentes, de lados respectivamente a, b

y b, c; la suma de estos dngulos es el dngulo de lados a y ¢, pero como estos son

el uno la prolongacién del otro, se tiene que la suma es el angulo plano. O
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3. El dngulo suma de dos dngulos explementarios es un angulo giro.

4. Siun angulo es céncavo, entonces su explementario es convexo.

1.9 Poligonos

Las siguientes definiciones corresponden a figuras vistas en la educacién media.

Definiciéon 1.17
Dos segmentos se dicen consecutivos cuando tienen un extremo en comun (y

ningtn otro punto), Fig. 1.49, AB y BC son consecutivos.

A

Figura 1.49. Segmentos consecutivos.

Definicién 1.18
Dos segmentos consecutivos AB y BC se dicen adyacentes cuando los extremos

A, By C estén alineados (Fig. 1.50).

A B C

Figura 1.50. Segmentos adyacentes.

Definicién 1.19
Se llama gquebrada a una figura que consta de segmentos consecutivos AB,

BC, CD, etc. Cada segmento se dice lado de la quebrada y cada extremo del
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segmento se llama vértice, (Fig. 1.51).

Figura 1.51. Quebrada.

Definicién 1.20
Sean AB, BC,CD, - - -, EF, FG, GH los lados de una quebrada: si A es distinto

de H la quebrada se dice abierta de extremos A y H (Fig. 1.52); si A coincide
con H, la quebrada se dice cerrada o poligonal (Fig. 1.53); la poligonal se
indica por medio de sus vértices en el orden ABCD - - -, EFG; dos lados
que sean segmentos consecutivos se dicen lados consecutivos; si dos lados no
consecutivos de una poligonal tienen en comtn un punto, se dice que la
poligonal es intersecante (Fig. 1.52); si la poligonal no es intersecante, se dice

simple (Fig. 1.54).

Figura 1.52. Quebrada abierta e intersecante.
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Figura 1.53. Quebrada cerrada e intersecante.

e I

C

D
E

Figura 1.54. Poligonal simple.

A continuacién consideraremos poligonales que no tienen dos o mds lados

consecutivos adyacentes.

Figura 1.55. Semiplano que tiene como origen la recta AB.
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Figura 1.56. Semiplano que tiene como origen la recta CD.

Consideremos una poligonal simple (Figuras 1.55 y 1.56); ademds tomemos dos
de sus lados y las rectas que los contienen; analicemos los semiplanos que tienen

como origen estas rectas; se tienen dos casos:

1. la poligonal esté totalmente del mismo lado de la recta (Fig. 1.55);

2. la poligonal no esta totalmente del mismo lado de la recta (Fig. 1.56).

Definicién 1.21
Llamamos poligonal convexa a una poligonal simple que estd toda del mismo

lado respecto a cada uno de sus lados. Decimos poligonal céncava a una
poligonal simple no convexa.

Las figuras 1.57 y 1.58 ilustran los dos casos expuestos.

C

Figura 1.57. Poligonal convexa.
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C

Figura 1.58. Poligonal céncava.

Ejercicio. Dibuje una figura con cada una de las siguientes caracteristicas.

1. Quebrada abierta;

2. Poligonal;

3. Poligonal intersecante;

4. Quebrada intersecante abierta;
5. Quebrada simple abierta;

6. Poligonal simple;

7. Poligonal convexa.

Definicién 1.22
Dada una poligonal convexa, consideremos el lado AE; sea r la recta que

contiene al lado AE, r divide el plano en dos semiplanos. Llamamos semiplano

asociado al lado AE, a aquel que contiene totalmente a la poligonal (Fig. 1.59)
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C

Figura 1.59. Semiplano asociado al lado AE.

Dada una poligonal convexa, consideremos todos los semiplanos asociados a sus

lados (Fig. 1.60).

Figura 1.60. Poligono convexo.
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Definicién 1.23
Llamamos poligono convexo o simplemente poligono a la figura que se obtiene

como la interseccién de todos los semiplanos asociados a los lados de una
poligonal convexa. Tal poligonal se dice contorno del poligono; sus lados y

vértices se llaman respectivamente lados y vértices del poligono.

Definicién 1.24
Si AB y BC son lados consecutivos del contorno de un poligono,

consideremos los semiplanos asociados: la intersecciéon de estos se llama
dngulo interno o simplemente dngulo del poligono. El extremo comtn a los dos
lados se llama vértice del dngulo. Dos vértices de un poligono que son también
extremos de un mismo lado, se dicen vértices consecutivos. Dos angulos del
poligono cuyos vértices son consecutivos, se dicen dngulos consecutivos. Los
angulos adyacentes a los angulos de un poligono se dicen dngulos externos del

poligono (Fig. 1.61).

F

Figura 1.61. Angulos de un poligono.

Ay B son vértices consecutivos;

By C son vértices consecutivos;
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Cy D son vértices consecutivos;

Ay D son vértices consecutivos;

BAD y ABC son angulos consecutivos;
B;X\D y ADC son dngulos consecutivos;
ABC y BCD son angulos consecutivos;
BCD y ADC son angulos consecutivos;
BCE es un angulo externo;

DCF es un angulo externo.

Ejercicio.

Demuestre que:

1. Los poligonos son figuras convexas.

Demostracion. Los poligonos por definicién son el resultado de la interseccién
de figuras convexas; como la interseccién de figuras convexas es también una

tigura convexa, se tiene que los poligonos son figuras convexas. O

2. En un poligono, el nimero de los vértices es igual al namero de sus dngulos y

sus lados.

Demostracion. Cada vértice de un poligono es vértice de un dngulo y viceversa;
ademads, el nimero de los vértices de un poligono es igual al niimero de
lados, porque fijado un vértice se puede seguir la poligonal a partir de aquel
vértice, llegando al segundo vértice. En este caso, se ha recorrido el primer lado,
siguiendo el trayecto de la poligonal; llegamos al tercer vértice, recorriendo asi
el segundo lado, y asi sucesivamente, hasta volver al vértice de partida después

de haber recorrido tantos lados como vértices no coincidentes. O]

3. Un poligono tiene al menos tres lados.
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Demostracién. Supongamos por absurdo que existe un poligono de dos lados,
es decir, dos tinicos vértices. Una figura con tales caracteristicas no cumple la

definicién de poligono. O

Definicién 1.25
Un poligono de tres lados se dice tridngulo (o trildtero).

Un poligono de cuatro lados se dice cuadridangulo (o cuadrilédtero).

Un poligono de cinco lados se dice pentdgono (o pentalatero).

Un poligono de n lados se dice n—&gono (o n-latero) (Figuras 1.62, 1.63 y
1.64).

Figura 1.62. Tridngulo.

@

Figura 1.63. Cuadilatero.
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Figura 1.64. Pentagono.

Definicién 1.26
Sea dados un poligono (Fig. 1.65) y, sean los vértices no consecutivos E y C.

El segmento EC se dice diagonal del poligono.

C

Figura 1.65. CE diagonal del poligono ABCDE.

Ejercicio.

1. Demuestre que un tridngulo no posee diagonales.

Demostracion. Todos los vértices de un tridngulo son consecutivos, por tanto,
no se pueden encontrar dos vértices no consecutivos para trazar una diagonal,

en consecuencia, el tridngulo no tiene diagonales.
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]

2. Demuestre que de cada vértice de un n—latero (con n > 3) salen n — 3

diagonales.

Demostracién. Se prob6 que un poligono de n lados tiene n vértices. Si tomamos
un vértice en particular, no se puede trazar una diagonal que una el vértice con
sigo mismo (no cumpliria la definicién de diagonal); tampoco se podrian trazar
diagonales a ninguno de sus vértices consecutivos (que son dos), entonces para
cada vértice quedan eliminados tres vétrices para trazar diagonales; por tanto,

por cada vértice de un poligono hay n — 3 diagonales. O

1.10 Estudio de tridngulos y cuadrilateros

Figura 1.66. AABC.

En la Fig. 1.66; se tiene:
ellado ABy el ACB se dicen opuestos;
ellado ACyel ABC se dicen opuestos;

el lado BCy el BAC se dicen opuestos;

A
el tridngulo de vértices A, By C se indica con ABC, 0 AABC.

58



1.10. Estudio de tridngulos y cuadrilateros

Definiciéon 1.27
En un tridngulo, un dngulo y un lado se dicen opuestos,si el vértice del angulo

no es extremo del lado, caso contrario se dicen adyacentes.

C

Figura 1.67. AABC, dngulos y lados.

Por ejemplo, en la Fig. 1.67, BAC y ABC son adyacentes al lado AB; ABC y ACB

son adyacentes a BC; etc.

Teorema 1.17
Todo triangulo es una figura convexa.

Demostracién. En efecto, todo poligono es una figura convexa; como el tridngulo

es un poligono, entonces el tridngulo es una figura convexa. O

Definicién 1.28
En un cuadrilatero ABCD (Fig. 1.68) se dicen elementos opuestos a los

siguientes:
dos vértices no consecutivos;
dos lados no consecutivos;

dos angulos cuyos vértices son opuestos.
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Figura 1.68. Cuadrilatro ABCD.

Ejercicio.

1. Forme una definicién de diagonal de un cuadrilétero a partir de la definicién

de vértices opuestos.

Solucién. Dado un cuadrildtero ABCD, llamaremos diagonales de ABCD a los

segmentos que unen dos vértices opuestos (definicion 1.28).

2. Recordando que las diagonales de un poligono estan constituidas por puntos
internos, y que la interseccién de dos figuras convexas es una figura convexa,
demuestre que dos diagonales de un cuadrildtero se encuentran en un punto

interno.

Definicién 1.29
Se dice trapecio a un cuadrilatero que tiene un par de lados opuestos paralelos

(Figura 1.69).
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Figura 1.69. Trapecio ABCD.

Definicién 1.30
Se dice paralelogramo a un cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos

(Fig. 1.70).

o8]

BN

@

O

Figura 1.70. Paralelogramo ABCD.

Ejercicio.
Verifique, en base a la definicién: los paralelogramos son trapecios.

Solucién. Para que un cuadrildtero sea un trapecio se requiere que tenga un par
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de lados opuestos paralelos. El paralelogramo cumple con esto y més, por tanto,

todo paralelogramo es un trapecio (pero no todo trapecio es un paralelogramo).

1.11 Ejercicios resueltos

1. Considere un modelo del plano constituido por cinco puntos. Tomando como
rectas las parejas de puntos, verifique que la cantidad de rectas son diez y que

por cada punto pasan cuatro rectas.

A
y

:

N

Figura 1.71. Rectas por cinco puntos.

Solucién. Sillamamos a los puntos A, B, C, D, E entonces las rectas son:
{A,B},{A,C},{A,D}, {AE}, {B,C}, {B,D},{B,E}, {C,D}, {C,E},{D,E}.

En efecto, por cada punto pasan cuatro rectas.

2. ;Cuales de los axiomas A1, A2 A3 son validos en el siguiente modelo: el plano

es{A,B,C,D,E} ,lasrectasson {A,B}, {A,C},{D,C}, {D,E}?
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Figura 1.72. Plano de puntos A, B,C; D.

Solucién. El axioma A1l no se cumple pues por los puntos A y E no pasa alguna

recta.

El axioma A2 se cumple pues por cada recta del modelo si hay un punto exterior

a ella.

El axioma A3 no cumple pues todas las rectas tienen tinicamente dos puntos.

. En el modelo M4 ;es valido el siguiente teorema?: “Las rectas con dos puntos

admiten una paralela, las otras no”

Figura 1.73. Modelo M4.
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En el modelo M4 el plano esta formado por los puntos A, B, C, D, E; mientras
que las rectas son, respectivamente: « = {C,D}, b = {A,B}, ¢ = {B,D, E},
d={A,CE},e={A D}, f={B,C}.

Solucién. Si se satisface el teorema: “Las rectas con dos puntos admiten una
paralela, las otras no”, ya que la recta a = {C,D} es paralela con la recta
b= {A,B}, larectae = {A,D} es paralela con la recta f = {B,C}, mientras
que las rectas con tres puntos no tienen paralelas (cualquier recta con tres puntos

tiene al menos un punto en comun con otra recta) .

. Verifique que en el modelo F (Fig. 1.74), se satisfacen los axiomas Al, A2 A3
y P1, donde P1 significa “Dado un punto P que no pertenece a la recta r, no
existen rectas que pasan por P, paralelas a r”. El planoes {A,B,C,D,E,F,G}
y las rectas son {A, B, F}, {A,C,E},{A,D,G}, {B,C,D} {B,E,G},{D,E,F}y
{F,C,G}.

Figura 1.74. Modelo F.

Solucidn.

a) El axioma A1 se cumple, pues si tomamos dos puntos del plano, existe una

Unica recta que las contiene; es decir, no existen dos rectas diferentes con
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dos puntos en comun.

b) El axioma A2 se cumple, ya que para cada recta del modelo existe un punto

exterior a ella.
c) Elaxioma A3 se satisface, ya que toda recta de este modelo tiene tres puntos.

d) EL axioma P1 se cumple, ya que si vamos tomando una a una las rectas de
este modelo y un punto exterior a ellas se verifica que cualquier recta que
pasa por este punto interseca a la primera recta, es decir, no existen rectas

paralelas.

5. Considere el cuadrado mégico representado en el Modelo Q; considere los
nameros dentro de los cuadrados pequefios como elementos del plano. Las
rectas de este modelo son los conjuntos de tres nimeros que sumados dan 15.

Estos niimeros son elegidos de tres columnas diferentes o de tres filas diferentes.

El modelo Q es el siguiente:

4192
3[5|7
8|1]6

a) Verifique si Q satisface los axiomas de pertenencia.

b) Determine las rectas del modelo Q paralelas a la recta {2,5,8}. ;Es Q un

modelo de A y de P1?

c) Determine las rectas del haz de centro 5.

Soluci6n. Primero determinamos las rectas de este modelo: {4,9,2},{3,5,7, },

{8,1,6},{4,3,8},{9,5,1},{2,7,6}, {4,5,6}, {2,5,8}.

a) Verifique si Q satisface los axiomas de pertenencia.
El modelo Q no satisface el axioma A1, pues tomados los puntos 4 y 7 no
existe una recta que pase por estos dos puntos.

El modelo Q satisface el axioma A2 pues para cada recta del modelo existe

un punto que no le pertenece.
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El modelo Q satisface el axioma A3 pues cada recta del modelo tiene 3

puntos.

b) Determine las rectas del modelo Q paralelas a la recta {2,5,8}. ;Es Q un

modelo de A y de P1?

No existen rectas paralelas a la recta {2,5,8}, pues cada recta del modelo

tiene al menos un punto en comtn con dicha recta.
Q no es modelo de A, pues no satisface el axioma Al.

El modelo Q no satisface el axioma P, pues si existen rectas paralelas,
mientras que P1 afirma que para toda recta y un punto exterior a ella, no

existe recta paralela a la primera que pase por dicho punto.

c) Determine las rectas del haz de centro 5.

Las rectas del haz de centro 5 son:

{3,5,7},{9,5,1}, {4,5,6}, {2,5,8}.

6. Demuestre que la interseccién de un d&ngulo convexo con una recta que interseca
cada lado en un punto distinto al vértice es un segmento. Elabore un gréfico y

determine la hipoétesis y tesis.

Hipotesis: ab angulo convexo, t una recta que interseca los lados del dngulo ab

en los puntos A y B respectivamente. Tesis: AB es un segmento.

Demostracion. La interseccion del semiplano “inferior” de origen la recta b, con
la recta t, es la semirecta de origen B que contiene al punto A; y la interseccién
del semiplano “superior”, de origen la recta a, con la recta ¢, es la semirecta
de origen A que contiene al punto B. Es decir, la interseccién del angulo ab
con la recta t es el conjunto de puntos que estan entre A y B, por lo tanto, la

interseccion es el segmento AB.
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Figura 1.75. Segmento formado por un dngulo y una recta.

O

7. En un mismo plano, considere dos semiplanos de origenes r y s respectivamente.
Demuestre que si los dos semiplanos tienen intersecciéon vacia, entonces r y s

tienen la misma direccion. Elabore un gréfico y determine la hipétesis y tesis.
Hipétesis: r origen del semiplano «, s origen del semiplano 8, a N B = @.

Tesis: r y s tienen la misma direccion.

Demostracion. Hay dos casos:

a) Las rectas no coinciden:

Suponiendo que las rectas r y s se intersecan en un tinico punto P, entonces
los semiplanos a y B se intersecan, lo que es una contradicciéon con la
hipétesis, por tanto, las rectas r y s son paralelas; en consecuencia, tienen la

misma direccion.

b) Las rectas coinciden: entonces los semiplanos son opuestos y abiertos, por

tanto, las rectas tienen la misma direccién.
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Figura 1.76. Semiplanos de origenes paralelos.

1.12 Ejercicios propuestos

1. Enuncie un modelo de plano que satisfaga los axiomas Al y A2, pero no el

axioma A3.

. Enuncie un modelo de plano que satisfaga los axiomas A2 y A3, pero no el

axioma Al.

. ¢Puede construirse un modelo de plano con un ntimero finito de puntos, en el

cual se satisfaga el axioma O2?

. Demostrar que la unién de dngulos opuestos por el vértice no es una figura

convexa.

. Considere tres puntos del plano no alineados, demuestre que al menos dos de
estos estdn en el mismo semiplano cerrado que tiene por origen cualquier recta

del plano que no pase por dos de estos puntos.

. Considere el haz de rectas de centro el punto P y la relacién ‘R definida asi: “dos
rectas a y b estdn relacionadas (aRD) si tienen en comtin exactamente el punto
P”. ;R cumple con las propiedades, reflexiva, transitiva y simétrica? Demuestre

las propiedades que satisface.

68



1.12. Ejercicios propuestos

7. Demuestre que si dos dngulos convexos tienen en comtin un lado y el vértice, y
a més de los puntos indicados tienen en comtn un punto, entonces uno de los

angulos es subconjunto del otro.
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2

La congruencia

2.1 Axiomas de la congruencia

En el lenguaje comun se puede presentar confusién con el término igualdad.
Decimos que dos cosas son iguales, a veces para indicar que tienen la misma forma
o0 aspecto; otras veces decimos que dos objetos son iguales aclarando que ocupan
posiciones distintas en el espacio; decimos que dos cifras son iguales, para indicar

que representan el mismo ntimero; decimos que un cuadro es igual a su copia.

En matemadtica se presentan diferentes acepciones de la palabra igual. Se prefiere

admitir que: cada ente es igual solo a si mismo; en simbolos sea x, x = x.

VANV

e B

Figura 2.1. Figuras congruentes.

Sin embargo, falta incluir uno de los usos que en el lenguaje comun se da
de la palabra igual. En las Fig. 2.1 se presentan parejas de figuras geométricas
que en el lenguaje comun se dirfan iguales. En efecto, note que cada figura F
puede ser transportada sobre una figura G, haciendo que sus contornos coincidan

perfectamente. Por lo tanto, més que de igualdad entre ' y G , debemos hablar, en
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goemetria, de transporte rigido; de modo que los contornos de las figuras 7 y G

coincidan perfectamente.

Se comprende de inmediato que dicha propiedad es muy complicada: ;que
significa transporte? ;Cémo puede hacerse seguro que una figura se pueda
transportar en aquel modo, si no se opera concretamente? Por otro lado, ;como se

puede operar concretamente sobre una figura geométrica?

En seguida, veremos como interpretar matematicamente todo esto recurriendo a

un término primitivo y a algunos axiomas.

Antes de pasar a la parte mas formal, comprendamos qué debemos esperar de
nuestros axiomas; en lo que sigue, usaremos a menudo el verbo “transportar ” o el
sustantivo “transporte”; esta operacion intuitiva alude a un movimiento rigido (es

decir que no deforma la figura).

Tomemos en consideracion dos semirectas: 7 y s, de origen respectivamente Ry
S (Fig. 2.2). Es intuitivo admitir que r se puede transportar sobre s de modo que R

resulte transportada sobre S.

R

Figura 2.2. Transporte de semirectas.

El mismo razonamiento se puede repetir para dos semiplanos (Figuras 2.3 y 2.4).

71



2.1. Axiomas de la congruencia

Figura 2.3. Semiplanos de origen r y s.

Figura 2.4. Semiplanos transportados de origen r y s.

Consideremos ahora dos segmentos AB y CD, A se puede transportar sobre C
Fig. 2.5 a), o bien B sobre D Fig. 2.5 b), y la semirecta de origen A que contiene a
B se puede transportar sobre la semirecta de origen C que contiene a D pero no

hemos dicho que el segmento AB se pueda transportar sobre el segmento CD.

B

b)

Figura 2.5. Transporte de un segmento sobre otro con un extremo coincidente.
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Para que dos segmentos AB y CD se puedan transportar el uno sobre el otro,

deben ocurrir las siguientes condiciones:

1. La semirecta de origen A que contiene a B debe ser transportada sobre la

semirecta de origen C que contiene a D.

2. Los origenes de las dos semirectas descritas deben ser transportadas el uno

sobre el otro.

3. Si también ocurre que B y D coinciden , se puede decir que el segmento AB se

ha transportado sobre el segmento CD.

Usaremos como término primitivo el de “congruencia ” entre segmentos. El término
“congruente” va a ser entendido como primitivo, pero para tener una idea intuitiva
se puede pensar que dos segmentos son congruentes cuando, tranportados
rigidamente el uno sobre el otro, coinciden (es decir coinciden sus extremos). Para

indicar que dos segmentos AB y CD son congruentes, escribiremos AB = CD.

Para desarrollar la teoria de la congruencia primero damos el siguiente axioma

de la congruencia:

C1: Sean dados tres puntos A,By P,y dosrectasay p, talesque A,B € a, P € p.
Fijado el punto A como origen de la semirecta a; de a que contiene a B, sea P
el origen de una semirecta p; fijado como se desee sobre p. Entonces existe

sobre tal semirecta p; uno y solo un punto Q tal que AB = PQ (Fig. 2.6).

Figura 2.6. Transporte de un segmento sobre otro.
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Notese que sobre la recta p se puede escoger como se desee la semirecta p; de
origen P; por tanto, ya que hay dos posibilidades, podemos decir que existen dos
segmentos PQ sobre la recta p, que son congruentes a AB; estos se hallan en lados

opuestos respecto a P (Fig. 2.7).

a

Q

Figura 2.7. Segmentos congruentes con AB.

El axioma C; se conoce también como axioma de transporte de segmentos por
el significado intuitivo siguiente: un segmento puede ser transportado como se

desee sobre el plano.

Notese que no se ha dicho que las rectas 2 y p deban ser distintas; puede suceder
que éstas sean coincidentes. El axioma C; es vélido también cuando a y p coinciden;

es decir, se puede transportar un segmento AB de a sobre la misma recta a.

Si un segmento AB es congruente a un segmento CD, entonces el segmento CD

es congruente al segmento AB (propiedad simétrica de la congruencia).

Intuitivamente, si AB es congruente a CD y CD es congruente a EF, entonces

AB es congruente a EF (propiedad transitiva de la congruencia).

Es mads intuitivo que cada segmento AB es congruente a si mismo (propiedad

reflexiva de la congruencia).

Entre los segmentos del plano surge una relacion que llamaremos de congruencia,
y que la notaremos mediante =; dos segmentos estdn en esta relacion si y solo si
son congruentes. La relacién de congruencia cumple con las propiedades reflexiva,

simétrica y transitiva, por tanto, es una relacién de equivalencia (Figuras 2.8,2.9 y
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2.10).

Figura 2.8. Propiedad reflexiva de la congruencia de segmentos.

Figura 2.9. Propiedad simétrica de la congruencia de segmentos.

Figura 2.10. Propiedad transitiva de la congruencia de segmentos.
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C2: En el conjunto de segmentos del plano, la congruencia es una relacion de

equivalencia.

El siguiente axioma se conoce como el axioma de la adicién de segmentos:

C3: Sea dada la siguiente pareja de segmentos adyacentes AB y BC sobre la recta
ay PQy QR sobre la recta b, de modo tal que: AB = PQ , BC = QR. Se tiene
por tanto que AC = PR (Fig. 2.11).

. Q R

Figura 2.11. CongruenciaAC = PR.

Ejercicio.

1. El axioma C3 ha sido enunciado para un par de segmentos, enunciarlo
para ternas considerando AB, BC,CD segmentos adyacentes sobre la recta

a; PQ, OR, RS segmentos adyacentes sobre b.

Solucidon.

Sean los segmentos adyacentes AB, BC,CD sobre la recta a y los segmentos
adyacentes PQ, OR, RS sobre la recta b; si AB = PQ , BC = QRy CD = RS,
entonces AD = PS

Una vez enunciado el axioma para ternas de segmentos, contestar la siguiente
pregunta: ;la proposicion para ternas que se ha enunciado es un axioma o
un teorema; es decir, consecuencia de C3? Si su respuesta es un teorema,

demuséstrelo. el enunciado para n—uplas es un teorema?
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Solucidon.

Es un teorema, se demuestra de la siguiente manera:
AC = PR por el axioma C3

luego, aplicando el axioma C3 a los segmentos adyacentes AC y CD que son

congruentes a PR y RS respectivamente, se tiene que AD = PS.

Sean AB,BC,CD,--- ,EF,FG segmentos adyacentes de una recta a y sean
A'B',B'C',C'D’,--- ,E'F/, F'G' segmentos adyacentes de la recta b; si AB =
A'B',BC=B'C',CD=C'D!,---,EF = E'F/,FG = F'G’, entonces AG = A'G'.

En el axioma C2 se acepté que AB = AB cualesquiera sean los puntos A y B.

Notese que también AB = BA (Fig. 2.12).

Figura 2.12. Congruencia AB = BA.

2.2 Congruencia entre angulos

Hemos dicho que el objetivo de este capitulo es hablar correctamente de la
congruencia de figuras cualesquiera; hasta ahora hemos hablado de congruencia
de segmentos. Es necesario, antes de llegar a la maxima generalizacién, hablar
correctamente de congruencia de dngulos. Primero introduciremos un nuevo
axioma, pero antes un nuevo término, el de “congruencia” referido a una pareja

de dngulos. El concepto intuitivo de dngulo congruente expresa el hecho intuitivo
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de que dos dngulos se pueden transportar rigidamente uno sobre el otro haciendo
que coincidan. Dicho esto, se asumird como primitivo el término congruente
relacionado a los angulos. Para indicar que dos angulos son congruentes,

continuaremos usando el simbolo =.

Figura 2.13. Representacién gréfica del axioma C4.

: Sean dados en el plano un dngulo convexo e vértice C y una semirecta

C4: Sean dad 1 pl 1 abd tice C ta a’
de origen C’; fijese uno de los dos semiplanos que tiene como origen a la recta
que contiene a la semirecta a’ de origen C’, en tal semiplano existe una y una

sola semirecta b’ de origen C' tal que ab = a'b’ (Fig. 2.13)

Segtin la Fig. 2.13, nétese que son dos los semiplanos que contienen como origen
a la semirecta a/, por tanto, existen dos posibilidades de dngulos que tienen a C’

como vértice y a la semirecta a’ como lado.

El axioma C4 se conoce como axioma de transporte de angulos por obvias

razones.
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Noétese que un dngulo ab puede ser transportado sobre si mismo; es decir, la

relacién ser congruente entre dngulos es reflexiva.

Ejercicio. Demuestre las siguientes proposiciones:

1. En un semiplano de origen la recta AO, si AOB = AOC, entonces C pertenece

al lado OB.

Figura 2.14. Angulos congruentes AOB = AOC.

Demostracién. La demostracién la haremos por reduccion al absurdo (Fig. 2.14).
Supongamos que C ¢ OB. entonces la recta OC no coincide con la recta OB; por
tanto, al transportar el AOB sobre el AOC no coinciden, luego AOB % AOG;
esto es absurdo pues por hipétesis se tiene que si son congruentes. Por tanto, C

pertenece al lado OB. O

2. Dar una definicién de congruencia de los dngulos céncavos, y demostrar que si

un dngulo céncavo ab es congruente con un dngulo cd, entonces cd es céncavo.

La demostracién se deja al lector.

3. ;Cual es la proposicién inversa de 1?

En la seccién 1.8 se estudi6 lo que se entiende por suma de dos dngulos convexos.
Revisemos si la congruencia entre dngulos respeta la definicién de suma de

angulos; es decir, si la suma entre d&ngulos “conserva” la congruencia (Fig. 2.15)
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C5: Sea aOb = 'OV, y ademas bOc = b'O'¢’, entonces, aOc = a'O'¢’ (Fig. 2.15).

O o

Figura 2.15. Interpretacion axioma C5.

En pocas palabras, sean dos parejas de angulos congruentes dos a dos, entonces,

también sus sumas serdn congruentes.

También para los angulos vale el axioma analogo a C2 (dado para los segmentos).

C2’: En el conjunto de los dngulos del plano, la congruencia entre angulos es una

relacién de equivalencia.

Teorema 2.1

Sean ab y bc dos dngulos convexos consecutivos y sea O su vértice comun.
Sean a’b’ y b'c’ dos angulos convexos consecutivos con vértice comun O'.
Sean ab = a’b’ y bc = b/c’. Si ab y bc son adyacentes, entonces también a’'b’ y

b'c’ son adyacentes.

Hipétesis: ab y be dos angulos convexos consecutivos de vértice comtn O; a’'b’ y

b'c" dos angulos convexos consecutivos de vértice comun O’; ab = a'b’ y be = b'c’.

Tesis: a’b’ y b'c’ son adyacentes.

Demostracion.

En efecto (Fig. 2.16), por el axioma C5 se tiene que aOc = 4/0'¢/; por tanto, tomando
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la semirecta O’a’ en el semiplano que contiene a b’, existe una tnica semirecta O’c/,
tal que aOc = a’0O’(¢/, y gracias a que la semirecta ¢ es opuesta a la semirecta a ,
entonces también la recta ¢’ debe ser opuesta a la semirecta a’. Es decir. a’b’ y b'c’

son adyacentes. N

Figura 2.16. Parejas de dngulos consecutivos congruentes.

Teorema 2.2
Dados los 4ngulos aOc, suma de ab y be; y el dngulo a’O’c’, suma de a'b’ y

b/'c’, si se tiene que ac = a’c’ y ab = a’b’, entonces bec = b'c’.

Hipoteisis: aOc, suma de ab v bc; a’O'c’, suma de a’b’ v b'c’; ac = a’c’; ab = a'b/.
7
Tesis: bc = b'c’.

—

Demostracién. En efecto, por absurdo, si bc no fuese congruente a b’c’ , no seria,
por el axioma C5, ac = a’c’, 1o que es contradictorio con la hip6tesis. Por lo tanto,

be =~ bidl. 0
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El angulo bc, definido en el teorema anterior se llama “diferencia” de los dngulos
ac y ab; ademas el teorema 2.2 se puede enunciar en un modo més general: Las

diferencias de dos parejas de angulos congruentes son congruentes.

2.3 Congruencia entre tridangulos

Ya que conocemos la congruencia de segmentos y dngulos, ahora nos podemos
ocupar de la congruencia entre figuras mds complejas , como por ejemplo los

tridngulos. El siguiente, corresponde al axioma de congruencia de tridngulos.

C6: Sean dados dos tridngulos AABC y AA'B'C’. Si se tiene que AB = A’F/,
BC =~ B/C’, ABC = A’I/S\’C’, entonces se tiene que AC = A'C/, BAC = B'AIC’
y ACB = A'C'B' (Fig. 2.17)

A/

A A

H oC

Figura 2.17. Interpretacion geométrica del axioma C6.

Notese que en el enunciado de este axioma se hace uso de la congruencia entre

segmentos y entre angulos.

El axioma C6 se conoce como axioma del transporte de tridngulos, por la
siguiente razén: Tenemos dos tridngulos, si dos lados y el 4&ngulo comprendido
son respectivamente congruentes, entonces, los demas elementos del triangulo son
respectivamente congruentes; ya que cada lado y cada angulo se puede transportar,

entonces se puede decir que cada tridngulo se puede transportar.

El axioma C6 es esencial para la demostracién de los siguientes teoremas, los que

recibirdn el nombre de criterios de congruencia de tridngulos. Antes de dar los
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criterios de congruencia de tridngulos, hagamos una definicion.

Definicién 2.1
Dos triangulos se dicen congruentes cuando sus dngulos y sus lados son dos

a dos ordenadamente congruentes.

Por ejemplo, para los tridngulos de la Fig. 2.18 se puede decir que: AB = A’B’,
BC = B'C’, AC = A/C/, A= A/, B= B/,C = C/; en tal caso, AABC = NA'B'C’;
viceversa, si AABC = AA'B'C/, esto significa que AB = A’B’, BC = B'C/, AC =
AC, A= Al,B=B,C=C.

Notese que también en la congruencia de tridngulos se utiliza el simbolo =

A/

g A

e
"N\

I |

A v L3 i

7777}. el

1%

- HH LN

Figura 2.18. Congruencia de trangulos.

Teorema 2.3
Primer criterio de congruencia de tridngulos: sean dados dos tridngulos

ANABCy AA'B'C' ysean AB = A'B’, BC = B'C/, B =~ B', entonces AABC =2
NA'B'C.

Demostracién. El teorema queda demostrado a partir del axioma C6 y de la

definicién de tridngulos congruentes. O
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2.3. Congruencia entre tridngulos

Teorema 2.4
Segundo criterio de congruencia de tridngulos, sean dados dos tridngulos

AABCy AA'B'C'y sean AB = A'B/, A~ A’ , B~ B/, entonces AABC =
AA'B'C’ (Fig. 2.19)

£

4
4
™

,,\I\}. c’

Figura 2.19. Segundo criterio de congruencia de tridngulos.

Demostracién. Transportando el BAC sobre el angulo B’ A’C' de modo que
coincidan A con A’ y el lado AB con el lado A’B’. Por el axioma de transporte de

éngulos, ya que BAC = B'A/C/, C pertenencerd al lado A’C’.

Por otro lado, transportando el ABC sobre el angulo (congruente) A’ B'C, por
el mismo motivo C pertenecera al lado B’C’. Ahora bien, el tinico punto que se
halla tanto sobre A’C’ y B'C’ es el punto C. Por tanto, en el transporte del AABC
sobre AA’B'C’, en las hipétesis formuladas, a C le correspondera C’. Por tanto,

NAABC = NA'B'C. ]

Ejercicio. Demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 2.5

Angulos adyacentes de angulos congruentes son congruentes.

Hipotesis: AOB = DO'E; AOBy BOC adyacentes; DO'E y EO'F adyacentes (Fig.
2.20).

Tesis: BOC = EO'F (Fig. 2.20).
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2.3. Congruencia entre tridngulos

Figura 2.20. Dos angulos congruentes.

Demostracion. Por hipétesis se tiene que los d&ngulos AOB y DO'E son congruentes,
por tanto, gracias al axioma de transporte de dngulos, se transporta el lado OA
sobre el lado O'D, el lado OB sobre el lado O'E y el vértice O sobre el vértice O';
siendo C otro punto de la recta OA y F otro punto de la recta O’D se tiene también
que el lado OC se transporta sobre el lado O'F; se concluye, que los dngulos COB

y F O'E son congruentes. [

Teorema 2.6

Angulos opuestos por el vértice son congruentes.

Teorema 2.7

Angulos planos son congruentes.
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2.3. Congruencia entre tridngulos

Definicién 2.2
Un tridngulo se dice isdsceles si tiene dos lados congruentes.

El AABC de la Fig. 2.21 es is6sceles ya que en él se tiene que AB = BC. En
este tipo de tridngulo, el lado AC se dice base del tridngulo isdsceles, mientras que
cualquiera de los otros dos lados congruentes se llaman lados del tridngulo isdsceles.

Si también AC = AB, el tridngulo se dice equildtero.

Figura 2.21. Tridngulo is6sceles.

Definicién 2.3
Un tridngulo se dice equildtero si tiene los tres lados congruentes.

Teorema 2.8

Sea AABC un tridngulo isésceles y sea AC = BC. Entonces A 2 B. También

se dice que en un tridngulo isésceles, los dngulos en la base son congruentes.

Demostracién. Consideremos los tridngulos AABC y ABAC (Fig. 2.22), estos
tienen AC = BC, BC = ACy ACB = BCA (por la propiedad reflexiva de
la congruencia de angulos). Por tanto, los dos tridngulos considerados son
congruentes por el primer criterio de congruencia de tridngulos; en particular

los dngulos CAB y ABC.
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2.3. Congruencia entre tridngulos

> ()

Figura 2.22. Tridngulo is6sceles AC = CB.

Ejercicio. Demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.9
Si en un tridngulo dos dngulos son congruentes, entonces el tridngulo es

isdsceles.

[ r\

A C

Figura 2.23. Triangulo con dos dngulos congruentes.

Hipotesis: BAC = ACB. Tesis: AABC es is6sceles.

Demostracién. Considérese los tridngulos AABC y AACB (son un solo tridngulo,
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2.3. Congruencia entre tridngulos

pero para efectos de la aclarar razonamientos los consideraremos dos tridngulos)

Fig. 2.23.

Estos tridngulos tienen:
CAB = ACB (dngulo del primer tridangulo, d&ngulo del segundo tridngulo) A
AC = AC (propiedad reflexiva de la congruencia de segmentos) L
BCA = BAC (angulo del primer tridngulo, angulo del segundo triangulo) A
Por el segundo criterio de congruencia se tiene que los tridngulos analizados son
congruentes (esto ya lo sabiamos), por tanto, los lados homoélogos son congruentes,

en particular AB = BC; por tanto, el AABC es is6sceles. O

El siguiente teorema lo aceptaremos sin demostracion.

Teorema 2.10
Tercer criterio de congruencia de tridngulos: sean dados dos tridngulos

AABCy AA'B'C’, y sean AB = A’B/, BC = B'C' y AC = A'C’, entonces
AABC = ANA'B'C.

Ejercicio. Demuestre la siguiente proposicion:

En el conjunto de tridngulos del plano la relacién de congruencia es una relacion

de equivalencia.
Demostracion.

1. Reflexiva. La relacién de congruencia entre tridngulos es reflexiva pues cada
tridngulo es congruente a si mismo, esto debido la reflexividad de la congruencia
de segmentos y angulos; lo que implica por el axioma C6 un tridngulo es
congruente a si mismo (esta propiedad se puede demostrar también por

cualquiera de los criterios de congruencia o por la definicién de congruencia).

2. Simétrica. Esta propiedad se cumple por la simetria de las relaciones de

congruencia entre lados y dngulos y la definicién de congruencia de dngulos.
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2.3. Congruencia entre tridngulos

3. Transitiva. Igual que las anteriores, se cumple esta propiedad por la

transitividad de las relaciones de congruencia de segmentos y dngulos.

Definicién 2.4
Un 4dngulo convexo se dice recto si es congruente a uno de sus adyacentes

(Fig. 2.24)

Figura 2.24. Angulo congruente a uno de sus adyacentes.

En la Fig. 2.24, los dngulos determinados por las rectas a y b son AOD, AOB,
BOC y COD. Si AOD 2 AOB o bien AOD = DOC, entonces AOD es un angulo

recto.

Teorema 2.11
Los dngulos rectos son congruentes entre si.

La demostracién se deja al lector.
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2.3. Congruencia entre tridngulos

Teorema 2.12
Sean dadas dos rectas incidentes, si uno de los dngulos determinados por

estas rectas es recto, entonces también lo son los demaés.

Figura 2.25. Rectas que forma un dngulo recto.

Demostracién. Nos apoyamos en la Fig. 2.25. Sea AOD el angulo recto determinado
por las rectas a y b. Por definicién de angulo recto, también uno de los dos
angulos BOA o COD es recto, mientras que el BOC es recto por ser opuesto
por el vértice con AOD. Ahora bien, si BOA es recto, también lo serd COD y

viceversa; finalmente se tiene que los cuatro dngulos son rectos O

Definicién 2.5
Dos rectas incidentes se dicen perpendiculares si determinan angulos rectos.

Para indicar simbélicamente que dos rectas a y b son perpendiculares se

escribea | b.

Definicién 2.6
Un tridngulo se dice tridngulo rectdngulo, si uno de sus dngulos es recto.

Note que un tridngulo puede ser rectdngulo e isosésceles al mismo tiempo (Fig.

2.26).
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2.3. Congruencia entre tridngulos

Figura 2.26. Triangulo rectdngulo e isésceles.

Teorema 2.13
De la construccién de la perpendicular: sea dada una recta » y un punto P

externo a ella (Fig. 2.27). Sea A un punto de r y sea PA = QA de modo que
Q esta en el semiplano de origen r que no contiene a P; si PAC =~ QAC con

C € r, entonces la recta PQ es perpendicular a r.

L]

(@)
o~}

Figura 2.27. Construccién de una perpendicular por un punto interno de una recta.

Demostracién. Consideremos la recta PQ y la interseccién B de ésta con la recta

r (existe esta interseccién pues P y Q estan en difirerentes lados de la recta ).
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2.3. Congruencia entre tridngulos

Consideremos los tridngulos AAPB y AAQB, en estos se tiene (por hip6tesis) que
AP = QA, PAC = QZX\C y AB = AB. Por el primer criterio de congruencia
resulta que AAPB = AAQB. Luego todos los elementos de los triangulos
son congruentes (en forma ordenada), en particular ABP =~ AB Q; como estos
altimos son adyacentes se concluye, por definicién, que las rectas PQ y r son

perpendiculares. O

Teorema 2.14
La perpendicular a una recta r por un punto fuera de ella es tnica.

=
LT

o h

Figura 2.28. Unicidad de recta perpendicular a una recta por un punto externo.

Demostracion. Nos apoyamos en la Fig. 2.28 que es una ampliaciéon de la Fig. 2.27 .
Ya se demostré que dada una recta r y un punto P fuera de ella, entonces existe
una recta s que pasa por P y es perpendicular a r. S6lo falta demostrar que esta

recta es Gnica.

La demostracion la haremos por reduccion al absurdo, entonces suponemos que

existe otra recta t diferente de s que pasa por Py es perpendicular a r.

Sean los segmentos PB’ y B'Q’ congruentes. Entonces los tridngulos APB’A
y AAB\’Q’ son congruentes (LAL, PB’ = B'Q, PBA = AB'Q/, AB' = AB)).
Por tanto PA = AQ/;por transitividad (conociendo que PA = AQ) se tiene que
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2.3. Congruencia entre tridngulos

AQ =~ AQ'y BAQ = BAQ' (por PAB = BAQy PAB = BAQ'); es decir, PQ

coincide con PQ’ lo que es una contradicciéon pues se indicé que s y ¢ son rectas

distintas. En conclusion, la perpendicular es tinica. O

Teorema 2.15
La perpendicular a una recta r por un punto que le pertenece es tinica.

Figura 2.29. Unicidad de recta perpendicular a otra por un punto de la recta.

Demostracién. Sean r una recta y P un punto de ella.

1)
2)
3)
4)

5)

6)

SeaQ &r

Seas LryQes

SiP € s, quedaria demostrado
SiP¢s

Sea b la recta que forma con r un
angulo congruente con 7s con P € b

blr

existe al menos un punto que no

pertenece a una recta;

por un punto externo a una recta pasa

una Unica recta perpendicular a la primera;
pues es la tesis;

puede suceder lo contrario a 3);

transporte de dngulos;

por 5) y 2).

Esto demuestra que por P € r pasa una recta perpendicular a r. Ahora

demostremos que esta recta es tinica. Lo haremos por reduccién al absurdo. Para

ello supongamos que existe otra recta perpendicular a r que pasa por P, llamese a.
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2.4. Angulos formados por dos rectas paralelas con una transversal

7) BPC = APCconC € r | de 6) y por la negacién de la tesis.

Lo indicado en 7) es una contradiccién con C4 pues este axioma afirma que dado
un dngulo & y un semiplano de origen una recta f que contiene a un punto P, existe

un tnico dngulo B congruente a & con vértice en P .

Definicién 2.7
El punto interseccién de una recta r con una recta s perpendicular, se llama

pie de la perpendicular.

2.4 Angulos formados por dos rectas paralelas con

una transversal

De acuerdo a la Fig. 2.30 damos algunas definiciones.

Figura 2.30. Rectas cortadas por una transversal.

Sean dadas dos rectas r y s, y una recta t que interseca a las dos.

Los dngulos ADPB, PQF y F QE, APQ se dicen correspondientes, asi como también
los angulos CﬁQ, DQ\E y D/Q\P, CﬁB;
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2.4. Angulos formados por dos rectas paralelas con una transversal

Los dngulos APQ y PQD se dicen aternos internos, asf como también CPQ y PQF;

Los dngulos APB y DQE se dicen aternos externos, asi como también EQF y CPB;

Los angulos APQ y PQF se dicen conjugados internos, asi como también CPQ y
POD;

los angulos APB y E QF se dicen conjugados externos, asi como también E QD y

BPC.

Teorema 2.16
Sean dadas tres rectas, tal que una de ellas interseca a las otras dos; si una

pareja de dngulos alternos internos estd formada por angulos congruentes,
entonces la otra pareja también lo esta. Si una pareja de angulos alternos
internos estd formada por angulos congruentes, entonces las parejas de
angulos alternos externos son congruentes. Si una pareja de angulos alternos
internos estd formada por dngulos congruentes, entonces las parejas de
angulos correspondientes son congruentes. Para cada uno de esto enunciados

el inverso también es valido.
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D

Figura 2.31. Angulos congruentes formados por dos rectas cortadas por una
transversal.

Demostracién. Supongamos (Fig. 2.31) que CAB = ABD, es decir, que son
congruentes dos dngulos alternos internos, entonces también EAB = ABH, ya
que son adyacentes a dngulos congruentes (teorema 2.5). Son congruentes los
angulos alternos externos H BG y F AE, porque son opuestos a dngulos congruntes
(teorema 2.6); son también congruentes CAF y DBG porque son adyacentes a
angulos congruentes. Por la propiedad transitiva de la congruencia se tiene que
FAE =~ ABD, EAB =~ GBD y FAC = ABH, CAB = HBG, es decir los 4ngulos

correspondientes son congruentes.

Teorema 2.17
Si dos rectas cortadas por una transversal forman dngulos alternos internos

congruentes, entonces las rectas son paralelas.
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Demostracion. La demostracion la haremos por reduccién al absurdo (Fig. 2.32).
Sea t la recta que interseca a r y s formando dngulos alternos internos congruentes,
supongamos que r y s no son paralelas, por tanto tendran un punto de interseccion
P. Consideremos el segmento AQ sobre la semirecta de origen A que no contiene
a P, tal que AQ = PB. Consideremos los tridngulos AAPB y AABQ); se tiene,
AQ = PB, AB = ABy ABP =~ BAQ por hipétesis; por el primer criterio de
congruencia, los tridngulos estudiados son congruentes, en particular se cumple,

PAB = ABQ.

Figura 2.32. Rectas r y s no paralelas.

Como B;X\Q es adyacente a BAP, entonces por el teorema 2.1 se tiene que PBA
y AB Q son adyacentes, por lo tanto, P, B, Q deben estar sobre la misma recta,
si consideramos los puntos P y Q vemos que existen dos rectas diferentes que
contienem a estos puntos, una la recta que contiene a P, Q, A y otra que contiene a

P,Q, B, lo que es una contradiccién con el axioma Al. ]

Noétese que hasta ahora no se ha usado el axioma de la paralela. Por tanto, el

teorema 2.17 es vélido también en la geometria, en la que no es valido el postulado

P.

Ejercicio. Demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 2.18
Sean dadas tres rectas r, s, t, tales que t interseca a las otras dos. Si los angulos

alternos externos son congruentes, entonces r y s son paralelas.

Teorema 2.19
Sean dados tres rectas 7, s, t tales que r L ty s L t, entonces r es paralela a s.

Demostracién. En la Fig. 2.33, por definicion, DAC y ABE son angulos rectos; el
FAB opuesto por el vértice del DAC es recto; por tanto, F AB y ABE son angulos
rectos, y por tanto congruentes. Como F AB y ABE son angulos alternos internos,

por el teorema 2.17, entonces, r es paralela a s (o bien r y s coinciden). O

Figura 2.33. Dos rectas perpendiculares a una tercera.

Teorema 2.20
(Inverso del teorema 2.17) Sean dadas tres rectas r, s, t, tales que t interseca a

las rectas r y s, si r y s son paralelas, entonces los dngulos alternos internos
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2.4. Angulos formados por dos rectas paralelas con una transversal

son congruentes.

Demostracién. Sean r y s dos rectas paralelas intersecadas por una recta t (Fig.
2.34). Suponiendo por absurdo que ABC no sea congruente a BAE, entonces por
el axioma C4 podemos transportar el ABC al semiplano que tiene como origen t y
que contiene E; haciendo que el vértice B coincida con el vértice A y la semirecta
BC recaiga en dicho semiplano. Supongamos sea BAD el angulo (congruente a
ABC) obtenido después del transporte, y sea u la semirecta de origen A contenida
en el semiplano en cuestion; aplicando el teorema 2.17, la recta u resulta paralela a
la recta s; de esta manera se surge una contradiccién, pues hemos encontrado dos

rectas paralelas a s que pasan por A. O

Figura 2.34. Rectas r y s paralelas.

Definicién 2.8
Sea aOb un angulo y sea ¢ una semirecta de origen O, interna al 4ngulo, tal

que aOc = cOb; ¢ se denomina bisectriz del aOb.
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Definicién 2.9
Sea AB un segmento y sea C un punto entre A y B, tal que AC = CB; C se

denomina centro del segmento AB. La recta que pasa por C y es perpendicular

a AB, se denomina mediatriz (o eje) del segmento AB.

Las tltimas dos definiciones se usardn también para definir nuevos conceptos en

el tridngulo.

Definicién 2.10
Sea AABC un tridngulo. La bisectriz de cualquier d&ngulo interno de AABC

se llama bisectriz del tridngulo.

Definicién 2.11
La semirecta (0 segmento) que une un vértice con el centro de lado opuesto

se llama mediana del tridngulo.

Definicién 2.12
La semirecta (o segmento) que parte de un vértice y es perpendicular al lado

opuesto (o su prolongacién) se dice altura del tridngulo.

2.5 Ejercicios resueltos

1. Sean AB y BC dos segmentos adyacentes y congruentes. Demuestre que, si D y
E son respectivamente sus centros, entonces DE = AB.
Hipétesis: AB = BC, AD = DB, BE = EC.

Tesis: DE = AB
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Figura 2.35. Segmentos sobre una misma recta.

Demostracién. Primero se prueba que DB = BE; esta demostracion se la hace

por reduccién al absurdo.

Supéngase que DB 2 BE, entonces DB % EC, pues la relaciéon de congruencia
es una relacién de equivalencia, ademds, AD 2 BE y AD 2 EC, por lo que

AB % BC, lo que es una contradiccién con la hipétesis; por tanto, DB = BE.
Aplicando el axioma C3 de la suma de segmentos a los siguientes:

AD = DBy DB = BE se tiene que AB = DE. [

. Cuatro puntos de una misma recta que estdn ordenados segin el alfabeto

A,B,C, Dy tales que AC = BD. Demuestre que AB = CD.
Hipotesis: A < B < C < D, AC= BD

Tesis: AB = CD

Figura 2.36. Segmentos sobre una misma recta.

Demostracion. Supéngase por reducccion al absurdo que AB 2 CD, entonces la
suma de AB y BC no es congruente con la suma de BC y CD, pero la suma de
ABy BCes AC, ylasuma de BC y CD es BD, por tanto, se ha demostrado que
AC 2 BD, lo que es una contradiccién. Por tanto, AB = CD. O

. Cinco semirectas de un haz individualizan cuatro dngulos consecutivos, tal que

el primero es congruente al cuarto y el segundo al tercero. Demuestre que si
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la primera y la quinta semirectas son opuestas, los dngulos formados por la
primera y tercera semirecta y por la tercera y la quinta son congruentes y rectos.

Grafique y extraiga la hipotesis y tesis.

hipétesis: Las semirectas a y e de origen coincidente O son opuestas; ab = de;

o~ o~

be = cd.

Tesis: ac = ce, ac y ce angulos rectos.

b
a
d
0]
e
Figura 2.37. Semirectas de un haz.
Demostracion.
ac = ce la suma de parejas de dngulos congruentes, es congruente;

ac es recto | ya que es congruente a su adyacente (a y e son semirectas opuestas);

ce es recto | ya que es congruente a su adyacente (a y e son semirectas opuestas).
O

4. Sea AOB un angulo, y OM y ON dos semirectas respectivamente
perpendiculares a los lados OA, OB del d&ngulo dado. Demuestre que el MON
es congruente al AOB, o bien a su adyacente. Grafique y extraiga la hipétesis y

tesis.
Hipétesis: AOB un angulo, OM 1 OA,ON 1L OB, BOA’ adyacente a AOB.

Tesis: MON = AOB o MON = BOA'.
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M

Figura 2.38. MON = AOB.

Figura 2.39. MON = BOA’,

Demostracién. Considérese los siguientes casos:

a) M y N estdin del mismo lado respecto a la recta OA (Fig. 2.38),
1) AOM = BON son angulos rectos y todos los

angulos rectos son congruentes;

2) El AON es la suma | definicién de suma de angulos;

de AOM y MON
3) El AaN es la suma | definicién de suma de dngulos;
AOBy BON
4) AON = AON propiedad reflexiva de la
congruencia de dngulos;
5) MON = AOB Diferencia de d&ngulos congruentes

(teorema 2.2y del),2)3)Y4).

b) My N estan en lados opuestos respecto a la recta OA (Fig. 2.39)
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1)

2)

3)

4)
5)

6)

AOM =2 MOA/

El NOM es la suma
de NOBy BOM

El BOA’ es la suma
de BOM y MOA'
NOB = AOM
NOB 22 MOA/

MON =2 BOA’

AOM es recto, por tanto es
congruentea su adyacente;

definicién de suma de dngulos;
definicién de suma de dngulos;

hipétesis (son dngulos rectos)
por 1) ,4) y transitividad de la
congruencia de dngulos;

por 2) y 3) y suma de dngulos

congruentes.

O

5. Dos rectas paralelas r y s son intesecadas por una transversal t. Sean A y B las

intersecciones respectivamente de f con r y s. Por el centro M de AB, trace una

transversal que interseca a v y s en C y D, respectivamente. Demuestre que M

es también centro de CD.

Figura 2.40. Rectas 7, s y t.

Demostracién. Los tridngulos AMCA y ADBM son congruentes por el segundo

criterio de congruencia. Como DM y MC son lados homologos de tridngulos

congruentes, se cumple, DM = MC. [
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6. Utilice el siguiente teorema y los criterios de congruencia para demostrar lo

que se pide.

Teorema 2.21
La suma de dngulos internos de un tridngulo es un angulo plano.

Dado el AAEC, y D un punto en el lado AC, tracese por D la perpendicular a
la recta AC (lldmese a esta recta r), sea B la interseccion entre r y el lado EC; sea
F un punto sobre la recta r tal que B estd entre F y D, y ademas, la recta AF sea
perpendicular a la recta EC; sea EA congruente AB, sea AABE un tridngulo
rectdngulo con dngulo recto en A. Demuestre que AABF = AAEC. Graficar y

determinar la hipétesis y tesis.

C

Figura 2.41. AAEC.

Hipétesis: AAEC, D un punto en el lado AC, r perpendicular a AC por D, B
la interseccién entre r y el lado EC, F un punto sobre la recta r tal que B esta
entre F y D, AF perpendicular a la recta EC, EA = AB, AABE un tridngulo

rectangulo con dngulo recto en A.

Tesis: AABF = NAEC.
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Demostracion. Por hipétesis (EA = AB) se tiene que el AAEB es isosceles, por
tanto, los dngulos en la base son congruentes ( a estos los llamamos «). En este
mismo tridngulo, se cumple que la suma de los dngulos internos es un dngulo
llano, luego se tiene que al sumar un dngulo recto con dos dngulos a nos da
un dngulo llano. Consideremos ahora el AAOB, este tridngulo por hipétesis
también es tridngulo rectdngulo y dos de sus dngulos son « y un dngulo recto;
lo que nos permite concluir por diferencia de dngulos que el B AO es también

congruente con el angulo a.

Si llamamos 7y al dngulo DCB y B al DBC, se tiene que el OBF también es
congruente con B (pues son opuestos por el vértice); mientras que el BFO es

congruente con 7y (suma de dngulos internos de un tridngulo).

Estudiemos ahora los tridangulos AAEB y ABAF, estos tienen los tres angulos
congruentes, pues tienen dos dngulos congruentes y el tercero (por la suma
de dngulos internos de un tridngulo) también lo es. Ademas, por el segundo
criterio de congruencia, estos tridngulos son congruentes (AE y AB congruentes

y los dngulos adyacentes a dichos lados congruentes). O

2.6 Ejercicios propuestos

1.

Demuestre que el dngulo formado por las bisectrices de dos angulos

consecutivos es congruente a su semisuma.

. Considere un angulo agudo ab, un éngulo recto ac, tal que b esta en su interior

y el angulo recto bd tal que la semirecta a estd en su interior. Demuestre que ab

y cd son suplementarios y tienen la misma bisectriz.

. Demuestre que las bisectrices de dos angulos opuestos por el vértice son

semirectas opuestas.

. Demuestre que las bisectrices de dngulos adyacentes forman un angulo recto.

. Dado un tridngulo equildtero AABC, considere tres puntos D, E, F sobre los

lados o las prolongaciones de los lados del tridngulo, tal que AD = BE = CF.

Demuestre que el ADEF es equilatero.
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10.

11.

. Dado un triangulo is6sceles AABC, considere sobre la recta de la base BC dos

puntos D y E, los dos internos o externos a BC, tales que BD = CE. Demuestre

que AD = AE.

Demuestre que dos tridngulos que tienen respectivamente congruentes dos

lados y las medianas relativas al tercer lado son congruentes, son congruentes.

. Demuestre que dos tridngulos rectdngulos son congruentes si tienen

congruentes:

a) un cateto y la bisectriz del &ngulo agudo adyacente;

b) un cateto y la bisectriz del &ngulo recto.

. Demuestre que son congruentes dos tridngulos que tienen congruentes:

a) dos lados y la mediana relativa a uno de esos lados;

b) dos lados y la mediana relativa al tercer lado.

Demuestre que dos tridngulos son congruentes si tienen congruentes un lado y

la mediana y la altura relativas a dicho lado.

La altura relativa a la hipotenusa de un tridngulo rectangulo lo divide en dos

tridngulos que tienen los d&ngulos congruentes.
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3

Longitud de segmentos y amplitud de

dangulos

3.1 Comparacion entre segmentos

En esta seccién se busca comparar segmentos intuitivamente; esto quiere decir que
si dos segmentos no son congruentes, se pueda decidir cudl de ellos es mayor; este

objetivo se alcanza mediante la aplicaciéon del axioma de transporte C1.

Definicién 3.1
Consideremos dos segmentos AB y CD, por el axioma C1 del transporte
entre segmentos es posible transportar, sobre la semirecta AB de origen A ,
un segmento congruente a CD, sea AE. Supongamos ademads que E precede

a Benelordende A a B, es decir E < B (Fig. 3.1). En tal caso se dird que el

segmento CD es menor que el segmento AB y se escribirda: CD < AB.

Figura 3.1. AB > CD.

Pero puede suceder que, dados dos segmentos AB y CD (Fig. 3.2), transportando
el segmento CD sobre la semirecta AB de origen A, sobrepase al segmento AB

(sea AE = CD); el punto E sigue a B en el ordenamiento de A a B; es decir, B < E.



3.1. Comparacién entre segmentos

En tal caso se dice que el segmento CD es mayor que el segmento AB, y se escribe:

CD > AB.

A B

C D

Figura 3.2. AB < CD.

Recordando la defincién dada antes de segmento menor, se puede también decir

que el segmento AB es menor que el segmento CD, y escribir AB < CD.

Surge de manera espontdnea la pregunta, ;qué relacién existe entre los conceptos

de “mayor” y “menor” de segmentos?

Teorema 3.1
Consideremos dos segmentos AB y CD, es vélido uno y s6lo uno de los

siguientes enunciados: AB < CD, AB = CD, AB > CD.

Demostracién. Dados dos segmentos AB y CD, consideremos la semirecta de
origen A que contiene a B; por el axioma C1 se puede determinar sobre tal
semirecta un punto E , tal que AE = CD. Se presentan en la determinacién
de E sobre AB tres posibilidades; primero fijemos un orden; supongamos de A
hacia B, el punto E precede, coincide o sigue al punto B (E < B,E = B,E > B). Si
E precede a B, entonces CD < AB; si E coincide con B, entonces CD = AB; si E

sigue a B, entonces CD > AB.

Se puede observar que cualquiera de las tres posibilidades excluye a las otras

dos. O]

Las relaciones < y > entre segmentos son una la inversa de la otra; en el sentido

de que si es valido que AB > CD entonces es valido que CD < AB, y viceversa.
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Teorema 3.2
La relacién < (>) entre segmentos es una relacion de orden estricto.

Demostracion.

a) La relaciéon < entre segmentos es antireflexiva, pues cualquiera que sea el
segmento AB no se tiene que AB < AB, por cuanto, AB = AB y por el

teorema 3.1.

b) La relacién < entre segmentos es transitiva (AB < CD y CD < EF, entonces
AB < EF); por hipétesis se tiene que AB < CD, por tanto, existe (por el axioma
de transporte) sobre la semirecta AB de origen A un punto G tal que CD = AG
y G = B (Fig. 3.3), por tanto, AB < AG. Por hipétesis CD < EF, luego se tiene
que existe un punto H sobre la semirecta CD de origen C que contiene a D
tal que CH = EFy H >~ D. Como CD = AG se tiene que AG < EF; de esto
ultimo podemos decir que sobre la semirecta AG de origen A que contiene a
G existe un punto K, tal que AK = EF y K > G; resumiendo, B < G < K, por
tanto, AB < AK; como AK = EF se tiene que AB < EF.

A B

C D H
C D
E r A B G K

Figura 3.3. Comparacién de segmentos.

Teorema 3.3
Si AB < CDyCD = EF, entonces AB < EF.
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3.2. Longitud de un segmento

La demostracién de este teorema queda como ejercicio para el lector.

3.2 Longitud de un segmento

En esta seccion se pretende dar el concepto de suma de segmentos, pero antes de

ello necesitamos definir la longitud de un segmento.

Sean ABy CD dos segmentos (Fig. 3.4) que pertenecen a la recta r. Por el axioma
del transporte se puede determinar un punto E, tal que BE = CD; en este caso
es intuitivo llamar al segmento AE: suma de ABy CD. Analogamente, se puede
tomar un segmento DF = AB y llamar a CF el segmento suma de CD y DF. Por
la congruencia de AB y DF, se puede decir que CF es la suma de ABy CD. Por lo
tanto, los dos segmentos distintos AE y CF se pueden considerar como la suma
de AB y CD. Estas observaciones nos permiten concluir que por suma de dos
segmentos debe considerarse indiferentemente AE o CF o cualquier otro segmento
XY, tal que XY = AE y XY = CF; es decir, por suma debe entenderse una clase
de todos los segmentos congruentes entre si. Andlogamente, AE es la suma tanto
de ABy BE como de CD y DF, ya que AB = DF y BE = CD; es decir, AE es
la suma de dos segmentos que pertenecen a dos clases constituidas cada una de
segmentos congruentes. Para indicar la clases de segmentos congruentes a AB se
usard la notacion |AB| que llamaremos longitud de AB . La longitud sera denotada
mediante letras mintsculas 4, b, ¢, - Por ejemplo, la longitud a de AB se indicara

asia = |AB].

Figura 3.4. Longitud de un segmento.

Definicién 3.2
Por longitud de un segmento AB, se entiende la clase de todos los segmentos

congruentes a AB (es decir, la clase de equivalencia respecto a la relacion de
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congruencia entre segmentos, a la cual AB pertenece).

Se ha introducido el término longitud para acortar el lenguaje; en efecto, de
aqui en adelante en lugar de decir “clase de segmentos congruentes a AB” se dira
“longitud de AB”; en lugar de decir “clase de segmentos suma de dos segmentos”
diremos simplemente “longitud suma de dos longitudes dadas”, etc. Ademas,
para avanzar mds rdpidamente, cuando sea necesario operar sobre los elementos
de una clase, se tomard como representativo cualquier elemento de la misma. Por
ejemplo, si queremos hablar de la suma de las longitudes de dos segmentos AB
y CD consideraremos, por ejemplo, la recta AB y sobre esta transportaremos el

segmento BE = CD, entonces escribiremos (Fig. 3.4):
|AB| + |CD| = |AE|

Entre las longitudes hay una operacién que la hemos indicado con el signo + y
que la llamaremos adicion entre longitudes. Tal operacion es interna (dado que
la adicién entre longitudes es también una longitud) y goza, como se demostrara
de las propiedades conmutativa y asociativa. N6tese que usamos el signo + para
indicar la operacion de adicion entre longitudes; es decir, el mismo signo que se

usa para la adicién de nameros.

Teorema 3.4
La adicion de longitudes satisface las propiedades conmutativa y asociativa.

Demostracién. Sean ay b dos longitudes y consideremos las dos sumasa + by b+ a.
Consideremos dos segmentos adyacentes AB 'y BC de longitudes respectivamente

ay b (Fig. 3.5).
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3.2. Longitud de un segmento

Figura 3.5. Interpretacion geométrica de la suma de segmentos.

Se tiene que a + b = |AB| + |BC| = | AC|.
Como |AC| = |[CA|y |CA| = |CB|+ |BA| =b+a
por tanto, se concluye quea +b = b +a.

Para demostrar la asociatividad, consideramos los segmentos dos a dos
adyacentes AB,BC y CD de longitudes respectivamente a,b y c (Fig. 3.6). Se
tiene que a+b = |AC|, b+ ¢ = |BD| y por tanto (a + b) + ¢ = |AD| también
a+ (b+c) =|AD|, luego se tiene que:

(a+b)+c=a+(b+c)

Figura 3.6. Interpretaciéon geométrica de la propiedad asociativa de la suma de

segmentos.

]

La validez de la propiedad asociativa de la adicién entre longitudes permiten
simplificar la notacién de la adiciéon de tres o mas longitudes; es decir, se puede
omitir los paréntesis; se escribird de aqui en adelante simplemente a 4 b 4 c en

lugarde (a+b)+c o a+ (b+c).
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Teorema 3.5
Con respecto a la suma de longitudes, existe un tinico elemento neutro, es

decir, la longitud que sumada a una longitud b cualquiera, da como resultado

b misma.

Demostracién. Consideremos la clase de los segmentos AA, BB, CC, etc; estos son
congruentes entre si, por tanto, |AB| + |BB| = |AB| ademas |AA| + |AB| = |AB|;
la clase que se ha introducido es la de longitud nula, y la notaremos mediante

0. ]

La demostracién de la unicidad se deja como ejercicio.

3.3 Comparacion entre longitudes

Sean AB y CD dos segmentos de longitud a y b respectivamente; si AB < CD,
cualquier segmento de longitud a serd menor de cualquier segmento de longitud

b por el teorema 3.3. Por tanto, se puede dar la siguiente definicién:

Definicién 3.3
Dadas dos longitudes a y b, decimos que a es menor que b y escribimos a < b

si un segmento de longitud 2 es menor que un segmento de longitud b.
Andlogamente se puede definir la relaciéon de mayor (>) entre longitudes.
Ejercicio.
1. Dar la definicion de a > b.

2. Demostrar el siguiente teorema

Teorema 3.6
La relacién < (>) entre longitudes es una relacién de orden estricto.
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3.3. Comparacién entre longitudes

Teorema 3.7
Dadas las longitudes a y b, condicion necesaria y suficiente para que a > b es

que exista una longitud c (c # 0) tal que b + ¢ = a.

a Q
A E B
b .
C D

Figura 3.7. Longitud 2 mayor que la longitud b.

Demostracion.

=) Seana = |AB|y b = |CD|; sia > b (Fig. 3.7), entonces por definicién de
la relacién > entre longitudes y segmentos, es posible transportar el segmento
CD sobre AB de modo que existe un punto E comprendido entre A y B tal que
AE = CD. Luego, |AB| = |AE| + |EB]J; si denotamos por ¢ = |EB| se tiene que
a=>b+ec.

<) Supongamos ahora que a = b + ¢. Consideremos sobre una recta los puntos
A,E y B, de modo que |AE| = by |EB| = ¢; como AB > AE, se tiene que
a>b. O

Note que, debido a que el segmento nulo es menor que cualquier otro, también
su longitud es menor que cualquier otra; por tanto, cualquiera sea a, sia # 0, se

tiene a > 0.

Definicién 3.4
Se dice parte de un segmento AB a todo segmento CD cuyos extremos

pertenecen al segmento AB y no coinciden simultdneamente con A y B.

Teorema 3.8

1. La longitud de un segmento es mayor que la longitud de una parte;
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2. Un segmento no es congruente a una parte.

La demostracién de este teorema se deja como ejercicio.

Definicién 3.5
Se llama diferencia de dos longitudes a y b (con a > b) a la longitud c tal que

a = b+ c; tal longitud se representa también mediante ¢ = a — b.

Observemos que respecto a la adicién de longitudes no puede existir el elemento
opuesto de una longitud a(# 0), es decir, el elemento a’ tal que a 4+ a’ = 0; en efecto,
si existiera, se tendria por el teorema 3.8 que 0 > a, contrario a la observaciéon

hecha al final del teorema 3.7.

3.4 Comparacion de angulos convexos

Realizaremos consideraciones similares a las realizadas en la seccién 3.1, en este
caso para dngulos convexos. Primero indicamos cudndo un dngulo convexo se

dice menor (mayor) que otro, recordando para este proposito, el axioma C4.

Definicién 3.6
Dados los angulos convexos ABC y DEF (Fig. 3.8) si existe un punto G
interno a DEF tal que DEG = ABC, decimos que ABC es menor que DEF
(o que DEF es mayor que ABQ), y lo notamos por ABC < DEF (o DEF >
ABC).
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Figura 3.8. Angulo ABC menor que el DEF.

Son validos para los dngulos convexos los teoremas anédlogos a los ya enunciados

en la seccion 3.1. Las demostraciones quedaran como ejercicio.

Teorema 3.9

Dados los angulos convexos ABC y DEF, es vélida una y s6lo una de las

siguientes relaciones: ABC = DEF, ABC < DEF o ABC > DEF.

Teorema 3.10
La relacién <(>) entre &ngulos convexos es una relaciéon de orden estricto.

Definicién 3.7
Un 4dngulo convexo menor que un dngulo recto se llama agudo, un angulo

mayor que un dngulo recto se llama obtuso.

Teorema 3.11
Siab < cd (ab > E;l)ygc\i%gj\f,entoncesoﬁa < e?(tﬁ) > gj\f).
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3.5 Amplitud de dngulos convexos

En esta seccion hacemos las consideraciones realizadas en las secciones 3.2 y 3.3 y
dado que existen muchas analogias, procederemos de manera rapida. Pero hay
que hacer una importante diferencia pues la suma de dngulos convexos no siempre

existe.

Definicién 3.8
Dado un angulo convexo ab, llamaremos amplitud de tal dngulo a la clase de

todos los dngulos a él congruentes; es decir, la clase de equivalencia respecto

a la relacién de congruencia entre dngulos a la cual pertenece ab.

Indicaremos la amplitud de un dngulo ab mediante dos barras verticales, o con

una letra griega mindscula: « = |ab|.

Cuando se considere una amplitud dada, para simplificar el discurso, se tomara
un particular &ngulo como representante de la clase; en general, cuando no exista
riesgo de confusién se usard la misma letra griega para indicar la amplitud del

angulo o para indicar a un representante de la clase.

Si consideramos dos dngulos convexos pueden presentarse dos casos como en la

Fig. 3.9.
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a) A b)

Figura 3.9. Suma de dngulos convexos.

En el caso a), la suma de los dos angulos convexos es también un dngulo convexo;
en el caso b), la suma de dos dngulos convexos no es un dngulo convexo; por esta

razén en el conjunto de d&ngulos convexos la adiciéon no siempre estd definida.

Este hecho diferencia la amplitud de la longitud. Nos limitaremos por lo tanto a

considerar solo dngulos convexos y angulos suma convexos.

Teorema 3.12
Si existe la suma a + B de dos dngulos convexos a y B, entonces existe también

la suma B + a y se tiene que &« + f = B + a. La adicién goza ademas de la

propiedad asociativa.

Teorema 3.13
Respecto a la adicién entre amplitudes, existe y es tinico el elemento neutro,

es decir, la amplitud que adicionada a la amplitud « cualquiera, da como

resultatado «.
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Definicién 3.9
Se dice que ABC es una parte del dngulo DBFsi A y C son puntos internos del

DBF (Fig. 3.10 a)) o uno de ellos es interno y el otro estd sobre uno de sus

lados (Fig. 3.10 b)).

a) b)

Figura 3.10. Angulo ABC es una parte del DBF.

Teorema 3.14
Toda amplitud de un dngulo es mayor que la amplitud de una de sus partes.

La demostracién del teorema anterior queda como ejercicio.

Notas

1. Los dngulos convexos ab y ba tienen la misma amplitud (Fig. 3.11).
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3.5. Amplitud de dngulos convexos

Figura 3.11. Angulos ab y ba.

2. Siados dngulos convexos congruentes se adicionan dos angulos convexos
congruentes, las respectivas sumas (supuestas convexas) son congruentes

(Fig. 3.12); es decir, sia = By v = § entonces « + ¢y = B+ 4.

Figura 3.12. Suma de dngulos congruentes

3. Esvalida la propiedad inversa de la anterior; es decir, sia + 7y = B +Jy

ademas & = p entonces v = 4.

Si dos dngulos ab y ac de amplitud « y B respectivamente no son congruentes,

existe un dngulo de amplitud <y tal que entre la amplitud « y B es védlida una y sé6lo
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una de las siguientes relaciones:

a) B =« + vy (Fig. 3.13).

Figura 3.13. « < B, |ac| = B.

b) a = B+ v (Fig. 3.14).

Figura 3.14. B < a, |ab| = «.

En el caso de a) se dice que la amplitud « es menor que la amplitud B y se escribe

a < B; enel caso b) se dice que « es mayor que By se escribe a > B.
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Si B = a + 1, la amplitud de < se puede indicar también como: v = p —a y se

dice diferencia de las dos amplitudes B y «.

Se puede demostrar quesia = By ¥ = dyademds vy < a y J < fB, entonces
o — 7y = B — 0, es decir, las diferencias de parejas de dngulos congruentes son

congruentes.

Ejercicio.

Demostrar las siguientes proposiciones:
1. Sia = |6/IE|,‘B = |E(\7l| ya < ,Bentonces@ < cd.
2. Sia = |5;E|,/3 = |Ec\71| ya > /Sentonces@ > cd.

3. Las diferencias de dngulos respectivamente congruentes son congurentes.

3.6 Aplicaciones a los tridngulos

En la presente seccién vamos a ver ejemplos de aplicaciones de los resultados

vistos hasta ahora, en las propiedades de los tridngulos.

Teorema 3.15
(Teorema del angulo externo) En un tridngulo cada dngulo externo es mayor

que cada uno de los dngulos internos no adyacentes a éL.

A B D

Figura 3.15. Angulo externo de un tridngulo.

Demostracion. Sea A ABC un tridngulo (Fig. 3.15). Consideremos el C BD, habiendo

colocado al punto D de tal manera que BD = AC, queremos demostrar que
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CBD es mayor que los dangulos ACB y BAC. Demostremos primero que CBD >
ACB; para hacer esto supondremos inicialmente que C BD =2 ACB. Si esto fuese
cierto se tendria que AABC = ACBD (por el primer criterio de congruencia), en
particular seria ABC = BCD. Como ABC es adyacente a CBD, por el teorema
2.1, lo mismo deberia suceder con los dngulos BCD y ACB, es decir D deberia
estar sobre el segmento AC; en este caso los puntos A, B, D y C estarian alineados,
en contradiccién con la hipétesis de que AABC es un tridngulo. Por tanto, se ha
demostrado que un dngulo externo a un tridngulo no puede ser congruente a uno

de sus angulos internos no adyacentes.

Demostremos ahora que no puede suceder que CBD < ACB. En efecto, si
suponemos que si es menor, existirfa una semirecta CX (Fig. 3.16) de origen C
interna al ACB tal que XCB =2 CBD.SeaE el punto de interseccién entre CX y AB,
el ACBE tiene un dngulo interno congruente a un dngulo externo, en contradiccién

a lo demostrado en el parrafo anterior. Por lo tanto, no puede ser C BD < ACB.

Se ha probado entonces que C BD > ACB. De modo anélogo se demuestra que
ABF > CAB, y como ABF = CBD se tiene que por el teorema 3.11 se cumple
CBD > CAB O

Figura 3.16. Angulo externo de un tridngulo.
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Teorema 3.16
En un tridngulo la amplitud de cada dngulo externo es igual a la suma de las

amplitudes de los dos angulos internos no adyacentes.

Figura 3.17. Interpretacion teorema 3.16.

Demostracion. Consideremos el angulo externo C BD de un ANABC, del vértice B
trazamos la recta BE paralela a AC (Fig. 3.17). E es interno al CBD, por tanto
|ICBD| = |CBE| + |EBD|.

Por el teorema 2.20 se tiene que ACB = CBE y BAC = EBD.

Sustituyendo en la igualdad anterior se tiene |CBD| = |ACB| + IBAC|. Basta
finalmente observar que ABF = CBD (opuestos por el vértice) para que el teorema

sea completamente demostrado.

Teorema 3.17
En un triangulo, la suma de los dngulos internos tiene una amplitud de un

angulo plano.
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Corolario 3.1
Los éangulos no rectos de un tridngulo rectdngulo son agudos y

complementarios.

Teorema 3.18
Si en un tridngulo dos lados no son congruentes, al lado mayor se opone el

angulo mayor y viceversa.

Figura 3.18. Interpretacion teorema 3.18.

Demostracion.

1. Supongamos que en el AABC Fig. 3.18, el lado BC es mayor al lado AB, se
tiene que demostrar que el BAC es mayor al ACB. Sobre el lado BC, tomamos
un punto D tal que BD = AB. E1 AABD es is6sceles por tanto los angulos en
la base son congruentes (BA\D = AZ/D\B). Por el teorema 3.15 (cualquier angulo
externo de tridngulo es mayor que cualquiera de sus dngulos no adyacentes)
considerando el AACD se tiene que ADB > ACD y por el teorema 3.11 se
tiene que BAD > ACD. Pero BAD < BAC (ya que el primero es una parte del
segundo), se tiene por transitividad que BAC > ACB.

2. Ahora probemos que si BAC > ACB, entonces BC > AB. Si fuese BC =2

126



3.6. Aplicaciones a los tridngulos

AB entonces por el teorema 2.8 (dngulos opuestos a lados congruentes son
congruentes) seria BAC = ACB, lo que no es posible. Si fuese BC < AB, por
la primera parte de este teorema seria BAC < ACB, lo cual no es posible. Por

tanto debe ser necesariamente BC > AB.

Corolario 3.2
En un tridngulo rectangulo la hipotenusa es el lado mayor.

Teorema 3.19
En cada tridngulo la suma de las longitudes de dos de sus lados es mayor

que la longitud del tercer lado.

A B

Figura 3.19. Ilustracién del teorema 3.19.

Demostracion. Dado el AABC se desea probar que |AC| + |CB| > |AB|, |AB| +
|AC| > |BC| y que |AB| + |BC| > |AC|. Probaremos la primera, las demds se

prueban de forma anéaloga.
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1)
2)

3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

10)
11)
12)

CD prolongacion de AC
CD =CB

cD| = [cB

ABCD es isoscels
CBD = CDB

BC es interno al ABD
ABD > CBD

ABD > CDB

|AD| > |AB|

|AD| = |AC| + |CD|
|AD| = |AC| + |CB]
|AC| + |CB| > |AB]

Corolario 3.3
En cada tridangulo la longitud de cada lado es mayor que la diferencia de los

otros dos.

construccion;

construccion, axioma de traslado de
segmentos congruentes;

de 2);

de 2);

de 4);

Cestaentre Ay D;

todo dngulo es mayor a una de sus partes;
de 5)y 7);

En un tridngulo a &ngulo mayor se opone
lado mayor;

construccion;

3)y 10);

11) y 9).

Teorema 3.20
Si en un tridngulo dos dngulos son congruentes, también los dos lados

opuestos son congruentes.

Corolario 3.4
Si los tres dngulos de un tridngulo tienen la misma amplitud entonces los

tres lados tienen la misma longitud.

En base al teorema 3.17, es claro que no pueden existir tridngulos con dos dngulos

rectos, de lo contrario la suma de los dngulos internos seria mayor que un angulo
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3.7. Triangulos rectangulos

plano. Nétese que el teorema 3.17 se basa en el teorema 3.16, el cual se basa en el
teorema 2.20, y este tiltimo se basa en el axioma P. Por tanto, el teorema 3.17 es

vélido solo en la geometria en la cual se requiere de P.

3.7 Triangulos rectingulos

En esta seccién haremos consideraciones vélidas tinicamente para los triangulos

rectangulos.

Teorema 3.21
Dos triangulos rectdngulos son congruentes si tienen congruentes los catetos

respectivos (Fig. 3.20)

12

Figura 3.20. Ilustracién del teorema 3.21.

Teorema 3.22
Dos tridngulos rectangulos son congruentes si tienen un cateto (Fig. 3.21 a))

(o hipotenusa Fig. 3.21 b)) y un dngulo agudo congruente.
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3.8. Ejercicios resueltos

Il

A B Al B
a) b)

Figura 3.21. Tridngulos rectdngulos congruentes.

Teorema 3.23
Dos tridangulos rectangulos son congruentes si tienen un cateto y la

hipotenusa congruentes (Fig. 3.22).

I

A B A/ B/

Figura 3.22. Tridngulos rectdngulos congruentes.

3.8 Ejercicios resueltos

1. Dado un paralelogramo ABCD, sea E un punto sobre la prolongacion de AB, tal
que BE = BC, y sea F un punto sobre la prolongacién de AD tal que CD = DF.

Demuestre que:

a) E,Fy C estan alineados;

Hipétesis: ABCD paralelogramo; BE = BC; CD = DF.
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3.8. Ejercicios resueltos

Tesis: E, F y C estan alineados.

A B E

/ [

Figura 3.23. Paralelogramo ABCD.

P

Demostracién. Los tridngulos ADCF y ABEC son is6sceles; por tanto,
DFC =~ DCF y BCE = BEC.
Por angulos correspondientes en rectas paralelas cortadas por una

transversal se cumple:

FDC =2 DCB = CBE

Por suma de angulos internos de un tridngulo se tiene que:
DCF = BCE

Por suma de dngulos se tiene que la suma de los dngulos DCF, BCD y BCE
es un angulo llano; por tanto, F CE esun angulo llano. Es decir, los puntos

E,F y C estan alineados. O

b) Todos los paralelogramos que tienen un lado sobre AB y el otro sobre AD y
el cuarto vértice sobre FE tienen perimetros congruentes (Perimetro es la

suma de los lados).
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3.8. Ejercicios resueltos

Hipétesis: ABCD paralelogramo; BE = BC; CD = DF; AJIH
paralelogramo.

Tesis: Los paralelogramos ABCD y AJIH tienen el mismo perimetro.

Demostracion. E1 AKIC es isosceles (los angulos en C e I son congruentes);
luego, CK = KI. Ademés, DH = CK = KI = B], HA= KB = 1], DC =
HK = AB.

Como el perimetro de ABCD es la suma de DC, CK, KB, AB, HAy DH;
ademas, el perimetro de AJIH es la suma de AB, BJ, I], KI, HK y HA.
Debido a las congruencias anteriores se tiene que la suma de las longitudes

de los lados de los dos paralelogramos es la misma.

Figura 3.24. Paralelogramo ABCD.

]

2. Sien un tridngulo se une un punto interno P con los dos extremos de uno de
sus lados (se trazan dos segmentos desde P, uno a cada extremo), el &ngulo
formado por estos segmentos es mayor que el &ngulo entre los otros dos lados

del tridngulo no considerados.
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3.8. Ejercicios resueltos

A

Figura 3.25. Punto P interno al AABC.

Hipétesis: AABC; P un punto interno del tridngulo.

Tesis: APB > AéB

Demostracién. Prolongando el segmento AP hasta intersecar con el lado BC en

el punto Q. Considerando el ABPQ, se tiene que el APB es externo y por tanto:
|APB| = |BQP| + |PBQ) (3.1)
Considerando el AACQ, se tiene que el BQP es externo y por tanto:
|IBOP| = |CAP| + |ACB] (3.2)
De las ecuaciones 3.1 y 3.2 se tiene:
|APB| = |CAP| + |ACB| + | PBQ]
luego ACB es una parte de APB, y por tanto:
APB > ACB
O]

. Sienun AABC el lado BC es mayor que los otros dos lados, y en él se toman
los segmentos BP = BA, CQ = CA, entonces el PAQ es congruente a la mitad

de la suma de los dos dngulos adyacentes al lado mayor BC.
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A

Figura 3.26. AABC.

Hipétesis: AABC, BC es el lado mayor, Py Q puntos del lado BC, BP = BAy
CQ = CA.

Tesis: |PAQ| = |B‘JZF‘C|

Demostracion. Los triangulos AACQ y AABP son is6sceles por tener dos lados

congruentes, por tanto se tiene:

|AQC| = [CAQ| =« (3.3)
y
IBAP| = |APB| = B (3.4)
En el AAPQ se cumple:
&+ B+ |PAQ|

es un dngulo llano y en el AABC se cumple:
a+p+|B|+|C| - |PAQ|

es un angulo llano.

Como los dngulos llanos son congruentes, se tiene:
a+ B+ |PAQ| = a + B+ |B| +|C| — |PAQ|

de donde:
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3.8. Ejercicios resueltos

4. Sien un tridngulo se une un punto interno con los extremos de un lado, entonces
la suma de los dos segmentos formados es menor que la suma de los lados no

considerados.

A

Figura 3.27. Segmentos formados por un punto interior a un tridngulo y sus

vértices.

Hipétesis: P un punto interno del AABC.

Tesis: AP 4+ BP < AC + BC

Demostracién. Prolongando el segmento AP hasta intersecar con el lado BC en

el punto Q. Considerando el ABPQ), se tiene que:

BP < BQ + PQ (3.5)
Ahora considerando el AACQ, se tiene que:

AQ < AC+CQ (3.6)

Sumando las desigualdades (3.5) y (3.6),

AQ+ BP < AC +CQ + BQ+ PQ

Restando a los dos lados de la desigualdad PQ
AQ—PQ+BP < AC+CQ+BQ+PQ—PQ
como AQ — PQ = APy CQ + BQ = BC se obtiene:

AP+ BP < AC+ BC
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3.8. Ejercicios resueltos

. En un triangulo, la suma de los tres segmentos que une un punto interno con
los tres vértices es menor que el perimetro y mayor que el semiperimetro del

tridngulo.
Hipétesis: P un punto interno del AABC
Tesis: AP+ BP +CP < AB+AC+BCy

AP + BP + CP > ABTACHBC

A

Figura 3.28. Suma de segmentos formados por un punto interno a un tridngulo.

Demostracién. Utilizando la proposicién anterior, se cumplen las siguientes

desigualdades:
AP+ BP < AC+ BC (3.7)
BP +CP < AB+ AC (3.8)
CP+ AP < BC+ AB (3.9)

Sumando las desigualdades (3.7), (3.8) y 3.9) se obtiene
2AP +2BP +2CP < 2AB +2BC + 2AC
de donde se concluye que:
AP+ BP+CP < AB+BC+ AC

Para demostrar la segunda desigualdad consideramos los tridngulos internos y
aplicamos el teorema que indica que la suma de dos lados de un triangulo es
mayor al tercero.

AP+ BP > AB (3.10)
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AP+ CP > AC (3.11)
CP+BP > CB (3.12)
Sumando las desigualdades (3.10), (3.11) y 3.12) se obtiene
2AP+2BP+2CP > AB+ AC+CB

Por lo que se puede concluir que:

AB+ AC+ BC
2

AP+ BP+CP >

]

. Dados los dngulos convexos ABC y DEF, es valida una y s6lo una de las

siguientes relaciones: ABC = DEF, ABC < DEF o ABC > DEF.

F C’

Figura 3.29. Angulos ABC y DEF.

Hipétesis: ABC y DEF
Tesis: ABC = DEF o ABC < DEF o ABC > DEF.

Demostracién. Por el axioma de transporte de dngulos, dada la semirecta ED
de origen E que contiene a D, existe una tinica semirecta (de origen E) sobre
el semiplano de origen ED que contiene al punto F; llamenos a esta semirecta
EC/, tal que el ABC = DEC’ . Esta semirecta puede ser interior al DEF o
puede coincidir con la semirecta EF, o puede ser exterior al DEF; pero, no
pueden ocurrir las tres posibilidades simultdineamente. Las tres posibilidades
anteriores muestran que solo puede ocurrir una sola de las siguientes relaciones

ABC = DEF 0 ABC < DEF o ABC > DEF. u
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3.9. Ejercicios propuestos

3.9 Ejercicios propuestos

1.

10.

11.

12.

Dado un AABC, demuestre que la bisectriz de un dngulo divide al lado opuesto

en dos partes, cada una menor al lado adyacente.

. Sienun AABC se cumple que AB < AC, la bisectriz AM divide al lado opuesto

en dos partes BM y MC tales que BM < MC.

. En un tridngulo cada mediana es menor que la semisuma de los dos lados

concurrentes a ella y mayor que su semidiferencia.

. Si en un tridngulo dos medianas no son congruentes, a la mediana mayor le

corresponde el lado menor.

. La suma de dos dngulos opuestos en un cuadrildtero es menor que dos dngulos

planos.

. En un cuadrildtero convexo cada diagonal es menor que el semiperimetro.

Si dos lados de un tridngulo no son congruentes, la mediana trazada de su
vértice comun forma con el lado opuesto dngulos no congruentes y al angulo

mayor se opone el lado mayor.

. En un tridngulo rectdngulo, la hipotenusa es mayor que la semisuma de los

catetos.

. Si en un tridngulo una mediana es congruente con la mitad del lado donde ésta

recae, entonces el tridngulo es rectdngulo y aquel lado es la hipotenusa.

Si en un tridngulo rectdngulo un dngulo agudo es el doble del otro, entonces la

hipotenusa es el doble del cateto menor.

En un tridngulo rectangulo, el angulo formado por la mediana y la altura
relativa a la hipotenusa es congruente a la diferencia de los dos dngulos agudos

del tridngulo.

Si dos tridngulos tienen congruentes sus dngulos y el perimetro, entonces los

tridngulos son congruentes.
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4

Transformaciones geométricas

elementales: Simetria central,

traslaciones

4.1 Isomorfismos

Supondremos la existencia de al menos dos planos « y B.

Definicién 4.1
Una correspondencia biunivoca f (biyeccion) entre puntos de dos planos a y

B, tal que a rectas de un plano le hace corresponder rectas del otro plano, se

llama isomorfismo entre o y P.

Figura 4.1. Isomorfismo de « en .

En otras palabras, el isomorfismo f hace corresponder a los puntos del plano «
los puntos de 3; ademads, cuando se dice que f hace corresponder rectas de a con

rectas de B, se quiere decir que f mantiene la alineacién de los puntos, es decir,



4.1. Isomorfismos

que si tres puntos A, B y C de «, pertenencientes a la recta a, sus correspondientes
que indicamos con A’, B’ y C’, pertenecen a la recta a’ correspondiente a a segun f

(Fig. 4.1). Se indicara el isomorfismo mediante

fra—pB

Sila recta ¥’ C B es la correspondiente de r C «a, se escribird v’ = f(r) (se lee “r
prima es igual a f de r ” )(Fig. 4.1). Observemos que, ya que f transforma rectas en
rectas, f conserva la relacién de orden entre los puntos, por tanto, si C estd entre A
y B, también C’ debera estar entre A’ y B'. Esto implica que f hace corresponder

un segmento con un segmento.

Teorema 4.1
Si f es un isomorfismo entre « y f; f transforma un semiplano de a de origen

r en un semiplano de B de origen ' = f(r).

Demostracion. Sean A y B dos puntos del plano a que no pertenecen a la recta
r origen de un semiplano o' de w (Fig. 4.2). Por definicién de semiplano, si
A € o'y B € &, se tiene que la interseccién del segmento AB con la recta r
es el conjunto vacio; pero f es una aplicacion biyectiva; por tanto, todo conjunto
vacio se corresponde por f con un conjunto vacio; por tanto, si A’, B' y #’ son
los correspondientes de A, B y r en el isomorfismo indicado, se tiene que la
interseccién entre el segmento A’B’ y 1’ es el conjunto vacio. Esto significa que A’
y B’ estdn en el mismo semiplano de origen r’. Ademds, tomando dos puntos C 'y
D situados en partes opuestas respecto a r, el segmento CD tiene un punto P sobre
r. Se tiene, por la correspondencia biunivoca, que ademds el segmento C'D’ debe
tener un punto de interseccién con 1/, y por tanto, C' y D’ pertenecen a semiplanos
opuestos de B (Fig. 4.2). Pero si los correspondientes de los puntos del semiplano
o’ estan del mismo lado respecto a 7/, esto significa que al semiplano « de origen r

le corresponde un semiplano de origen 7. O
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4.1. Isomorfismos

Figura 4.2. Transformacién de un semiplano mediante un isomorfismo.

Teorema 4.2
Un isomorfismo f hace corresponder a rectas incidentes de a, rectas

incidentes de f3; a rectas paralelas de «, rectas paralelas de .

Demostracion. En efecto, si r N's = {P}, el correspondiente de P es el punto P/,
tal que P’ € ' Ns’, esto ultimo debido a que el correspondiente P’ de P debe
pertenecer a la recta ¥’ = f(r), y también debe pertenecer a la recta s’ = f(s) (Fig.
4.3). Ademas, el punto P’ es el tinico punto de la interseccion de 1’ y s, dado que

estas rectas son distintas.

Supongamos ahora que ||t con r Nt = @; supongamos por reduccién al absurdo
que f(r) N f(t) # @, por tanto, tendrd al menos un elemento; sea este el punto Q’,
como f es una correspondencia biunivoca que conserva la pertenencia, deberia
existir en & un punto Q = f~1(Q’) tal que Q € r N¢t; pero esto es absurdo, pues r

y t son paralelas (Fig. 4.3). O
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4.2. Isomorfismo de un plano en si mismo

Figura 4.3. Transformacién de rectas incidentes y rectas paralelas mediante un

isomorfismo.

Teorema 4.3
El isomorfismo entre dos planos hace corresponder a un dngulo convexo de

« un dngulo convexo de f3

4.2 Isomorfismo de un plano en si mismo

Si en lugar de considerar dos planos distintos a y B consideramos dos planos
coincidentes, entonces el isomorfismo envia los puntos de a en puntos de & mismo
(Fig. 4.4). Las consideraciones anteriores, por tanto, pueden ser ttiles para este

estudio.

Figura 4.4. Isomorfismo de un plano en si mismo.
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4.2. Isomorfismo de un plano en si mismo

a=a

Figura 4.5. Isomorfismo Identidad.

El isomorfismo de un plano sobre si mismo es un caso particular de isomorfismo
entre planos; por tanto son validas las propiedades hasta ahora vistas. En particular
el isomorfismo “envia” puntos del plano « en puntos de «, rectas incidentes de «
en rectas incidentes de «, rectas paralelas de « en rectas paralelas de «, &ngulos
convexos de « en dngulos convexos de a. Entre todos los isomorfismos de « sobre
si mismo se considera uno particular: el isomorfismo idéntidad. Tal isomorfismo
envia cada punto de « en el mismo punto; es decir, para cada P se tiene f(P) = P.
Cada figura se corresponde a si misma en este isomorfismo (Fig. 4.5). De ahora en

adelante consideraremos solamente isomorfismos de un plano en si mismo.

Definicién 4.2
Se dice que un isomorfismo f de un plano en si mismo es una isometria si,

para cada par de puntos A y B del plano, se tiene que los segmentos AB y

f(A)f(B) son congruentes: AB = f(A)f(B) (Fig. 4.6)
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4.2. Isomorfismo de un plano en si mismo

)0

A B’

Figura 4.6. Isometriaf.

Teorema 4.4
La aplicaciéon (funcién) inversa de una isometria es una isometria.

Demostracion. (En toda correspondencia biunivoca entre dos conjuntos A y B, si
representamos con f la correspondencia de A en By con f~!, la correspondencia
inversa de B en A se verifica que si P € A, P’ € By f(P) = P/, entonces
f~Y(P") = P). Sean A y B dos puntos cualesquiera de & (Fig. 4.6), por la isometria
f se tiene que si f(A) = A/, f(B) = B’ entonces AB = A'B’.Pero f1(A") = Ay
f~Y(B') = B. La congruencia de segmentos goza de la propiedad simétrica y por

tanto A’B’ & AB, por tanto f ! es una isometrfa. O

Figura 4.7. Composicion de isometriasf; o fq
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Teorema 4.5
La composicién de dos isometrias es una isometria.

Demostracién. Consideremos dos isometrias en «, sean f; y fo (Fig. 4.7).
Consideremos dos puntos A y B, por definicién de isometria se tiene de f1(A) =
A’, fi(B) = B’ que AB = A’'B’. Consideremos la isometria f,, por definicién se
debe tener que si f>(A’) = A"y fo(B') = B”, entonces A'B’ = A”B”. Por la
propiedad transitiva de la relaciéon de congruencia de segmentos se tiene que
AB = A"B". Representando, como de costumbre f, o f; la correspondencia
biunivoca que envia A en A” y B en B”, se tiene que f, o f; es una isometria

pues AB = A”B". O

’

Figura 4.8. Angulos correspondientes en una isometria

Teorema 4.6
Los angulos que se corresponden en una isometria son congruentes (Fig. 4.8).

Demostracién. Sea f una isometria que asocia el &ngulo ab con el d&ngulo a’b’. Se
quiere probar que ab = a’b’. Sea O el vértice de ab. Tomemos dos puntos A € a

y B € b.Sean O’, A’ y B’ los correspondientes de O, A y B segun la isometrid f.
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Entonces, por la definicién de isometria, se tiene que AB = A’'B’, OA = O'A’y
OB = O’B’. Luego, por el tercer criterio de congruencia de tridngulos se tiene que
AOAB = AO'A’B'. Por tanto, son congruentes los angulos correspondientes ab y

g O

Corolario 4.1
Los triangulos que se corresponden en una isometria son congruentes.

Definicién 4.3
Dos figuras F y F’ se dicen congruentes (y se escribe F = F”) si existe una

isometria f tal que F' = f(F).

Consideremos dos poligonos P y P’ que se corresponden en una isometria; estos
son congruentes. Se vi6 que en una isometria los segmentos y los d&ngulos que se
corresponden son congruentes; por tanto, si dos poligonos son correspondientes en
una isometria, entonces tienen congruentes los lados y dangulos correspondientes

(Fig. 4.9).

D’ ¢

Figura 4.9. Poligonos congruentes

Definicién 4.4
Sea P un punto del plano y sea f una isometria definida en el plano; si

P = f(P), es decir, P se corresponde a si mismo en la isometria, entonces P se
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4.3. Simetria central

dice unido. Si todos los puntos de una recta son unidos, la recta se dice lugar
de puntos unidos, si todos los puntos de una recta tienen su correspondiente

sobre la misma recta, la recta se dice unida.

4.3 Simetria central

En esta seccion se estudiaran particulares isometrias, a saber las simetrias centrales,
porque los puntos que se corresponden los llamaremos simétricos respecto a un
punto llamado centro de la simetria. Primero se define tal simetria, se debe decir

qué se entiende por puntos simétricos y por centro de una simetria.

Se defini6 el centro de un segmento en la seccién 2.4, pero no se dijo en esa

ocasion, algo al respecto de su existencia; podemos sin embargo demostrar que:

Teorema 4.7
El centro de un segmento existe y es tinico.

Demostracion. Para la demostracién, comenzaremos con la construccion del centro

de un segmento dado AB.

Sea dado un segmento AB (Fig. 4.10). A partir de A se traza una semirecta AC
(con C externo a la recta AB). En el semiplano que tiene como origen la semirecta
AB y no contiene a C, se traza a partir de B una semirecta BD, paralela a AC,
haciendo que AC = BD. Si unimos los puntos C y D, la recta CD interseca a
la recta AB en un punto O. Se demuestra que AO = OB (Segundo criterio de

congruencia), por tanto, O es el centro de AB .
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4.3. Simetria central

Figura 4.10. Construccién del centro de un segmento

Ahora probemos que este centro es tnico. Suponiendo por absurdo, que un

segmento AB tiene dos centros distintos O y P.

Pueden presentarse dos casos:

1. Oestaentre Ay P,y P estd entre O y B (Fig. 4.11);

2. Pestaentre Ay O,y O estd entre Py B (Fig. 4.12).

Se demuestra que el caso 1 es absurdo. En base a la defincién de centro, se debe
tener que AO = OBy AP = PB. Como P esta entre O y B se tiene que PB < OB.
Ademads, ya que O estéd entre A y P, se tiene que AO < AP. Como AP = PB, se
tiene que AO < PB, y como AO = OB, OB < PB, lo que es un absurdo (teorema
3.1).

Analogamente se demuestra que el caso 2 es absurdo. O

Figura 4.11. Caso 1.
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Figura 4.12. Caso 2.

Definicién 4.5
Se dice que dos puntos A y B son simétricos respecto a O, si O es el centro del

segmento AB.

Definicién 4.6
Se llama simetria central respecto al “centro” O (la indicaremos mediante o
que se lee “sigma sub O”) a la correspondencia biunivoca que cada punto

del plano le hace corresponder su simétrico respecto al punto O. O se llama

centro de la simetria op.

Por tanto op es la correspondencia que a un punto A hace corresponder un punto

B tal que O es el centro de AB.

Ejercicio. En un papel milimetrado, dibuje un punto O que sera el centro de la
0o. Luego dibuje un punto A (distinto de O) y halle el simétrico respecto a O
usando una regla no graduada y un compaz. Luego trace un punto B (distinto
de O, Ay del simétrico de A) y halle su simétrico. Si A y B son distintos, ;puede
suceder que sus simétricos coincidan? Llamando A’ y B’ los simétricos de A y B
respectivamente. Trace el segmento AB y halle los simétricos de algunos puntos

de él. ;Puede suceder que los puntos hallados no estén alineados?

En base al resultado del ejercicio anterior, es fécil verificar que la figura

correspondiente a una recta, en un asimetria central, es también una recta.

Consideremos ahora figuras més complejas, por ejemplo el AABC de la Fig. 4.13.

Sea O un punto del plano; se observa que A’, B, C’ son los puntos simétricos
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de A, B, C, respectivamente, respecto a O. El AA’B’C’, asi construido, se dice

simétrico de AABC respecto a O.

Figura 4.13. Tridngulos simétricos respecto al punto O.

Ejercicio. En una hoja de papel milimetrado hallar el simétrico de un tridngulo
rectangulo, de un tridngulo is6sceles, de un tridngulo equildtero, de un cuadrado,

de un rectdngulo. ;Son sus simétricos la misma figura respectivamente?

Definicién 4.7
Considerada una simetria 0p, un punto del plano se dice unido en op si

coincide con su simétrico.

Definicién 4.8
Una recta r del plano se dice unida en la simetria 0p si los puntos simétricos

de los puntos de r son también puntos de r.

Hay que notar que si una recta es unida, no todos sus puntos son unidos. Por

ejemplo en una simetria de centro O, los simétricos de los puntos de una recta
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4.3. Simetria central

que pasa por O son puntos de la misma recta, pero como cada punto (excepto O)

tienen su simétrico en un punto distinto de él mismo, no es unido (Fig. 4.14).

Figura 4.14. Recta unida a.

Ejercicio. En una simetria central, ;existen rectas que pueden pensarse como

lugares de puntos unidos?

Ahora nos preguntamos: ;cuantos elementos correspondientes entre si deben
conocerse para poder decir que se conoce una simetria central? De lo anterior,
queda claro que basta conocer el centro O de la simetria. Con O, la simetria también
queda determinada en el sentido de que podemos determinar el simétrico de cada

entidad geométrica del plano.

Teorema 4.8
Una pareja de puntos correspondientes A , A’, individualiza una simetria

central.

Demostracién. Si A'y A’ son distintos, entonces a partir de la construccién del
centro visto en la demostracién teorema 4.7, podemos decir que O es el centro del
segmento AA’; luego la simetria buscada es juntamente 0p. Si los puntos Ay A’
coinciden, entonces el centro de simetria es este mismo punto. En los dos casos A

y A’ y individualizan una simetria central. OJ
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4.3. Simetria central

Teorema 4.9
El tinico punto unido en una simetria central es el centro.

Demostracién. La demostracién la hacemos por reduccién al absurdo, sea op la
simetria de centro O, supongamos que existe otro punto P distinto del centro O
que sea un punto unido, P tiene su simétrico P’ mediante la simetria 0p; por tanto,
O es el centro del segmento PP’, consecuentemente, P deberia ser distinto de P’ (si
fuesen iguales, P seria igual a O, que supusimos en un inicio que no lo son), lo que
indicaria que P no es un punto unido, en contradiccioén con lo que supusimos de

que P es un punto unido. O

Teorema 4.10
En una simetria central oo son unidas las y solo las rectas que pasan por el

centro O.

Teorema 4.11
Dos rectas a y a’ que se corresponden en una simetria central de centro O,

tienen la misma direccion.
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4.3. Simetria central

A

Figura 4.15. Rectas correspondientes en una simetria central.

Demostraciéon. Analicemos dos casos:

1. Oca

En este caso a y a’ coinciden, pues a es una recta unida, por tanto, a y 4’ tienen

la misma direccion.

2.0¢a

Este caso, lo demostraremos por reduccién al absurdo, suponiendo que a 'y 4/

tienen un solo punto comun A.

D)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

Ac€a

oo(A) €d
Aed

co(A) €a
0o(A) €and
0o(A) = A

A es un punto unido
A=0
O€a

Ac€anada’;

ay a' se corresponden;

Acand;

ay a' se corresponden;

de2)y 4);

se supuso que a y 4’ tiene en comun solo A;
debido a 6);

en una simetria central el tinico punto unido es O;

yaque A € ay8);
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4.3. Simetria central

el resultado 9) es una contradiccién pues habiamos dicho que O ¢ a.

Teorema 4.12
Las simetrias centrales son isometrias.

Demostracion. Para demostrar esto, serd suficiente mostrar que si dos figuras son
simétricas también son congruentes. Se simplifica la demostraciéon haciendo ver
que segmentos simétricos son también congruentes y que los dngulos que se

corresponden en una simetria también son congruentes.

Considérese los puntos A y B distintos y sus simétricos A’ y B’ respecto a un
centro O (Fig. 4.16). El segmento A’B’ es el simétrico del segmento AB (es decir,
ellos se corresponden en la simetria central de centro O. Sean los tridngulos AAOB
y AA'O'B’, estos son congruentes por el primer criterio de congruencia (AO =

A'0’, BO = B'0’/, AOB = A'O'B'); por tanto, AB = A'B/.

B/

A/
B

Figura 4.16. Segmentos simétricos respecto al punto O.
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4.3. Simetria central

P/

A/

Figura 4.17. Angulos simétricos respecto al punto O.

Se demuestra que los dngulos que se corresponden son congruentes; en efecto,

sean APB y A P'B angulos correspondientes en la simetria (Fig. 4.17).

Las rectas PB y P'B’ se corresponden en la simetria, entonces por el teorema 4.11
son paralelas, y también PA y P’ A’. De esto y del teorema 2.20 se puede concluir
que APO = A’P'O’. Analogamente se demuestra que BPO 22 B'P'0Y, y de aqui se

deduce que APB = A’P'B’ por la diferencia de angulos congruentes. O

Definicién 4.9
Sea 0p una simetria central de centro O; supongamos que por cada punto P

de una figura F el correspondiente de P mediante ¢ es un punto de F, en

este caso, O se dice centro de simetria de la figura.
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4.4 Composicién de simetrias centrales. Las

traslaciones

Figura 4.18. Composicion de simetrias centrales.

Se estudiard la composicién de simetrias. Sean o) y oy dos simetrias (con M
distinto de N para evitar casos banales). Sean A y A’ simétricos respecto a M;
sea A” el simétrico de A’ respecto a N (Fig. 4.18). En base a la definicién de
composicion de correspondencias, A” es el punto que le corresponde a A mediante
la correspondencia oy o 0. Se procede de forma andloga para segmentos (Fig.
4.19) y para tridngulos (Fig. 4.20). En la Fig. 4.19, nétese que las rectas AB, A’'B/,
A"B" son paralelas (debido a la transitividad del paralelismo). En la Fig. 4.20

nétese que oy © 01 s una nueva correspondencia.
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ONOOM

Figura 4.19. Composicion de simetrias centrales para segmentos.

Figura 4.20. Composiciéon de simetrias centrales para tridngulos.

Ahora es oportuno cambiar el nombre de la transformacién que se obtiene como

composicién de dos simetrias centrales.

Definicién 4.10
La transformacion geométrica que se obtiene como composicién de simetrias

centrales se llama traslacion.
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Se llama T a una traslacion genérica y se vera algunas propiedades de este tipo

de transformacion.

Una recta se corresponde por una traslaciéon con otra recta que conserva la

direccién.

B/"_\B/

Figura 4.21. Rectas correspondientes en una traslacién.

La Fig. 4.21 ilustra dos casos posibles a) y b). En a) las rectas correspondientes

mediante T son diferentes. En b) las dos rectas coinciden.

Por lo tanto, en el caso b) la recta PQ es unida (ya que los puntos correspondientes

pertenecen a la misma recta).

Teorema 4.13
La identidad, es decir, la correspondencia biunivoca o trasformacién que a

cada punto del plano le hace corresponder el mismo punto, es una traslacion.

Teorema 4.14
La tinica traslaciéon que tiene puntos unidos es la identidad.
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Teorema 4.15
La recta que une dos puntos correspondientes en una traslacion diferente a

la identidad T = 0 o 0p es paralela a la recta PQ.

Demostracién. Supongamos sea A” = 7(A) (Fig. 4.22). La demostracién se hace
por reduccioén al absurdo; supongamos que las dos rectas (distintas) AA” y PQ
tienen en comun un punto B. Mediante 7, B tiene un correspondiente B” que
pertenece también a la recta AA"; mediante op, B tiene como correspondiente a B’
que pertenece a la recta BP (es decir, a la recta PQ); mediante 0, B tiene como
correspondiente a B” que pertenece a la recta B'Q (es decir a la recta PQ); por
tanto, mediante 0 o op a B le corresponde B” que estd sobre PQ); por lo tanto, B”
esta tanto sobre AA” como sobre PQ; dos rectas distintas tendrian dos puntos

diferentes en comun, lo que es un absurdo. Luego AA” || PQ. N

A

Figura 4.22. Rectas por un punto y su trasladado.

En base a este teorema, se puede dar una definicién de traslacion, sin tomar en

cuenta a la composicién de simetrias centrales.
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Definicién 4.11
Llamamos traslaciones a los isomorfismos (del plano sobre si mismo) que

hacen corresponder a rectas paralelas con rectas paralelas y tal que rectas

que unen parejas de puntos correspondientes son paralelas.

En base al teorema 4.15, es fécil localizar, dados dos puntos correspondientes en
una traslacion, los otros puntos correspondientes. Por ejemplo, con un AABC. Se
sabe que el correspondiente en la traslacion de A es el punto A’; se va a indicar una
construcciéon que permita determinar los correspondientes de By C. Desde By C se
trazan las paralelas a la recta AA’; desde A’ se trazan las paralelas respectivamente
a las rectas AB y AC; éstas intersecan a las precedentes (en orden) respectivamente
en By C'.

Esta construccion sugiere que:

Dos puntos correspondientes en una traslacion, determinan esta traslacion.

Definicién 4.12
Consideremos la traslacion T determinada por una pareja de puntos

correspondientes A y A’; consideremos ademas la transformacion geométrica
que asocia las rectas correspondientes de T y que hace corresponder al
punto A’ el punto A. Tal transformacién se dice inversa de T y se representa

medieante T 1.

Teorema 4.16
La transformacién inversa de una traslacion es también una traslacion.

En base al teorema 4.16 podemos definir la traslacién inversa 7~ ! de una tralacién
dada 7. Se observa que, dado 19 la traslacién identidad, se tiene que T lor =1
En efecto, aplicando primero T y después 7! cada elemento se corresponde a si

mismo.
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Teorema 4.17
Las traslaciones son isometrias.

Demostracién. Como las traslaciones son una composicion de simetrias centrales y
estas tltimas son isometrias, ademds la composiciéon de isometrias es una isometria,

se tiene que las traslaciones son isometrias. [

4.5 La correspondencia de Tales

El propésito de esta secciéon es dar a conocer una correspondencia biunivoca
particular entre los puntos de pares de rectas, que conduce a enunciar diversas

propiedades de las figuras en un modo muy simple.

Teorema 4.18
Sea dado un AABC y sean P, Q respectivamente los centros de los lados AB

y BC, entonces la recta PQ es paralela a la recta AC (Fig. 4.23).

Figura 4.23. Recta por dos centros de dos lados de un triangulo.
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4.5. La correspondencia de Tales

Demostracion. Pensemos en Py Q como centros de dos simetrias centrales op
y 0g; segun la primera, B es el correspondiente de A; por la segunda C es
correspondiente de B; en definitiva, C es el correspondiente de A segtn la
correspondencia 0g o 0p, es decir, segiin una traslacion 7. Ahora se sabe (teorema
4.15) que la recta que une puntos distintos correspondientes en una traslaciéon
producto de dos simetrias es paralela a la recta que une los centros de dos simetrias.

Por tanto AC||PQ. O

Teorema 4.19
Sea un AABC y sea P el centro del segmento AB. Sea a la recta que pasa

por Py es paralela a AC, entonces a interseca a BC en el punto Q, centro del

segmento BC.

Definicién 4.13
El conjunto de todas las rectas paralelas entre si se dice haz impropio.

Definicién 4.14
Sean dadas dos rectas a y b (distintas). Sea dado un haz impropio tal que cada

una de las rectas del haz impropio intesecan tanto a la recta a como a la recta
b (Fig. 4.24). Cada punto B; de b se puede pensar como el correspondiente de
un determinado punto A; de la recta a, de esta manera A; y B; individualizan
las rectas r; del haz de rectas. Es facil notar que esta correspondencia entre
los puntos de las dos rectas es biounivoca; ésta es la llamada correspondencia

paralela o de Tales.
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Al Az A3

By B,| B3 By

Figura 4.24. Correspondencia de Thales.

Teorema 4.20
Sean dadas dos rectas a y b y una correspondencia paralela entre los puntos

deaylosdeb.Sean A; y A; dos puntos de a; sean B; y B; sus correspondientes
sobre b (correspondientes mediante la correspondencia parelela). Sea A el
punto medio A; y Aj; sea B el punto medio entre B; y B;, entonces B es el

correspondiente de A en la correspondencia paralela.

Figura 4.25. Correspondencia paralela.

Demostracién. Para la demostracion, basta limitarse al caso ilustrado en la Fig. 4.25,

y demostrar que la recta r que pasa por Ay es paralelaar; (oarj, lo queeslo
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4.5. La correspondencia de Tales

mismo), también pasa por B. Tracemos la recta A;B;: debido a que la recta r que
pasa por A es paralela a rj, en el AA;A;Bj, P es el punto medio de A;B; (por el
teorema 4.19). La misma recta AP es paralela a al recta r;; por tanto, debido al

mismo teorema 4.19), B es el centro de B;B;. [

Teorema 4.21
Dada una correspondencia biunivoca entre los puntos de dos rectas a y b,

representando por A; y A; dos puntos cualesquiera de 4 y con B; y B; sus
correspondientes en b, si al centro de A;A; le corresponde el centro de B;B;,
entonces la correspondencia considerada es la correspondencia de Tales entre

ayb.

La demostracién del teorema se deja como ejercicio.

Ejercicio.

1. Sea dado un cuadrilatero ABCD (Fig. 4.26); sean P y Q los centros de dos
lados opuestos. El segmento PQ se dice mediana del cuadrildtero. En base a
la definicién de mediana de un cuadrildtero, demuestre que la mediana de un
trapecio relativa a los lados no paralelos es paralela a las bases (Fig. 4.27). ;La

Fig. 4.27 sugiere un procedimiento?

D

N

B

Figura 4.26. PQ mediana del cuadrilatero ABCD.
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A

Figura 4.27. Mediana relativa a los lados no paralelos de un trapecio ABCD.

Demostracién. Consideraremos el trapecio ABCD y una de sus diagonales,

AC (Fig. 4.27). Ademds sea M el punto medio de la diagonal AC.

1) Larecta QM es paralelaa AB

2) CD||AB
3) QM||CD
4 PeQM
5) PQ||AB

4.6 Paralelogramos

pues une los puntos medios de dos lados del
AABC;
definicién de trapecio;
transitividad del paralelismo;
la recta paralela a uno de los lados de un
tridngulo (A ACD) que pasa por el punto
medio de uno de los lados (AC), también
pasa por el punto medio del tercer lado (AD);
por 1) y 4).

O

En la seccién 1.10 se dio una definicién de paralelogramo, aprovechando los

medios que se tenian disponibles, pero no se estudiaron sus propiedades; ahora lo

hacemos.
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Definicién 4.15
Sea dado un cuadrildtero ABCD tal que las diagonales AC y BD tienen el

centro en comun. Este cuadrilatro se llama paralelogramo (Fig. 4.28).

Figura 4.28. Cuadrildtero con centros de diagonales coincidentes.

Teorema 4.22
En un paralelogramo los lados opuestos son congruentes y paralelos.

Demostracién. Debido a que O es el centro de AC (Fig. 4.28), esto significa que Ay
C son simétricos respecto a O; andlogamente B y D son simétricos respecto a O.
Por lo tanto en la simetria central 0o, AD y BC se corresponden, y por tanto, por
el teorema 4.11, son paralelas (andlogas consideraciones son vélidas para AB y

BC); ademas, AB = CD, BC = CD (primer criterio de congruencia). O
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Teorema 4.23
Si un cuadrildtero tiene dos lados opuestos paralelos y congruentes, entonces

es un paralelogramo.

Teorema 4.24
Un cuadrildtero que tiene los lados opuestos paralelos es un paralelogramo.

Teorema 4.25
En un paralelogramo los dngulos consecutivos son suplementarios y los

angulos opuestos son congruentes.

Figura 4.29. Paralelogramo ABCD.

Demostracién. Basta considerar el paralelogramo ABCD (Fig. 4.29), las dos rectas
paralelas AD y BCy la transversal DB; del teorema 2.20 se tiene que C BD = ADB.
Consideremos ahora las dos rectas paralelas AB y CD vy la transversal BD; resulta
que ABD = BDC. Aplicando el axioma C5, en vista de que ABC es el angulo
suma de ABD y DBC, mientras ADC es el angulo suma de ADB y BDC, se
concluye la segunda parte del teorema. La primera parte del teorema se demuestra

considerando las rectas paralelas AB y CD y la transversal BC y observando que
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DCB = CBE, ya que son angulos alternos internos, y ademas que ABC yC BE son
adyacentes y por lo tanto suplementarios, por tanto son suplementarios DCB y

ABC. O

Teorema 4.26
Si un cuadrildtero tiene los lados opuestos congruentes, entonces es un

paralelogramo.

Ejercicio. Demuestre que:

Sea ABCD un paralelogramo, escojamos sobre el lado AB un punto E, sobre BC
un punto F, sobre CD un punto G, sobre AD un punto H, tales que AE = BF =
CG = DH. El cuadrildtero EFGH es un paralelogramo.

El teorema que se demuestra a continuacién, llamado teorema del haz de rectas
paralelas, es una aplicacién de la correspondencia de Tales y se utiliza en la

demostracion del Teorema de Tales.

Teorema 4.27
Una correspondencia de Tales entre dos rectas ¢t y ' no paralelas, hace

corresponder segmentos congruentes con segmentos congruentes, y a la

suma de dos longitudes con la suma de las longitudes correspondientes.

Demostracién. La demostracion se divide en dos partes:

1. Si AB = DE, entonces también A'B’ = D'E’, es decir, los segmentos que

corresponden a segmentos congruentes entre si son congruentes entre si.
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Figura 4.30. Correspondencia de Thales entre las rectas t y t'.

Para demostrar esta parte, considérense las semirectas s y s’ de origen Ay D
(Fig. 4.30) paralelas a la recta t’, y por tanto paralelas entre si. Sean F y G los dos
puntos de interseccién de s y s’ respectivamente con BB’ y EE’. Los tridngulos
AABF y ADEG son congruentes debido al segundo criterio de congruencia
de tridngulos: en efecto, tienen AB = DE por hipétesis, BAF =~ EDG y ABF =
DEG porque son dngulos correspondientes formados por las rectas AF y DG los
primeros, BF y EG los segundos y en ambos casos con la recta AE. En particular,
tenemos AF = DG. Consideremos los paralelogramos AFB'A’ y DGE'D’, en
estos los lados opuestos son congruentes; entonces AF = A’B'y DG = D'F/,
pero se demostré que AF = DG, por tanto, por la propiedad transitiva de la

congruencia es también A'B’ = D'E’.

. Si |AB| + |DE| es la suma de dos longitudes, a esta le corresponderd,
en la correspondencia considerada, la longitud suma de las longitudes

correspondientes.

169



4.7. Otras aplicaciones de la simetria

Figura 4.31. Correspondencia de Thales entre las rectas t y #'.

Considérese sobre t un punto K de modo que B esté entre A y K y tal que
BK = DE (tal punto existe por el axioma de transporte de los segmentos) (Fig.
4.31). Entonces tenemos que |AB| + |BK| = |AB| 4 |DE]. El correspondiente de
K, es decir K’, es colocado sobre ¢’ de manera que B’ estd entre A’ y K, y ademas,
por la primera parte de este teorema, debe ser B'’K’ = D'E’; se tiene entonces

que a AK le corresponde A’K’ y |A’K'| = |A’B’| + |B'’K'| = |A’B’| + |D'E/|.

4.7 Otras aplicaciones de la simetria

En geometria, segtn el criterio utilizado, es posible dar definiciones de un mismo
objeto o de la misma propiedad de diferentes formas, asi como es posible demostrar
el mismo resultado de formas completamente distintas. Por tanto, el lenguaje que
decidamos adoptar es fundamental: los conceptos son los mismos, los teoremas
son los mismos, pero la demostracion de los teoremas cambia segtin los principios

de los que se parte. Por ejemplo, algunos de los teoremas dados en el capitulo dos
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pueden volver a probarse en este punto basandose en las simetrias centrales y las

traslaciones.

Teorema 4.28
Sean a y b dos rectas distintas y sea c una secante a ellas. Si los angulos

alternos internos son congruentes, entonces a y b son paralelas. Viceversa:
si las rectas son paralelas, entonces los dangulos alternos internos son

congruentes.

Figura 4.32. Rectas paralelas a y b cortadas por la transversal AB.

Demostracion. De acuerdo con la Fig. 4.32, sea O el centro del segmento AB (A es
el punto comtn de a y ¢, B es el punto comtn de b y c). Demostremos la segunda
parte: por hipétesis a||b, entonces en la simetria central de centro O, a la recta a le
corresponde la recta b y al PAO el QBO. En base a lo demostrado en la segunda
parte del teorema 4.12, los dngulos son congruentes. Demostremos la primera
parte: suponiendo que los dngulos (alternos internos) son congruentes. La recta
AB es unida en la simetria central, dado que pasa por el centro. Tenemos que la
recta AP debe corresponder BQ (dado que los dos angulos son congruentes y se
corresponden en la simetria). Pero las rectas correspondientes en una simetria son

paralelas: por tanto AP||BQ (es decir a||b). O
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Teorema 4.29
Sia y b son rectas perpendiculares a la recta ¢, entonces a y b son paralelas

entre si.

Teorema 4.30
Sean a y b dos rectas paralelas y ¢ una perpendicular a la recta a; entonces c

es perpendicular también a la recta b.

Demostracién. Por el teorema 1.4 se tiene que c interseca a la recta B, aplicando el
teorema 4.28 (dos rectas paralelas cortadas por una transversal forman dngulos

alternos internos congruentes), se tiene que c es perpendicular a b. O

4.8 Ejercicios resueltos

1. Demuestre que los puntos medios de un cuadrilatero son los vértices de un
paralelogramo.
Solucién.

Hipétesis: ABCD cuadrilatero; H centro de AB; G centro de BC; F centro de
CD; E centro de AD.

Tesis: EL cuadrilatero EFGH es paralelogramo.

Figura 4.33. Cuadrilatero formado por los centros de los lados de otro cuadrilétero.
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Demostracion. Consideremos la diagonal BD; el segmento HE es paralelo a la
diagonal BD, ya que (0 o 0E)(D) = By la recta que une los correspondientes
en una composicion de simetrias centrales es paralela a la recta que une los
centros. Andlogamente FG es paralelo a la diagonal BD; luego, por transitividad
de paralelismo HE es paralelo a FG. Asi mismo, resulta ser que EF es paralelo a
GH; por tanto, EFGH es un paralelogramo por tener lados opuestos paralelos.

]

2. Dadoel AABC ysean Py N los centros de AB y AC respectivamente; considere
el simétrico C’ de C respecto a P y el simétrico B’ de B respecto a N. Demuestre

que A, B'C’ estén alineados.

Solucion.
Hipétesis: AABC; P centro de AB; N centro de AC; on(B) = B'; on(C) = C'.

Tesis: A, B’, C' estan alineados.

B/

C/

Figura 4.34. AABC.

Demostracién. NAC'P = ABCP por el criterio lado, d&ngulo, lado; luego, AC es
paralela a CB. Asi mismo AANB’' = ANBC; luego, AB' es paralela a CB. Por
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el axioma de la paralela se tiene que las rectas AC' y AB’ son la misma recta;

por tanto, A, B/, C’ estén alineados. O

3. Considere el tridngulo A ACB, y su simétrico respecto al punto A, el AA’B'C’.

Demuestre que el cuadridtero BCB'C’ es un paralelogramo.

Solucidn.

B

Figura 4.35. AABC y su simétrico respecto al punto A.

Demostracién. En efecto, el cuadrilatero BCB'C’ tiene diagonales cuyos centros

coinciden, lo que por definicién es un paralelogramo. O

4. Sea ABCD un paralelogramo; por Ay C trace las perpendiculares AE y CF a la
diagonal BD; por B y D trace las perpendiculares BG y DH a AC. Demuestre

que EFGH es un paralelogramo.

Solucidon.

Hipétesis: ABCD paralelogramo; AD y FC perpendiculares a DB; DH y BG

perpendiculares a AC.
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4.8. Ejercicios resueltos

Tesis: EHFG es un paralelogramo

Figura 4.36. Paralelogramo ABCD.

Demostracion. Los triangulos AAOE y ACOF son congruentes por ser
tridngulos rectdngulos con un dngulo agudo y la hipotenusa congruentes; por
tanto EO = OF. Asi mismo los tridngulos ADHO y AOBG son congruentes;
por tanto, HO = OG. Luego el cuadrildtero EHFG tiene diagonales con centro

congruentes, por tanto, EHFG es un paralelogramo. [

5. La recta que une los centros de dos lados opuestos de un paralelogramo pasa
por el centro comun de las diagonales.
Solucién.

Hipétesis: ABCD paralelogramo; E centro de DC; F centro de AB; G centro
comun de las diagonales de ABCD .

Tesis: FE contiene a G.
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4.8. Ejercicios resueltos

A F B

Figura 4.37. Paralelogramo ABCD.

Demostracion. (oG o og)(C) = B; por tanto EG es paralela a BC. Ademas, (0g o
0r)(B) = C, por tanto FG es paralela a BC. Por el axioma de la paralela, las

rectas FG y GE coinciden; por tanto, la recta FE contiene al punto G. ]

. Las bisectrices de los angulos de un paralelogramo forman un rectdngulo.

Solucion.

Hipétesis: ABCD paralelogramo; AL bisectriz del dngulo A; BJ bisectriz del
angulo E; CK bisectriz del angulo C ; DI bisectriz del angulo I/D\; E,F,G;H

intersecciones de las bisectrices.

Tesis: EFGH paralelogramo.

Figura 4.38. Paralelogramo ABCD y sus bisectrices.
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4.9. Ejercicios propuestos

Demostracién. FKI = DCK por ser alternos internos; por tanto, AL es paralela
a KC por formar dngulos correspondientes congruentes con la transversal AB.
Asi mismo, CJG = ABJ por ser alternos internos; por tanto, DI es paralela a
B] por formar dngulos correspondientes congruentes con la transversal DC.
Consecuentemente, el cuadrildtero EFGH es un paralelogramo por tener lados

opuestos paralelos. O

4.9 Ejercicios propuestos

1. Dadas dos rectas paralelas y una transversal a las dos, demuestre que:

a) las bisectrices de dos dngulos alternos internos o alternos externos o

correspondientes son paralelas;

b) las bisectrices de dos &ngulos conjugados internos o externos son

perpendiculares.

2. Dado un paralelogramo. ABCD, prolongue AB y CD tal que se construyan dos
segmentos congruentes BM y DP; prolongue BC y DA de tal manera que se
construyan dos segmentos congruentes CN y AQ. Demuestre que MNPQ es

un paralelogramo.

3. Dados tres puntos A, B, C, trace por C una recta tal que resulten congruentes los
segmentos desde C a los pies de las perpendiculares trazados sobre esta recta

desde los puntos A y B.

4. Dos rectas r y s, paralelas a la diagonal BD de un paralelogramo ABCD de
centro O, tal que r interseca respectivamente a los lados ABy ADenEy Fys
intersecan a BC y CD en H y G respectivamente. Demuestre que EFGH es un

paralelogramo si y solo si AE = CG.

5. Tres semirectas a, b, c de origen en el punto O; ademads, la semirecta c es interna
al ab. Determine sobre c un punto P, de tal manera que el paralelogramo que
tiene un vértice en O otro vértice en Py dos lados sobre a y b tenga un perimetro

dado p.
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4.9. Ejercicios propuestos

6. Demuestre que los segmentos que unen los puntos medios de lados opuestos

de un cuadriladtero se encuentran en sus puntos medios.

7. Demuestre que dos paralelogramos que tienen congruentes los lados y una

diagonal son congruentes.
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5

Transformaciones geométricas

elementales: Simetria axial, rotaciones

5.1 La simetria axial

Definicién 5.1
Decimos que dos puntos A y A’ son simétricos respecto a la recta s (Fig. 5.1),
si AA’ es perpendicular a la recta s y esta tltima interseca al segmento en el

centro.

Figura 5.1. Ay A’ simétricos respecto a s.

Definicién 5.2
Se dice simetria axial de eje s (la representaremos mediante o) a una

transformacién que asocia a cada punto del plano su simétrico respecto

as.




5.1. La simetria axial

En base a la definicion 5.1, es facil concluir que los extremos de un segmento son
simétricos respecto a su mediatriz (también llamado eje del segmento). Puntos,
segmentos, semirectas y mds en general, figuras que se corresponden en una
simetria axial de eje s, se dicen simétricos respecto al eje s. Para construir la
recta simétrica de una recta dada AB, respecto de un eje dado, bastara hallar los
simétricos de dos puntos distintos de la recta AB (Fig. 5.2). Naturalmente, esta
altima observacién presupone que la figura correspondiente de una recta en una

simetria axial es también una recta.

Figura 5.2. Recta AB y su simétrica A’'B’.

Ejercicio.

1. Demostrar que en una simetria axial, rectas se corresponden con rectas.

2. Encontrar al menos diez ejemplos de simetria axial en las ciencias naturales e

historia del arte.

De la definicién de simetria axial os se deduce que esta transforma los puntos de

un semiplano de origen s, en puntos del semiplano opuestos a él.

Teorema 5.1
En una simetria axial o5, son unidos tinicamente los puntos del eje s.
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5.1. La simetria axial

Demostracion. En efecto, un punto P que no pertenezca a s no puede coincidir con

su correspondiente P’ que, por definicién, pertenecen a semiplanos opuestos. [

Teorema 5.2
Dos rectas simétricas en una simetria axial o;, si se intersecan, lo hardn en el

eje s.

Demostracién. Sean r y r' dos rectas simétricas respecto a s y sea P su punto de
intrerseccién. Como P es un punto de r, entonces su simétrico es un punto de r’, y
como P es un punto de #/, entonces, su simétrico es un punto de , pero el inico
punto que las dos rectas tienen en comun es P, por lo tanto, el simétrico de P es P
mismo. Pero los tnicos puntos unidos son los puntos del eje, por tanto P pertenece

al eje. O

Teorema 5.3
Sean a y a’ dos rectas que se corresponden en una simetria axial de eje s tal

que a no es paralela a s, entonces, la bisectriz de uno de los dngulos aa’ es
el eje s. Viceversa, si la bisectriz de aa’ es la recta s, las dos rectas a y a4’ se

corresponden en una simetria axial de eje s.
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5.1. La simetria axial

Figura 5.3. Eje de simetria y bisectriz de un dngulo.

Demostracion. Para demostrar la primera parte, supongamos que la recta a se
interseca con el eje s en el punto O (Fig. 5.3); sea A un punto de la recta 4, diferente
de O, y A’ su simétrico respecto a s; sea H la intersecciéon entre AA’ y s. Ahora
consideremos los triangulos AAHO y AOHA’; estos tridngulos son congruentes
por el primer criterio de congruencia. Por tanto, se tiene que AOH =~ HOA/, por
tanto, s es bisectriz del AOA’. Para demostrar la segunda parte, supongamos que
AOA' es un angulo y OH su bisectriz, tomando a OH como eje de simetria, a
OA le debe corresponder una recta, llamémosla OX, de modo que H OX = AOH.
Pero entonces, OX coincide con OA’ por el axioma C4, por tanto, OA y OA’ se

corresponden en una simetria, y OH es el eje de simetria. O

Definicién 5.3
Se dice eje de simetria de un ab de vértice O a una recta que pasa por O, y es

eje de una simetria en la cual se corresponden las dos rectas a y b.
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5.1. La simetria axial

Corolario 5.1
La bisectriz de un angulo es su eje de simetria.

Teorema 5.4
Siay a’ son dos rectas que se corresponden en una simetria de eje s paralelo

a la recta a, entonces las rectas a y 4’ son paralelas.

Figura 5.4. Simetria axial de eje s.

Demostracion. El teorema lo demostramos por reduccién al absurdo (Fig. 5.4).
Supongamos que a’ no es paralela a la recta 4, entonces tampoco es paralela al eje
s; sea P’ la interseccion de s con @', entonces, P’ seria el correspondiente de algun
punto P de a; pero P’ es un punto del gje, por tanto es un punto unido. Es decir,
P coincide con P/, 1o que es una contradiccion con la hipétesis de que a y s son

paralelas; luego, a y a’ son paralelas. O

Corolario 5.2
El simétrico de un segmento AB paralelo al eje de simetria es un segmento

A'B’ paralelo y congruente a AB (Fig. 5.5).
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5.1. La simetria axial

Figura 5.5. Simétrico de un segmento paralelo al eje de simetria.

Ejercicio. Dibuje en una hoja de papel milimetrado un punto, un segmento, un
tridngulo y una recta, determine entonces sus simétricos respecto a una recta s

cualesquiera.

Notese que en una simetria axial o, el punto P! es el simétrico de P; pero también
el simétrico de P’ es P. Por tanto, una simetria axial transforma un punto P en P’ y

el punto P’ en P. La inversa de o5 (0; !) transforma P’ en Py P en P’. Por tanto, 05

coincide con o 1.

Ejercicio. Contestar y justificar su respuesta:

1. ;Las simetrias centrales respecto a un punto coinciden con su inversa?
2. ;Las traslaciones de un plano en si mismo coinciden con su inversa?

3. Las rectas perpendiculares al eje de simetria son rectas unidas.
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5.1. La simetria axial

Teorema 5.5
Las simetrias axiales son isometrias (es decir, los poligonos que se

corresponden en una simetria axial son congruentes).

Demostracién. Para demostrar que las simetrias axiales son isometrias bastara
probar que dos poligonos cualesquiera que se corresponden en una simetria axial
son congruentes. Esto lo haremos ver demostrando que los segmentos y angulos

correspondientes en una simetria axial son congruentes.

Figura 5.6. Segmentos correspondientes en una simetria axial con un extremo

sobre el eje.

Demostremos primero la congruencia de segmentos simétricos no paralelos al eje
(la demostracién de segmentos paralelos al eje se desprende del corolario 5.2). Sea
AB un segmento y su simétrico A’B’ respecto al eje s. Si uno de los extremos, por
ejemplo el extremo B, estd sobre el eje entonces B es unido (Fig. 5.6). Los tridngulos

AABO y AA'BO son congruentes, y por tanto AB = A'B’.
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5.1. La simetria axial

Figura 5.7. Segmentos correspondientes en una simetria axial.

Si los extremos de AB no pertenecen al eje s (Fig. 5.7), prolongando los segmentos
ABy A'B/, se tiene que se encuentran en un punto C del eje (deben encontrarse
sobre el eje por el teorema 5.2, dado que tenemos segmentos no paralelos). Pero
por la parte inicial de esta demostracién se tiene que CA = CA’y CB = CB/, por

tanto, AB = A’B’ debido a la diferencia de segmentos congruentes.

Figura 5.8. Angulos correspondientes en una simetria axial.

Ahora demostremos la congruencia de dngulos simétricos. Sean ab y a’b’ dos
angulos de vértice C y C’ simétricos en la simetria o5 (Fig. 5.8). Se tiene que a’ es

simétrica de a y b’ de b. Comparando los tridngulos AABC y AABC/, se tiene que
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5.2. Los poligonos y la simetria axial

son congruentes por el tercer criterio de congruencia de tridngulos. En particular

serd BCA = AC'B. O

Ejercicio. Represente sobre una hoja de papel milimetrado las siguientes figuras y

determine sus simétricos respecto a una recta s cualesquiera.

1. Un tridngulo is6sceles;
2. Un tridngulo rectangulo;

3. Unrectdngulo y un paralelogramo.

5.2 Los poligonos y la simetria axial

Recordemos que la mediatriz de un segmento coincide con su eje.

Teorema 5.6
Los puntos que pertenecen al eje de un segmento son los tinicos puntos que

equidistan de sus extremos.

Figura 5.9. P un punto sobre el eje de simetria.

Demostracion. En efecto, si se une cualquier punto P del eje s con los extremos del
segmento AB (Fig. 5.10) se tiene que P es unido, A y B son puntos simétricos en la

simetria axial de eje s, y por tanto AP = PB. O
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5.2. Los poligonos y la simetria axial

A menudo se dice que el eje de un segmento es el lugar de puntos equidistantes

de los extremos.

Definicién 5.4
Decimos que una recta s es el eje de simetria de una Figura F, si y solo
si para cada punto A de la inteseccién entre F y uno de los semiplanos
individualizados por s, existe uno y solo un punto en la interseccién de la
Figura F y el semiplano opuesto, donde estd el correspondiente al punto A

en la simetria axial de eje s.

Debido a la defincién anterior podemos hablar del eje de un tridngulo, eje de un

cuadrilatero, etc.

Teorema 5.7
En un tridngulo isésceles, el eje de la base es también altura, bisectriz y

mediana del tridngulo.

Figura 5.10. A ABP triangulo is6sceles.

Demostracién. Consideremos el AABP is6sceles de base AB,y O el punto medio de

AB, queremos probar que el eje s de AB es altura, bisectriz y mediana del tridngulo.
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5.2. Los poligonos y la simetria axial

Oe€s por definicién de eje;

Pes teorema 5.6 (los puntos del eje de un segmento son los tinicos
que equidistan de sus extremos)

e hipétesis (AP = BP);

OP es ejede AB | por dos puntos pasa una sola recta;

AAOP = AOBP | teorema 3.23 (congruencia de tridangulos rectdngulos CH);
OP es bisectriz ANAOP = AOBP;

OP es altura OP es eje de AB;

OP esmediana | OP es eje de AB.

Ejercicio. Demostrar las siguientes proposiciones

1. Si en un tridngulo el eje de uno de sus lados es también bisectriz del &ngulo

opuesto, entonces el tridngulo es isésceles y tiene como base a aquel lado.
2. En un tridngulo equilétero existen tres ejes de simetria.

3. La bisectriz de un dngulo en la base de tridngulo is6sceles no equilatero no es

eje de simetria.

Definicién 5.5
Un trapecio ABCD de bases AB, CD y tal que BC = AD y tenga dngulos en

la base dos a dos congruentes se dice is6sceles.

Teorema 5.8
Las dos bases de un trapecio isésceles tienen el mismo eje de simetria, que es

ademds eje de simetria del trapecio.
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5.2. Los poligonos y la simetria axial

Figura 5.11. Trapecio BCDE y su eje de simetria AO.

Demostracion. Sea BCDE un trapecio (Fig. 5.11), con los lados BE y CD
congruentes. Prolongando los lados BE y CD se tiene la interseccién de dichas
prolongaciones en el punto A; el AABC es isosceles ya que los angulos en la
base son congruentes. Por el teorema 5.7, el eje AO de la base es también altura y
bisectriz. Sea O’ la intersecciéon de AO y ED. Consideremos los tridngulos AEAO’
y AADO'; estos son congruentes ya que EAO’ = DAO', AE = AD (la diferencia
de lados es congruente) y AO’ es lado comiin, luego AEO’ = ADO'. Se concluye
que EO'A = AE)\’D, por tanto, AO es también eje del AAED, por lo tanto las
parejas de puntos B, E'y C, D se corresponden en una simetria axial de eje AO,

esto es vdlido para cualquier otro punto de los lados. O

El eje comin a las dos bases del trapecio isdsceles se dice eje del trapecio.

Corolario 5.3
Las diagonales de un trapecio isdsceles son congruentes y se intersecan en

un punto del eje.
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5.2. Los poligonos y la simetria axial

Os

Figura 5.12. Diagonales de un trapecio y su eje.

Demostracion. Consideraremos la simetria axial determinada por eje s del trapecio

ABCD, esto es posible porque el trapecio es isdsceles (teorema 5.8).

1) AC=BD

2) lasrectas AC y BD se intersecan en

un punto del eje

Definicidén 5.6

el segmento AC se corresponde con el
segmento BD en la simetria axial de eje s;
ya que rectas correspondientes en una

simetria axial se intersecan en un punto

del eje (teorema 5.2).
O

Se dice rectdngulo a un cuadrilatero con cuatro dngulos rectos.

Un rectdngulo es necesariamente un paralelogramo por cuanto tiene dngulos

congruentes dos a dos, por tanto, un rectdngulo goza de las propiedades de los

paralelogramos (teoremas 4.22 y 4.25).

Teorema 5.9

En un rectdngulo cada pareja de lados opuestos tiene el mismo eje de simetria

y las diagonales son congruentes.

191



5.2. Los poligonos y la simetria axial

Figura 5.13. Diagonales de un rectdngulo y sus ejes de simetria.

Demostracién. Consideremos el rectdingulo ABCD (Fig. 5.13), y sea s el eje del lado
ABy M el centro de AB. En la simetria o5 al punto A le corresponde B, al &ngulo
recto MAD le corresponde el angulo recto MBC, al lado AD el lado paralelo y
congruente BC, por tanto, al punto D el punto C; es decir, s es también eje del
lado CD. Las diagonales son congruentes porque son segmentos que tienen como

extremos puntos que se corresponden en la simetria ;. O

Definicién 5.7
Se dice rombo a un cuadrildtero con lados congruentes.

Teorema 5.10
En un rombo las diagonales son ejes de simetria y son bisectrices de los

angulos del rombo.
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5.3. Desigualdad entre segmentos y angulos

Definicién 5.8
Se dice cuadrado a un cuadrildtero con los angulos rectos y los lados

congruentes.

Teorema 5.11
En un cuadrado tanto los ejes de los lados como las diagonales son ejes

de simetria; las diagonales son congruentes, perpendiculares entre si y

bisectrices de los dngulos.

Ejercicio. Demostrar los inversos de los teoremas 5.9, 5.10 y 5.11.

5.3 Desigualdad entre segmentos y angulos

Sea r una recta y P un punto que no pertenece a r. Se sabe que existe una tinica
recta que pasa por P y es perpendicular a r (teorema 2.14). Sea H el pie de dicha
perpendicular. El segmento PH se denomina segmento perpendicular trazado de P
a r. Cualquier otro segmento que tiene como extremo a P y un punto cualquiera de
r (distinto de H) se dice segmento oblicuo (Fig. 5.14). El punto H se llama también
proyeccién del punto P, y el segmento HA y HB proyeccién respectivamente de

PAy PB.

Figura 5.14. Proyecciones de puntos y segmentos sobre una recta.
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5.3. Desigualdad entre segmentos y angulos

Teorema 5.12
Dada una recta r y un punto P que no le pertenece, el segmento perpendicular

trazado desde P a r es menor que todo segmento oblicuo; dos segmentos
oblicuos que tienen proyecciones congruentes son congruentes; entre dos
segmentos que tienen proyecciones no congruentes, el mayor es aquel que

tiene la proyeccion mayor.

Figura 5.15. Proyecciones de segmentos sobre una recta.

Demostracion. Consideremos el segmento PH perpendicular a r y los segmentos
oblicuos PA y PB (Fig. 5.15). En el tridngulo resctdngulo AAPH, el cateto PH
es menor que la hipotenusa AP (corolario 3.2). Supongamos que BH = HB',y
consideremos los dos segmentos oblicuos PB y PB’. En la simetria axial opy, PB
y PB’ se correponden, por tanto, PB = PB’. Se tiene AH > HB. Observemos que
los dos dngulos PAH y PBH son agudos de los tridngulos rectangulos AAPH y
APBH. Por tanto ABP es obtuso porque es adyacente a un angulo agudo. En el
A APB se tiene BAP < ABP por tanto por el teorema 3.18 es AP > PB. O

Podemos llamar “distancia” en espera de definirla correctamente, de un punto A

a un punto B a la longitud |AB|.
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5.3. Desigualdad entre segmentos y angulos

Ya que el segmento perpendicular trazado de un punto P a una recta r es el
segmento mds corto, es también el de “minima distancia” del punto P a los
diferentes puntos de la recta r. Tal longitud se llama distancia del punto P a

la recta r.

Teorema 5.13
Segmentos paralelos comprendidos entre dos rectas paralelas son

congruentes (Fig. 5.16).

B/

Figura 5.16. Segmentos paralelos comprendidos entre rectas paralelas.

Demostracién. Consideremos el cuadrildtero ABA'B’, este es un paralelogramo
(teorema 4.24), por tanto, los lados opuestos son congruentes (teorema 4.22); es

decir, AB = A’'B’ O

En particular, si dos segmentos AB y A’B’ son perpendiculares a las rectas a y b,

su longitud comtin esta dada por la “distancia entre las dos rectas”.

Teorema 5.14
La distancia entre dos rectas paralelas es la minima distancia entre sus puntos

(Fig. 5.17).
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5.4. Composicion de simetrias axiales. Rotaciones

Figura 5.17. Distancia entre rectas.

54 Composicion de simetrias axiales. Rotaciones

Og O 0s = Tpg

Figura 5.18. Composicién de simetrias axiales de ejes paralelos.

Consideremos dos simetrias axiales 05 y 0y de ejes s y s/, diferentes y paralelas

(Fig. 5.18). Vamos a demostrar que la composicién oy o 05 es una traslacion.

Tomando dos puntos Py Q, sean P’ y Q' sus simétricos mediante o5; sean P y
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5.4. Composicion de simetrias axiales. Rotaciones

Q" las transformaciones de P’ y Q' mediante 0. La transformacion oy o 05 aplica
Pen P’y Qen Q”; se tiene que PQ = P'Q’, ademds, P'Q’" = P"Q”; por tanto,
PQ = P’"Q". Podemos concluir que la composicion de simetrias axiales conserva
la congruencia; ademads, PQ y P”Q"” son paralelos (comparando los triangulos
APQH y P"KQ"); finalmente PP" y QQ" son paralelos y congruentes. Por tanto, la
composicién de dos simetrds axiales de ejes paralelos es una traslacién: oy o 05 = T;
note que la tralaciéon T tiene médulo 2d (24 significa el doble de la distancia entre

los ejes s y ).

Figura 5.19. Composicién de simetrias axiales de ejes incidentes.

Estudiemos ahora la composiciéon de dos simetrias axiales con ejes incidentes
en el punto O que forman un angulo agudo de amplitud « (Fig. 5.19). En la
transformacién oy o 05, el punto O es unido, por lo tanto, no se trata de una
traslacion. El correspondiente de PQ mediante o5 es P'Q’; el correspondiente de

P'Q’ mediante oy es P”Q". Se verifica que AOPQ = AOP'Q’, y que AOP'Q’ =
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5.4. Composicion de simetrias axiales. Rotaciones

AOP"Q", por tanto, AOPQ = AOP"Q".

La transformacién geométrica oy o 05, puede interpretarse de manera intuitiva;
de acuerdo a la Fig. 5.19; nétese que la a recta OP le corresponde en ¢; la recta OP’
y ala OP' le corresponde mediante oy la recta OP”; 1o mismo ocurre para las rectas
0Q, OQ" y OQ". Esto se puede expresar afirmando que la recta OP ha rotado
al rededor del punto O un cierto dngulo. Representaremos la transformacién
que asocia P con P”, Q con Q”, teniendo fijo el punto O, con el simbolo wp y
la llamaremos rotacioén al rededor del punto O. Se puede constatar que en una

rotacién a una recta le corresponde una recta.

Figura 5.20. Composiciéon de simetrias axiales de ejes perpendiculares.

También observamos que |QOQ"| = |POP”| = 2a, es decir, la amplitud del
angulo es el doble que el formado por los dos ejes. Una transformacién de este
tipo, se dice rotacion al rededor de O de un angulo 2« y se representa mediante
w?. En la Fig. 5.20 se representa la rotacién de un dngulo plano mientras los dos

ejes forman un dngulo recto R, por lo tanto, es una rotacién w3X.
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5.4. Composicion de simetrias axiales. Rotaciones

Definicién 5.9
Fijada una direccién de rotacién, un punto O (llamado centro de rotacién)
y un dngulo de amplitud « (llamado dngulo de rotacién), la transformacién
que asocia un punto P con el punto P’ obtenido mediante una rotacion al

rededor de O de un dngulo de amplitud «, se dice rotacién y se representa

mediante: wy (Fig. 5.21).

P/

O

Figura 5.21. Rotacién de centro O y dngulo a.

Teorema 5.15
Dada una rotacién w', siempre es posible encontrar dos ejes s y s’ que

forman un dngulo de amplitud « y se intersecan en O tal que 05 0 0y = w3

Demostracién. Sea un punto P del plano y O el centro de una rotaciéon w2, sea P
el correspondiente de P segtn la rotacién w, se quiere demostrar que existen dos
rectas s y s’ que pasan por O y que forman un dngulo « tal que, considerando las

simetrias axiales 05 y 0y, se tiene (0 o 05)(P) = P”.

Por el axioma de transporte de dngulos siempre se pueden determinar dos rectas
que formen un dngulo & y tengan como interseccién cualquier punto, en este caso
el punto O. Ahora si consideramos el punto P, este tendrd su correspondiente por

0y o 05 al punto P”, esta composicion no es otra cosa que wzo“. [
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5.5. Ejercicios resueltos

Notemos que las rotaciones son isometrias pues son la composicion de dos

isometrias.

5.5 Ejercicios resueltos

1. Sea el trapecio ABCD con los lados AB y CD paralelos. Sea r una recta paralela
a la recta AB externa al trapecio. Sea s una recta paralela a la recta r, también
externa al trapecio. Determine el trapecio A”B”C"”D" correspondiente a la

transformacion o o 0.

D" c

\ /

A" (os00,)(ABCD) B"

D s C
A B
!/ r /
A B
D' o,(ABCD) c!

Figura 5.22. Paralelogramo ABCD y sus correspondiente en la composicién de

simetrias axiales.

Solucién. En la Fig. 5.22 se puede observar el cuadridtero ABCD en la parte
central, su correspondiente en la simetria axial de eje r en la parte inferior, y en

la parte superior su correspondiente en la transformacién o o 0.
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5.5. Ejercicios resueltos

2. Sea ABCD un trapecio is6sceles; tomando los centros de los lados, demuestre
que si la altura del trapecio es la semisuma de las bases, entonces los centros

forman un cuadrado.

_ 4Bl +[cD|
GE| = =5—

A 3 B

Figura 5.23. Cuadrado formado por los puntos medios de un trapecio is6sceles.

Solucién. Demostracion. El cuadrildtero formado por los centros de otro
cuadrilatero es un paralelogramo, por lo que el cuadrildtero EFGH es un
paralelogramo. Para que EFGH sea un cuadrado, basta demostrar que
sus diagonales son perpendiculares y congruentes. La primera parte esta
demostrada, ya que HF es paralela a las bases del trapecio (une puntos medios
en una correspondencia paralela) y GE es eje del trapecio ABCD; es decir, el
OEB es recto, luego por dngulos correspondientes también es d&ngulo recto el

FOG. Para la demostracién de la segunda parte se tiene que:

|HF| = |HI| + |IO| + |OF| = |HF| = |IO| + |OF| + |HI| = |DG| + |EB| =

|CD| |AB]|
= — —|— 4

= |GE
> 5~ = |GE]|

O
3. En un cuadrado tanto los ejes de los lados como las diagonales son ejes de

simetria; las diagonales son congruentes, perpendiculares entre si y bisectrices

de los angulos.
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5.5. Ejercicios resueltos

A E D
H ) F
B G C

Figura 5.24. Cuadrado ABCD.

Demostracién. Todo cuadrado es un rectdngulo, por tanto, todo lo que es vélido
para este tltimo, es también valido para los cuadrados; consecuentemente, en
un cuadrado cada pareja de lados opuestos tienen el mismo eje de simetria y
las diagonales son congruentes (teorema 5.9), luego, EG es eje de los lados AD

y BC, mientras que FH es eje de los lados AB y CD.

Los tridangulos AABD y ABCD (Fig. 5.24)son congruentes (por LLL); luego se
cumple que ADB = BDC y ABD 22 CBD; asi mismo, los tridangulos AACD y
AABC son congruentes (por LLL), por tanto, se cumple que BAC = CAD y
ACB = ACD, es decir, las rectas AC y BD son bisectrices de los dngulos del

cuadrado.

Recordando que las bisectrices de los dngulos son ejes de simetria axial en
la que los lados de los dngulos se corresponden, ademds, si se considera el
AACD es isosceles por lo que la bisectriz DO es altura, lo que demuestra que

las diagonales son perpendiculares.

Las bisectriz DO es también mediana, por lo que AO = OC, razonando de la
misma manera con el AABD se llega a la conclusiéon de que BO = OD; es decir,

las diagonales se intersecan en sus puntos medios.
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5.5. Ejercicios resueltos

Finalmente, las diagonales son ejes de simetria del cuadrado ya que satisfacen

la definicién de eje de simetria de una figura. O

4. Sea AOB un angulo, sea P un punto de su bisectriz; trace las perpendiculares
PC y PD desde P respectivamente sobre OA y OB. Demuestre que OP y CD

son perpendiculares.

O

Figura 5.25. OP bisectriz del AOB.

Demostracion. La bisectriz de un &ngulo es el eje de simetria en la cual
se corresponden los lados del dngulo. Por hip6tesis P pertenece al eje y
OCP = ODP; por tanto, C y D se corresponden en la simetria axial oop;

consecuentemente, el segmento CD es perpendicular a OP. O

5. Sea el tridngulo equildtero AABC; sobre éste, usando los lados como base,
forme tres tridangulos isésceles congruentes externos al AABC. Demuestre que

los trés vértices de los tridngulos isésceles forman un tridngulo equilatero.
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5.5. Ejercicios resueltos

Figura 5.26. Tridngulos equildteros AABC y AEFG.

Demostracion. Por hipétesis CE es eje de AB; por tanto, también es bisectriz
de AéB, consecuentemente BCE = EGA; andlogamente CBG = GBA. Por
hipétesis AACG = ABCF = AABE, y ademas estos son iséscels; luego se
cumple que BAE = EBA =~ CBF = FCB =~ ACG = GAC. Lo que nos permite,
debido a la suma de dngulos congruentes, concluir que EBF = FCG. Ahora
considerando los tridngulos ABEF y AFCG se concluye que son congruentes
por el primer criterio de congruencia. Luego se cumple que EF = FG.

Andlogamente se demuestra que EG = FG; por tanto, AEFG es equilétero.

]

. Sea AB un segmento de centro O y sea s una recta no incidente con el segmento
AB; demuestre que la distancia de O a la recta s es igual a la semisuma de las

distancias desde A y B a la recta s.
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5.6. Ejercicios propuestos

Figura 5.27. Segmento AB y O su centro.

Demostracién. Sea s la recta que contiene a los puntos F y H, la distancia de O a
la recta s estd dada por la longitud del segmento OG perpendicular a la recta s.
Asimismo la distancia del punto B a la distancia s es la longitud del segmento
BH perpendicular a la recta s; ademas, la distancia del punto A a la recta s es
la longitud del segmento FA perpendicular a la recta s. Por los puntos Ay O
trazamos paralelas a la recta s; formandose asi los rectangulos AEFG, EJHG
y OEJK y los triangulos AAEO y AOBK. Se cumple que FA = GE = HJ,
EO = JKy AAEO = AOBK (por el primer criterio de congruencia), luego
EO = KB. Asi |OG| = 3(|AF| + |BH|). O

5.6 Ejercicios propuestos

1. Sean a y b dos rectas perpendiculares y O la intersecciéon de a y b. Verifique con

un ejemplo que 0, 0 0p = 0p.

2. Sea AB un segmento de centro M, sea s el eje del segmento. Demuestre que un
punto P estd en el semiplano que tiene a s como origen y contiene a B si y solo
si el pie H de la perpendicular PH trazada desde P sobre la recta AB esta sobre

la semirecta M B de origen el punto M.
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5.6. Ejercicios propuestos

3. Sean dadas dos rectas r y s incidentes, sea P un punto externo a ellas. Demuestre

que las perpendiculares trazadas desde P a las rectas r y s son distintas.

4. Sean A, B, C tres puntos no alineados; sean n y p los ejes de los segmentos AC y
AB respectivamente; sea O el punto de interseccién de n y p. Sea m el eje del

segmento BC. Demuestre que m pasa por O.

5. Sea ABCD un paralelogramo y s una recta externa a él. Demuestre que la suma
de distancias de s a los vértices A, B, C, D es el cuddruplo de la distancia de s al

punto O, interseccion de las diagonales del cuadrilatero.
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