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Prologo

El libro “Introduccién a la Geometria Analitica del Plano” aborda los
principales topicos de las lineas de primer y segundo orden, a través del
estudio de las coordenadas de un punto en el eje y en el plano, la
transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas polares y
viceversa, la solucion de algunos problemas elementales como son la

distancia entre dos puntos y la division de un segmento segin una razén
dada.

Ademas, se estudia la transformacion de coordenadas cartesianas cuando se
realiza una traslacién, una rotacion o las dos; es decir, se trabajan con
sistemas primitivos y sistemas nuevos de coordenadas, lo que permitira en
lo posterior poder determinar las ecuaciones de lineas de mayor

complejidad.

Asi mismo, se determinan las diferentes ecuaciones de una recta a partir de
condiciones preestablecidas, se analiza las lineas de segundo orden:
circunferencia, elipse, parabola e hipérbola, mediante la obtenciéon de las
ecuaciones de un lugar geométrico y su representacion grafica. La
comprension de todos estos contenidos permitira al lector en lo posterior

poder abordar los temas de la geometria analitica en el espacio.



Introduccion

La Geometria Analitica tiene un enfoque hipotético-deductivo y su valor
didactico y formativo en el proceso de ensefianza-aprendizaje se basa
principalmente en el desarrollo de destrezas de pensamiento abstracto
referentes a la percepciéon y visualizacién; constituyéndose en una
herramienta importante para diferentes areas del conocimiento como:
astronomia, fisica, negocios; entre otras. Con esta perspectiva ha sido

disenado el libro “Introduccion a la geometria analitica del plano”.

El presente libro ha sido elaborado con el fin de proporcionar una
herramienta 1til para docentes y estudiantes en el proceso de ensenanza-
aprendizaje de la asignatura de geometria analitica del plano. Las
demostraciones de proposiciones y teoremas desarrolladas en el texto
constituyen procedimientos generales para la resolucion de ejercicios
particulares; las mismas, incluyen la argumentacién de la validez de los
razonamientos realizados; lo que sin duda facilitara a los estudiantes de las
carreras de ingenieria y matematica la solucion analitica y grafica de

problemas practicos de manera eficiente.

El texto utiliza un lenguaje matematico formal; y ha sido desarrollado de tal
forma que los lectores comprendan definiciones, teoremas y proposiciones;
para lo cual se han incluido modelos graficos, procesos de razonamiento
deductivo y analitico, ejemplos y notas explicativas de cada uno de los
teoremas demostrados. La obra ha sido desarrollada en cinco capitulos; en

cada uno de ellos se realiza un estudio completo de los diferentes topicos.



En el capitulo I se estudian las coordenadas de los puntos tanto en la recta
como en el plano, se demuestran las relaciones entre coordenadas
rectangulares y polares. Se demuestran las expresiones que permiten
determinar la distancia entre puntos en un eje. Ademas, se desarrollan

algunos ejercicios de aplicacion.

El capitulo II trata algunos problemas basicos de la geometria analitica
plana, se demuestra las expresiones para la distancia entre puntos, divisiéon
de un segmento y para la transformacion de coordenadas cartesianas por
traslacion y rotacidon; ademas, se estudia la proyeccién de un segmento
sobre un eje arbitrario a partir de la informacion de la longitud del segmento

y el angulo formado entre el eje y el segmento.

El capitulo IIT aborda el problema de la determinaciéon de ecuaciones de
lineas, dadas sus caracteristicas principales y el problema contrario, que
consiste en determinar el lugar geométrico dada su ecuacion; esta tarea se
la desarrolla tanto en coordenadas cartesianas como en coordenadas
polares. Los ejercicios resueltos refuerzan los contenidos expuestos en este

capitulo.

En el capitulo IV se realiza un estudio pormenorizado de las lineas de primer
orden, se determinan las ecuaciones de la recta a partir de condiciones
dadas y se obtiene la ecuacién de un haz de rectas. Se desarrollan algunos

ejemplos que aclaran los temas tratados.

Finalmente en el capitulo V se estudian la lineas de segundo orden como la
circunferencia, elipse, parabola e hipérbola. También se estudia la
trasformacion de la ecuacion general a ecuacidon candnica y viceversa; los

contenidos tratados en este capitulo son reforzados con ejemplos.
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Capitulo I

1. Coordenadas en la recta y en el plano

En este capitulo se hace un estudio pormenorizado de las coordenadas en un eje
y en el plano; asi mismo, se establece las relaciones entre coordenadas cartesianas

rectangulares y coordenadas polares.

1.1 Eje y segmentos en el eje

Sea una recta arbitraria a la que la que se la dota de dos direcciones opuestas entre
si, se elige a una de estas como la direccién positiva, y la otra como la negativa. La
recta dotada de estas dos direcciones se denomina eje, graficamente se representa la

direccion positiva mediante una flecha como en la Figura 1.1

El E2

o——o

A B D C

@ O O O -

Figura 1.1: Eje a

Definicion 1.1. Se denomina segmento unidad de un eje cualquiera, a un segmento
de cualquier longitud, que sirve como referencia para definir la longitud de un
segmento arbitrario; en la Figura 1.1, podria considerarse como segmento unidad al

segmento que va de F; a Fj.

Definiciéon 1.2. Sean A y B dos puntos arbitrarios en un eje dado. El segmento
limitado por dichos puntos se llama segmento dirigido si se ha convenido cual de
estos puntos se toma como origen y cuél como extremo del segmento. Como direccion

del segmento se toma la direccion del origen al extremo.

Ejemplo. AB denota el segmento dirigido limitado por los puntos A y B, cuyo

origen esté en el punto A; mientras que BA denota el segmento dirigido limitado
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J. Morocho, L. Cerda y M. Davalos

por los puntos A y B, cuyo origen esta en el punto B.

Nota. De aqui en adelante se llamara simplemente segmento a los segmentos dirigidos

en un eje.

Definicion 1.3. Se denomina magnitud del segmento del eje AB, al namero igual
a su longitud, tomado con signo mas, si la direcciéon del segmento coincide con el
sentido positivo del eje, y con signo menos, si la direccion coincide con el sentido

negativo del mismo. La magnitud del segmento AB se representara mediante AB.

Notas.

1. Dado el segmento AB, si el punto A coincide con el punto B obtenemos un

segmento de longitud 0, en cuyo caso diremos que AB es un segmento nulo.

2. La longitud de un segmento es igual al valor absoluto de su magnitud, para

representarla usaremos la simbologia |AB|, luego se cumple que |[AB| = |BA|.

3. Las magnitudes de AB y BA se diferencian en el signo, es decir:

AB = —-BA

4. En la Figura 1.1 se representa el eje a en el cual se encuentran los puntos
A, B,C, D; el segmento unidad es E7F5. Se supone que los puntos A, B,C'y D
estan situados de tal modo, que la distancia entre A y B es igual a dos, y entre
C'y D esigual a tres. La direcciéon de A a B coincide con el sentido positivo
del eje, la direccién de C' a D es opuesta al sentido positivo del eje. Por tanto,

tenemos en este caso:
AB=2,CD = -3,
por tanto,
BA=-2,DC = 3.
Ademés, se cumple

|AB| =2, |CD| = 3.

11



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

Teorema 1.1. Cualquiera que sea la posicion de los puntos A, B y C en el eje, las

magnitudes de los segmentos AB, BC' y AC estdn sujetas a la relacion
AB + BC = AC

a esta relacion la llamaremos identidad fundamental.

Demostracion. La demostracion la realizaremos por casos

Caso I Los segmentos AB y BC tienen la misma direcciéon y ninguno de ellos

tiene magnitud igual a 0.

AB + BC = AC | el todo es igual a la suma de sus partes

Caso II Los segmentos AB y BC tienen direccién contraria y ninguno de ellos

tiene magnitud igual a 0.

AC + CB = AB | el todo es igual a la suma de sus partes
AC — BC = AB | yaque CB = —BC
AB + BC = AC | transponiendo términos.

Caso III Uno de los segmentos tiene magnitud igual a 0 (supongamos AB = 0)

AB+ BC = AA+ AC = AC' | hipotesis

El caso en el que BC' = 0 es analogo al anterior. u

1.2 Coordenadas en la recta. Eje numérico

Existe un método que permite determinar, mediante ntmeros, la posiciéon de puntos
en una recta s dada. Para ello se considera un segmento cualquiera como unidad;
ademas, se indica la direccion positiva de la recta s, y se representa mediante O un

punto arbitrario de esta (Figura 1.2).

12
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Ey Ey

M

Qll

Figura 1.2: Coordenadas de los puntos de un eje

Definicién 1.4. Sea M un punto cualquiera del eje, llamamos coordenada del punto
M, ala magnitud del segmento OM (Figura 1.2). El punto O se denomina origen de

coordenadas, y su coordenada es igual a 0.

Notas.

1. La coordenada del punto M determina completamente la posiciéon del punto.

2. El valor absoluto de la magnitud de OM representa la distancia del punto M
al punto O.

3. El signo de OM determina hacia qué lado del punto O se ubica el punto
M. Si la coordenada es positiva, el punto M esta ubicado en la direccion
positiva respecto a O; si es negativa, M estara ubicado en la direccién negativa,

finalmente si la coordenada es 0, entonces M coincide con O.

4. Silarecta s es horizontal y su direccion positiva es hacia la derecha, entonces los
puntos ubicados a la derecha del origen de coordenadas tendréan coordenadas
positivas, mientras que los puntos que estdn a la izquierda del origen de

coordenadas tendran coordenadas negativas.

5. La coordenada de un punto se representa generalmente mediante la letra x, y
cuando se consideran varios puntos, estos se representan mediante la misma
letra, diferenciandolos por medio de subindices, por ejemplo, Ay, Ay, As, -+, Ap;
sus coordenadas también se diferencian mediante subindices, por ejemplo,

T1,T2,T3, " ,Tn.

13



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

6. Para representar el punto y su coordenada se escribe A(x), en caso de ser un

solo punto; si son varios se escribe Ay (z1), Aa(x2), As(x3), -, An(zn)

Teorema 1.2. Dados los puntos M;(x1) y Ma(x2) del eje, se cumple My My = x5 — 11

Demostracion.

1) OM;+ MMy = OM, | debido a AB + BC = AC (Identidad fundamental)
2) MMy = OMs; — OM, | despejando de 1)

3) MMy =1zy— x4 ya que OMs = x9 y OM; = 11 B

Teorema 1.3. Dados los puntos Mi(x1) y Ms(xs) del eje, la distancia d, entre ellos
estda dada por

d= ‘33'2-1'1’

Demostracion.
1) MMy =x9— a9 teorema 1.2

2) |MiM,| = |zo — 21| | sacando valor absoluto de 1)
3) d=|xe— 21| ya que | M M| =d =
Nota. Por definicion de valor absoluto se tiene que |xy — z1| = |1 — 22|, entonces

para determinar la distancia entre dos puntos del eje se restan sus coordenadas en

cualquier orden y de ese resultado se calcula su valor absoluto.

Ejemplos. Resolver

1. Dados los puntos A(—2), B(3), C(4), D(—7). Determinar las magnitudes de
los segmentos AB, CDy DB

AB=3-(-2)=5
CD=-7T—4=-11
DB=3—(=T)=10
2. Determinar la distancia entre los puntos P(—2) y Q(7)
d=17—-(=2)|=9

14
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Cada punto de un eje tendré una coordenada real y viceversa, cada niimero real

representa un punto del eje.

Definicién 1.5. Se denomina eje numérico, al eje en el que se ha asociado a cada

punto con un namero real y viceversa (Figura 1.3).

DO ¢
W e
=~ ¢
(S
(@) NC
~ ¢
Q0 ¢

v

5 -3 -2 -1 0 1

Figura 1.3: Eje numérico

1.3 Coordenadas cartesianas rectangulares en el

plano

Un sistema de coordenadas permite determinar la posicion de los puntos del plano
mediante nimeros. A continucién, se estudia el sistema de coordenadas llamado

cartesiano rectangular.

Definiciéon 1.6. Se denomina sistema de coordenadas cartesiano rectangular a dos
ejes numéricos perpendiculares entre si (Figura 1.4), distinguidos por un orden; es
decir, se conoce cuél es el primero y cuél es el segundo. La interseccion de los ejes se
denomina origen del sistema y los ejes se denominan ejes coordenados; ademas, el

primero se llama eje de las abscisas y el segundo eje de las ordenadas.

15
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Figura 1.4: Sistema de coordenadas cartesiano rectangular

Nota. El origen de coordenadas se representa con la letra O; el eje de las abscisas

mediante Ox y el eje de las ordenadas mediante Oy.

Definicion 1.7. Sea M un punto cualquiera del plano, sean M, y M, las proyecciones
del punto M sobre los ejes coordenados Ox y Oy, se llama coordenadas del punto

M, y se representan mediante x y y respectivamente, a los numeros x = OM, y

y = OM, (Figura 1.5).

M
My
y
o T M,

Figura 1.5: Coordenadas del punto M
Notas.

1. OM, y OM, representan las magnitudes de los segmentos OM, y OM,

respectivamente.

16
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2. El ntmero = se denomina primera coordenada o abscisa y el niimero y segunda

coordenada u ordenada del punto.

3. Se usa la notacion M (z,y) para indicar abreviadamente las coordenadas del

punto M.
4. Si se tiene varios puntos My, M, --- , M, entonces, para representar sus
coordenadas se usa la notacion Mi(xy,y1), Ma(z2,y2), -+, My (2, Yn)-

5. Existe una correspondencia biunivoca entre los puntos del plano y los pares

ordenados de niimeros reales.

6. Para ubicar en el plano un punto M conocidas sus coordenadas x e y, se ubican
los segmentos OM, de magnitud x sobre el eje Ox y OM, de magnitud y sobre
el eje Oy, luego por M, se traza una paralela al eje Oy y por M, una paralela
al eje Oz, el punto interseccion de las rectas anteriores corresponde al punto

M.

Definicion 1.8. Se llama semiplano derecho e izquierdo a los semiplanos en que
queda dividido el plano debido al eje Oy. Asi mismo, se llama semiplano superior e

inferior los semiplanos en que queda dividido el plano debido al eje Ox.

Notas.

1. Los puntos ubicados en el semiplano derecho tienen abscisas positivas x > 0y
aquellos que estan a la izquierda abscisas negativas = < 0. Los puntos ubicados
en el semiplano superior tienen ordenadas positivas y > 0 y los puntos ubicados
en el semiplano inferior, ordenadas negativas y < 0. Las coordenadas del origen

O son las dos iguales a 0.

2. Los ejes coordenados en conjunto dividen al plano en cuatro partes, llamados
cuadrantes, y se los nombra como primero, sequndo, tercero y cuarto a los
que estan ubicados en los semiplanos derecho y superior, izquierdo y superior,

izquierdo e inferior, y, derecho e inferior, respectivamente.

17



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

Definicion 1.9. Si los ejes que forman el sistema de coordenadas cartesianas forman
un angulo diferente a un angulo recto, entonces el sistema se denomina sistema de
coordenadas cartesianas oblicuo y las coordenadas de un punto en el plano se ubican

trazando paralelas a los ejes (Figura 1.6).

Figura 1.6: Sistema de coordenadas cartesianas oblicuo

Las coordenadas del punto M en este sistema son los niimeros

z=0M,

y=0M,

1.4 Coordenadas polares

Definiciéon 1.10. Se denomina sistema de coordenadas polares al conjunto
determinado por un punto O del plano al que se denomina polo, un rayo O A que tiene

su origen en O, denominado eje polar y una unidad para la medida de longitudes.

18
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Ademés, se considera la direcciéon positiva de rotaciéon del eje al rededor de O en

sentido antihorario (Figura 1.7).

Figura 1.7: Sistema de coordenadas polares

Definiciéon 1.11. Sean M un punto cualquiera del plano, p su distancia al punto O
y 0 el angulo que debe girar el rayo O A para coincidir con el rayo OM. Los niimeros
asi definidos se denimonan coordenadas polares del punto M. El ntiimero p se llama
coordenada primera o radio polar, el nimero 0, coordenada sequnda o dngulo polar

(Figura 1.8).

Figura 1.8: Coordenadas polares del punto M
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INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

Notas.

1. Los puntos del plano son representados por coordenadas polares mediante (p, ),

donde p como se dijo es el radio polar y € el angulo polar.

2. Un punto determinado por las coordenadas polares (p,f) estd también

determinado por las coordenadas (p, 0 + 2k7) con k € Z.

3. El valor 6 debe cumplir con lo siguiente: —m < § < 7 (aunque también se

acepta que 0 < 6 < 27).

4. Se conviene en aceptar que p > 0; sin embargo, otros autores aceptan que p
tome también valores negativos, en este caso, el punto de coordenadas polares
(—r,0) donde r > 0, se representa de tal manera que primero se mide el dngulo
polar de forma ordinaria, y después se toma el radio polar en la prolongaciéon

de r.

5. Si M coincide con O se tiene que p = 0, y por tanto, el &ngulo polar 6 puede

ser cualquiera.

Ejemplo. Graficar el punto cuyas coordenadas polares son M = (5, %” rad)

6 s
M
3 s
p=>5
—6 -3 3 6
_3 1

Figura 1.9: Coordenadas polares del punto (5, 2{ Tad)
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1.5 Transformaciéon de coordenadas cartesianas a
polares y viceversa
En este estudio se supone que el polo del sistema polar coincide con el origen de las

coordenadas cartesianas rectangulares, y que el eje polar, coincide con el semieje

positivo de las abscisas (Figura 1.10).

M
My
p
y
0
O t M, A

Figura 1.10: Coordenadas polares y cartesianas del punto M

Proposicion 1.1. Sean (p,0) y (x,y) las coordenadas polares y cartesianas,
respectivamente de punto M. Las relaciones que transforman las coordenadas polares

en cartesianas son:

x = pcosb
(1.1)

y = psend

Demostracion. Sean las proyecciones M, y M, del punto M sobre los ejes O, y O,

respectivamente.
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1) OM, = OM cosf | relaciones trigonométricas en el tridngulo
rectangulo AOM M,

2) x=pcost ya que OM =py OM, =x

3) OM, = OM sen@ | relaciones trigonométricas en el triangulo
rectangulo AOM M,

4) y=psend ya que OM =py OM, =y

]

Proposicion 1.2. Sean (p,0) y (x,y) las coordenadas polares y cartesianas,
respectivamente del punto M. Las relaciones que transforman las coordenadas

cartesianas en polares son:

b= VTP

(1.2)
tanf = £
Demostracion.
1) p*=2?+y* | Teorema de Pitdgoras aplicado al tridngulo AOM M,
Figura 1.10
2) p= \/m extrayendo la raiz cuadrada
3) tanf =% relaciones trigonométricas en el triangulo rectangulo
ANOM M,
O

Nota. La expresion tanf = £ no determina completamente el valor del angulo 0,

para precisarlo, es necesario conocer el cuadrante en el que se encuentra el radio

polar.
Ejemplos.
1. Dadas las coordenadas cartesianas rectangulares de un punto A(—5,5),
determine sus coordenadas polares (suponiendo que el polo coincide con el

origen del sistema cartesiano, y que el eje polar coincide con el semieje positivo

de las abscisas). Elabore un grafico.

Solucién. Mediante la aplicacion de las ecuaciones 1.2 se tiene:
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p =52+ 52 =52
o =tan~!(—2) = —45°

0 = 135°

por tanto, las coordenadas polares son: (5v/2,135°)

Figura 1.11: Transformacion de coordenadas cartesianas a polares del punto (—5,5)

2. Dadas las coordenadas polares de un punto A(p, 0) = A(1, —*/Tgm‘ad), determine

sus cordenadas cartesianas rectangulares. Elabore un grafico.

Solucién. Empleando las ecuaciones 1.1 se tiene:

r = 1cos(—*§7r) ~ —0,24

Y= 1sen(—‘/Tg7r) ~ —0,97

por tanto, las coordenadas cartesianas son: A(—0,24,—0,97)
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-ﬂl —\/Tgw rad 2

A(—0.24,—0.97)

Figura 1.12: Transformacién de coordenadas polares a cartesianas del punto

(1, —‘/Tgﬁ rad)

1.6 Ejercicios resueltos

1. Las coordenadas cartesianas oblicuas de un punto son A(—3,7) donde el
dngulo que se forman los ejes es § rad, determine las coordenadas cartesianas

rectangulares del punto A.

Solucién. Se puede demostrar que las siguientes, son las relaciones entre las
coordenadas cartesianas y oblicuas de un punto, donde x e y representan las
coordenadas cartesianas y z’ e iy’ representan las coordenadas oblicuas del
mismo punto.

y =1y sen«

xr=12+1y cosa

reemplazando x e y

s

y = Tseng

x:—3—|—7cos§
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calculado las funciones

y="T1%
r=-3+ 7%
reduciendo
y="1p
¥

Q
Il
ol

Figura 1.13: Transformaciéon de coordenadas oblicuas a cartesianas

2. Las coordenadas polares de un punto son (—3, grad), determine las coordenadas

oblicuas cuando el angulo « entre los ejes es ¢ rad.

Solucién. Las coordenadas cartesianas del punto estan dadas por

x = pcost

y = psen 6
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reemplazando
T = —3cos %
y=—3seng
resolviendo
(1.3)
y=—3

ahora se transforma a coordenadas oblicuas usando las férmulas

y = sen «
¥ =x— -4 cosa
sen «
se tiene
Iy
Yy = sen &
!/ _ Yy s
v=r - COS &
es decir
.
!
y =4
2
\ 3
resolviendo )
!/ __
Yy =2y
' =1 — /3y
\

reemplazando la expresiones de 1.3 se tiene
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Figura 1.14: Transformacién de coordenadas polares a oblicuas

3. Escriba usando la notacion (p,#) con p > 0y —m < 6 < 7 los siguientes puntos

(—3,—4), (4,6), (—5,6).

a) (xy)=(-3-4)

Se tiene que p = 1/(=3)2+ (—4)2 =25=15
Ademaés tan o = % por tanto o = 53.13°

Como 6 pertenece al tercer cuadrante, se tiene que
0 ~ —(180° — 53.13°) = —126.87°

(p,0) = (5, —126.86°)
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= —126.86

Figura 1.15: Transformacion de coordenadas cartesianas a polares, (—3,—4) =

(5, —126.86°)

b) (x,y)=(4,6)
Se tiene que p = \/(4)3 + (6)2 = v/52 = 2V/13
Ademaés tan 6 = g por tanto 0 ~ 56.31°

(p,0) = (24/13,56.31°)

/ (4,6)
p2v13

0 =5631°

T

Figura 1.16: Transformacion de coordenadas cartesianas a polares, (4,6) =

(24/13,56.31°)

¢) (x,y)=(-5,6)

Se tiene que p = 1/(—5)% + (6)2 = V61
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Ademaés tan o = —g por tanto o ~ —50.19°
Como 6 pertenece al segundo cuadrante, se tiene que
0 ~ (180° — 59.19°) = 129.81°
(p,0) = (v/61,129.81°)
(-5.6) Y|
p =61

N 0 = 129.81°

T

Figura 1.17: Transformacion de coordenadas cartesianas a polares, (—5,6) =

(24/13,129.81°)

4. Determine las coordenadas cartesianas de los puntos Pi(5, %), Pa(—4, %71’),

P3(5, 3m). Grafique.
CL) Py (57 %)
Se tiene que ¥ = pcosf = 5cos ¢ ~ 4.05

Se tiene que y = psenf = 5sen ¢ ~ 2.94

(z,y) = (4.05,2.94)

5,,
4,,
P,
3,,
2 p=>5
1,,
0 — 36°
~1 1 2 3 4 5
_1,,

Figura 1.18: Ejercicio 4.a)
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b) Po(—4, %)

Se tiene que z = pcosf = —4cos 2T = —4(—\/75) =22

Se tiene que y = psent = —4sen I = —4(*%2) = —2V/2
(z,9) = (2v2,-2v2)

A4l

3,,

'."" 1 + 9 == 1350

3
6 = —45°

p=4

~31 Py

¢) Py(5,%)

Se tiene que x = pcosft = 5cos %’T =-25

Se tiene que y = psenf = Hsen 4?” ~ —4.33

(x,y) = (—2.5,—4.33)

-7 -6 -5 -4 -3 =% -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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1.7 Ejercicios propuestos

. Transforme a coordenadas polares usando la notacion (p,f) con p > 0y
—m < 0 <, las coordenadas de los siguientes puntos, A(3,—6), B(—4,—5) y
C(-5,8).

. Transforme a coordenadas cartesianas las coordenadas de los siguientes puntos,

P(—2,-30°), Q(5,125°) y R(7,—%).

. Un cuadrado tiene su centro en el polo de un sistema de coordenadas polares, la

longitud del lado es a, determine las coordenadas polares de los cuatro vértices.

. Dos vértices de un triangulo equilatero son A(0,23°) y B(1,7), determine las

coordenadas polares del tercer vértice.

Nota. Dos soluciones.

. Un hexagono regular tiene su centro en el polo de un sistema de coordenadas
polares y dos de sus lados son paralelos al eje polar, si la longitud de los lados
en igual a cinco unidades, determine las coordenadas cartesianas y polares de

los vértices del hexégono.

. Demuestre que las siguientes ecuaciones relacionan las coordenadas cartesianas
rectangulares con las coordenadas cartesianas oblicuas, con dngulo entre los
ejes a.

y =1y sena

x =212 +1y cosa
donde x e y, representan las coordenadas rectangulares y z’ e ¢ representan

las coordenadas oblicuas.

. Determine las relaciones entre las coordenadas polares y las coordenadas

oblicuas.
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Capitulo II

2. Estudio de algunos problemas basicos de la

geometria analitica plana

En este capitulo se estudia los principales problemas de la geometria analitica plana,
como son: Divisiéon de un segmento en una razoéon dada, la distancia entre puntos y

las relaciones entre coordenadas cartesianas por rotacion y traslacion.

2.1 Proyeccion de un segmento sobre los ejes

coordenados

Definiciéon 2.1. Dado el segmento M; M, y las proyecciones P, y P, del origen y
extremo del segmento sobre un eje u respectivamente (Figura 2.1). La magnitud
del segmento P, P, se denomina proyeccion del segmento My My sobre el eje u y se

representa mediante

P’I"uMlMQ = P1P2

M,

My

Figura 2.1: Proyecciéon de un segmento sobre un eje

Notas.

1. De acuerdo a la defincién, la proyecciéon de un segmento sobre un eje es un
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nimero que puede ser positivo, negativo o cero.

2. Las proyecciones que interesan, son aquellas sobre los ejes coordenados Ox y

Oy, a las que se simboliza mediante X y Y, respectivamente.

Teorema 2.1. Cualquiera que sean los puntos Mi(xi,y1) y Ma(za,y2), las
proyecciones del segmento MM, sobre los ejes coordenados estin dadas por las

formulas:

X=w—x,Y=y—11

(0,93 My (22, 2)

(07 yl)

) t770)

Figura 2.2: Proyeccion de un segmento sobre los ejes coordenados

Demostracion.
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1) 1 es la abscisa del pie de la perpendicular
de M sobre el eje Ox

2) x5 es la abscisa del pie de la perpendicular
de M, sobre el eje Ox

3) Pro.MiM; = x5 — 13

4) X =x9— 14

x1 es la abscisa del punto M.

To es la abscisa del punto Ms.

def. proyeccion.

def. X.

De igual manera se puede probar lo mismo para Y:

5) 1 es la ordenada del pie de la perpendicular
de M; sobre el eje Oy

6) 1o es la ordenada del pie de la perpendicular
de M, sobre el eje Oy

7)  ProyMiM; =y, —

8) Y =y—u

Y1 es la ordenada del punto Mj.

Yo es la ordenada del punto M.

def. proyeccion.

def. Y.

Nota. Si el origen M; del segmento coincide con el origen de coordenadas O, y el

extremo del segmento es el punto M (z,y), entonces las proyecciones del segmento

MM = OM sobre los ejes coordenados estén dadas por

X=xyY=y

Lo anterior es verdadero ya que las coordenadas del origen son (0, 0).

Ejemplo. Determine la proyeccion del segmento sobre los ejes coordenados

conociendo su punto origen M;(—3,5) y extremo My(—8, —3).

X=as—a = -8 (=3) =5
y

V=yp—tp=-3-5=-8
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2.2 Distancia entre puntos

Teorema 2.2. Cualquiera que sea la posicion de los puntos My(x1,y1) y Ma(x2,ya)

en el plano, la distancia d entre ellos se determina por la formula

d=/(z2 — 1) + (y2 — 11)?

La demostracion se deja como ejercicio.

Ejemplo. Determine la distancia entre los puntos M;(—3,4) y Ms(4,8)

Se aplica la formula de la distancia, obteniéndose

d=/(2s— 21+ (2 —11)2 = /(4 +3)2 + (8 —4)2 = V19 + 16 = /65

2.3 Proyeccion de un segmento sobre un eje

arbitrario

Proposicién 2.1. Sea un segmento MyM,, de longitud d. Las proyecciones del

segmento M1 My sobre los ejes coordenados Ox y Oy estan dadas por:

ProzM;My; = dcos@

ProyM; My = dsen 0

respectivamente. Donde 6 es el dngulo formado entre un eje i, paralelo al eje Ox, que

pasa por My, y el segmento M1 Ms. 6 se denomina dngulo polar del segmento My M.
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Figura 2.3: Proyeccién de un segmento sobre los ejes

Demostracion.

Sea el sistema cartesiano de origen el punto M; con ejes pu y v paralelos a los ejes

Oz y Oy respectivamente (Figura 2.3), las coordenadas polares del punto M, son

(d,0). Sean (X,Y) las coordenadas cartesianas del punto M, en este sistema, se tiene:

1

[ S N V]

)
)
)
)
)
)

6

X =dcost
Y =dsenf
X = PTOleMQ

Y = P?"OyMlMQ
ProzM;My; = dcos8
Proy MMy = dsen 0

transformacion de coordenadas polares a cartesianas
transformacion de coordenadas polares a cartesianas
ya que p es paralela a Ox y v es paralela a Oy

ya que p es paralela a Ox y v es paralela a Oy

por transitividad de 1) y 3)

por transitividad de 2) y 4) -

Por un lado, la proyecciéon de un segmento M;M; sobre los ejes, conocidas las

coordenadas de M; y M, estan dadas por X = x5 — 21y Y = yo — y; como se vio

en el teorema 2.1. Por otro lado, de acuerdo a la proposiciéon 2.1, la proyeccion del

segmento M; M, esta dada por X = dcosf y Y = dsen 6, igualando éstas expresiones
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se tiene que:

Ty — X1 = dcosb

Yo — Y1 = dsenf
despejando las anteriores se obtiene

To — I

d

cosf =

Y2 — U1
d

senf =

Las ultimas igualdades relacionan el angulo polar del segmento M; Ms con la longitud
y las coordenadas del origen y extremo del segmento. Ademés, puede usarse la

igualdad
Y2—
To — X1

tanf =

Ejemplo. Determine el angulo polar del segmento que tiene la direcciéon del punto

M; = (—6,7) al punto My = (7,1)

\M2

Figura 2.4: Angulo polar del segmento M; M,
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Usando la expresion tan ) = zz:zll, se tiene que tanf = —%; es decir 0§ ~ —24.78°.

Proposicion 2.2. Dados el segmento M1 Ms, 1 un eje cualquiera, la proyeccion de

My M sobre p esta dada por
Pr, MM, = dcos ¢

donde d es la longitud del segmento M1 My y ¢ es el dngulo que debe girar el eje

para que su direccion coincida con la direccion del segmento My My (Figura 2.5).

M2 M2

Figura 2.5: Proyeccion de M; M, sobre el eje u

La demostracion de la proposicion 2.2 queda como ejercicio.

Proposicion 2.3. Sean los puntos My, Ms, A y B; la proyeccion del segmento My My
sobre el eje . que pasa por los puntos A y B, en la direccion de A a B estd dada por

XX +YY’

PTEMlMQ = d

donde X y'Y son las proyecciones del segmento M, My sobre los ejes coordenados y
X'y Y’ son las proyecciones del segmento AB sobre los mismos ejes; d y d' son las

longitudes de los segmentos My My y AB respectivamente (Figura 2.6).
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Figura 2.6: Proyeccion de un segmento sobre un eje que pasa por dos puntos

Demostracion. Sean 6 y ¢’ los angulos polares de M7 Ms y j1 respectivamente; ademaés,

sea

—_

2

N O Ot s W

)
)
)
)
)
)
)
)

8

¢ el angulo entre p y My M,, se tiene:
PragM, M, = dcos ¢
dcos ¢ = dcos(0 —0")

dcos(f —0") = d(cosf cost + senfsend’)
cosf = 2, cost = {5—,/

senf = %, senf’ = 1;—,/

dcos(f — ') = d(% + %)

dcos(f —0') = w

ProypMiMy = 25007

proposicion 2.2

hipotesis

coseno de suma de angulos
proposicion 2.1
proposicion 2.1

reemplazo de 4) y 5) en 3)
simplificando 6)
transitividad

]

Ejemplo. Determine la proyeccion del segmento M; M, sobre el segmento que pasa

por los puntos A(—2,5) y B = (6, —3) en la direccion de A a B, tal que M; = (2,2)
y My = (77 4)

Utilizando la férmula

PT‘@MlMQ =

XX'+YY'
dl

como X =7-2=5Y=4-2=2 X' =6—-(-2)=8Y =-3-5=-8y
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d=/(6+2)2+(-3-5)2=8V2
se tiene

pragM, My = —5(8);%*8) — \%

2.4 Area de un triangulo

Teorema 2.3. Cualquiera que sean los tres puntos A(x1,y1), B(xe,y2) y C(x3,93),
no situados en una misma recta, el drea del trindgulo ABC' se da por la formula.
j:Szl T2 —T1 Y2 — W1

2 T3 —T1 Ys— U1

El seqgundo miembro de esta formula es igual a +S, st la rotacion mds corta del

segmento AB al segmento AC' es positiva, e igual a —S, si esta rotacion es negativa.

Figura 2.7: Area de un triangulo

Demostracion.
Sean AB = d, AC = d', ¢ el angulo comprendido entre los lados AB y AC, 0 el
angulo polar del segmento AB y €' el angulo polar del segmento AC.
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1) S=1iddsenyp formula del area de un triangulo
conocidas las longitudes de dos lados
y el angulo comprendido.

2) p=0 -0 si la rotacion mas corta de AB al
segmento AC' es positiva.

3) —p=0-0 si la rotacion mas corta de AB al

segmento AC es negativa.

4) p==+(0"—0) de 2) y 3).

5) S =xidd sen(¢' —0) reemplazando ¢ en 1).

6) S =+3dd (sené cosf — cos# senf) | resolviendo el seno de la suma.
7) S =+L(XY' - XY) por las igualdades: X = dcos#,

Y =dsenf X' =d' cosf', Y =d sent.
8) S =%3(za—x1)(ys — y1)—
— (x5 — x1) (12 — y1)] def. de X, Y, X", V"

Ty —T1 Y2 — U1

def. de determinante.

9) +S=

1
2

T3 —T1 Ys— U

Figura 2.8: Divisiéon de un segmento en una razéon dada

2.5 Division de un segmento segin una razéon dada

Definicion 2.2. Sea un eje p (Figura 2.8) sobre el cual se encuentran dos puntos A
y B tal que A precede a B en la direccién del eje, sea M un punto del eje diferente

de B y A un ntamero real; se dice que el punto M divide al segmento dirigido AB en
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la razén A si se cumple que:

AM
~ MB

Notas.

1. El ntimero A no depende de la manera en que se ha elegido la direccion positiva
del eje u, ya que, si se cambia la direccion positiva del eje por la opuesta,

también cambia los signos de las magnitudes AM y M B.

2. El valor A no depende de la unidad de medida elegida para medir las longitudes,
ya que, si se cambia la unidad de medida, las magnitudes AM y M B quedan

multiplicadas por un mismo factor, por tanto, la razén no se altera.

3. Si el punto M coincide con el punto B, se tiene que M B = 0 por tanto A no

esta definida.
4. Si A es un numero positivo, entonces el punto M esté entre los puntos A y B.

5. Si A es un nimero negativo, entonces el punto M no pertenece al segmento

AB.
6. Si A esigual a 0, entonces M = A.

Teorema 2.4. Si el punto M(z,y) divide al segmento AB en la razén A, las

coordenadas de este punto se expresan mediante las formulas

1 + Az oyt Ay
L+ A YT

donde A(z1,y1) y B(x2,y2).

La demostracion del teorema 2.4 se deja como ejercicio.

Ejemplo. Determine las coordenadas del punto M que divide al segmento dirigido

(S5 [N}

AB segtn la razéon A = —

. 3 _ AM
Se tienen que —% = 775

z1—2p yi—3yo

1_% yy: 1—

luego x =
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Proposicién 2.4. Las coordenadas del punto medio del segmento AB estdn dadas

por
T1+ 2o _Hn + Yo
2 Y 2

Tr =
donde A(x1,y1) y B(z2,y2).

La demostracion de la proposcion 2.4 se deja como ejercicio.

Ejemplo. Dados los vértices del tridangulo A(7,-2), B(—4,6), C(5,—9), si
representamos por M; y My, los puntos medios de los segmentos dirigidos AB
y AC respectivamente, compruebe que la longitud de M;M,; es la mitad de la

longitud BC.

Se tiene que las coordenadas de M; estan dadas por

A = N | I Y2ty
==y =5 =2
las coordenadas de M, son

/" x3tT1 o ystyr 11
= BE =06,y = Bt = =5

la longitud de M; M, es

N

la longitud de BC' es

BC = /81 + 225 = 3/34

es decir BC' = 2M M,

2.6 Transformacion de coordenadas por traslacion

de ejes

Se pretende determinar las coordenadas de un punto en el plano de acuerdo a
diferentes sistemas coordenados, tales que, los ejes sean paralelos; se denominara al
sistema de ejes Ox y Oy como sistema primitivo de coordenadas. Cualquier otro

sistema se denominara sistema nuevo de coordenadas y se lo representara mediante

O/x/ y O/y/'
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Proposicion 2.5. Dados los sistemas de coordenadas Oz, Oy y O'z’, Oy cuyo

origen es el punto O'(a,b) segin el sistema primitivo (Figura 2.9), entonces las

relaciones entre las coordenadas de un punto M en el plano estan dadas por

r=12"+a, y=9y +b

Ay Ay
My My M
:
! Mx’ '
y Ot o — >
O (CLPb) x .
b s
a Oz Mz ﬁ
O T

Figura 2.9: Sistema primitivo y sistema nuevo

Demostracion. Sean O’z y Mz las proyecciones de O y M sobre el eje Ox

respectivamente, asi mismo, sean O’y y My las proyecciones de O y M sobre

el eje Oy respectivamente.

1) OMz=00z+ O'zMx
2) z=a+2a
3) OMy=00"y+ OyMy
4) y=b+y

teorema 1.1
yva que OMx = 2,00’z = a,0'cMx = 2/
teorema 1.1

ya que OMy = y,00'y = b, O'yMy = v/

Las formulas de la proposicién 2.5 pueden expresarse como

¥=x—a yY=y-0>

Nota. La proposiciéon 2.5 puede expresarse de la siguiente manera: si se hace un
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traslado paralelo del sistema cartesiano de coordenadas en una magnitud a, en
direccion del eje Ox, y en una magnitud b, en direccion del eje Oy, las abscisas de

todos los puntos disminuyen una magnitud a, y las ordenadas, en una magnitud b.

2.7 Transformacién de coordenadas por rotacion de

ejes

Figura 2.10: Rotaciéon de coordenadas

Si hacemos girar tanto el eje Ox como el eje Oy un mismo angulo « dejando fijo
el origen O de coordenadas (Figura 2.10), se dice que el sistema de coordenadas
cartesianas ha rotado un édngulo a. Lo que se busca es determinar relaciones entre
las coordenadas de un punto M en el nuevo sistema Ox’, Oy’ con sus coordenadas

en el sistema primitivo Ox, Oy.

Proposicion 2.6. Sea Ox’, Oy’ el nuevo sistema que se obtiene haciendo girar un
angulo a el sistema primitivo Ox, Oy, sea un punto del plano M con coordenadas

(z,y) y (2/,y) en el sistema primitivo y nuevo respectivamente. Las relaciones entre
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estas coordenadas estan dadas por:

x =12 cosa —y sen«

y = z'sena + 1y cosa

Demostracion. Se tiene que x = OMz, y = OMy, ' = OMz', y' = OMy' (Figura
2.10). Ademas

1) x=pcosh, y=psenb proposicion 1.1

2) ' =pcostl, y =psentd proposiciéon 1.1

3) x=pcos(¢ + «) del)yb0=0+a

4) x=pcost cosa— psend sena | de 3) y coseno de suma de dngulos -
5) x =a'cosa— 1y sena de 2) y 4)

6) y=psen(d +a) del)y 0 =0+«

7) y=psent cosa+ pcost sena | de 6) y seno de suma de angulos

8) y=a'sena+y cosa de 2) y 7)

Proposicion 2.7. Las relaciones entre coordenadas del sistema nuevo y primitivo,

después de una rotacion de un dngulo o son:

' =xcosa+ ysena

Yy = —xsena + ycos«

Demostracion. Si se considera como primitivo el sistema nuevo, y se hace girar un

angulo —a, utilizando las féormulas de la proposicion 2.6, se tiene

x' =xcosa+ ysena

Yy = —xsena—+ ycosa
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2.8 Transformacion de coordenadas cartesianas

rectangulares por traslaciéon y rotaciéon

Ahora se busca la relaciéon entre las coordenadas primitivas y nuevas cuando se realiza

una traslacion seguida de una rotacion de ejes.

La traslacion en la direcciéon del eje Ox sera en una magnitud a y en la direcciéon
del eje Oy una magnitud b, mientras que la rotacién sera con un angulo «. Para
determinar las relaciones entre las coordenadas primitivas y nuevas se empleard un

sistema auxiliar O'z”, O'y".

Resumiendo, si M es un punto de coordenadas primitivas (z,y), luego del traslado
sus coordenadas se transforman en (z”,y"), y posterior a la rotacion sus coordenadas

en el nuevo sistema se transforman en (2/,y’) (Figura 2.11).

Yy 1"
A/ A y
Z
2"
(8%
............ >
[0

b '
x

O a

Figura 2.11: Traslaciéon seguida de una rotacion

Proposicion 2.8. Las expresiones que relacionan las coordenadas cartesianas
primitivas con las coordenadas nuevas de un punto, luego de realizar una traslacion

de magnitud a en la direccion del eje Ox y en una magnitud b en la direccion del eje

47



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

Oy, sequida de rotacion de los ejes en un dngulo «, estdn dadas por:

x=12'cosa—y'sena+a

y=2a'sena+ 1y cosa+b

Demostracion. Se considera primero la traslacion del sistema primitivo a un nuevo
sistema cuyos ejes se denominaran mediante O’'z” y O’y”. Sea M un punto del plano,

cuyas coordenadas en el sistema primitivo sean M(x,y), se tiene
1) z=2"4a, y=1y"+b | proposicion 2.5

Ahora se considera el sistema de ejes O'z” y O'y” como primitivo, y como nuevo
sistema, el que se consigue al hacer girar al primitivo un angulo «, este nuevo sistema

tendra nuevos ejes que se denominaran O'x’, O'y/, se tiene
2) 2’ =4d2'cosa—y'sena, yY"=2a"sena+y cosa proposicion 2.6

3) x=1a'cosa—y'sena+a, y=2a'sena+y cosa+b | reemplazando 2) en 1)

Proposicion 2.9. Las expresiones que relactonan las coordenadas nuevas con las

coordenadas primitivas en una traslacion sequida de una rotacion son:

¥ =(x—a)cosa+ (y —b)sen

/

Y =—(r—a)sena+ (y —b) cosa

La demostracion de la proposiccion 2.9 queda como ejercicio.

Ejemplo. Escribir las formulas de transformacion de coordenadas que corresponden
a un traslado del origen al punto O’(4, —5) y una rotacion de los ejes en un angulo
de 60°. Determine las coordenadas en el nuevo sistema de coordenadas del punto

M (10, 15).

Usando las férmulas

¥ = (z—a)cosa+ (y—b)sena

y = —(x —a)sena + (y — b) cos
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con los datos a = Z, a =4y b= —5, se tiene

x'=(x—4)cos T+ (y+5)sen %

Yy =—(x—4)senf + (y+5)cos §

las coordenadas de punto M en el nuevo sistema estan dadas por:

2 = (10 —4)L + (15 +5)L =3 +10v3

y = —(10 —4)%3 1+ (15 +5)1 = —3v/3+ 10

2.9 Ejercicios resueltos

1. Determine la relacion entre las coordenadas cartesianas rectangulares
(coordenadas primitivas) )y las coordenadas cartesianas oblicuas (coordenadas
nuevas)) cuando el origen de las coordenadas oblicuas se ha traslado a un punto
(a,b) y el angulo entre los ejes del sistema oblicuo es a. Debe encontrar las

coordenadas primitivas en términos de las coordenadas oblicuas y viceversa.

Figura 2.12: Coordenadas cartesianas rectangulares y oblicuas
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Solucién. Las siguientes férmulas permiten pasar de coordenadas nuevas

(sistema oblicuo) a primitivas (sistema rectangular).

y =1y sen«
(2.1)

xr=1a+1y cosa

Las siguientes formulas permiten pasar de coordenadas primitivas (sistema

rectangular) a nuevas (sistema oblicuo).

y = sen «
(2.2)

Las siguientes formulas permiten pasar de sistema primitivo a un nuevo sistema

después de una traslacion del origen al punto de coordenadas (a,b).

T =x—a

(2.3)
y=y—b

Lo que primero se va a realizar es una traslacion del origen al punto de
coordenadas (a,b) llamando a los ejes nuevos O'z” y O'y”, por tanto las
formulas que permiten determinar las coordenadas nuevas de un punto M (x,y)

Son:

=z —a
(2.4)

y'=y—>b
Ahora considerando como primitivas las coordenadas z” e y” (coordenadas
rectangulares) y como nuevas z’ e 3y (coordenadas oblicuas) se reemplaza las
ecuaciones 2.4 en las ecuaciones 2.1 y 2.2 (2" se reemplazara en x mientras que

y” se reemplazara en y), obteniéndose:

y=1vy'sena+b

r=12+y cosa+a



J. Morocho, L. Cerda y M. Davalos

y = sen o«
(2.6)

2. Dado el lugar geométrico x + y — 3 = 0, determine la ecuaciéon del lugar

geométrico cuando se ha realizado una traslacion del origen al punto A(3, —2).

Solucién. Para resolver este problema se tiene que utilizar las ecuaciones de

transformacion de coordenadas

¥=x—a y=y—0>

por tanto se tiene que

r=a4+a y=y +b

r=2+3 y=y —2

posteriormente se reemplaza las coordenadas = e y en la ecuacion de la recta,

obteniéndose

¥+3+y-2-3=0

reduciendo

P4+y—-2=0
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r+y—3=0

4y —2=0

Figura 2.13: Ecuaciones de lugares geométricos en coordenadas nuevas y primitivas

52

3. Dado el lugar geométrico 22 — 3% + 2y — 2 = 0, determine la ecuacién de este
lugar geométrico cuando se ha realizado una traslaciéon del origen al punto

O’(—3,2) y una rotacion de ejes de %71’.

Solucién. Para resolver este ejercicio se debe usar las ecuaciones de

transformacion de coordenadas

x=1a'cosa—y sena+a

y=2a'sena+y cosa+b

es decir se deben emplear las igualdades

1 ! 1
sT—y'sengm —3

A
T = T COS 6

y:x’sen%Wqu’cos%W—f—Q
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Figura 2.14: Ecuaciones de lugares geométricos en coordenadas nuevas y primitivas

resolviendo

xr = %gx’ -1y -3
y= 50+ Gy 2
por tanto la ecuacion del lugar geométrico respecto al nuevo sistema esta dada

por

2 2

2 2
3 1 1 3 1 3
(ix’——y'—?)) —(—x'+£y’+2) +2(§x'+\/7_y/+2>—2=0

resolviendo las potencias
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3 1 3 1 3 3
le’2+zly'2+9—%_x’y'—3\/§x'+3y'—Zxa—zy'?—él—%x'y'—Z\/gy'—2$'+x'+\/§y'+4—2 -0

reduciendo términos semejantes se obtiene la ecuacion del lugar geométrico

luego de la traslacion y rotacion indicadas en el ejercicio.

1 1

éx'Q - 5y’2 — 32y —(3V3+ 1) +(3-V3)W +7=0

4. Un navio tiene coordenadas polares N (1200, %7?) respecto a un puerto que lo
representamos por el punto A, ademés el puerto B tiene coordenadas cartesiana

(—500,1000) respecto al puerto A, ;Cuéles son las coordenadas polares del

navio respecto al puerto B?

Nota: Considere las coordenadas polares (p, ) tal que — 71 <0 <7y p >0

Solucién. Puede considetarse el punto A como el origen del sistema primitivo
de coordenadas cartesianas, por tanto las coordenadas cartesianas del navio

segin este sistema son

3 1
x = pcosim = —1200 * 7%
(2.7)

_ 3. _ 1
Yy = psenym = 1200*75

de acuerdo al enunciado del ejercicio, puede considerarse el punto B como
el origen del nuevo sistema de coordenadas cartesianas, es decir a = —500 y

b = 1000

ahora vamos a determinar las coordenadas del navio respecto al sistema nuevo,

por tanto usamos las ecuaciones

¥=x—a
(2.8)
/

y =y—>

por tanto
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— 1 ~
' = —1200 * Vol 500 ~ —348.53

y' = 1200 x* \/AE — 1000 ~ —151.47

Las coordenadas polares son

p= /2" 4+ y? ~ 380.02
tana = %
por tanto o ~ 23.50°

es decir 0 ~ —180° + 23.50° = —156.51°

luego las coordenadas polares son (380.02, —156.51°)

1,800
1,600
1,400
1,200
B
1 7nrm
p =380.02 J(} = —156.51
N 800
600
p = 1200 400
200
Q=135
-1,000  —-800  —600  —400  —200 A 200 400 600
—200

Figura 2.15: Aplicaciones de cambio de coordenadas

(2.9)
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5. Las coordenadas cartesianas de un los vértices de un triangulo son A(—2,3),
B(—3,—4) y C(3,0). Determine el area del triangulo que une los puntos que
dividen los lados AB, BC' y AC' en una razén \ = % Interprete el signo del

determinante.(Llame a los puntos P, @), R respectivamente).

Q(~0.6,—2.4)

B(~3,-4)

Figura 2.16: Area de un triangulo

Solucién. Las coordenadas de P, (), R son

P — zitdey _ —24+3(=3) _ 12
T 1A T 1+§ - 5
2
p o— it _ 354 1
Y 1+ 1+§ 5
Q _ x1HAxy _3+%(3) _ 3
T 1A T 1+§ -~ 5
Q, = yitdy: _ 430 _ 12
7/ S 1+§ - 5
2
_ mitdmy . —24303)
R, = A T 1+2 =0

R — ntdy 3+2(0) ¢
vy T 142 5

Calculemos el area del triangulo A PQ R mediante la férmula

j:Szl To—T1 Y2 — U1

T3 —T1 Ys— U
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reemplazando
3, 12 12 1
yo_ L TETE T 75
| ovg -y
pgo 1|8 TF | _1(72, 156 228 _ 114
21 12 8 2\ 25 25 50 25
5

5

228

=5 la interpretacion del signo es: la rotacion mas

el area del tridngulo es A =

corta del segmento P(Q) al segmento PR es positiva.

6. Determine las coordenadas de los puntos P,(Q), R anteriores si los ejes se

trasladan de forms rigida al nuevo origen (5,6) y luego giran un dngulo av = 60°

Solucidn. se emplea las formulas

¥ = (z—a)cosa+ (y—b)sena

/

y' = —(x —a)sena + (y — b) cos

reemplazando

7 = (31:—5)%4—(3/—6)‘/7g
v =—(x—5)% +(y—0)3
esta ultima formula se emplea para las transformaciones de los puntos P, Q), R

transformando las coordenadas de P

R
y = —(—2 -5 4 (1 _g)l =B
V= (3B (- 0 = s
y =—(-%- 5)\/73 + (-2 -6)l = 14\/53)—21
Y= (0-5) + (2 - 6) = =z

7. Demuestre analiticamente que la suma de los valores absolutos de las
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proyecciones de dos lados de un tridngulo sobre el lado de mayor longitud, es

igual a la longitud de este tltimo.

Solucioén. Se utiliza la férmula que proporciona la proyeccion de un segmento

sobre un eje, hay que recordar que esta proyeccion puede ser negativa.

XX +YY’

PTEMlMQ = d’

Lldmese a los puntos del tridngulo 'y sus  coordenadas

A(x1,1), B(z2,92), C(x3,y3), supéngase que el lado mayor sea AB.

Primero se debe determinar la proyeccion de cada uno de los lados sobre los

ejes coordenados:

Sean X” e Y la proyeccion de AB sobre el eje Ox y Oy respectivamente

X” =Ty — 1
(2.10)

Y'=ys—u

Sean X’ e Y’ la proyeccion de AC' sobre el eje Ox y Oy respectivamente

X' = T3 — X1
(2.11)

Y’=y3—y1

Sean X e Y la proyeccion de C'B sobre el eje Ox y Oy respectivamente

X:IQ—Ig (2 12)

Y =y —y3

Sean d, d’, d" las longitudes C'B, AC, AB respectivamente. Se tiene por tanto

d" = \/@2 —11)? + (2 — y1)?

X'X"+Y'Y" (x5 —21)(22 — 331) (y3 —y1) (Y2 — Y1)

Pr-=AC = =
AP d" \/ $2 - 531 ?J2 - y1)2
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XX"+YY” _ (w2 — 23) (T2 — 21) + (Y2 — ¥3) (42 — Y1)

Pr-—CB =
AP d’ V(@s — 212+ (g2 — 11)?

sumando se tiene

(22 — 1)(22 — 1) + (Y2 — Y1) (y2 — 1)
\/(1'2 —21)2 4 (Y2 — 1)?

=V (z2—21)+ (y2 — 11)*> = AB

PT@E—FPTEC_B:

. Demostrar que los puntos (2, —2), (—8,4) y (5, 3) son los vértices de un tridngulo

rectangulo, y calcular su area.

10

B=(-8,4)

A=(2,-2)

Figura 2.17: Area de un triangulo rectangulo

Demostracion. Si se llama a los puntos de coordenadas (2, —2), (—8,4), (5, 3),

A.B, C respectivamente, se tiene que :

1) AB =136 formula de distancia
2) AC =+/34 formula de distancia
3) BC =170 formula de distancia
4) BC? = AB? + AC? | relacién que satisfacen AB, BC'y AC

la expresion 4) demuestra que el triangulo AABC' es rectangulo. m
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Ahora se calcula el area usando la ecuacion

1| o —x —
Lo 5 2 1 Y2—U
T3 —T1 Ys— U
por tanto
11 =10 6
21 3 5

luego el 4rea es S = 34, el signo negativo significa que el segmento AB debe

girar en sentido horario para coincidir con el segmento AC.

9. Sean A, B, C' los vértices de un tridngulo, determine las proyecciones sobre los
ejes coordenados de los lados del triangulo AABC'. A(2,3), B(—2,5), C(6,—8).
Ademés determine las proyecciones sobre los ejes coordenados de un sistema
oblicuo cuyo eje Oz’ forma un angulo 30° con el eje Ox y 35° con el eje Oy.

Los origenes de los sistema rectangular y oblicuo coinciden.

Figura 2.18: Proyecciones de los lados de un tridngulo sobre los ejes coordenados

60



J. Morocho, L. Cerda y M. Davalos

Solucién. Las proyecciones sobre los ejes coordenados estan dadas por las
expresiones

X:.xg—l'l

Y=y —un

considerando que se van a proyectar tres segmentos se tiene que

a) Las proyecciones del segmento AB son:

X=ay—a,=-2-2=—4

Y:yg—y1:5—3:2

b) Las proyecciones del segmento AC son:

X:$3—$1:6—2:4

Y=ys—y=-8-3=-11

¢) Las proyecciones del segmento BC' son:

X:l‘3—112:6—(—2):8

Y=y —ys=-8-5=-13
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AN

Figura 2.19: Proyecciones de los lados de un tridngulo sobre ejes oblicuos

Ahora para determinar las proyecciones de los lados del tridangulo sobre los ejes

oblicuos se emplea la expresion
Prum = dcos ¢
para ello primero se determina las longitudes de los lados
|AB| = V16 +4=2V5

|AC| = V16 + 121 = /137
|BC| = /64 + 169 = /233
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6y = 28.43°

A ¢ =12343°

Figura 2.20: Angulos que forma el segmento AB con los ejes oblicuos

Ahora se calculan los angulos que forman cada uno de los segmentos con los

ejes oblicuos.

El angulo que forma AB con el eje Oz (Figura 2.20) oblicuo es
1
¢1 = 180? — 30° — arctan (—5) = 123.43°
El angulo que AB con el eje Oy (Figura 2.20) oblicuo es
1
Py = 90° — 35% — arctan (—5) = 28.43°
El angulo que forma AC' con el eje Oz oblicuo (Figura 2.21) es
11
¢3 = 30° + arctan (_Z) = 100.02°
El angulo que forma AC con el eje Oy oblicuo (Figura 2.21) es

11
¢4 = 90° — 35° + arctan (—Z) = 164.98°
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Py = 164.98

Figura 2.21: Angulos que forma el segmento AC' con los ejes oblicuos

El angulo que forma BC con el eje Ox oblicuo (Figura 2.22) es
13
¢s = 30° + arctan (—g) = 88.39°
El angulo que BC con el eje Oy oblicuo (Figura 2.22) es
13
P = 90° — 35° + arctan (—g) = 176.61°

64
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—14 —-12 —10 -8 —6 —4 -2

—16

—18

Figura 2.22: Angulos que forma el segmento BC con los ejes oblicuos

con los valores encontrados, se aplica la férmula para determinar la proyeccion

de un segmento sobre un eje cualquiera

Llamando p al eje oblicuo Oz, y v al eje oblicuo Oy, se tiene
Prum = dcos ¢y = 2v/5cos123.43° = —2.46

Pr,AC = dcos ¢3 = V137 cos 100.02° = —2.04
Pr,BC = dcos ¢s = V233 cos 88.39° = 0.43
Pr,AB = dcos ¢s = 2v/5 cos 28.43° = 3.93

65
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Pr,AC = dcos ¢, = V137 cos 164.98° = —11.30

Pr,BC = dcos ¢g = V233 cos 176.61° = —15.24

2.10 Ejercicios propuestos

. El origen de un sistema de coordenadas se ha trasladado al punto de coordenadas

O'(—11,1). ;Cuéles son las coordenadas en el sistema nuevo de un punto, cuyas

coordenadas primitivas son A (—g, 7)?

. ¢ Cuadles son las coordenadas del punto B(12,6) en un sistema nuevo, obtenido

luego de una traslacion del origen al punto O’(—5,6) seguida de una rotacion

’ _ 79
de un angulo o = 77

. Las coordenadas de un punto segin un sistema primitivo son M(—7,—10) y

las coordenadas segiin un sistema nuevo por traslacion son M(3,7). Determine

las coordenadas del origen del sistema nuevo.

. Las coordenadas de un punto en un sistema primitivo son P(—8,5), y las

. Determine

coordenadas segun un sistema nuevo por rotacién son P (—%ﬁ, %5)

el angulo de rotacion del sistema.

. Determine las coordenadas del punto que divide al segmento AB segtn la razén

A= —%. Grafique.

. Determine las coordenadas de los puntos que trisecan un segmento de extremos

A(—5,—4) y B(10,12). Grafique.

. Demueste por inducciéon que si se da un sistema de masas mq, maq, -+, My

situadas en los puntos M;(xy1,y1), Ma(xe,y2), - -+, Mi(xk, yk), las coordenadas

del centro de gravedad

T1My + TaMg + - + TpMg
my+mo + -+ My

_ Yama A+ yome + - A Yk
m1+m2—|—'--+mk




Capitulo III

3. Ecuaciéon de lineas

En este capitulo se aborda temas relacionados con la determinaciéon de las ecuaciones
de lineas en el plano a partir de su definicion, tanto en coordenadas cartesianas como

en coordenadas polares.

3.1 Conceptos basicos

Definiciéon 3.1. Una relacion de la forma F(x,y) = 0 donde x e y representan
variables reales arbitrarias, se dice ecuacion de dos variables x, y, si no es valida para
todo par de numeros reales x e y. En cambio se dice identidad si es valida para todo

par de niimeros reales x e .

Ejemplo. La relaciéon 2z + 3y + 4 = 0 es una ecuaciéon de dos variables, pues es
valida tinicamente para algunos (infinitos, pero no todos) pares de niimeros reales.

No es valida cuando x =2 e y = 1.

Ejemplo. La relacion (z + y)? — 2% — 2zy — y* = 0 es una identidad, pues es vélida

para cualquier par de niimeros reales.

Definicion 3.2. Dada una ecuacion de dos variables, ademéas de = e y pueden figurar
otras letras como a, b, ¢, - - - ; estas representan ntmeros fijos a los que se los denomina

pardmetros constantes de la ecuacion.
Ejemplo. En la ecuacién ax? + by? + ¢ = 0, son parametros a, by c.

Definicion 3.3. Se dice que dos ntimeros z = xg, y = Yo satisfacen a una ecuacion
de dos variables F(x,y) = 0, si al reemplazar z y yo en la ecuacion, en lugar de las

variables, da como resultado una igualdad verdadera.

Nota. Dada una ecuacion F'(z,y) = 0, sean = e y ntimeros que satisfacen la ecuacion,
se puede decir que z e y no pueden variar arbitrariamente, pues cada valor de x da
lugar a posibles valores de y; es decir, que existe una dependencia funcional entre las

variables x e y.
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Definicion 3.4. Una linea o lugar geométrico es un conjunto no vacio de puntos del

plano que cumplen una o mas propiedades.
Ejemplo. Son lineas: rectas, parabolas, circunferencias, elipses, etc.

Definicion 3.5. Dada una linea en el plano, la ecuacion de dos variables F'(z,y) =0
se dice ecuacion de la linea si las coordenadas de todo punto de la linea sarisface la

ecuacion, y los demés puntos del plano no la satisfacen.

Nota. El objetivo de la geometria analitica es determinar la ecuaciéon de una linea

dada y viceversa; dada una ecuaciéon determinar la linea que representa en el plano.

3.2 Ejemplos de lineas

1. La ecuaciéon —2x + y = 0, puede expresarse en forma funcional como y = 2x,
se puede observar que, los puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuaciéon
son todos aquellos y solo aquellos cuya ordenada es el doble de su abscisa.
Viceversa, los puntos del plano cuya ordenada es el doble de su abscisa satisfacen

la ecuacion —2x +y = 0 (Figura 3.1).

12

—12

Figura 3.1: Linea —2x +y =0

2. La ecuacion 2z + y = 0, se puede expresar como y = —2z, es decir, los puntos
que pertenecen a esta linea son todos y tinicamente aquellos cuya ordenada es
igual al opuesto del doble de su abscisa. Viceversa, los puntos cuya ordenada
es igual al opuesto del doble de su abscisa, satisfacen la ecuacion 2z +y =0

(Figura 3.2).
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Figura 3.2: Linea 2z +y =0

3. La ecuacién 4x? — y? = 0 puede expresarse como (2 + y)(2z —y) = 0; es decir,
los puntos que pertenecen a esta linea son todos y solo aquellos cuya ordenada
es el doble de su abscisa (2o +y = 0) o es igual al opuesto del doble de su
abscisa (2z — y = 0). Viceversa, los puntos cuya ordenada es igual al doble de
su abscisa o es igual al opuesto del doble de su abscisa, satisfacen la ecuaciéon

42 — y* = 0 (Figura 3.3).

Figura 3.3: Linea 422 — y?> = 0

4. La ecuacion 2% + y? = 0 representa tinicamente el punto de coordenadas (0, 0),
ya que, para nimeros reales, tanto 22 como y? son ntimeros no negativos y por
lo tanto no se anulan, excepto cuando z = 0 e y = 0. Este es el caso que se se

denomina linea degenerada, ya que consta de un solo punto.

5. La ecuacion 22 + % + 1 = 0, no representa linea alguna, ya que 22 + 3% es

siempre no negativo, si a esta expresion se suma 1 queda como resultado una
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cantidad positiva, obviamente esta cantidad no puede ser igual a 0, por tanto,

no existen valores que satisfagan la ecuacion.

. La ecuacion p = acosf, donde a es un nimero real diferente de 0 y las variables

py 0 son las coordenadas polares de un punto del plano, representa una
circunferencia. En efecto, sea M (p, #) un punto de la linea determinada por esta
ecuacion, ademaés los puntos A(a,0), O(0,7/2), satisfacen la ecuacion, luego,
son otros puntos de la linea. El triangulo AOAM es rectangulo (Figura 3.4),
debido a que p = acosf, en consecuencia, la ecuaciéon dada representa una

circunferencia.

M

N

Figura 3.4: Linea p = acosf

. La ecuaciéon p = afl, donde a es un nimero real diferente de 0, representa

una espiral que gira en sentido antihorario partiendo del origen del sistema
de coordenadas. Si a es positivo esta tiene su trayectoria a partir del primer
cuadrante (Figura 3.5): si a es negativo, su trayectoria parte del tercer cuadrante

(Figura 3.6). Esta espiral se denomina, Fspiral de Arquimides.

Figura 3.5: Espiral de Arquimides a > 0
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Figura 3.6: Espiral de Arquimides a < 0

. La ecuacion p = %, donde a es diferente de 0, representa una linea similar a

IS

la anterior, difiere de esta, pues al incrementar el angulo 0, el cociente g se

aproxima a 0, mientras que al disminuir 6, aproximandose a 0, el cociente §
se aproxima a infinito. La linea determinada por esta ecuaciéon se denomina
espiral hiperbdlica. Se presenta la espiral hiperboélica en los casos, cuando a > 0

(Figura 3.7) y a < 0 (Figura 3.9).

Figura 3.7: Espiral hiperbolica a > 0

Figura 3.8: Espiral hiperbdlica a < 0
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9. La ecuacién p = a’, donde a > 0 y diferente de 1, representa una espiral,
denominada espiral logaritmica. Si 0 < a < 1 entonces la potencia a’ se
aproxima a 0 cuando 6 tiende al infinito positivo (Figura 3.9), mientras que

0

cuando 0 tiende al infinito negativo, la potencia a” se aproxima al infinito

positivo (Figura 3.10).

w
wlx

(=2}
oA

Figura 3.10: Espiral logaritmica con 0 <a <1y 6 <0

Si a > 1, entonces la potencia a? tiende a infinito positivo; si # tiende a infinito
positivo (Figura 3.11), en cambio a’ tiende a 0 cuando 6 tiende a infinito

negativo (Figura 3.12).
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ESE)

Figura 3.11: Espiral logaritmica cona > 1y 6 > 0

w3

=N

27
3
5_7r
6
T
T
6
47
3

Figura 3.12: Espiral logaritmica cona > 1y 6 <0

Ejemplo. Grafique la ecuaciéon p = acosf, con a =

representa esta ecuacion?

4, jqué lugar geométrico
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-1

=2

Figura 3.13: Circunferencia de ecuaciéon p = 4 cos @

Solucién. Representa una circunferencia de didmetro cuatro que tiene como tangente

al eje y.

Ejemplo. Grafique la espiral de Arquimides para a = 2 y a = —2 ;qué diferencia

puede observarse?

=30

Figura 3.14: Espiral de Arquimides para a = 2
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Figura 3.15: Espiral de Arquimides para a = —2

Solucidn. El grafico de la espiral de Arquimides para a = 2 es simétrica respecto al

origen de la grafica de la espiral de Arquimides para a = —2.

3.3 Deducciéon de ecuaciones de lineas dadas

Se pretende a partir de la definicién de la linea, determinar su ecuacion. Los siguientes

son ejemplos, en los que se determina la ecuaciéon de una linea, conocida su definicion.

1. En un sistema cartesiano rectangular de coordenadas, determinar la ecuacion
del lugar geométrico que describen los puntos cuya distancia a un punto fijo

del plano C(h, k) es constante e igual a r.

Si se representa mediante M (z,y) a cualquier punto del lugar geométrico, se
tiene que

ICM| =r

ademés

1) |CM|=+/(x—h)2+ (y—k)? | teorema 2.2
2) @—h2+y—k?2=r hipotesis y de 1)
3) (x—h)+(y—k?2=r? elevando al cuadrado 2)

Por tanto, la ecuacion (z — h)? + (y — k)? = r? representa el lugar geométrico

buscado.
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Nota. El lugar geométrico anterior representa una circunferencia de centro

C(h, k) y radio r.

. Determinar la ecuacion del lugar geométrico que recorre un punto M (z,y) tal

que en su trayectoria estd dos veces mas proximo al punto A(1,0) que al punto

B(4,0).

Se tiene que

1)
2)

3)
4)
5)
6)

2|AM| = |BM|

2/ = 1P+ (= 0P = o~ 7+ (5~ 0

2\/(x =12+ 2 = /(x — 42 + ¢
Az =1+ 9 = (v -4+
4o — 8z 4+ 4 + 4y? = 2% — 8 + 16 + ¢/?

hipotesis

reemplazo de
coordenadas

operacion con 0
elevando al cuadrado 3)
resolviendo operaciones

transponiendo términos

El lugar geométrico es por tanto una circunferencia de centro el origen de

coordenadas cartesianas C'(0,0) y el radio es 2.

. Determine la ecuaciéon de la recta a en coordenadas polares, conociendo la

distancia p del polo a la recta y el angulo v medido del eje polar al rayo dirigido,

que va desde el polo y es perpendicular a la recta (Figura 3.16).

Figura 3.16: Recta a
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Sea M(p,0) un punto de la recta a, sea P la interseccion
entre la recta a y su perpendicular que pasa por O. Se tiene
1) 6=v¢+¢ hipotesis

2) AMOP es rectangulo | OP es perpendicular a la recta a
) cos¢ = cos(0 — ) por 1)
)

p=pcos(d — ) por 2) y p = pcos¢

w

4

por tanto, la ecuacion de la recta solicitada es p = pcos(0 — ).

Ejemplo. Deduzca la ecuacion de la trayectoria del punto M, que durante su

movimiento esta a la misma distancia de los puntos A(3,2) y B(5,3).

Sea M (z,y) el punto general de la linea buscada:

|AM| =|M B|

V(T =32+ (y =22 =V/(z —5)* + (y - 3)?
22 —6x+94+y* —4dy+4=2>—100+25+y* — 6y +9

6z +9—dy+4=—107+25—6y+9
—63 4 10z — 4y + 6y + 4 — 25 =0

4o + 2y — 21 =0

3.4 Interseccién entre lineas

El objetivo de esta seccion es determinar la interseccion de dos lineas F'(z,y) =0y

G(z,y) = 0. Este proposito se consigue resolviendo el sistema de ecuaciones
F(z,y)=0

G(z,y) =0

Ejemplo. Dadas las circunferencias (z — 2)?> + (y —3)? =9 y 22 + (y — 4)® = 16,

determine los puntos de interseccion entre ellas.
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Solucion. Se debe resolver el sistema

( -2+ (y—3)%*=9

2+ (y—4)> =16

que es equivalente a los siguientes sistemas:

)
22 —4dr+4+9y* —6y+9=9
224+ y? — 8y +16 = 16

\

(
2 —dr+4+y*—6y=0
\x2+y2—8y:()

(
2 —dr+4+y* -6y =0
\$2=—y2+8y

)

—y 4+ 8y —4dx +4+y*—6y=0
\x2:—y2+8y

(

2y —4x+4=0

\;1:2 = —y? + 8y
(

:L’:%y+1
\x2:—y2+8y
)

_ 1
r=35y+1
|Gy +1)?=—y"+8y
)
x:%erl
(1Y ty+1l=—y"+8y

(

x:%y+1

32 _Ty+1=0
\
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(
_ 1
_ 14 4v11 14 411
(=5 1+ =% "5
(
12 211 12 211
=% +55 T2=F -5
_ 14 411 __ 14 411
(=5t =575

Por tanto, las coordenadas de los puntos de interseccién son: (132 + %ﬁ, % + %ﬁ) y
(2 - %ﬁ’ U %ﬁ) (Figura 3.17).
(3.73,5.45)
S 6

Figura 3.17: Interseccién entre dos lineas

Ejemplo. Determine la interseccion entre las lineas (x—2)%*+(y—5)2 =9y z = 2y+1

Soluciéon. Reemplazando en la primera ecuacién la expresion que nos da z, se tiene:
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(2y+1-2)>+ (y—5)* =9

(2y —1)* + (y —5)* =9

4y — 4y + 1+ y* — 10y + 25 =9
5y — 14y + 26 — 9 =0

5y? — 14y + 17 =0

Resolviendo la ecuacién se tiene

_ 4+ V142 — 4(5)(17)

Y 10
por tanto
14+12
(T)
7 . 6
=+ =3
Y75

lo que indica que no hay intersecciéon entre las lineas.

3.5 Ecuaciones paramétricas de una linea

Definicion 3.6. Sea M(x,y) un punto de una linea dada, tal que sus coordenadas x

e y se pueden expresar como

donde t es un nimero real que se denomina pardmetro, entonces las ecuaciones del

sistema dado se denominan ecuaciones paramétricas de la linea.

Nota. Dadas las ecuaciones paramétricas de una linea, el proceso que permite
transformar estas ecuaciones a la forma F(z,y) = 0 se denomina eliminacion de

pardametro.

Ejemplo. Determine la linea en la forma F(x,y) = 0 e indique cudl es el lugar
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geométrico , dadas sus ecuaciones paramétricas

T =rcost

y=rsent
Solucién. Las ecuaciones paramétricas dadas son equivalentes a

x? =r?cos?t

y? = r?sen’t
Sumando las dos ecuaciones se tiene

2%+ y* = r*(cos® t + sen’t)

equivalente a

En consecuencia, las ecuaciones paramétricas dadas corresponden a una circunferencia

de centro el origen de coordenadas y de radio igual a r.

Ejemplo. Determine las ecuaciones paramétricas de la circunferencia
(0 — 42+ (y+2)2 =25

Soluciéon. De acuerdo con el ejemplo anterior, las ecuaciones paramétricas de una
circunferencia con centro el origen, estan dadas por x = rcost y y = rsent, donde r

representa el radio de la circunferencia.

Como la circunferencia de este ejemplo tiene radio r = 5 y las coordenadas de su
centro son (4, —2), entonces para determinar las ecuaciones parametricas de esta

circunferencia basta sumar a x la cantidad de 4 y a y la cantidad de —2; resultando
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las ecuaciones parametricas las siguientes:

r =>5cost+4

y =>osent — 2

3.5.1 Transformacion de ecuacién en coordenadas

polares a coordenadas cartesianas

Definicion 3.7. Dada la ecuacion de una linea en la forma polar p = f(0), esta linea

puede determinarse en coordenadas cartesianas mediante las ecuaciones paramétricas

x = f(0)cos0

y = f(0)send

Ejemplo. La ecuacion de la circunferencia p = a cos @, dada en coordenadas polares,
puede expresarse en coordenadas cartesianas mediante las siguientes ecuaciones
paramétricas

T = acosf
= qcosfsend

Ejemplo. La ecuacion de la espiral de Arquimides p = af, dada en coordenadas
polares, puede expresarse en coordenadas cartesianas mediante las siguientes
ecuaciones paramétricas

z = abcosb

y = abflsenf

3.6 Ejercicios resueltos

1. Determine el lugar geométrico del punto que se mueve en el plano de tal
manera que su distancia al punto A(—2,—2) es el triple que su distancia al

punto B(—5, —5). Transforme la ecuacién a coordenadas polares.
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Solucion. Sea M(x,y) un punto de este lugar geométrico, se tiene que:

IMA| =3|MB|

V(@ +2)?+ (y +2)? =3/(z +5) + (y +5)?
22 dr + 4+ Y7 4 4y + 4 =922 + 902 + 225 + 9y? + 90y + 225
822 + 8y* + 86z + 86y + 442 =0

4a® + 4y* + 43z + 43y + 221 =0

28 -7 —6 -5 -4 -3 —2 —_1 1

Figura 3.18: Lugar geométrico |[MA| = 3|M B|

Usando la transformaciéon de coordenadas cartesianas a polares se tiene que

x = pcost

y = psen6

reemplazando se tiene:

4p% cos® 0 + 4p* sen® O + 43pcos @ + 43psen § + 221 = 0
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ademaés
(4cos 0 + 4sen?0)p* + (43 cos§ + 43sen ) p + 221 = 0

4p* + (43 cosf + 43senf)p + 221 = 0

2. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A(5,4) es siempre

igual al doble de su distancia al eje Oy.

Solucién. Sea M(xz,y) un punto del lugar geométrico, sea P la

proyeccion de M sobre el eje Oy, se tiene que P(0,y), por tanto

1) |[MA|=2|MP| hipotesis
2) (x—5)2+ (y—4)2=2/(x —0)2+ (y — y)? | definicién de distancia
3) V(x =52+ (y—4)2=2Va? resolviendo
4) 22 —10x + 25+ y? — 8y + 16 = 422 elevando al cuadrado
5) 3x2 —y?+ 10z +8y —41 =0 resolviendo
A(5,4)
/
| M
M P

/ 377

Figura 3.19: Lugar geométrico |MA| = 2| M P|

3. Un segmento rectilineo de longitud 5 se mueve de tal manera que uno de los

puntos extremos permanece siempre sobre el eje Ox y el otro permanece siempre
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sobre el eje Oy. Hallar la ecuacion del lugar geométrico del punto medio del

segmento.

Solucién. Sea M (z,y) un punto del lugar geométrico buscado, se tiene que
los extremos del segmento, tal que M es su punto medio son A(2z,0) (pues
uno de los extremos pertenece al eje Oz) y B(0,2y) (el otro extremo pertenece

al eje Oy). Por tanto

1) |[MAl=3 pues M es el punto medio del segmento AB
2) /(z—22)?+ (y —0)2 = 2 | reemplazando las coordenadas
3) Var+yr=2 resolviendo
4) 2?2+yP=2 elevando al cuadrado
B(0, 2y
M(z,y)
A(2z,0)

Figura 3.20: Lugar geométrico [MA| = 2

4. Deduzca la ecuacion de la trayectoria del punto M, que durante su movimiento

estd a la misma distancia de los puntos A(3,2) y B(5,3).
Solucion. Sea M(x,y) el punto general de la linea buscada, se cumple:
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|AM| =|M B|

V(e =32+ (y—2?=V(x—52+(y—3)?
2 —6x 49+ —dy+4=2>—10c+25+¢y>—6y+9

—6r+9—4dy+4=—102+25—6y+9

—6x + 102 — 4y + 6y + 4 — 25 =0

Az + 2y — 21 =0

Figura 3.21: Lugar geométrico |MA| = |M B)|

5. En un tridangulo de vértices A(0,1) , B(0,5) y C(x,y), el vértice C' se mueve de
tal manera que el angulo CAB es igual al doble del &ngulo CBA. Determine la
ecuacion del lugar geométrico que describe C'. Determine la ecuacion del lugar

geométrico, si el origen se traslada al punto O'(—2,2).

Solucién. Sea C(z,y), por hipotesis se cumple que CAB = Q(CEA); si se

llama al angulo CBA como «, se tiene que CAB = 2a. Se cumple:

T
y—1

tan 2c =
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y
T
tana =

con 5 —y > 0 ademés, se conoce que

reemplazando se tiene
9 (L)

siz#0

-1 25—10y+y2+x?
y (5—y)?

conb5—y#0
1 10 — 2y

y—1 25— 10y +y?— a2

25 — 10y +y* — 2% = 10y — 10 — 2y + 2y

3y? —a? — 2y +35=0

B(0,5)

2x
A(0,1)

Figura 3.22: Lugar geométrico CAB = 2ABC
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En lo que se refiere a la segunda pregunta, hay que utilizar las formulas de

traslacion por lo que se usa

r=x+a

y=y +0b
es decir,

€Tr =

y=y +2

luego la ecuaciéon queda

3(y +2)* — (' —2)2 —22(y +2) +35=0

6. Determine las ecuaciones de las mediatrices de los lados de un triangulo de
vértices A(2,3), B(—2,6) y C(5,—2). Demuestre que esta se intersecan en un

solo punto.

Solucion. La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de puntos que
equidistan de sus extremos; por tanto, si llamamos M (z,y) a un punto de la
mediatriz del segmento AB, se tiene que |AM| = |BM]|. Ahora, se determina

las ecuaciones de la mediatrices de los tres lados del triangulo.

a) Mediatriz del lado AB

AM] = |BM]|

Vi =22+ (y =32 = /(2 +2)+ (y - 6)2

2 —dr 44y —6y+9=a’+4dr+4+y*— 12y + 36

—Adr+4—-6y+9=4r+4—-12y + 36

8z — 6y + 27 =0
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b) Mediatriz del lado AC

|AM| = |CM|

V(=22 +(y—3)2 = /(2 —5)* + (y +2)?

22 —dr+44+y P —6y+9=a—100+25+4y° +y+4

—dr+4—6y+9=—102+25+ 4y +4

3r—by—8=0

142 — 16y + 11 =0

8z — 6y +27=0

Figura 3.23: Interseccion de las mediatrices de un triangulo

¢) Mediatriz del lado BC

|BM| = |C M|

Vi@ +22+ (y —6)2 = /(z —5) + (y + 2)2

4dr 44+ — 120+ 36 =2 — 100+ 25+ 9° + 4y +4

dr+4—12y+36 = —10x + 25+ 4y + 4

14z — 16y + 11 =0

Ahora se prueba que las rectas se intersecan en un sélo punto resolviendo el
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sistema )

8z — 6y +27 =0

V3 —5y—8=0

14z — 16y 4+ 11 = 0
\

en este caso se lo resuelve por el método de Gauss-Jordan

8§ —6 | =27
3 -5 |8
14 —-16 | —11

8§ —6 | =27
14 —-16 | —11

B — ~ —
— —
B~
| | |
— S wlwt
(=)
o loo

—27
~11
5 8
L =313
22 145
0 5 | -3
22 145
0 5 | -3
5 8
L =513
22 145
0 5 | -3
5 8
L =513
145
0 1 |-
183
10| -8
0 1| -4

22

7. Dos de los vértices de un triangulo son los puntos fijos A(1,0) y B(5,0).
Determine la ecuacion de la linea que recorre el tercer vértice C, si se mueve

de tal manera que la diferencia entre las longitudes de los lados AC' y BC' es
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siempre igual a la mitad de la longitud del lado AB.

Solucién. Sea el punto C(z,y) perteneciente al lugar geométrico buscado,

entonces

|AC| — | BO| :%]AB]
\/($—1)2+(y—0)2—\/(x_5)2+(y_0)2:

Ve =12 +12 = V(2 =5+ =2

22 =2z + 149y + 2% — 10z + 25 + y°—

-4

N | —

—2+/xt — 1223 + 4622 + 2222 — 60z — 12212 + 25 + 2632 + y* =4

2¢/xh — 1223 + 4622 + 2222 — 602 — 12212 + 25 + 2632 + y* =222 — 122 + 22 + 2/

Vot — 1223 + 4622 + 22292 — 60z — 12xy2 4 25 + 2612 + y* =22 — 62 + 11 + ¢/°
1222 — 722 4+ 96 — 4> = 0

32° — 182 + 24 — y* =0

3.7 Ejercicios propuestos

1. Determine la ecuacién del lugar geométrcio del punto que se mueve de tal

manera que su distancia al punto O(—2, 3) se constante.

2. Determine la ecuacion del lugar geométrico del punto que se mueve de tal
manera que su distancia al punto A(3,1) es igual a la mitad de su distancia al

eje Oy. Grafique.

3. Determine la ecuacion del lugar geométrico del punto que se mueve de tal
manera que la suma de distancias los puntos P(0,5) y Q(0,10) sea siempre

igual a 10.

4. Determine la ecuacion del lugar geomético de un punto que se mueve de tal
manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a los A(—4,0) y

B(10,0) es igual a 8.
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5. Determine la ecuacion del lugar geométrico de punto que se mueve en el plano
de tal manera que el cuadrado de su distancia al punto A(4,1) es siempre igual

a su distancia al eje Oy.

6. Determine los puntos comunes de las lineas de ecuaciones 22 + 5y?> = 1 y

y=2z—1

7. Determine en coordenadas cartesianas los puntos de interseccion entre las lineas

de ecuaciones

B 2
p_l—cosﬁ
y
2r+y—1=0

8. Determine del valor de k para que las lineas de ecuaciones

522 — 20 —ky—8=0

y = 18z — 28

tengan un solo punto en comun. Determine el punto comin y grafique.
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Capitulo IV

4. Lineas de primer orden

En este capitulo se estudia las ecuaciones de la recta en coordenadas cartesianas y

en coordenadas polares, asi como la ecuacién de un haz de rectas.

4.1 Coeficiente angular de una recta

Definicién 4.1. Dado un sistema de coordenadas cartesiano rectangular y una recta
en el plano, se demomina dngulo de inclinacion de la recta al angulo que tiene que
girar el eje Ox en sentido antihorario para coincidir con la recta dada (Figura 4.1y

42).

Figura 4.1: Angulo de inclinacién 0 < 6 < 5

N\

Figura 4.2: Angulo de inclinacion s<t<m
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Nota. Si la recta es paralela al eje Ox, se supone que el angulo de inclinacién es

igual a 0.

Definicién 4.2. Dada una recta r en el plano, con angulo de inclinacion 6, se
denomina coeficiente angular de r y se representa mediante k, a la tangente del

angulo de inclinacioén; es decir, k = tan 6.

Notas.

1. Si el angulo de inclinacién es 0, entonces su coeficiente angular es k = 0;
mientras que si § = 7, entonces se dice que la recta carece de coeficiente

angular.

2. El dngulo de inclinacién 6 esta comprendido entre 0 y 7.

3. El coeficiente angular es un nimero que puede ser positivo, negativo o 0. Si el
angulo es agudo, su coeficiente angular es positivo; si el &ngulo es obtuso, su

coeficiente angular es negativo.

4.1.1 Coeficiente angular conocidos dos puntos de

la recta

Proposicion 4.1. Dada una recta r y dos puntos de ella A(xy,y1) y B(xa,y2), €l

coeficiente angular de r estd dado por:

L — Y2 — U1
To — 1
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Figura 4.3: Recta por los puntos Ay B

Demostracion. Sean  A(x1,1y1) 'y B(xe,y2) dos puntos de la recta r
(Figura 4.3), entre las rectas que proyectan sobre los ejes a los

puntos A y B se forma el tridngulo rectiangulo AABP, se tiene que:

1) tan6 = % por angulos correspondientes y relaciones trigonométricas
en NABP
2) k=tan@ | definicion de coeficiente angular

3) k=222 por transitividad
2—T1

4.2 FEcuaciones de la recta

4.2.1 Ecuacion de la recta dados su coeficiente

angular y su interseccién con el eje Oy

Proposicion 4.2. Dada la recta v con coeficiente angular k, cuya interseccion con

el eje Oy es el punto A(0,b), entonces su ecuacion es:

y=kx+b
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Figura 4.4: Recta conocido su coeficiente angular y la interseccion con el eje Oy

Demostracion. Sea un  punto de la recta M(z,y) (Figura 4.4)

y su interseccion con el eje Oy el punto A(0,b), se tiene

1) k=22 | por proposicion 4.2

2) k= i’—:g reemplazando las coordenadas de M y A en 1)
3) y=kx+b | despejado y de 2) =

Nota. En la ecuacion de la recta y = kx + b, si b = 0 se tiene que la ecuacion
se transforma en y = kx; en este caso, las variables y y x son proporcionales, con

coeficiente de proporcionalidad igual a k.

96



J. Morocho, L. Cerda y M. Davalos

4.2.2 Ecuacion de la recta conocidos su coeficiente
angular y las coordenadas de uno de sus

puntos

Proposicion 4.3. Dada una recta r con coeficiente angular k, tal que el punto

A(zo,y0) le pertenece, entonces la ecuacion de r estd dada por

y—yO:k(a:—xO)

Figura 4.5: Recta conocidos un punto y el coeficiente angular

La demostracion de la proposicion 4.3 queda como ejercicio.

4.2.3 Ecuacion de la recta conocidos dos puntos de

ella

Proposicion 4.4. Dada la recta r y dos puntos de ella A(x1,11) y B(xs,y2), entonces

la ecuacion de la recta r estda dada por

Y—Y1  Ya2—U

r — I To — T
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Demostracion. El coeficiente angular k£ de una recta puede calcularse a partir de las

coordenadas de dos puntos de ella. Sea P(x,y) un punto de la recta r, entonces se

tiene:
1)
2)
3)

El objetivo de esta seccion es determinar el angulo entre dos rectas a partir de sus

coeficientes angulares; una vez hecho esto, se determina las condiciones de paralelismo

A(z1,1)

Figura 4.6: Recta conocidos dos puntos

— Y¥un s ez
k= pr— por proposicion 4.1
— Y2—y1 < s
i por proposicion 4.1
Y=y __ Y2—y1 :
o—r = 2=t | igualando 1)y 2)

4.3 Angulo formado entre dos rectas

y perpendicularidad entre rectas.

Definiciéon 4.3. Dadas dos rectas r; y 79 cualesquiera, con coeficientes angulares

k1 vy ko respectivamente, se llama angulo ¢ entre r; y ro al angulo més pequeno que

tiene que girar la recta r; para coincidir con rs.
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T2

1

T

%,

T

Figura 4.7: Angulo medido desde r; hasta 5

Nota. El angulo entre dos rectas puede ser positivo o negativo, segtin la orientacion
del giro; si la orientacion es en sentido antihorario, entonces el angulo es positivo, si

es en sentido horario, el &ngulo es negativo.

Proposicion 4.5. El dngulo ¢ entre las rectas r1 y ro con coeficientes angulares kq

y ko respectivamente (Figura 4.8), estd dado por la relacion

ey — koo
t = —
ane =7

donde kiko # —1
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Figura 4.8: Angulo entre rectas

Demostracion. Sean 67 y 0y los angulos de inclinacién de las rectas r; y 79

respectivamente, se tiene:

1) 6b=0,+¢ angulos correspondientes y suma de angulos
2) ¢p=0,—06, de 1)

3) tan¢ = tan(fy — 6,) sacando la funcion tangente a 2)

4) tan(0y —0;y) = % por tangente de diferencia de angulos

5) tan¢ = lkjglk]; def. de coeficiente angular, 3) y 4)

4.3.1 Rectas paralelas

Proposicion 4.6. Dos rectas son paralelas si y solo si sus coeficientes angulares son

1guales.

La demostraciéon de la proposicion 4.6 queda como ejercicio.
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4.3.2 Rectas perpendiculares

Proposicion 4.7. Dos rectas r1 y ro con coeficientes angulares iguales a ky y ko

respectivamente son perpendiculares si y solo si cumplen

klkg =—-1
La demostracion de la proposicion 4.7 queda como ejercicio.

Ejemplo. Determine la ecuacién de la mediatriz del segmento AB, sabiendo las

coordenadas de A(—4,7) y de B(8,—13). Grafique.

Solucién. Recordando que la mediatriz de un segmento es la recta perpendicular

que pasa por su punto medio, necesitamos:

a) Punto medio M

448
= =9
. 2
7-13
- 7 __3
y 2

en consecuencia, M (2, —3)

b) Coeficiente angular de la recta que pasa por Ay B

7413 20 5

ki

T 4-8 ~12 3

c) Coeficiente angular de la mediatriz

ol w

101



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

d) Ecuacion de la mediatriz

3

3
?J:g(x—?)—3

3 6
2,2 3
Y=5% 75
3 921
=—r — —
Y7575
A 8

10 12

Figura 4.9: Mediatriz de un segmento

Ejemplo. Determine las coordenadas del ortocentro del triangulo de vértices

A(-3,2), B(10,15) y C'(8,10). Grafique.

Solucidon. Es suficiente encontrar dos alturas del triangulo y posterirormente su

Interseccion:

a) Altura desde el vértice A al lado BC
El coeficiente angular del lado BC' esta dada por

k=

N ot
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por tanto, la ecuacién de la altura esta dada por

2

y=——(z+3)+2
2 6

I PO

y=—Fro5 "
2,4

= — = —_

Y=75 75

b) Altura desde el vértice C' al lado AB

El coeficiente angular del lado AB esta dada por k =1

por tanto, la ecuacion de la altura esta dada por

y—10=—1(x — 8)

y=—x+18
c¢) Inteseccion de las dos rectas
Igualando las y se tiene
2
——r+_-=—x+18
5 5
3 86
—r =—
5 5
. 86
-3
mientras que y = —%—2
por tanto, el ortocentro es el punto (%, —%)
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Ortocentro

Figura 4.10: Ortocentro de un triangulo

Ejemplo. Calcular las amplitudes de los dngulos internos del tridngulo anterior y

realizar el gréafico.

Solucién. Hay que calcular los coeficientes angulares de cada lado y posteriormente

los angulos entre las rectas que pasan por los vértices

a) Coeficiente angular de la recta que pasa por AB

k=1

b) Coeficiente angular de la recta que pasa por AC

c) Coeficiente angular de la recta que pasa por BC

104



J. Morocho, L. Cerda y M. Davalos

d) Angulo en A

por tanto

luego A ~ 8,97

e) Angulo en B

por tanto

f) Angulo en C

ks — kq

tan B — 8 — M
T  hk

‘I‘ N ot
vl |

[S—y
—_

|
| W il =
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por tanto

~147.83°

B = (10,15)

€ = (8,10)

v = 147.83°

a =~ 897

A=(-3,2)

Figura 4.11: Angulos internos de un triangulo

4.4 La recta una linea de primer orden

Teorema 4.1. Una ecuacion de primer grado en las variables x e y representa una

recta y viceversa una recta estd determinada por una ecuacion de primer grado.

Demostracion. Para la primera implicacién se supone tener una ecuacion de primer
grado Ax + By + C =0, con A y B numeros reales no iguales a 0 al mismo tiempo,

entonces
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1) %az +y+ % =0 suponiendo que B # 0

_ _A c :
2) y=-—5r— % despejando y
esta es la ecuacion de una recta con coeficiente angular k = —% e interseccion con el

eje Oy en el punto (O, —%).

La demostracion anterior supone que B # 0, para B = 0 debe suceder que A # 0, en
este caso se obtiene la ecuacion x = —%; es decir se obtiene la ecuacion de la recta

paralela al eje Oy.

Ahora, para la demostracion de la segunda implicacién, se supone tener una recta no
paralela al eje Oy, entonces esta se determina por la ecuacion de la forma y = kx + b;
es decir, por una ecuaciéon de primer grado. Si la recta fuese paralela al eje Oy con
interseccion con eje Oz en el punto (a,0), entonces la ecuacion de la recta es de la

forma x = a, que también es una ecuacion de primer grado. O

Notas.

1. La ecuacion de la forma Az + By + C = 0 se denomina ecuacion general de la

recta.

2. Si A =0y B # 0 entonces la ecuacion general de la recta se convierte en

Yy = —% que representa una recta paralela al eje Oz, que corta al eje Oy en el
punto (0, —%).
8
6
By+C=0

Figura 4.12: Recta de ecuacon Ax + By+C =0con A =0
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3.5 C =0,A+# 0y B # 0 en la ecuacion general de la recta, entonces la
ecuacion se convierte en Ax + By = 0 que representa una recta que pasa por el

origen de coordenadas.

6
5
4
Az + By = 03
2

1

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Figura 4.13: Recta de ecuacon Ax + By+C =0con A#0y B#0

4.4.1 Ecuacidon segmentaria de una recta

Proposicion 4.8. Dada la recta r de ecuacion general Ax + By + C' = 0, donde
A, B y C son diferentes de 0, entonces esta ecuacion se puede transformar en otra
de la forma

r Yy
I |
a+b

donde a y b representan los valores de las intersecciones de la recta con los ejes Ox y

Oy respectivamente.

Demostracion. Dada la ecuacion general Axr + By + C = 0 se tiene:
1) —g:ﬁ — g =1 por transposiciéon de términos y division
para —C' # 0
2) Z44=1 haciendo a = —§ y b= —%

Si x = 0 entonces la ecuacion 2) se convierte en y = b; es decir la recta interseca al
eje Oy en el punto (0,b). Si y = 0 entonces la ecuacion 2) se convierte en z = a; es

decir la recta interseca al eje Ox en el punto (a,0) (Figura 4.14). O
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(0,a)

(b, 0)

Figura 4.14: Interseccion de la recta con los ejes

4.5 Interseccion de rectas

Definicion 4.4. Dadas dos rectas ry : Ajx+ Biy+C1 =0y ry : Asx+ Boy+Co = 0.
Las coordenadas de los puntos que satisfacen a las dos ecuaciones al mismo tiempo,

se determinan resolviendo el sistema

All'—i-Bly—l-Cl =0
(4.1)

A2$+32y+02:0

Las coordenadas de los puntos que satisfacen el sistema se denominan soluciones del

sistema.

Notas.

1. Silas rectas del sistema 4.1 son paralelas no coincidentes entonces sus pendientes

son iguales; es decir, —g—i = —g—z, por tanto ﬁ—; = % = [ pero % # 1. Luego,

el sistema 4.1 no tiene solucién si ﬁ—; = % =ly % # | (Figura 4.15).

109



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

Az +Biy+Cr=0

Asz + By +Cy =0

A B O
A2782%02

Figura 4.15: Rectas paralelas no coincidentes

Ay Bi C1 l
)

2. Si las rectas del sistema 4.1 son coincidentes entonces ET=BE—&

el sistema tiene infinitas soluciones.

T A+ By + Cy =0

Figura 4.16: Rectas paralelas coincidentes

3. Si las rectas del sistema tienen un solo punto en comin entonces el sistema

i i6 AL 4 By
tiene una sola soluciéon, por tanto - =+ B
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Az +By+Ci =0

A+ By +Cy =0

Figura 4.17: IRectas incidentes

Ejemplo. Calcule, si existe, la interseccion de las siguientes rectas. Grafique.

52 + 2y — 3 =0
16
%+ =y — = =0
THeY g

Solucién. Las dos rectas son coincidentes por tanto, todos los puntos de la recta

satisfacen las dos ecuaciones.

2y —3=0

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 4.18: Rectas coincidentes
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4.6 Ecuaciéon normal de la recta

Definiciéon 4.5. Dada una recta r, la recta n que pasa por el origen y es perpendicular
en el punto P a la recta r, se denomina recta normal a r (Figura 4.19), la direccion

positiva de la normal coincide con la direccién del punto O al punto P.

T a

\\ n

0 N

Figura 4.19: Recta normal a r

Nota. Si la recta r pasa por el origen de coordenadas, entonces la direcciéon positiva

de la normal se elige arbitrariamente.

Proposicion 4.9. Dada la recta r y sunormal n, tal que P es el punto de interseccion
entre las dos rectas, sea ¢ el dngulo mds pequenio entre el eje Ox y la direccion positiva
de la recta n (llamado angulo polar de n), sea p la longitud del segmento OP; si

M (z,y) es un punto de la recta r, entonces la ecuacion de la recta r estd dada por.
xcos¢p+ysengp —p =0 (4.2)

la ecuacion 4.2 se denomina ecuacion normal de la recta r (Figura 4.20).

Demostracion. Sea el triangulo rectangulo AMOP y OP = p se tiene
1) p=pcosy relaciones trigonométricas en el triangulo
AMOP
2) cost = cos(f — o) 0=9¢+1

3) p=pcosfcosp+ psenfsend | de 1)y 2)

4) xwcosp+ysenp —p=0 x=pcosfyy=psend
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yJ\
r n,
\ M(p,0)
M(z,y)
p P
D
Y
0

0 \x

Figura 4.20: Recta r y recta normal n.

4.6.1 Distancia de un punto a una recta

Para determinar la distancia de un punto a una recta dada, puede emplearse la

ecuacion normal de la recta en la siguiente manera.

Definicién 4.6. Dada una recta r y un punto @), por () se traza el segmento
perpendicular a r con interseccion el punto Q' (Figura 4.21), sea d la longitud del
segmento QQ’, se denomina distancia dirigida del punto Q a la recta r al nimero d
si el punto @ y el origen estan en lados contrarios respecto a la recta r, o —d si el

punto () y el origen estan del mismo lado respecto a la recta 7.
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Q//
Q(o, o)

Figura 4.21: Distancia d de un punto a una recta

Notas.

1. Si el punto @) pertenece a la recta r entonces la distancia dirigida de @) a r es 0.

2. Se donomina simplemente distancia del punto @ a la recta r al valor d.

3. La distancia dirigida se representa mediante § y es igual a +d,

Teorema 4.2. Si las coordenadas del punto Q) son (xg,yo) y la ecuacion normal de

la recta es

xcosp+ysengp —p =20

entonces, la distancia dirigida del punto ) a la recta estd dada por

0 =1xpcosp+ypsenop —p (4.3)

Demostracion. Sea Q" la proyeccion del punto @) sobre la recta normal n, se tiene:
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1) 0=PQ"=0Q"—-O0P

%) 0Q" = |0Q] cos

3) cost = cos(¢p—0)

4)  cos(¢p — ) = cos ¢ cosf + sen ¢ sen 0
5) |0Q|cosp = xgcosp+ yosen o

6) OQ" = xycosp+ yosen o

7) OP=p

8) d=wxgcosd+ ypsenp —p

4.6.2

derivado del teorema 1.1

relaciones trigonométricas en AOQQ"
b=1+6

coseno de la suma de angulos

xo = |0Q|cosb y yo = |OQ| sen

de 2)y 5)

hipotesis

de 1)y 7)

Transformacioén de la ecuacion general de la

recta a la ecuacién normal

Proposicion 4.10. El factor por el que se multiplica a la ecuacion general de la

recta Ar + By + C = 0 para transformarla en ecuacion normal es

p==x

VB

! (4.4)

El factor u de la ecuacion 4.4 se denomina factor normalizador.

Demostracion. Dada la ecuacion general Az + By+C = 0 y normal x cos ¢4y sen ¢p—

p = 0 de la misma recta, se tiene que las ecuaciones son equivalentes, es decir, sus

coeficiente son proporcionales, por tanto, existe un ntimero real u que

wA = cos ¢, uB =seno, pnC = —p
p2A? = cos? ¢, p?B? = sen? ¢

p2A% + 2 B? = cos? ¢ + sen? ¢

2 1

KW= qoipe
_ 1
b=t e

hipotesis

elevando al cuadrado las
igualdades 1)

sumando las primeras
igualdades de 2)
despejando i

extrayendo la raiz cuadrada
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Notas.

1. El signo del factor normalizador de la ecuacion 4.4, es igual al opuesto del
signo del coeficiente C, debido a la tercera igualdad de 1) en la demostracion

anterior. Si C' = 0 el signo de p puede tomar cualquier signo.

2. Del teorema 4.2 y la proposicion 4.10 se deduce que la distancia dirigida de
un punto M (xg, o) a la recta de ecuacion Ax + By + C' = 0 esta dada por la

expresion
. :EAI‘O + Byo + C

0
VEL B

4.7 Ecuacion de un haz de rectas

Definicion 4.7. Dado un punto del plano M (xg, yo), por él pasan infinitas rectas, el

conjunto formado por todas estas rectas se denomina haz de rectas de centro M.

Proposicion 4.11. Dadas las rectas ry : Ajx+Biy+Cy =0 yry : Asz+Boy+Cs =0
incidentes en el punto (xo, %), la ecuacion de cualquier recta que pertenece al haz de

centro (xg,yo) es

donde o y B son numeros reales no simultdineamente iguales a 0.

Demostracion. Primero se demuestra que la ecuacion 4.5 representa la ecuacion de

una recta, es decir que en la ecuacion

(aA; + BA2)z + (aBy + BB)y + (aCy + BCy) =0 (4.6)

los coeficientes (aA; + [Ay) v (aBy + fBs) no son simultdneamente
iguales a 0, para esta demostracion se procede por reducciéon al absurdo,

suponiendo que «aA; + Ay = 0 y aBy + By = 0, en este caso
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1) 2—; = —g y % = —g por transposicion de términos
2) ﬁ—; = g—; a vy B no son simultaneamente igules a 0

3) las rectas r1 y ro son paralelas | de 2)

o coincidentes

lo indicado en 3) es una contradiccion, ya que las rectas son incidentes. Esto concluye

con la demostracion de que la expresion 4.5 representa una recta.

Ahora se demuestra que la recta de la ecuacion 4.5 pasa por el punto (zg,yo),
4) Ajxg+ Biyo+Cr =0 ya que (xo, o) es el punto
interseccion entre ry y ro
5) Asxo+ Bayg+ Cy =0 ya que (xg,yo) es el punto
interseccion entre 1, y 79

6) a(Aizo+ Biyo+ C1) + B(Asxg + Bayo + Cs) =0 | de 1) y2)

]

La ecuacion 4.5 puede reducirse a la forma
A1z + Biy + C1 + AN(Asx + Bay + C) =0 (4.7)

donde)\zgya#o

Nota. Dado un haz de rectas de centro el punto M (zo, yo), para determinar una recta
en particular del haz, se requiere de un dato adicional que se usara en la ecuaciéon

4.5 o ecuacion 4.8 para determinar las variables a y # o A respectivamente.

Ejemplo. Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2,2) y pertenece

al haz de rectas que tiene como elementos a las siguientes rectas:

r+2y—4=0
1 6

2 —y——-=0

m+5y 5

Elabore el grafico.

Solucién. La ecuacion de la recta perteneciente al haz de rectas, dado por otras dos

rectas es:
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All‘ + Bly + Cl + )\(AQ[L’ + BQy + 02) =0

como el punto P(2,2) pertenece a esta recta, debe satisfacer la ecuacion, lo que nos

permite reemplazar las coordenadas de P en la ecuaciéon del haz.

All' -+ Bly —+ Cl + )\(AQ.CL’ -+ Bgy + C2> =0

5 5
16

24+ —X=0
* )

1
1'2+2-2—4+)\<2-2+—-2—§) =0

R
8

Por tanto, la ecuacién buscada es:

All' + Bly -+ Cl + )\(AQI‘ + Bgy + CQ) =0

5 1 6
2y—4—- 2z +-y—- ) =0
x+ 2y 8(x+5y 5)

5 1 3

W —d— g — g4+ =
T+ 2y 49(: 8y+4 0
11513
ATTTRY T T

Figura 4.22: Haz de rectas
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4.8 Ejercicios resueltos

1. Dada la ecuacion de la recta 2z + 3y + C' = 0, con C' # 0, determine su

coeficiente angular, ecuaciéon normal y ecuaciéon segmentaria.
Solucién.

a) Coeficiente angular.

El coeficiente angular estd dado por la expresion k = —%, luego el

coeficiente angular de esté recta es k = —

[SS]] ]

b) Ecuaciéon normal

1

El coeficiente normalizador esta dado por u = iﬁ? en este caso se

tiene

p=t—=

V13

luego, la ecuaciéon normal de la recta es

2

L2 +3y+C —0
V13

¢) Ecuacion segmentaria

Dividiendo la ecuacion de la recta dada para C' que por hipotesis es

diferente de 0, se obtiene

2 N 3 ]
—T N —
c'rc?
que se puede reescribir de la forma
Ty
—c-c~1
2 3

2. Dadas las rectas de ecuaciones 4xr —y +1 =0y 2x + By — 2 = 0, determine

los valores de B para que las rectas sean

a) Paralelas.
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b) Incidentes en el punto A(—1,—3).

Solucion.

a) Paralelas.

Dos rectas son paralelas si sus coeficientes angulares son iguales. Llamando

k1 v ko a sus coeficientes angulares, se tiene que ky =4y ko = —%; por lo

N[

tanto, igualando los coeficientes y despejando B se obtiene que B = —

dr—y+1=0

Figura 4.23: Rectas paralelas con k =4

b) Incidentes en el punto A(—1,—3).

Las rectas son incidentes en el punto A, cuando las coordenadas del
punto A satisfacen a las dos ecuaciones; por un lado las coordenadas
de A satisfacen la primera ecuaciéon; por otro lado, al reemplazar las

coordenadas de A en la segunda ecuacion se obtiene

4
B=—-
3
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do—y+1=

21‘7%@;72:0

Figura 4.24: Rectas incidentes

3. Determine el valor de A para que la desviacion (0) del punto P(3,5) a la recta

de ecuacion Az + 3y + 5 = 0 sea igual a —2.

Solucién. Recordando que la desviacion de un punto P(zg,yo) a una recta de

ecuacion Ax + By + C' = 0, esta dada por

j:A.CL'[) + byo + C

5:
NEy:z

donde el signo del lado derecho de la ecuacién es contrario al signo de C
reemplazando, se obtiene

32 A3+3(5+5
5 VAZ+9

elevando al cuadrado e igualando a 0, se tiene
799A% — 30004 — 784 = 0

resolviendo la ecuaciéon de segundo grado se obtienen las soluciones

A:4yA:—%

por lo que las ecuaciones de las rectas de la forma Az 4+ 3y + 5 = 0 tal que la

desviacion del punto P a las mismas es igual a —3—52, son

4dr+3y+5=0
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4r+3y+5=0

— e +3y+5=0

Figura 4.25: Desviacion de un punto a una recta

4. Dado el triangulo de vértices A(2.3), B(—2,5) y C(1,0), determine el dangulo
entre la altura que sale del vértice del angulo mayor del triangulo y la recta
que pasa por los puntos B y D(—6, —3). Realice todos los célculos justificando

los pasos.

Solucién. Se realiza los siguientes pasos

a) Longitud de los lados
|AB| = V16 + 4 = 2V/5

|AC| = V1+9=V10
|BC| =9 +25 =34

por tanto el angulo mayor es BAC

b) Pendiente de la recta por By C
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— y2—y1 _ 5-0 __

xro—x1 —2—1

wlot

¢) Pendiente de la altura desde el vértice A
3

kz = g

d) Pendiente de la recta que pasa por By D

:y2_y1 :§:2

k
3 To — X1 4

e) Angulo entre la altura y la recta que pasa por By D

ks — k 232 u
1+ koks 1423

—

I n

por tanto ¢ = 32.47°

Figura 4.26: Angulo entre rectas

5. Dadas las rectas de ecuaciones mz +2y+5 = 0y 3x — y + 2 = 0 pertenecientes
al haz de rectas de centro el punto A(a,b). Determine la ecuaciéon de la recta

que pertenece al haz y es paralela a la recta de ecuacion x +y —2 =10

123



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

Solucién. Los pasos de la resolucion del ejercicio son los siguientes:

a) Interseccion de las rectas

mr+2y+5=0

3x—y+2=0

multiplicando la segunda por 2 y sumando las ecuaciones resultantes se

tiene
(m+6)z+9=0
y por tanto
___9
- m+6
donde m # —6
ademas
9
=3(-———)+2
Y ( m + 6) *
es decir
B 27 n
v= m + 6
_ __9 _
luegoa = —=“eyb=—-"5+2
_ 9 27
por tanto el centro del haz es (a,b) = (—m—+6, —s T 2)
b) Coeficiente angular de la recta paralela a la recta buscada k = —1
¢) Ecuacion de la recta
y—b=k(z—a)
n 21 9 g 9
Y +6 B m+ 6
_ %6
v m+ 6
6. Una recta s con coeficiente angular & = —2 pertenece al haz de rectas

determinado por las rectas r; : 2ax +3y — 7 =0y ry : 20 —ay — 3 = 0,
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sabiendo que el centro de este haz es el punto P(2a, 1), determine la ecuacion
de s.
Solucién. Primero se calcula el valor de a:

Como el punto P(2a,1) es el centro del haz de rectas se tiene que éste
satisface a las dos ecuaciones; reemplazando en la primera y segunda se tiene

respectivamente:

4a® —4=0
3a—3=0
por tanto a =1

ahora se emplea la ecuacion general del haz de rectas:

Az + By + Cy + AMAsx + Boy + C3) =0 (4.8)
reemplazando las ecuaciones dadas y haciendo que a = 1, se tiene
20 +3y — 7T+ XN2x —y—3)=0
24+2\N)z+B—-ANy—7—31x=0
el coeficiente angular de la recta buscada esta dado por

k__é__2+2>\_
B 03—\

-2

despejando A se tiene

por tanto, la ecuacion buscada es

dr+2y—10=0

. Dado un tridngulo de vértices A(2,3), B(—3,4) y C(3 —5). Determine el tercer
vértice Z del triangulo AXY Z tales que X (—3,7), Y(12,4), de tal manera los
tridngulos AABC' y AXY Z sean semejantes. Son proporcionales los lados AB
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y XY, BCy XZ, AC y YZ. Elabore el gréfico.

Solucién. Recordando que angulos formados por rectas paralelas y por rectas

perpendiculares son congruentes. Se determina los coeficientes angulares de los

lados AC'y BC.

a) Coeficiente angular AC

kac = —8

b) Coeficiente angular BC
P 3
BO = 75

Ahora buscamos las ecuaciones de las rectas paralelas a los lados AC'y BC

que pasan por los puntos X e Y.

a) Paralela a AC por X
y—T7=—8(zx+3)

y=—8x — 17

b) Paralela a BC por Y
y—4:—§(a‘;—12)

3
= —— 22
Y 2$+

c) Paralela a AC por Y
y—4=—8(z—12)

y = —8x + 100
d) Paralela a BC por X
y—7=——(z+3)
3 +5
= ——XT —_
YTty

126



J. Morocho, L. Cerda y M. Davalos

Zs

—20

Figura 4.27: Triangulos semejantes

Ahora intersecamos las rectas anteriores

a) Interseccion de la recta paralela a AC por X y la recta paralela a BC' por
Y
3
—8r — 17 = —5% + 22

luego © = —6 y y = 31, Por tanto, Z;(—6, 31)

b) Interseccion de la recta paralela a AC por Y y la recta paralela a BC' por
7
3 5
_ 100 = — 2 he
8z + 100 57 + 5

luego x = 15 y y = 20. Por tanto, Z5(15, —20)
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Ahora se busca los tridngulos simétricos de AXY Z, hasta ahora encontrados,

respecto al eje XY, pues estos también son semejantes al triangulo AABC.

Recordando que los puntos simétricos respecto al eje forman un segmento

perpendicular al eje, quien lo corta en su punto medio se tiene que:

a) El simétrico de Zy(15, —20) esté sobre la recta que pasa porZy(15, —20) y
es perpendicular al eje XY,

la pendiente de la recta XY es

1
kxy = 5

la ecuacion de la recta XY es

1

1,32
= ——X _
Yy=75"T 5

luego el simétrico de Z5 esta sobre la recta
y+ 20 =5(x — 15)

es decir sobre la recta

y=>5r—95

llamando Z3 al simétrico de Z5 se tiene que el segmento Z,73 interseca al

eje XY en el punto medio, por tanto el punto medio esta dado por

_ 1 32
y=-—5rt+%

y=>5r—95

la solucion es M (%, 2)
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empleando la formula de punto medio se tiene que

ZE2+$3
Ty = 9

QJIM—JZQ:CC?,

r3 =239 —15=24

y
_ Y + Y3
Ym 5
2ym — Y2 = Y3
ys =5 +20 =25
luego

Z5(24,25)

El simétrico de Z;(—6,31) esté sobre la recta que pasa por Z;(—6,31) y

es perpendicular al eje XY,

la pendiente de la recta XY es

1
kxy = 5

la ecuacién de la recta XY es

1
y—?z—g(a:+3)

——lx—l—g
Y= 757 %

luego el simétrico de Z; esta sobre la recta
y—31=5(x+6)

es decir sobre la recta

y = 5r + 61
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llamando Z, al simétrico de Z; se tiene que el segmento Z; 7, interseca al

eje XY en el punto medio, por tanto el punto medio esta dado por

— 1 32
y=-—52rt+%

y = dHr + 61

la solucion es M(—2t, 1T)

empleando la formula de punto medio se tiene que

X1+ X4
Ty = 9

QJIM—Jfl = T4

T4 =—214+6=—15

y
_n + Y4
Ym 5
29 — Y1 = Ua
Yy =17—-31=-14
luego

Z4(—15, —14)

4.9 Ejercicios propuestos
1. Determine el coeficiente angular de la recta cuyo édngulo de inclinacién es
a = 125°.

2. Determine la ecuacién de la recta cuyo coeficiente angular es k = —% e interseca

al eje Oy en el punto A(0, —5).

3. Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—3,9) y por el

punto medio del segmento PQ, donde P(—6,2) y Q(4,—10).
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. Determine la ecuacion de la recta que pasa por M(—2,2) y es perpendicular a

la recta que contiene a los puntos A(—5,7) y B(8,—1).

. Transforme a ecuaciéon normal y ecuacion segmentaria la ecuacion de la recta

—dx+5y—7=0

. Determine la ecuacion normal de la recta tal que la distancia del origen a ella

3 v ademas es perpendicular a la recta 2z — y = 0.

. Interprete el signo de la desviacion del punto M (—6,7) a la recta que pasa por

los puntos A(8,5) y B(3,—6).

. Determine la ecuacion de la recta que pertenece al haz determinado por las

rectas
Sr+2y—3=0

—4dr+y+2=0

y es paralela a la recta de ecuacion —3x 4+ y — 10 = 0.
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Capitulo V

5. Lineas de segundo orden

En este capitulo se aborda el estudio de las lineas de segundo orden como la elipse,
parabola e hipérbola; la circunferencia se estudia como un caso particular de elipse;
ademaés, se estudia la transformacion de ecuacidén general a ecuacioén canodnica de

lineas de segundo orden.

5.1 La elipse

Definiciéon 5.1. Se denomina elipse al lugar geométrico de un punto que se mueve
en el plano de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos, llamados
focos, y representados por Fi y Fs, es igual a una constante. Esta constante debe ser

mayor a la distancia entre los focos y se representa mediante 2a.

Notas.

M(z,y)

Radio focal

I F

Centro Eje focal

Figura 5.1: Elementos de la elipse

1. Si M es un punto de la elipse, entonces las longitudes de los segmentos F1 M y

FyM se denominan radios focales.
2. El punto medio del segmento FiF, se denomina centro de la elipse.

3. Se representa por ¢ la longitud del centro de la elipse a cada uno de los focos;

asf la distancia entre los focos es 2¢. Por tanto 2a > 2c¢, es decir a > c.
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4. La recta que une los focos de la elipse se denomina eje focal de la elipse.

5. La recta perpendicular al eje focal de la elipse se denomina simplemente eje.

Proposicion 5.1. La ecuacion de la elipse de centro el origen y eje focal horizontal,

€s

I_+y_:1 (5.1)

donde b* = a®> — ¢

M(z,y)

f‘—‘z(c7 0)

Figura 5.2: Elipse de centro el origen

Demostracion. Sean los focos Fi(—c,0) v Fy(c,0), ademas sea M (x,y) un punto
cualquiera de la elipse, se tiene
1) |FiM|+ |FaM| =2a definicion de elipse
2) V(@424 (y—0)2++/(z—c)2+ (y—0)2=2a | definicion de
longitud de segmentos
3) Viz+e)+y2+/(r—c)2+y:=2a reduccion de 2)

4) (x+e)?+y>=2a—+/(x—c)?+y? transposicion de términos

5) 2?4 2cx + A+ y? = 4a® — dar/(x — )2 + y*+ elevando al cuadrado
+2? — 2cx + * + y?

6) a®—cr=ay/(z—c)*+y? reduciendo términos

7) a* —2a’cy + A22? = a’2? — 2d’cx + a’c + a®y? elevando al cuadrado
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at + 2% = a*2? + a*c® + a®y?
0t — a2 = @222 + a%? — Ao
a2(a? — @) = 12(a? — 2) + a2y
a2b? = 22b% + a2y

2
2

+5=1

2

le 8

reduciendo términos
transponiendo términos
factorizando
reemplazando b = a? — 2

dividiendo para a?b?

5.1.1 Analisis de la ecuaciéon de la elipse

]\/f’(—l‘7y)

B2(0,0) M (x,y)

Vi(—a,0) Fi(—c,0)

FQ(C7 0) VQ((L 0)

Bi(0,-b)  M"(z,—y)

Figura 5.3: Elipse de centro el origen

De acuerdo a la ecuacion de la elipse, se puede concluir que:

1. Intersecciones con el eje Oy. Si x = 0, entonces y = +b; es decir, la elipse corta

al eje Oy en los puntos (0, —b) y (0,b) (Figura 5.3).

134

. Intersecciones con el eje Ox. Si y = 0, entonces x = +a; es decir, la elipse corta

al eje Oz en los puntos (—a,0) y (a,0). Estos puntos se denominan vértices de

la elipse y estédn alineados con los focos; ademés, se simbolizan mediante Vi y

Vy (Figura 5.3).
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3. La elipse es simétrica respecto a los ejes; es decir, si el punto M (x,y) pertenece
a la elipse, también pertenece a ella los puntos M'(z, —y) y M"(—x,y). Por lo

que basta estudiar la elipse en el primer cuadrante (Figura 5.3).

4. Si se despeja y de la ecuacion 5.1 se obtiene
b
y=+—-Va®—x? (5.2)
a

y es un numero real siempre y cuando —a < x < a; es decir, los puntos de la
elipse de centro el origen son todos aquellos cuya abscisa esta comprendida entre

los valores —a y a. Analogamente, despejando x se concluye que —b < y < b.

5. A partir de la ecuaciéon 5.2 se concluye que, a medida que x toma valores

cercanos a los valores de a o —a, el valor de y toma valores cercanos a 0.
Notas.
1. La longitud del segmento V1V, se denomina semieje mayor y es igual a 2a.

2. Los puntos B;(0, —b) y B2(0,b) son también llamados vértices, y la longitud

del segmento BBy se denomina semieje menor y es igual a 2b.

3. Si a = b, la ecuacion 5.1 representa una circunferencia de centro el origen de

coordenadas y radio igual al valor de a.
4. Si los focos de la elipse estan alineados verticalmente tal que F(0, —c) y F5(0, ¢),

puede seguirse los mismos pasos que en la demostracion de la proposicion 5.1

con lo que se obtiene la ecuacion
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5.1.2 Ecuacién de la elipse de centro diferente al

origen

Proposicion 5.2. La elipse de centro C'(h, k) y eje focal horizontal (Figura 5.4) estd

dada por la ecuacion

= ;QW e ;216)2 —1 (5.4)

donde 2a es la longitud del semieje mayor y 2b del semieje menor.

v

W

Figura 5.4: Elipse de centro C(h, k) diferente al origen y eje focal paralelo al eje Ox

Demostracion. Para la demostracion puede considerarse un sistema de referencia
alterno de ejes Cz’ y Cy’ (Figura 5.4) en el que, el centro de la elipse coincide con el

origen del sistema. Segtn este sistema la elipse tiene como ecuacion

por tanto, al cambiar al sistema de ejes Oz y Oy, recordando las férmulas de cambio

de sistema x‘ =z — hy ' =y — k, se tiene

(=0 = kP _

a? b2 1
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]

Proposicion 5.3. La ecuacion de la elipse de centro el punto C(h, k) y de eje focal

paralelo al eje Oy estd dada por

(0= h? (= kP _

b2 a?

1 (5.5)

donde 2a es la longitud del semieje mayor y 2b del semieje menor.

12

10

C(h, k)

Figura 5.5: Elipse de centro C'(h, k) diferente al origen y eje focal paralelo al eje Oy

La demostracion de la proposicion 5.3 queda como ejercicio.

5.1.3 Excentricidad de la elipse

Definiciéon 5.2. Se denomina excentricidad de la elipse a la razoén de la distancia

entre sus focos y la longitud de su semieje mayor, es decir

(5.6)

QIO
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Notas.

1. Debido a que ¢ < a, se tiene que € < 1.

2. Como ¢ = a% — I? se tiene que €2 = Z—z = “2(;2”2 =1- (2)2; por tanto,
2
€= 1—(%) y§:\/1—62.
b\2

De acuerdo a la primera ecuacién, si (5) se aproxima a 1, entonces € se
aproxima a 0; eso quiere decir que cuando b se aproxima a a, la excentricidad se
aproxima a 0, en otras palabras, si la elipse tiende a ser circunferencia entonces

su excentricidad tiende a 0.

De acuerdo a la segunda ecuacion, si la excentricidad tiende a 1, entonces la
cantidad g tiende a 0; en otras palabras, cuando la excentricidad tiende a 1, la

elipse es més alargada.

5.1.4 Radios focales de la elipse

Proposicion 5.4. Los radios focales de una elipse estan dados por

T = a -+ €x
(5.7)

o = a — €X

Demostracion. Dado un punto M (z,y) de la elipse se tiene que los radios focales

y 19 estan dadas por las siguientes expresiones

r =+ (x4 )2+ y?

(5.8)
re =/ (x — ¢)? + 42
1) (r —c)? +y?=a— Sz | expresion 6) de la demostracion de la proposicion 5.1
(a* — cx = ar/(z — )% + 4?)
2) ro=a—ex de la segunda ecuacion de (5.53)
3) ri=a+ex de2)yri+mr=2a
[
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5.1.5 Ecuaciones paramétricas de la elipse

Proposicién 5.5. Dada la elipse

513'2 y2
@ et

sus ecuaciones paramétricas estan dadas por las siguientes ecuaciones

T =acost
(5.9)

y = bsent

Demostracion. Dadas las circunferencias de centro el origen de coordenadas y de
radios a y b (a > b), dada una semirecta [ que parte del origen de coordenadas, [
forma un angulo ¢ con el eje Ox; ademas, interseca a las circunferencias mayor y

menor en los puntos Py ) respectivamente (Figura 5.6).

Figura 5.6: Grafico de elipse a partir de los valores a y b
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Sea M (x,y) la interseccion entre la recta perpendicular al eje Oz que pasa por Py
la perpendicular al eje Oy que pasa por (). Se cumple

1) x =acost | razon trigonométrica del angulo t y |OP| =a

2) y=bsent | razéon trigonométrica del angulo ¢t y |OQ| =b

estas coordenadas satisfacen la ecuacion de la elipse 5.1, en efecto,

(acost)? N (bsent)?

a? b2 =1

1=1

por tanto, las ecuaciones 5.54 representan las ecuaciones paramétricas de la elipse. [

Nota. La construccion de un punto de la elipse dada en la demostracion anterior,

puede repetirse de tal forma que se puede obtener mas puntos de la misma.

5.1.6 La elipse como proyecciéon de una

circunferencia sobre un plano

Proposicion 5.6. La proyeccion de una circunferencia sobre un plano es una elipse.

Demostracion. Sea una circunferencia C de radio a, sobre un plano [, sea el plano
« intersecante con el plano 3, sobre el que se proyecta la circunferencia C, sea ¢ el
angulo entre los planos, se puede suponer que los planos « y f se intersecan en el eje
Oz, sea P un punto de la circunferencia y M (z,y) su proyeccion sobre el plano «,
sea () la proyeccion del punto P, sobre el eje Ox (Figura 5.7). Se desea demostrar

que las coordenadas de M satisfacen la ecuacion de una elipse.
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Figura 5.7: Proyeccién de una circunferencia sobre un plano

1) APMQ es rectangulo por construccién
2) AOPQ es rectangulo por construccion
3) z=0@Q =acost relaciones trigonométricas en el AOPQ
4) PQ = asent relaciones trigonométricas en el AOPQ
5) y=MQ = PQcos¢p = | relaciones trigonométricas en el APQM y 4)
= asent cos ¢
6) y=obsent usando b = a cos ¢
Las ecuaciones 3) y 6) corresponde a las ecuaciones paramétricas de la elipse. O

5.1.7 La elipse como seccion transversal de un
cilindro circular

Proposicion 5.7. Toda seccion de un cilindro circular por un plano no paralelo a

su eje es una elipse.
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Figura 5.8: Elipse como seccién transversal de un cilindro circular

Demostracion. Dado un cilindro circular y un plano secante o (Figura 5.9), sea C’
la linea interseccion de estos y O el punto interseccion del eje del cilindro con el
plano «, sea (8 el plano perpendicular al eje del cilindro que pasa por O, sea C la
circunferencia formada por la interseccion entre el cilindro y el plano 3, sea b el radio
de la circunferencia C, sea ¢ el angulo agudo formado por los planos a y 5. Puede
elegirse los ejes coordenados en el plano « de la siguiente manera, el eje Ox coincide
con la interseccion de los planos a 'y £y el eje Oy la perpendicular a Ox por O en el
plano . Sea M(x,y) un punto cualesquiera de la linea C’, se quiere probar que este
punto satisface la ecuacion de una elipse. Sea P la proyeccién de M sobre el plano
y @ su proyeccion sobre el eje Ox, sea t en dngulo formado por OP y el eje Ox, se
tiene
1) =0Q =OPcost =bcost | relaciones trigonométricas en el triangulo AOPQ

2) y=MQ= % = b(fg—;l; relaciones trigonométricas en el triangulo AM PQ)

b
cos ¢

3) y=asent haciendo a =
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de 1) y 2) se deduce que la seccion transversal de un cilindro circular es una elipse.

O

Nota. En la demostraciéon anterior, se ha usado empleado el hecho de que las

ecuaciones paramétricas de una elipse con focos alineados en el eje Oy son

xr =bcost
(5.10)

Yy =asent

Ejemplo. Un cilindro de radio 5, es intersecado por dos planos, el primero horizontal
y el segundo transversal, de modo que dichos planos se intersecan en un punto del
eje del cilindro y forman un édngulo de 30°. Deduzca la ecuacion de la elipse cuando
el sistema de referencia esta localizado sobre el plano transversal y el origen coincide
con la interseccion de los planos y el eje del cilindro, considere como eje Ox la recta

interseccion de los dos planos. Calcule la excentricidad de esta elipse.

«Q

Figura 5.9: Elipse como seccion transversal de un cilindro circular

Solucién. Las ecuaciones paramétricas de la elipse con eje focal coincidente el eje

Oy estéan dadas por

x =bcost

Yy =asent
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donde b corresponde al radio del cilindro, a = COZ 5V ¢ = 30°. Por tanto,
b 5 5 10V3

a_COSQb:COSBOO_? 3

Luego, las ecuaciones paramétricas de esta elipse son

r =bcost
10v/3
Y= 3 sent.

En cuanto a la excentricidad se tiene que

distancia entre los focos c

1
longitud del eje mayor a2’

donde ¢ = a® — b°.

5.2 La hipérbola

Definicion 5.3. Se denomina hipérbola al lugar geométrico de un punto que se mueve
en el plano de tal manera que, el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a
dos puntos fijos, llamados focos, y representados por F; y F3, es igual a una constante.
Esta constante debe ser menor a la distancia entre los focos y se representa mediante

2a.

Notas.

1. Si M es un punto de la hipérbola, entonces las longitudes de los segmentos

FiM y F>M se denominan radios focales (Figura 5.10).

2. El punto medio del segmento F}F; se denomina centro de la hipérbola (Figura

5.10).

3. Se representa por ¢ la longitud del centro de la hipérbola a cada uno de los

focos; asi la distancia entre los focos es 2¢. Por tanto, 2¢ > 2a; es decir, ¢ > a.
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dio focal

Radio focal

I L, Eje focal

Figura 5.10: Definicion de la hipérbola

4. La recta que une los focos de la hipérbola se denomina eje focal de la hipérbola

(Figura 5.10).

5. La recta perpendicular al eje focal que pasa por el centro de la hipérbola se

denomina eje conjugado o simplemente eje (Figura 5.10).

Proposicion 5.8. La ecuacion de la hipérbola de centro el origen y eje focal horizontal,

es

ZEQ y2

a? b2

—1 (5.11)
donde b* = * — a?

145



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

Demostracion. Sean los focos Fi(—c,0) y Fy(c,0); ademas,

Figura 5.11: Definiciéon de la hipérbola

cualesquiera de la hipérbola (Figura 5.11), se tiene
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\F\M — M| = 2a
FlM - FQM = $2a

VE+ P =07 - e = + (y =0 = £2a

VE+e)2+y2=/(r—c)>+1y2+2a

22 4 2w+ A2 + y? = 22 — 2cx + 2 + y* =+
+day/(x — )% + y? + 4a?

4rc — 4a* = tdar/(x — ¢)? + y?

rc—a? = da/(xv — )2 + 32

222 — a20? — a%y? = a? —

(2 — a®)a? — a%y? = a%(é — a?)

222 — a2? = a2b?

=1

N

2

a2

IS

sea M (z,y) un punto

definicion de hipérbola
definicion valor

absoluto

reemplazo

transposicion de términos

elevando al cuadrado

reduciendo términos
dividiendo para 4
elevando al cuadrado
agrupando términos
donde b? = ¢? — a?
dividiendo para a?b?
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5.2.1 Analisis de la ecuacién de la hipérbola

De acuerdo a la ecuacion de la hipérbola, se concluye que:

1. La hipérbola de ecuacion 5.11, al igual que la elipse es simétrica respecto a los
ejes coordenados; por tanto, su estudio puede limitarse al primer cuadrante

coordenado.

2. Despejando de la ecuacion 5.11 la variable y, se tiene
b
y==+t—-Va?—a? (5.12)
a

pero como se indico en el numeral anterior, es suficiente el estudio en el primer
cuadrante por lo que se estudia el caso en el que y > 0y x > 0; por tanto,

b
y=—-Va?—a? (5.13)

a

sin embargo, para que la la raiz cuadrada sea un ntmero real se debe cumplir

quezr >aox < —a.

3. Se cumple que, si x tiende al infinito, entonces y también tiende al infinito;

mientras que, si x tiende al valor a, entonces y tiende a 0.

4. Siguiendo con el analisis en primer cuadrante, con x > a, considérese la ecuacion

5.13 y la ecuacion de la recta

b
_° 5.14
y=_u (5.14)

cuyo coeficiente angular es k = g (Figura 5.12) y esté representada por la recta
OB; se va a demostrar que cuando el punto M se aproxima al infinito por la

hipérbola, también se aproxima indefinidamente a la recta y = ga:
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Figura 5.12: Hipérbola en el primer cuadrante

En efecto, sea © > a, considérese los puntos M (z,y) y N(z,Y) (Figura 5.13) de

la hipérbola y la recta respectivamente; por tanto, se satisfacen las igualdades

-

Figura 5.13: Hipérbola en el primer cuadrante, distancia a la recta y = %:L‘
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Ademés, los puntos M y N tienen la misma abscisa; por tanto, la recta que
une estos puntos es perpendicular al eje Ox. Ahora se va a calcular la longitud

del segmento M N.

Por un lado, se tiene que

Yzéxzé\/ﬁ>9\/:p2—a2:y
a a

a

por tanto, Y >yy MN =Y —y.

Por otro lado,

T T e e b |G

a a (z + V22 — a?)

es decir,
ab

(x + Va? —a?)
Por tanto, si  tiende al infinito, entonces Y — y tiende a 0; es decir, M N tiende

a 0.

Y —y=

Ahora se calcula la distancia de M a la recta y = gx, para ello se traza la
perpendicular por M a la recta. Sea P el pie de esta perpendicular, entonces se
forma el triangulo rectangulo APM N, se tiene que MP < M N (ya que MN
es la longitud de la hipotenusa del triangulo APM N); por tanto, si M tiende
al infinito por parte de la hipérbola situada en el primer cuadrante, entonces la

distancia del punto M a la recta y = gm tiende a 0.

. Debido al comportamiento indicado en el numeral anterior se dice que la
hiperbola se aprorima asintoticamente a la recta y = g:v; es decir, que la recta
y = gx es asintota del gréafico de la funcion y = %x/a;Q —a? (y de toda la
hipérbola).

. Si ¢ es el angulo de inclinacion de la recta y = %:c, se tiene que M P = M N cos ¢;
es decir, que si M N tiende a cero de manera mondtona (decrece constantemente),

entonces M P tiende a 0 de manera mono6tona. En otras palabras, cualquiera sea

la ubicacion del punto M en la hipérbola en el primer cuadrante, si el punto se
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mueve “hacia la derecha” por la hipérbola, su distancia a la asintota disminuye.
Esto tltimo se dice del siguiente modo: la aproximacion de la hipérbola a su

asintota es monotona.

7. Hasta aqui ya se tiene el grafico de la hipérbola en el primer cuadrante, como

ya se vio, es simétrico respecto a los ejes; por tanto, el grafico de la hipérbola

de ecuacion 2—3 — Z—; = 1 esta dado en la Figura 5.14.

Figura 5.14: Hipérbola

8. Por la simetria del grafico de la hipérbola, se tiene que esta posee dos asintotas,

estas son y = 2z y y = — 22 (Figura 5.14).

. ., , ., ., 2 2
9. La interseccion del grafico de la hipérbola de ecuacion %3 — % = 1, con el

eje Ox es en los puntos (—a,0) y (a,0), que son denominados vértices de la

hipérbola (Figura 5.15).
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Eie focal>

X

Figura 5.15: Elementos de la hipérbola

10. Para graficar una hipérbola de ecuacion 5.11, es suficiente trazar el rectangulo
de lados 2a y 2b (llamado rectdngulo principal), luego trazar las diagonales de
este rectangulo que no son otra cosa que las asintotas de la hipérbola, estas
asintotas se intersecan en el centro de la hipérbola, luego trazar los vértices de
coordenadas Vi (—a,0) y Va(a,0). Finalmente, a partir de los vértices se traza

la linea de tal forma que se va aproximando a las asintotas (Figura 5.15).

Nota. Si los focos de la hipérbola estan alineados verticalmente (Figura 5.16), tal
que F1(0,—c) y F5(0,c), puede seguirse los mismos pasos que en la demostracion de

la proposicién 5.8; con lo que se obtiene la ecuacion

2 (5.15)
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Eje focal

Eije

‘.C)."

\/1(07 —a)

Figura 5.16: Hipérbola con eje focal vertical y centro el origen de coordenadas

5.2.2 Ecuacioén de la hipérbola de centro diferente

al origen

Proposicion 5.9. La ecuacion de una hipérbola de centro diferente al origen C'(h, k),
de eje focal paralelo al eje Ox es
—h 2 —k 2

a? b2

donde 2a es la distancia entre los vértices, 2¢ es la distancia entre los focos y

b =c? —a’.

La demostracion de la proposicion 5.9 se deja como ejercicio.

Proposicion 5.10. La ecuacion de una hipérbola de centro diferente al origen
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C(h, k), de eje focal paralelo al eje Oy es

(b2, (= kP _

- ~ 1 (5.17)

donde 2a es la distancia entre los vértices, 2c¢ es la distancia entre los focos y

b? = — a>.

La demostracion de la proposicion 5.10 se deja como ejercicio.

Notas.

1. Si en la ecuaciéon de la hipérbola se tiene que a = b, entonces la hipérbola se

dice equilatera.

-9 -8 -7 —6 -5 -4 9 10
Figura 5.17: Hipérbola equilatera
2. Las hipérbolas de ecuaciones (m;—fy — (y;—f)Z =1y —@;—2’1)2 + (y;—gky = 1 se dicen

conjugadas; ademas, tienen las mismas asintotas (demostrar).

153



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

—14 —12 —10

Figura 5.18: Hipérbols conjugadas

5.2.3 Excentricidad de la hipérbola

Definiciéon 5.4. Se denomina excentricidad de una hipérbola a la razén entre la

distancia entre sus focos y la distancia entre los vértices; es decir, la excentricidad es

Cc
€= —
a

Notas.

1. Para la hipérbola se tiene que ¢ > a; por tanto, € > 1. Es decir, la excentricidad

de la hipérbola es mayor que la unidad.
2. En la hipérbola se cumple la relacion ¢? = a? + b?; por tanto,
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entonces

e=¢[1+ (2)2 (5.18)

ademaés,

De acuerdo a las ecuaciones 5.18 y 5.19, la excentricidad de la hipérbola esta
relacionada con la forma del rectangulo principal, y, por tanto, de la forma de

la hipérbola. Asi:

a) Sib < a el rectangulo es mas alargado en la direccion de los vértices, y en

la ecuaciéon 5.18, € estard més cercano a 1.

b

b) Si e se acerca a 1 en la ecuacion 5.19, entonces - se aproxima a 0; por tanto,

el rectangulo principal es méas alargado en la direccion de los vértices.

5.2.4 Radios focales de la hipérbola

Definicién 5.5. Sea M un punto de la hipérbola y F} y F, sus focos; se denominan

radios focales a las longitudes Fy M y Fy M, representadas por r; y ro respectivamente.

Notas.

1. De acuerdo a la definicién los radios focales estan dados por

=+ (r +¢)? + y?
(5.20)
ro =v/(x — €)% + y?
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Figura 5.19: Radios focales

2. Tomando la ecuaciéon 7) de la demostracion de la proposicion 5.8

156

zc—a® = +a\/(z — ¢)? + y2

que es equivalente a

(x—c)2—|—y2=j:(§x—a>

el signo mas indica que el punto M estd ubicado en la rama derecha de la

hipérbola. Como € = £

considerando la segunda igualdad de las ecuaciones 5.20, se tiene
ry = *(ex — a) (5.21)

Recordando que r;y —ry = 42a se tiene que, r; = 9 + 2a; donde el signo més se
refiere a los puntos de la rama derecha de la hipérbola. Entonces r; = (ex + a).

Por tanto

T =€xr—+a
(5.22)
Ty = €T — a
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para puntos de la rama derecha de la hipérbola y

r = —(ex + a)

(5.23)
ry = —(ex — a)

para puntos de la rama izquierda de la hipérbola.

5.2.5 Directrices de la elipse y de la hipérbola

v

= = 1, las rectas de ecuaciones

Definiciéon 5.6. Dada la elipse de ecuacion ;”—2

(5.24)

se denominan directrices de la elipse.

Nota. Debido a que para la elipse se cumple que € < 1, entonces ¢ > a; es decir,

la directriz de ecuacion x = ¢ esté a la derecha del vértice derecho, mientras que la

directriz de ecuacion x = —% estd a la izquierda del vértice izquierdo (Figura 5.20).
7 \
r=-2 M d r==2
r
i
Fl F2
- < >

Figura 5.20: Directrices de la elipse
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o o, ., .., 2 2 .
Definicién 5.7. Dada la hipérbola de ecuacion 25 — 45 = 1, las rectas de ecuaciones

a
r=—-
€

(5.25)

a
T = -
€

se denominan directrices de la hipérbola.

Figura 5.21: Directrices de la hipérbola

Nota. Debido a que para la hipérbola se cumple que € > 1, entonces ¢ < a; es decir,

la directriz de ecuacion x = ¢ esta entre el centro y el vértice derecho, mientras que

la directriz de ecuacion x = —% estd entre el centro y el vértice izquierdo (Figura

5.21).

Teorema 5.1. Sea M un punto arbitrario de una elipse de ecuacion 2—; + i’—j =1, sea
r la distancia del punto a uno de los focos y d la distancia del punto a la directriz

correspondiente al foco, entonces se cumple

=€

,
d
Demostracion. Se puede demostrar para el foco y directriz derechos (para los

izquierdos, la demostracion es similar). Sea M (x,y) un punto de la elipse, se tiene
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d=1%—x | ec. de la directriz y def. de distancia

)

2) r=a—ex | segunda ecuacion 5.52
) L=% reemplazando 1) y 2)
)

=¢ reduciendo 3)

Ul

O

2

. . -, e 2
Teorema 5.2. Sea M un punto arbitrario de una hipérbola de ecuacion % — 35 =1,

sea r la distancia del punto a uno de los focos y d la distancia del punto a la directriz

correspondiente al foco, entonces se cumple

= €

r
d

La demostracion de este teorema queda como ejercicio.

Ejemplo. Determine todos los elementos (centro, focos, vértices, asintotas, directrices,

excentricidad y grafico) de la hipérbola de ecuacion

Solucion. A partir de esta ecuacion se determina que a = 5 y b = 6, también se

deduce que la hipérbola tiene sus focos sobre el eje Oy.

1. Centro (0,0)
2. Vértices. V1(0, —a) = V4(0,—=5) y V2(0,a) = v2(0, 5)

3. Focos. ¢ = a®+b* = 36+ 25 = 61 por tanto ¢ = v/61. Es decir, F} = (0, —/61)
y Fy = (0,/61)

4. Asintotas. y = ¢ =2z yy=—4=—2x
5. Excentricidad. € = ¢ = @
; - _ _a_ _ 5 _ _ 2
6. Directrices. y = —¢ = ——= = v
5
y
_a _ 5 __ 25
Yy=e= v = Vo
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7. Gréfico

12

12

15

V(D

—5)

Fi(0—+/61)

Figura 5.22: Hipérbola de eje focal coincidente con el eje Oy

Definicién 5.8. Se denomina pardbola al lugar geométrico de los puntos que
equidistan de un punto fijo F' denominado foco y una recta [ fija denominada
directriz (esta no pasa por el foco). La distancia del foco a la directriz se representa

mediante 2p; el valor de p se denomina pardametro de la pardbola.

Notas.

1. Para la construccion de la parabola en este texto, se supone que la directriz es
paralela al eje Oz y que el foco pertenece al eje Oy; ademaés, se supone que el

origen del sistema de coordenadas esté en medio del foco y la directriz y que el

valor del pardmetro p es conocido.
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. El punto medio entre el foco y la directriz de una parabola se denomina vértice

de la pardbola (Figura 5.23).

. La recta que pasa por el foco de la parabola y es perpendicular a la directriz se

denomina eje de la pardbola.

. Dado un punto M de la parabola, se denomina radio focal a la longitud del

segmento F'M y se lo representa mediante r (Figura 5.23).

. La distancia de un punto M de la parabola a la directriz se representa mediante

d (Figura 5.23).

. La distancia del origen del sistema de coordenadas al foco es igual a la distancia
del origen de coordenadas a la directriz; estas distancias son iguales a p (Figura

5.23).
. Un punto del plano M estara situado sobre la parabola si y solo si r = d.

. La excentricidad de la parabola es € = 1, esto debido a que la excentricidad es

la razon entre el radio focal r y la distancia d.

y‘\
Eje de la parébola
M(z,y)
r
F d d
directriz VP T

Figura 5.23: Parabola de eje coincidente con el eje Oy
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Proposicién 5.11. La ecuacion de la pardabola cuyo eje coincide con el eje Oy y su

vértice coincide con el origen de coordenadas, estd dada por

7% = dpy (5.26)

Demostracion. Sea M (z,y) un punto de la parabola y sea el foco F'(0,p), se tiene:

1) |MF|=d(M,l) definicion de parabola

2) |MF|=+/(xz—0)2+ (y —p)? distancia entre dos puntos

3) dM,l)=y+p distancia entre un punto y una recta

4) PP+ y—-p?=y+p de 1), 2) y 3)

5) 2% +y*—2yp+p* =y*+ 2yp + p? | elevando al cuadrado los dos miembros

6) x?=4py reduciendo términos

[

Notas.

1. La ecuacion 5.26 se llama ecuacion candnica de la parabola.

2. La parabola es una linea de segundo orden, pues es una ecuacion de segundo

grado.

5.3.1 Analisis de la ecuacion de la parabola

Debido a que la ecuacion 5.26 contiene tinicamente una potencia par de z, resulta
que su grafico es simétrico respecto al eje Oy; por tanto, es suficiente estudiar la

parte contenida en el semiplano derecho. Esta parte esta determinada por la ecuacion
r = ++/4py (5.27)

Para valores negativos de y la ecuacion 5.27 proporciona valores imaginarios de z;

por tanto, debajo del eje Oz no hay algiin punto de la parabola.

Para y = 0, se obtiene x = 0, el origen de coordenadas es un punto de la pardbola

que esta situado mas “abajo”. Cuando y aumenta a partir de 0 se tiene que x también
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crece, partiendo de 0; debido a la ecuacion 5.27 se tiene que si y — 400; entonces,
x — +o00. Por tanto, la parte considerada de la parabola representa un punto variable
M (z,y) que se mueve a partir del origen de coordenadas hacia la parte derecha del

eje Oz y hacia arriba del eje Oy (Figura 5.24).

Y
M(z,y)
B y+p
l qgp X

Figura 5.24: Parabola de eje coincidente con el eje Oy

Notas.

1. El veértice de la parébola tiene coordenadas V' (0,0), ya que es el punto medio

entre el foco y la directriz.

2. El parametro p es la distancia del vértice al foco y la distancia del vértice a la

directriz.

3. Se denomina cuerda de la parabola a cualquier segmento que une dos puntos

de la parabola (Figura 5.25).

4. Se denomina cuerda focal a cualquier cuerda que pasa por el foco de la parabola

(Figura 5.25).

163



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

5. La cuerda focal paralela a la directriz de la parabola mide 4p, esto se demuestra

facilmente. Esta longitud se denomina lado recto de la parabola (Figura 5.25).

Cuerda

Cuerda\Focal

LR =4p

NF

Directriz 4 i
Figura 5.25: Cuerda focal y lado recto
6. La ecuacion x? = —4py representa la parabola cuyo eje coincide con el eje Oy,

vértice O y esta situada en el semiplano inferior.

T —4py

Figura 5.26: Parébola en el semiplano inferior

7. Con razonamientos anédlogos se tienen las parabolas de eje coincidente con el
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eje Ox
y2 = 4pzx

v = —dpx

estas pardbolas se encuentran en los semiplanos derecho e izquierdo,

respectivamente.

Figura 5.27: Pardbola en el semiplano derecho

5.3.2 Ecuacién polar de la elipse, hipérbola y

parabola

Definicién 5.9. Se denomina cuerda focal de la linea L al segmento perpendicular a

su eje que une dos puntos de esta linea y pasa por el foco.

Proposicion 5.12. Sea L una elipse, hipérbola (una de sus ramas) o pardbola, la

ecuacion en coordenadas polares de esta linea estd dada por

p

N S 5.28
1 —€cosb ( )

p

donde p y 0 son las coordenadas polares de un punto M de la linea L, de acuerdo a

un sistema de coordenadas cuyo origen es un foco y el eje Ox es el eje focal de la
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linea, p es la longitud de la mitad de la cuerda focal y € es la excentricidad (Figura

5.28).

Q
S P p
P
D, 0
F N

Figura 5.28: Linea L

Demostracion. Sea L una de las lineas nombradas, y M (p, ) un punto de ella, sea
g la directriz mas proxima al foco considerado, sea @) la proyeccion del punto M
sobre la directriz g, sea P un punto de la linea L tal que su proyeccion sobre el eje
de esta es F', sea D la proyeccion el foco sobre la directriz, sea S la proyeccion sobre
la directriz del punto P, considérese la direccion positiva del eje del punto D en

direccion del foco, se tiene:

1) 5=c¢ teoremas 5.1 y 5.2

2) r=p el foco coincide con el polo del sistema de coordenadas
3) d=QM definicion de distancia de un punto a una recta

4) QM = DN QM DN es un paralelogramo

5) DN =DF+FN relacion fundamental

6) FN = pcosf relacion trigonométrica en el triangulo AFMN

7) DN = DF +pcosf | de 5) y 6)
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8) % €

9) Sp=fE=¢
10) SP =DF

11) DF=2*t

12) d=2+pcost
13) % =€
14) p= =m0

teoremas 5.1 y 5.2, P es un punto de L
de 8) e hipotesis

DFPS es un paralelogramo

de 9) y 10)

de 3),4),5),6),7) y 11)

de 1), 2) y 12)

despejando p de 13)

]

Teorema 5.3. Los puntos medios de las cuerdas paralelas de una linea de sequndo

orden estdan situados sobre una recta.

La demostracion del teorema 5.3 queda como ejercicio.

Teorema 5.4. Cualquier seccion de un cono circular determinada por un plano que

no pase por su vértice, determina curvas que solo pueden ser una elipse, una hipérbola

o una pardbola; ademds, si el plano corta unicamente con una hoja del cono y la

seccion es una curva cerrada, entonces es una elipse (Figura 5.29) y si determina

una curva abierta, entonces es una pardbola (Figura 5.30); si el plano corta dos hojas

del cono, la seccion es una hipérbola (Figura 5.31).

Figura 5.29: Curva cerrada: elipse
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Figura 5.30: Curva abierta: parabola

Figura 5.31: Plano que corta dos hojas del cono: hipérbola
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5.4 Reduccion de la ecuacion general de una linea

de segundo orden a su forma canoénica

El objetivo de esta seccion es transformar la ecuacion general de una linea de segundo

orden a su forma canodnica. El estudio en este texto se lo realiza a partir de casos

particulares.

Definicién 5.10. Se denomina ecuacion general de sequndo grado respecto a las

variables x e y a la ecuacion de la forma

Az’ + By +Cy* + Dx+ Ey+ F =0 (5.29)

Notas.

. Es conveniente expresar la ecuacion general de segundo grado de la siguiente
manera

Az® 4+ 2By + Cy* + 2Dz +2Ey + F =0 (5.30)

Ejemplo. En la ecuacion 5z? — 3zy + 4y* — 62+ 5y + 1 = 0 se tiene que A = 5,
_ 3 v _ _5 _

. Los valores de A, B, C', D, E y F se denominan coeficientes de la ecuaciéon

5.30.

. Los tres primeros términos de la ecuaciéon 5.30, se denominan términos

superiores.

. Se cumple que

Az® + 2Bxy + Cy* + 2Dz + 2By + F =
(5.31)
=(Az+By+ D)z + (Bx+Cy+ E)y+ (Dx + Ey+ F)

. Para reducir la ecuacion 5.30 se hace un cambio de ejes, de tal manera que

el término superior 2Bxy se anule; ademas, que reduzca lo més posible el
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nimero de términos de primer grado y el término independiente desaparezca.

La ecuacién asi obtenida se denomina ecuacion candnica.

A continuacion, se estudia un ejemplo de lo indicado en la tltima nota.

Ejemplo. Reducir a la forma canoénica la ecuacion
5% + dxy 4+ 2y° — 24x — 12y +29 =0 (5.32)
Solucioén.

1. Mediante un traslado paralelo de ejes coordenados, se traslada el origen de

coordenadas al punto C(zg,yo) utilizando las ecuaciones

xr=1x +xg
(5.33)
Y=y + o
la ecuacién 5.32 se transforma en
52" + 42’y + 2y 410z + 4y — 24)2’ + (4o + dyo — 12)y/+ (5,30
5.34

+ (52 + daoyo + 2y2 — 24x0 — 12y +29) =0

2. Ahora se busca eliminar los términos de primer grado, para ello se resuelve el
siguiente sistema

1029 +4yo — 24 =0
(5.35)
4x0+4y0—12:0

que es equivalente al sistema

5$0+2y0—12:0
(5.36)

To + Yo — 3=0
se tiene que la soluciéon es xg =2 e yy = 1.

3. Llamando F’ al término independiente de la ecuacion 5.34, y utilizando la

170



J. Morocho, L. Cerda y M. Davalos

ecuacion 5.31, se tiene que

F' = 5x5 + dzoyo + 25 — 2430 — 12y0 + 29
= (5o + 2yo — 12)x0 + (229 + 2y0 — 6)yo + (—1229 — 6y + 29)

=-1

4. El origen del nuevo sistema de coordenadas es el punto C', cuyas coordenadas

primitivas son (xg, y0) = (2, 1). Por tanto, la ecuacion en coordenadas nuevas es
522 +4a'y' +2y% —1=0 (5.37)

Notese que el lado izquierdo de la ecuacion 5.37 no varia al sustituir 2’ e ¥’ por
—12' e —y respectivamente; es decir, los puntos M (2',y) vy N(—2',—y’) son
simétricos respecto al punto C'; en otras palabras, el origen de coordenadas ha

sido trasladado al centro de la curva.

5. Ahora se giran los ejes un angulo «; por tanto, se emplean las ecuaciones
de la proposicion 2.6, en el que las coordenadas primitivas son (z’,y’) y las

coordenadas nuevas son (z”,y")

' =ax"cosa —y"sena
(5.38)

Yy = 2" sena + 3" cos
reemplazando x’ y ¢’ de las ecuaciones 5.38 en la ecuaciéon 5.37 se tiene.

5(z" cosa — " sen a)®+4(z” cos a — y" sen o) (2" sen a + " cos o)+

(5.39)
+2(2"sena +y" cosa)*> =1 =0
reduciendo términos se tiene
(5cos® a + 4sen acos a + 2sen® o)+
+ (4 cos* a — 6sen o cos a — 4sen® )2y + (5.40)

+ (5sen” @ — dsenacosa + 2cos’ )y — 1 =0
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6. Ahora se busca que el término x”y” se anule; es decir,

4cos® a — 6senacosa —4sen” a = 0 (5.41)

la solucién de la ecuaciéon 5.41 es tana = —2 o tana = % Se toma tana = %,

pues « tiene que ser un angulo agudo.

Por tanto, los valores de sen a y cos a estdn dados por:

tan « \/5

senq = ——— = —
V1 4+ tan? « )
y
1 25
COS ¥ = .

Vittanla 5

Luego, la ecuacion 5.40 se convierte en
62" +y"* = 1. (5.42)
Por tanto, la ecuaciéon candnica es

4 + y”2 =1 (543)
6

Figura 5.32: Transformacion de ecuacion general a ecuaciéon candnica
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Se obtiene la ecuacion de una elipse de eje focal C'y” y centro C' (Figura 5.32).

7. El analisis del resultado anterior es el siguiente:

V6 _y p = Y6

Eje menor 20 = 2 5

Eje mayor 2a =2 - a =1

Distancia entre focos 2¢ = 2,/1 — L = \/50 —c

5 Vo

o

distancia entre los focos __ /30
longitud del eje mayor ~ 6

Excentricidad € =

=)
~—

Focos en coordenadas nuevas F} = (0, —@) y Fy = (0,

Focos en coordenadas primitivas

Foco 1

\/%ﬁ+2_12+\/6
6 5 6
V302v5 - 3-6

=2"sena + 4" cos = """ 41
Y +y + Yo 6 5 + 3

x=1"cosa— 1y’ sena+ xy =

Foco 2

VAV, 126

x=x"cosa—1y"sena + 19 = —— —

6 5 6
v302v5 3 6
y:x"sena+y"cosa—|—y0:TT\/_—Fl: +3\/—

g) Veértices en coordenadas nuevas Vo = (0,1) y V4 = (0,—1)

h) Vértices en coordenadas primitivas

Vértice 1

V5 :10+\/5

x=1"cosa—1y sena+xyg=1-— +2

D 5
y—m"sena+y"cosa+yo—_¥+1_#
Vértice 2
x:x"cosa—y”sena—i-xo:_1?4_2: 10—5\/5
yz:v”sena+y”cosoz+y0:%g_l_l: 5+52\/3
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El ejemplo anterior se puede generalizar asi. Sean una curva de segundo orden de
ecuacion

Az® 4+ 2Bxy + Cy* + 2Dz + 2By + F =0 (5.44)

su centro C(xo,yo), si existe, estd determinado por el sistema

ASCO + Byo + D=0
(5.45)

B$0+Cyo+E:0

Una vez que se traslada el origen de coordenadas al centro C, la ecuacion 5.44 se

transforma en

Az +2B2'y + Cy? + F' =0 (5.46)

donde
F' = Ax3 + 2Bxgyo + Cyg + 2Dxg + 2By + F

pero por la ecuacion 5.31 se tiene

F' =(Axy + Byo + D)zo + (Bxg + Cyo + E)yo+

+ (Dxo + Eyo + F)

como se cumple la ecuacion 5.45 se tiene que
F/:D.T0+EyO+F

Posteriormente, se tiene que eliminar el término que contiene a x'y’, esto se consigue

usando las ecuaciones 5.38, que permite determinar el angulo de giro a.

El sistema 5.45 puede no tener solucién, en este caso la curva no tiene centro, por lo
que, para reducir la ecuacion se debe seguir otro procedimiento como en el siguiente

ejemplo

Ejemplo. Reducir a la forma canoénica y graficar la siguiente ecuacion

4o — 12xy + 9y? — 8V13x — 1413y + 117 =0 (5.47)
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Solucién. Puede verse que el sistema 5.45 no tiene soluciéon. Por tanto, la curva no

tiene centro, por lo que se procede de la siguiente manera:

a) Sin cambiar el origen de coordenadas, se giran los ejes un angulo «, mediante las

formulas

x =12 cosa —y sena
y = a'sena + vy cos a

por lo que la ecuaciéon dada queda de la siguiente manera:

4a% — 122y + 9y° — 813z — 1413y + 117 =
(4cos* a — 12sen avcos a + 9sen® a)z’? + (10sen a cos a — 12 cos® a + 12sen® o) x'y'+
+ (4sen®* o + 12sen avcos a + 9 cos” a)y’® — (8V/ 13 cosa + 14V 13 sen o)z’ +

+ (8V13sena — 14V 13 cos a)y’ + 117
(5.48)

b) Ahora se elige un dngulo o de modo que anule el término que contiene a z'y’; por

tanto, se resuelve la ecuacion
10senacosa — 12cos’ o + 12sen’a = 0
dividiendo para 2 cos? a se obtiene
6tan’a +5tana —6 =10

resolviendo para tan « se obtiene

tana = —

; 2
ana = -
3
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tomando el angulo agudo, se calcula sen a y cos «

tan o 2
sen o = =
vV1+tan?a V13
y
1 3
cosa =

Vittania V13

¢) Reemplazando las funciones sen « y cos « en la ecuacion 5.48 se obtiene

y?—42 =2 +9=0

d) Por completacion de cuadrados la ecuacion anterior se transforma en

(v —1)* —4(2' —2) =0

e) Haciendo una traslacion de ejes, utilizando z” = 2/ — 2 y " = 3/ — 1, se obtiene
y//2 _ 4x// — O

lo que representa una parabola de eje paralelo a Cz” y vértice el punto C'(2,1),
estas coordenadas estan dadas segun el sistema de ejes Oz’ y Oy'. Las coordenadas

, . . . o . A 4 7
del vértice en el sistema primitivo estan dadas por (\/—ﬁ, \/—f)))

El siguiente es el grafico de la ecuacion dada (Figura 5.33).
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Figura 5.33: Gréfico de 422 — 12zy 4+ 9y — 813z — 1413y + 117 =0

En conclusién, volviendo a analizar el sistema

A$0+By0+D:0

B$0+Cy0+E:0

se tiene que el determinante

5:
B C

puede tomar los siguientes valores:

1. 6 # 0; por tanto, el sistema tiene solucién tnica y la curva tiene centro. Cuando
no representa una curva imaginaria o degenerada, representa una elipse o

hipérbola.

2. 0 = 0; por tanto, el sistema no tiene solucién. En este caso la curva no tiene
centro; es decir, representa una parabola o rectas paralelas, o el sistema tiene

infinitas soluciones (la curva tiene infinitos centros).
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Ejemplo. Analizar la ecuacion de segundo grado
—22% + 20zy — 50y — 212 + 105y — 10 = 0 (5.49)

Solucion. El sistema

—2x9 + 10yy — 2 =0
? (5.50)
1029 — 50y + 12 =0

no tiene solucion, ya que 6 = 0. Por tanto, la curva no tiene centro; ademas, la

ecuacion 5.49 se transforma en
(x =5y +10)(—2x + 10y — 1) =0

que representa dos rectas paralelas.

Procediendo como en el ejemplo anterior se tiene:

1. Sin cambiar el origen de coordenadas, se giran los ejes un angulo «, mediante

las formulas

x =12 cosa —y sen«
y = a'sena + vy cos a

por lo que la ecuacion 5.49 queda de la siguiente manera:

— 2% + 20xy — 50y — 21z + 105y — 10 =

(—2cos® o 4 20 sen o cos & — 50 sen” o) a'* +

+ (=96 sen v cos a + 20 cos® @ — 20 sen” o) 2y —
(5.51)
— (2sen? a + 20 sen a cos a + 50 cos® ) y*+
+ (=21 cosa + 105 sen o)’ +
+(

21sena + 105cos o)y’ — 10

2. Ahora se elige un angulo o de modo que anule el término que contiene a z'y/,
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por tanto, se resuelve la ecuaciéon
—96sen acos o + 20 cos® a — 20 sen® o = 0
dividiendo para —4 cos® a se obtiene
S5tan®a + 24tana — 5 =0
resolviendo para tan o se obtiene

tana = —5H

; 1
ano = —
5

tomando el angulo agudo, se calcula sen a0 y cos «

tan o 1
sen o = =
vV1+tan?a V26
y
1 5)
coso =

Vi+tania V26

3. Reemplazando las funciones sen a y cos « en la ecuacion 5.51 se obtiene
—52y? 4+ 21v26y' —10=0

equivalente a

52y — 2126y’ + 10 = 0

4. Finalmente factorizando la ecuacién anterior se tiene

. V26

52
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180

J 5v/26
13

lo que representa dos rectas paralelas.

5.5 Ejercicios resueltos

. Los focos de una hipérbola son Fi(0,—4) y F»(0,4) uno de sus vértices es el

punto (0,2). Determine la ecuaciéon de la hipérbola.

Solucion. Es una hipérbola con focos a lo largo del eje Oy, por tanto su

ecuacion tiene la forma general: —i—z + 7;—3 =
En este caso se tiene que ¢ = 4

b=2

luego

a?=c - =16—-4=12

por tanto la ecuacion es

)
[\v]
A

|
S|
+

Figura 5.34:
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2. Determine la ecuaciéon polar de la elipse

2

8

=1

2
Y
i 9

S|

Calculando la distancia del centro a los focos > =a?> — 0> =16—-9 =7

por tanto ¢ = VT

Calculando la excentricidad de la elipse € = £ = 4

Las ecuaciones de las directrices son v = —¢ y v = ¢

— _ 16 — 16
por tanto x = FYT= 5

El parametro focal p esta dado por el valor de y que le corresponde a z = ¢ = /7

es decir p = /(1 — 5)9 =%

por tanto la ecuacién polar estéd dada por

p= p
1 —€ecosf
9
— 4
P 17%(2089
_ 9
p_4—\/70059
5,
. 16
- : o= %
7 16 =5 5 7 8

Figura 5.35: Elipse de ecuacion % + % =1
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3. Determine la ecuacion general de la elipse %2 + % = 1, luego de haber trasladado

us

su centro al punto (2, —2) y de haber rotado todos sus puntos un angulo o = %.

Solucién. La ecuacion de la elipse buscada se puede obtener haciendo un
cambio de sistema de coordenadas, donde la ecuacién dada se considere como
la ecuacion de la elipse en un nuevo sistema, y debemos buscar su ecuacion

segun el sistema primitivo, para ello utilizamos las ecuaciones:

¥ = (z—a)cosa+ (y—b)sena

Yy = —(x —a)sena + (y — b) cos
dondea=2,b=-2ya=%

1) %2 + % =1 ecuacion dada (puede pensarse

como el lugar geométrico en el

nuevo sistema de referencia

((:C—2) cos g +(y+2) sen %)2

2) ; + reemplazando en 1) los valores
4 ((e=2)sen %z(“z) cos )’ _ 1 de a, b, a y las ecuaciones
de cambio de sistema.
3) ((m_2)\é§;(y+2)é)2 + (_(1_2)%2(?#2)23)2 =1 | calculando las funciones
trigonométricas
1) (m—2>2%+§<x—§><y+2)+<y+2>2i i resolviendo los
+(172)2i7§(w*j)(y+2)+(y+2)2% -1 cuadrados
6) %(fv*2)2+%(y+23)62*¥(1*2)(y+2) -1 resolviendo

términos semejantes

7) %(m —92)2 4 %(y +2)2— %g(x —2)(y+2) =36 multiplicando por 36

182

2p? —2lx 421 +

+5v/3y + 10v/3 = 36
9) g2 3By 4 3L 4 (L 5\/3 - 91)x + (31 + 5v3)y+

4 2

+16+10v/3 =0

4

3Ly2 1 31y + 31 — 23y — 532+

asociando términos

semejantes

resolviendo cuadrados
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Figura 5.36: Traslacion y rotacion de una elipse

4. Recordando que la intersecciéon entre dos curvas en el plano se consigue
resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de las curvas.
Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(—5,—5) (puede
ser mas de una) que interseca a la elipse de focos Fi(—3,2) y Fy(5,2) y valor

constante 2a = 10, en un tnico punto.

Solucion. Para resolver este ejercicio, hay que tomar en cuenta que la
interseccion entre dos lineas se determina mediante la resolucion del sistema
formado por las ecuaciones de dichas lineas. Ademaés, se debe tener en cuenta
que una ecuacion cuadratica tiene soluciones reales coincidentes, cuando su

discriminante es igual a 0.

a) Ecuacion de la elipse

b=vVa2—2=+125—-16=3

luego la ecuacion de la elipse es

(=17 (y-2p

=1
25 9
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b) Ecuacion de la recta

y —y1 =k(z — 1)
y+5=k(x +5)

¢) Resolucion del sistema

/
A S— . y—

\y+5:k;(x+5)

\y:k’(:t—i-5)—5

(k(z+5)—7)2

(z—1)° _
+ BT g

25

y=k(r+5)—5

9(22 — 2z + 1) + 25(ka + 5k — 7)? = 225

y=k(z+5)—5

922 — 18z + 9 + 25(k*x? + 25k* + 49 + 10k*x — 14kx — T0k) = 225

y=k(x+5) -5

922 — 182 + 9 + 25k%x? + 625k% + 1225 + 250k*x — 350kz — 1750k = 225

y=k(r+5)—5

(9 + 25k2)a2 + (—18 + 250k2 — 350k)x + 625k + 1009 — 1750k = 0

y=k(z+5)—5

resolviendo la ecuacion de segundo grado para x, sabiendo que debe dar una
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tnica solucién, se debe tener que el discriminante debe ser igual a 0, es decir

b — dac =0
(—18 4 250k* — 350k)* — 4(9 + 25k*)(625k* + 1009 — 1750k) =0

11k% — 84k + 40 =0

y= 74%?@(:[ +5)—5

—-10

= 4222315 4 5) - 5

Figura 5.37: Rectas tangentes a una elipse

resolviendo la ultima ecuacion se tiene que

4242331

k ~7.13
! 11
49 — 24/331
ky = 5~ 051

por tanto las ecuaciones de las rectas que tienen un solo punto en comin con
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la elipse (rectas tangentes) son:

42+ 2v/331

T (x+5)—5
42 — 24/331

5. Determine los radios focales de elipses de centro C'(h, k) y eje focal horizontal
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y vertical.

Solucién. Se sabe que para la elipse de eje focal Oz y centro el origen de

coordenadas se tiene:

T =a -+ €x
(5.52)

o =a — €X

ademés si consideramos que la elipse tiene centro en el origen del sistema nuevo

C; y Cy, se tiene que los radios focales estan dados por:

r=a+exr
(5.53)

ry =a — €x

si consideramos las formulas de traslacion
¥ =xr—nh
r_
Yy =y—k

se tiene que los radios de la elipse de centro C'(z,y) estan dados por:

r=a+e(x—h) (5.54)
rg =a—€(x —h)

Por otro lado se sabe que en la elipse de eje focal Oy y centro el origen de

coordenadas los radios focales estan dados por

rL=a+ €y (5.55)
Ty =a— €y
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ademés si consideramos que la elipse tiene centro en el origen del sistema nuevo

Cy y Cy, se tiene que los radios focales estAn dados por:

T =a-+ ey'
(5.56)
ro =a — ey
si consideramos las férmulas de traslacion
¥ =x—h
y =y—k
se tiene que los radios de la elipse de centro C(x,y) estan dados por:
r=a+e(y—k)
(5.57)

ro=a—¢e(y —k)

. Deduzca la ecuacion del lugar geométrico tal que el valor absoluto de la
diferencia de distancias de un punto de ella a dos puntos fijos de coordenadas
(0,—3) y (0,3) es igual 4. Escriba el nombre del lugar geométrico, sus focos,

vértices, directrices, excentricidad, elabore su grafico.

Solucién. Sea M (z,y) un punto de dicho lugar geométrico, sean los puntos
fijos F1(0,—3) v F5(0,3), entonces el lugar geométrico solicitado esta dado por
la siquiente expresion:

IMF, — MFy| =4

reemplazando las coordenadas se tiene que

V(@ =02+ (y+3)2—/(z =02+ (y—3)2 =4

por definicién de valor absoluto se tiene que

VI +32+a2—/(y—3)2 +a2 =4
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transponiendo términos

V@ +3)2+a?=/(y -3 +a>£4

elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad

P A6y+9+22=y—6y+9+2>+£8/(y—3)2+a2+16
reduciendo términos
12y — 16 = £8+/(y — 3)? + 22
dividiendo para 4
3y — 4 =+42/(y — 3)? + 22

elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad

9y? — 24y + 16 = 4y* — 24y + 36 + 4a?

transponiendo términos

—42% + 5y* = 20

multiplicando los dos lados de la igualdad por 2—10
22 2
47
5 + 4
Se tiene por tanto que a = 2, b= /5y ¢ = 3, luego

a) Lugar geométrico: hipérbola de eje coincidente con el eje Oy.

)
b) Focos (0,—3) y (0,3)
c¢) Vértices (0,—2) y (0,2)
)

d

Excentricidad

distancia entre focos 6

€= — : - =
distancia entre vértices 4

3
2
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e) Directrices

_ a __ 4
Yy=-—c="3
_a __ 4
Yy=¢c=3
f) Grafico

y=4/3

14
13
12

11

-11-10-9 -8 -7 -6 =5 -4 -3 -2 -1

y=—-(4/3)

1 2 3 4 5 6 7 8

9

10 11

189



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

190

5.6 Ejercicios propuestos

. Una elipse de excentricidad ¢ = 0.75 tiene centro en el punto C'(—3,4) y pasa

por el punto M(2,2). Determine su ecuacion, focos, vértices y los radios focales

al punto M (utilice las formulas de radios focales). Grafique sin usar software.

. Determine la ecuacion de la circunferencia de centro C(8,3) que interseca en

un solo punto a la linea de excentricidad € = 3 y vértices V;(0,4) y Vo = (0,12).

Realizar el gréfico.

La base de un triangulo es de longitud fija, siendo sus extremos los puntos (0, 0)
y (4,0). Determine e identifique la ecuacion del lugar geométrico del vértice

opuesto si uno de los dngulos de la base es siempre igual al doble del otro.

Determine al menos 5 elementos de las siguientes curvas, determine su ecuacion

canonica.

a) 2 —9y? —4dx + 36y —41 =0
b) 927 +4y* — 8y —32=0

c) 4% + 48y + 12z = 159

Determine el o los focos, la directriz o directrices en coordenadas nuevas y en

coordenadas primitivas, del lugar geométrico de ecuacion

2+ 2y +y +2r—2y—1=0

. Demuestre que cualquier recta paralela al eje de una parabola corta a esta en

uno y solo un punto.

Un cilindro de radio 5, es intersecado por dos planos, el primero horizontal y
el segundo transversal, de modo que dichos planos se intersecan en un punto
del eje del cilindro y forman un édngulo de 30°. Deduzca a ecuacion de la elipse

cuando el sistema de referencia esté localizado sobre el plano transversal y el
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origen coincide con la intersecciéon de los planos y el eje del cilindro, considere

como eje Oz la recta interseccion de los dos planos.

8. Determine todos los elementos (centro, focos, vértices, asintotas, directrices y

excentricidad) de la hipérbola de ecuacion

9. Transforme a ecuacion canoénica la siguiente ecuacion general. Determine centro

(si existe), foco(s), vértice(s) y excentricidad. Grafique.
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