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Proélogo

El estudio de las matematicas se remonta a tiempos de la antigiiedad en donde se ha tratado
de encontrar soluciones reales a temas especificos, o dar una solucién exacta a un problema que
puede ser imposible de resolver, cuando esto sucede se recurre a la utilizacién de instrumentos y
técnicas que permitan obtener un resultado aproximado, que en algunos casos llega a ser considerado
como una respuesta 1til. En este sentido los métodos numéricos son utilizados para resolver problemas
matematicos de dificil soluciéon de manera analitica, es decir garantizar una respuesta exacta en funcién
de las variables que se asocian al problema que se plantea, al contrario si se habla de una solucién
numeérica se le considera como un valor numérico aproximado, estos métodos ejecutan los calculos
con la ayuda de la iteracion hasta que se llegue a una exactitud deseada, considerando que estos
parametros tienen que satisfacer los requisitos planteados en los problemas que se desean resolver sin
dejar de lado la exactitud y precisién del método.

El propdsito de este texto es brindar una herramienta basica de los métodos numéricos, proporcio-
nando una fundamentacién béasica de los diferentes métodos y su utilidad en la solucién de problemas.
El objetivo de esta obra dirigida a estudiantes universitarios y poner a su disposicién elementos de
facil comprensién y lectura que les lleve a un primer encuentro con esta area de las matematicas; con
la ayuda de ejercicios resueltos y propuestos que les permita un mejor entendimiento de las clases
desarrolladas, ademds del uso de software en la solucién de aplicaciones que ayude en la comprension
de las mismas utilizando para ello la programacién. El desarrollo de cada uno de los temas constituye
el material suficiente para un curso introductorio sobre métodos numéricos, y estd organizado en 6
capitulos los cuales se van desarrollando segin la complejidad del caso. Como parte inicial el texto
en su primer capitulo introduce al lector en aspectos de importancia de los métodos numéricos, la
relacion existente con los computadores y la solucién que se puede dar a un problema con el uso de los
errores al momento de implementar un método en un ordenador. En el segundo capitulo se describe los
métodos numéricos basicos para la solucién de ecuaciones y sistemas no lineales, separdandolos entre
directos e iterativos. El capitulo tres trata sobre los métodos para la solucién de sistemas de ecua-
ciones lineales, considerando métodos iterativos y factorizacion de matrices aplicados a la ingenieria.
El cuarto capitulo menciona el ajuste de curvas por el método de minimos cuadrados y como se lo
realiza mediante técnicas estadisticas de regresiéon e interpolacién como Lagrange. A continuacién, en
el quinto capitulo se analiza la diferenciacién e integracién numérica a través de la regla del trapecio,
describiendo diversas férmulas, tanto para las derivadas como integrales. El capitulo seis abarca con-
ceptos, tipos de ecuaciones diferenciales y se describe a cada uno de los métodos de mayor utilidad en
la solucién de este tipo de aplicaciones, como el método de Euler, Euler modificado y Runge-Kuta.
Para finalizar se ha adjunta informacién relevante de bibliografia béasica utilizada para la elaboracién
de este libro, asi como referencias complementarias que ayudaran a los estudiantes a profundizar sus
conocimientos en los métodos numeéricos.
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Capitulo

INTRQDUCCI(’)N A LOS METODOS
NUMERICOS

1.1. Historia

En el papiro de Rhid (documento matemético més antiguo), aparecen mas de 80 problemas resuel-

tos utilizando métodos aproximados para encontrar el volumen de varios frutos, asi como también el
area de una circunferencia, tomdndola como la de un cuadrado cuyo lado fuera 8/9 del didmetro de
la circunferencia. Las evidencias concretas del uso de los métodos numeéricos indican que desde hace
mucho tiempo ya que se empleaban métodos de aproximacién, el elemento que respalda esta aseve-
racién es el descubrimiento del Papiro de Rhind o Ahmes, el cual es un documento egipcio que data
del ano 1650 A.C. Este papiro representa la mejor fuente de informacién sobre la matemaética egipcia,
en su estructura tiene un aproximado de ochenta ejercicios resueltos de célculo de volumen de frutas,
fracciones, célculo de areas, repartos proporcionales, reglas de tres, ecuaciones lineales, trigonometria
bésica, raices cuadradas, etc, utilizando calculo numérico.
En la actualidad este hallazgo arqueolégico esta resguardado en el Museo Britanico de Londres. Y
como titulo lleva la frase: Célculo exacto para entrar en conocimiento de todas las cosas existentes y de
todos los oscuros secretos y misterios”. En contraste con estos datos de cultura general que relacionan
conocimientos antiguos con los métodos numéricos, en 1984 Math Works desarrolla el lenguaje de
programaciéon MatLab, que surge principalmente al trabajo de Matrices, y que a través de los anos se
ha convertido en una herramienta importante y poderosa en todos los campos de la ingenieria.

Es importante mencionar que antes de la era de las computadoras los ingenieros contaban con tres
métodos de solucién de problemas.

1.- Las soluciones de algunos problemas las encontraban con métodos exactos o analiticos lo cual
es limitante.

2.- Usaban soluciones graficas para problemas mas complejos unque sus soluciones no son muy
precisas, dificiles de implementar y tediosas.

3.- Utilizaban calculadoras y reglas de calculo. Los célculo manuales son lentos tediosos y en los
resultados surgen equivocaciones al efectuar numerosos calculos.

En la actualidad la utilizaciéon de las computadoras y los métodos numeéricos ofrecen alternativas
de solucién a calculos complicados, se puede aproximar los calculos sin tener que recurrir en técnicas
lentas, permitiendo resolver problemas muy complicados en menor cantidad de tiempo, dando cada
vez mas importancia al planteamiento del problema y a la interpretacién de los resultados.

En este texto se estudiaran de manera tedrica los diferentes métodos numéricos existentes para la
solucion de diferentes problemas y se simularan mediante el software de simulacién Matlab para la
validacién practica.

MATLAB (abreviatura de MATrix LABoratory, ”Laboratorio de matrices”).
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1.2. Conceptos basicos

Se define a los métodos numéricos como un conjunto de técnicas que permiten formular o plantear
problemas logrando que los mismos sean resueltos usando operaciones aritméticas sencillas. El obje-
tivo principal, es encontrar soluciones aproximadas a problemas complejos utilizando las operaciones
mas simples de la aritmética tradicional.La importancia de la utilizacién de los métodos numéricos es
que con ellos Con es factible resolver problemas dificiles y complejos utilizando una combinacién de
pasos faciles, aunque estos no necesariamente sean pocos.

A esta combinacién de multiples pasos se los conoce como procesos iterativos, los cuales al ser mu-
chos hacen que su implementacién requiera de un computador para agilitar los procesos y disminuir
considerablemente los tiempos de solucion.

Gracias al avance tecnoldgico los computadores ano tras afio se han vuelto mas eficientes y rapi-
dOs, lo cual los hace muy ttiles en las aplicaciones del campo de la Ingenieria.

Es importante mencionar que los métodos numéricos son herramientas poderosas para la solucion
de:

a)Ecuaciones y sistemas de ecuaciones grandes lineales y no lineales.

b)No linealidades.
c¢) Geometrias complicadas.
d) Anélisis de estructuras.(mecénica)

) Se puede generar y resolver un modelo matematico en base a un problema social o econémico.
f) Optimizacién de un diseno de prétesis de cadera mediante elementos finitos.
g) Validacién de modelos numéricos de intercambiadores de calor a partir de estudios experimentales.
h) Influencia de modelos de turbulencia y del bloqueo de la estela en la prediccién del desemperio.
e) Hidrodindmico de una turbina tipo Darrieus.

D

1.3. Importancia de los métodos numéricos

A continuacién se muestran algunos conceptos por los cuales los métodos numéricos son impor-
tantes conocerlos, estudiarlos e implementarlos.

= Instrumentos fuertes: Permiten resolver sistemas de ecuaciones lineales y no lineales,ecuaciones
geométricas,etc; las mismas que son comunes en Ingenieria. Al tomar como alternativa el método
de solucién analitico para encontrar su resultado éste, seria casi imposible de determinar para
todos los casos, ya que su gran mayoria no poseen soluciones exactas.

= Facil acceso: El desarrollo continuo de métodos numéricos ha permitido que en la actualidad
exista una cantidad considerable de software disponible y libre, para aplicaciones en Ingenieria.

= Escalabilidad: Si se diera el caso de que no exista un software que resuelva un problema especifi-
co o que no se adectie a una aplicaciéon determinada, los conocimientos de métodos numéricos
y programacién se combinarian por parte de los lectores para obtener un nuevo programa, que
sea capaz de resolver el problema senalado.

= Adaptabilidad: La aplicaciéon y estudio de métodos numéricos, permite que se aproveche el
potencial de las computadoras actuales en realacién a su velocidad de procesamiento y almace-
namiento.

NOTA: Los métodos numéricos dan resultados aproximados, que muestran unicamente un
cierto nimero de cifras significativas. Este resultado es aceptado debido a que conocer el valor
resultante exacto suele ser innecesario.
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1.4. Relacion de los computadores con los métodos numeérico

Absolutamente todo lo que sucede a nuestro alrededor basicamente viene como resultado de un
evento fisico o quimico, y por tanto puede ser modelado o descrito mediante una ecuacién.En este
sentido, los métodos numéricos poseen la cualidad especial de permitir resolver problemas complejos
mediante el desarrollo de modelos matematicos.

Los modelos matematicos son el conjunto de términos o ecuaciones que indican las caracteristicas
y comportamiento de un sistema o un proceso en términos matematicos; la dificultad que surge con
estos es que, pueden ser simples relaciones algebraicas, o sistemas de ecuaciones diferenciales muy
complejas. En la solucién de problemas complejos se utilizd métodos numéricos, los cuales dan una
solucién con procesos algebraicos sencillos pero muy repetitivos y agotadores.

Entonces al tener varios procesos iterativos se utiliza la computadora para poder procesar los re-
sultados mas rapido, quedando mas tiempo para la interpretacion de resultados por parte del lector.

INICIOS

Antes de la era de los computadores los Ingenieros optaban por tres métodos de solucién de pro-
blemas.

a)Las soluciones las encontraban con métodos exactos, lo cual es limitante ya que no todos los
problemas los poseen.

b)Utilizaban la solucién gréfica, las cuales tieden llegar a ser tediosas, dificiles de implementar asf
como también de ser inexactas.

¢)El uso de calculadoras y reglas de célculo los cuales permitidn célculos lentos y extensos. Provo-
cando miltiples equivocaciones.

ACTUALIDAD

La combinacién de los computadores y los métodos numéricos ofrecen diferentes alternativas de
solucién a problemas ingenieriles complejos.Esta soluciéon permite aproximar los célculos con técnicas
rapidas, con el propdsito de de resolver problemas en el menor tiempo; dando prioridad al plantea-
miento del problema y a la interpretacién de los resultados.

En funcion de estas premisas se pretende que el lector encuentre o infiera la conexion existente entre
métodos numéricos y los computadores. Solo conociendo esta, se entenderan las siguientes definiciones
bésicas de términos relacionados con la programacién. El nexo entre los fundamentos tedricos, la
modelacién matematica y la programacién en un computador para su simulacion son temas a revisarse
en este libro.

1.5. Conceptos basicos de programacién

Los métodos numéricos son capaces de permitir dar la solucién a problemas complejos, sin embargo
requieren de ayudas para realizar los procesos iterativos de una manera mas rapida. Esta ayuda la
brinda la computadora, sobre la cual se plasma un algoritmo.

= Algoritmo: Procedimiento que define una serie de pasos jerarquicos y decisiones que se deben
llevar de forma secuencial para establecer la solucién de un problema facil o complejo.

= Caracteristicas de un Algoritmo: Los algoritmos deben cumplir principalmente las siguien-
tes caracteristicas:
Finito: Siempre debe terminar en un nimero determinado de pasos.
Definido:Las acciones deben definirse sin ambigiiedad.
Entrada: Un algoritmo puede tener una o varias entradas.
Salida: Un algoritmo debe tener una o varias salidas.
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Efectivo: Las operaciones deben ser basicas y claras para que pueden hacerse en un determi-
nado tiempo.

= Ejemplo de Algortimo
Realizar un algoritmo que permita leer dos valores distintos, determinar cudl es el menor y mos-
trarlo.

Para lograr este objetivo se utiliza un recurso muy conocido en programacién llamado diagrama
de flujo, ver figura 1.1, este permite resolver el problema propuesto mediante cuadros represen-
tativos para cada accion e ir verficando su correcto funcionamiento.

INGRESE DOS
VALORES
DISTINTOS"

» »

B "ES MENOR" A "ES MENOR"

Figura 1.1. Diagrama de flujo

Se ha comentado anteriormente que los métodos numéricos y las computadoras tienen una relacién
estrecha. Sin embargo, no se indicado bajo ninguna circunstancia que las computadoras no resuelven
problemas por sus propios medios o por si solas.

Por lo tanto el programador debera entender el problema, establecer una solucién y dar las instruc-
ciénes al computador para que este lo ejecute, estas instrucciones son entendidas al usar un lenguaje
de programacion.

Para lograr que los algoritmos se transformen en un programa y que realicen una operacién indi-
cada entonces se recomienda seguir los siguientes pasos:

Especificacion del problema: Consiste en identificar el problema y sus respectivas limitaciones,
el conjunto de variables implicadas,las constantes y los resultados que se buscan.

Analisis del problema: Se caracteriza por formular la soluciéon de un problema mediante la
definicién del algoritmo, el cual debe tener en su estructura una serie de pasos logicos y jerarquicos.

Programacién: A esta etapa se la puede definir como la transformacién de un diagrama de flujo
en una codificacién con lenguaje de computador(programacion).
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Verificacién: Denominada prueba de escritorio, en la cual se busca eliminar errores, logrando que
el programa realice lo que se solicita. Esta se realizd comparando los resultados obtenidos con algunos
conocidos previamente.

Documentacién: Consiste en preparar un manual de usuario que indique el funcionamiento del
programa para que otros usuarios logren utilizarlo sin problemas.

Producién: Proporcionan los datos de entrada o informacién inicial al programa y después de
ejecutarlo entregara los resultados obtenidos.

1.6. Conceptos adicionales

Como se ha analizado en la definicién de métodos numéricos, estos muestran resultados aproxima-
dos y en la mayoria de casos con una cantidad considerable de decimales.A continuacién, se muestran
algunos términos que pueden ser utiles durante el desarrollo de este texto.

1.6.1. Numeros exactos

Son aquellos que representan el valor verdadero de un nimero, estos son valores que no estin
sujetos a cambios por definicién estos valores no se veran modificados..
Ejemplos

Semana — 7 dias
Hexdgono — 6 lados
Cubo — 6 caras

1.6.2. Numeros aproximados

Son aquellos que presentan un error de cdlculo y muestran un valor cercano al verdadero, es decir
existe una proximidad entre el valor real y el valor medido.
Ejemplos.

Altura de un edificio — 15,25 m — en este caso este valor podria verse modificado dependiendo
del instrumento de medida utilizado.

Radio de la tierra — 6371 km — el radio de la tierra dependera del lugar en donde se haya realizado
la medicién.

Masa de caja de fésforos — 10 gramos — estard determinado por la calidad del equipo con que se
realice la medicién.

Se considera que los datos aproximados estan relacionados principalmente con dos factores:

a) Con la precisién del instrumento de medida.
b) Capacidad de visién o percepcién de la persona que realizé la medida.

Se debe tener en cuenta que absolutamente ningtin instrumento es cien por ciento exacto, cada
aparato de medida tiene su grado de precisién, es decir admite un error y dependerd del nivel de
precisién que se desee para escoger uno u otro.

1.6.3. Notacién de términos para el analisis de niimeros exactos y aproxi-
mados

Se utilizara la siguiente nomenclatura para nimeros exactos y aproximados.
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a — numero aproximado.
A — ntumero exacto.

Aproximacion por defecto y aproximaciéon por exceso.
Si “a” es menor que “A” — se obtiene una aproximacién por defecto, o “a” es mds pequena (menor)
que “A77

()

Si “a” es mayor que “A”, — se obtiene una aproximacién por exceso o “a” es mas grande (mayor)
3 ”
que “A”.

Ejemplo:

V2 = 1,41421356
1,41 = V2 — 1,42

Si un instrumento de célculo (calculadora) mostrase como respuesta que:
V2 =141
Entonces tenemos un error por defecto pues:
1,41 < 1,41421356
Y si el instrumento de calculo mostrase como respuesta que:
V2 =142
Entonces tenemos un error por exceso pues:

1,42 < 1,41421356

1.6.4. Redondeo

Técnica numérica que consiste en reemplazar un nimero por otro, en su estructura consiste en
cambiar una cantidad con una gran cantidad de cifras por una con menor numero de cifras que re-
prensente lo mismo.Esta técnica esta sujeta a un conjunto de reglas, descritas a continuacién.

a)El dltimo digito que se conserva se aumenta en uno, si el primer digito descartado es mayor que
cinco.
Ejemplos:

Redondear los siguientes valores.
847,469 — 4 cifras — 8473

El primer digito descartado es el seis y al ser mayor que cinco, entonces el tltimo digito conservado
que es el cuatro se aumenta en uno.

4931,378 — 5 cifras — 4931,4

El primer digito descartado es el siete y al ser mayor que cinco, entonces el ultimo digito conservado
que es el tres se aumenta en uno.

b)Si el primer digito descartado es cinco seguido de ceros, el ultimo digito que se conserva se
incrementa en uno, solo si éste es impar.

39,75000 — 3 cifras — 9,8
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El primer digito descartado es cinco, entonces el tltimo digito conservado que es el siete (impar) se
aumenta en uno.
563,45000 — 4 cifras — 563,4

El primer digito descartado es cinco, entonces el tltimo digito conservado que es el cuatro (par) si se
aumenta en uno, pues después de los ceros existe un niimero uno que afectaria el resultado final.

1.6.5. Truncamiento

Su objetivo en muy simple y es omitir todas las cifras a partir de una posicién indicada o definida
arbitrariamente.
Ejemplo Truncar el siguiente nimero a las cifras indicadas.

39,7548 — 3 cifras — 39,7

1.6.6. Precision:

Es un término que esté relacionado con la cantidad de cifras que se encuentran en un valor.

1.6.7. Exactitud:

Es un término relacionado con la cercania que existe entre un valor aproximado con su valor real.

1.6.8. Cifras significativas:

Son todas las cifras de un nimero a excepcién de aquellos ceros que estan puestos a la izquierda
de la primera cifra distinta de cero.

0,000956 — 3 cifras significativas
956,00 — 5 cifras significativas
3,76 %10 — 3 cifras significativas

Es importante indicar que para determinar la cantidad de cifras significativas se deben seguir algunas
condiciones detalladas a continuacién:

1. Si se trata de un nimero entero todas las cifras son significativas.
Ejemplo
345891 — 6 cifras significativas

2.Si existe un cero el cual se encuentra entre dos cifras distintas, este también debe ser considerado
cifra significativa.
Ejemplo

1,05 — 3 cifras significativas

3. Si el niimero estd compuesto por ceros, y los mismos se usan tnicamente para la ubicacién de la
coma, estos no son cifras significativas.
Ejemplo

0,009 — 1 cifras significativas

4.Cuando los ceros estdn después de la coma, y si antes de ésta existen otras cifras, estos ceros también
tienen que ser consideradas como cifras significativas.
Ejemplo
17,00 — 4 cifras significativas
5. Si se presentan cantidades grandes terminadas en ceros, estos pueden o no ser cifras significativas.
Ejemplo
12300 — 5 o 3 cifras significativas
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1.6.9. Fundamentos de errores

La definicién més bésica de lo que se conoce como: incertidumbre o error numérico, indica que
estos términos son una medida de la aproximacién de una magnitud con respecto al valor real o tedrico
de la mencionada magnitud.

Por lo tanto, existe una relacién entre el valor real y el valor aproximado:

Valor verdadero = Valor aproximado + error (1.1)
En la practica profesional los errores llegan a resultar costosos y en otros insignificantes, todo

depende del uso de los datos. Los errores comunes son:

REDONDEO: Debido a que dispositivos u ordenadores representan cantidades con un ntmero
finito de digitos.

TRUNCAMIENTO: Diferencia entre una formulacién matematica exacta de un problema y su
aproximacioén obtenida por un método numeérico.

Existen otros tipos de errores que no dependen del método numérico, estos son producto de equi-
vocaciones o errores de formulacién del modelo y la incertidumbre en la obtencién de los datos.

Nota: En todos los problemas y operaciones matemaéticas es muy importante hacer un seguimiento
de los errores cometidos, a fin de lograr que al fin del célculo se pueda estimar el grado de aproximacion
de la solucién que se haya obtenido.

1.7. Clasificacion de errores:

1.7.1. Erorres por su origen

Errores del problema: Este tipo de errores, aparecen durante la etapa de formulacién del pro-
blema o durante su planteamiento.

Error numérico: Aparece con el uso de aproximaciones para representar una cantidad de datos.

Ejemplo.

T — 3,141592653589793238462643 — 3,1416

El valor de 7 es conocido es un valor infinito que en ocasiones solo se toma como: 3.1416.

Error inicial: Aparece cuando se utilizan constantes, en los cuales sus valores son expresados
mediante una aproximacién.

y=¢e"

Pueden aparecer al aplicar en alguna férmula los valores aproximados.

me = 9,104 % 10728
N4 = 6,03 % 101"

me:masa electréon
NA:constante de Avogadro

Errores de aplicacion: Se originan cuando se utilizan operaciones con nimeros aproximados.
Ejemplo:
me = 9,104 % 10728
d2

A= z
’/T*4
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Errores residuales: originado por la presencia de procesos infinitos en el andlisis matematico.
Ejemplo:

Aplicacién en la serie de Taylor

1.7.2. Errores por su forma de expresarlos

Cualitativo: También conocido como error absoluto y se define como la diferencia entre el valor
real y el valor que se haya obtenido durante una medicién, y matematicamente esta expresado como:

Aa=|A—a (1.2)
Donde:
A =walor real; a = wvalor aprorimado

Ademés, tomando en cuenta que:
a—Na<A<a+ Aa

Se puede expresar también:
A=a=£Aa (1.3)

Otra forma adecuada y comun de encontrar esta expresién, viene dada por:
E; = valor verdadero — wvalor aproximado (1.4)

Donde:
FE; = error real

Cuantitativo: Se la conoce como, error relativo da, cual es definido como el cociente entre el error
absoluto y el valor exacto. Ademds al multiplicar este cdlculo por cien, se obtiene el tanto por ciento %
de error.

Aa
A
Sa = Ta*loo% (1.6)

Ejemplo:
En el aula de clase se han tomado medidas de tiempo mostradas en la tabla 1.1, las mismas que

representa las distancias que tomo un cuerpo en recorrer cierta distancia, las medidas de los estudian-
tes fueron 3,02;3,12; 3, 21; 3, 16., Si el valor que se considera exacto es de 3,13 segundos.

Calcular los errores absoluto y relativo porcentual.
Aa =]A—qa

Y el error relativo como:

sa= 2% . 100%

MEDIDAS ERRORES ABSOLUTOS ERRORES RELATIVOS

3,025 Aa=[3,13—-3,02[=0,111s da= 93 *100% =3,5%

3,125 Aa =313 —3,12[=0,01s da= g% *100% =0,3%

3,215 Aa =313 —321[=0,08s da= 9% %100% =2,6%

3,165 Aa = [3,13 — 3,16/ = 0,035 da = 392 x 100% = 0,95 %

Tabla 1.1. Célculo de errores absolutos y relativos
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Ejemplo:

Se encarga realizar las medidas de la separacién entre las orillas de un rio y la altura de un edi-
ficio, y se obtienen: 9999 cm y 2499 cm respectivamente. Si los valores verdaderos son 10000cm y
2500 cm, calcular:

a) error absoluto.
b) error relativo porcentual.

a)El error absoluto en la medicién de la distancia entre las orillas de un rio es:

FE, = valor verdareo — valor aproximado
E;=10000 —9999 = 1 c¢m

El error absoluto en la medicion del edificio es:

E, = valor wverdareo — valor aproximado
Ey =2500 —2499 =
b)El error relativo en la medicién de la distancia entre las orillas de un rio es:

A
5(1:7&*100%

da

«100% = 0,01 %

~ 1000
El error relativo en la medicién del edificio es:
da = % * 100 %

da * 100 % = 0,04 %

~ 2500

El objetivo principal de este problema es hacer notar que las dos medidas tienen un error absoluto
de 1 cm, pero el error relativo porcentual en la medida del edificio es més grande, por tanto, se llega
a la conclusién que la medicion del edificio es més deficiente, sea esto resultado de una falla humana
o del equipo de medida utilizado en esta operacién.

1.8. Cifras significativas del error

En algunos casos es importante definir o indicar la cantidad de cifras de un error que son realmente
significativas y afectan al valor aproximado en la igualdad.

A=a+ Aa

Para conseguir este objetivo se pueden seguir dos alternativas, aplicando una férmula de aplicacién
muy sencilla. Cada alternativa se describe a continuacion:

» Primera Alternativa
A <0,5%10m L (1.7)

m = numero de cifras entre la primera y el punto.

n = numero de cifras significativas de a
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A =416,5+0,05

Se intenta definir cuantas cifras del error afectan al valor aproximado, entonces se aplica la
férmula.

A <05 10m !

0,05 < 0,5 % 10274+1

0,05 <0,5% 107!

0,05 < 0,05

Como los dos valores son iguales, esto indicaria que todas las cifras del error influyen en el valor
aproximado.

= Segunda Alternativa

Aa<05%107" (1.8)

Donde:
n = numero de cifras significativas del error.

El valor de n, debe iniciar el cero y aumentara una unidad hasta encontrar el nimero de cifras
que afectan al valor aproximado.
Ejemplo

A =515,5695 < 1,32467/ 1073

Se intenta definir cuantas cifras del error afectan al valor aproximado, entonces se aplica la
férmula:
Aa <0,5%x107"

0,00132467 < 0,5 % 107°

0,00132467 < 0,56 - CUMPLE

0,00132467 < 0,5 % 107!

0,00132467 < 0,05 — CUMPLE

0,00132467 < 0,5 % 10~2
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0,00132467 < 0,006 - CUMPLE

0,00132467 < 0,5% 1073

0,00132467 < 0,0005 - NO CUMPLE

Como se puede ver con un valor de n=3 la condicién ya no se cumple, por tanto, se llega a la
conclusién de que solo dos cifras del error son significativas.
Ejemplo

A=123514<521%10"*

Se intenta definir cuantas cifras del error afectan al valor aproximado, entonces se aplica la
férmulas:

Aa <0,5%x107"

0,000521 < 0,5 % 107°

0,00132467 < 0,5 - CUMPLE

0,000521 < 0,5 % 107!

0,000521 < 0,05 - CUMPLE

0,000521 < 0,5 % 1072

0,000521 < 0,005 - CUMPLE

0,000521 < 0,5 % 1073

0,000521 < 0,0006 - NO CUMPLE

Como se puede ver con un valor de n=3 la condicién ya no se cumple, por tanto, se llega a la
conclusién de que solo dos cifras del error son significativas.
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1.9. Exactitud y Precision

La representacion que indica que tan cercano esté el valor calculado o medido del valor verdadero se
la conoce como exactitud y la que indica que tan cercanos se encuentran unos de otros datos, diversos
valores calculados o medidos se la conoce como precisién. Los conceptos contrarios se los denominan:
inexactitud(sesgo), imprecisién (incertidumbre).

Es importante mencionar que los métodos numéricos deben ser lo suficientemente exactos o sin
sesgo para satisfacer los requisitos de un problema particular de Ingenieria. Ademéas deben ser sufi-
cientemente precisos para ser adecuados en el diseno de la Ingenieria.

1.10. Tipos de errores

Tanto para los errores de truncamiento y de redondeo, la relacién entre el resultado exacto y
verdadero esta dado por:

valor wverdadero = valor aproximado + error
El error verdadero se lo representa por E;dando la ecuacién como:
FE; = valor verdadero — valor aproximado

Una manera de tomar en cuenta las magnitudes de las cantidades que se evalian consiste en norma-
lizar el error respecto al valor verdadero. (error relativo)

error verdadero

E, = (1.9)

valor verdadero
Si a este dltimo lo multiplicamos por 100 se obtiene el error relativo porcentual.

error verdadero
B, = 1 1.1
Y™ valor verdadero * 100 (1.10)

Ejemplo

Si se mide la longitud de un puente y de un tornillo se obtiene 9999 y 9cm respectivamente. Si los
valores verdaderos son 10000 y 10 cm calcular: a) error verdadero, b) error relativo porcentual.
a.1l)
FE; = wvalor verdadero — valor aproximado

FE; = 10000 — 9999
FE, =1cm
a.2)
FE, = valor verdadero — valor aproximado
E,=10-9
Ey =1cm
b.1)

B, = error verdadero « 100
valor verdadero

B, 100

~ 10000 ¢
E, = 0,01%

b.1)

B, = error verdadero « 100
valor verdadero

1
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Et :10%

Es muy importante resaltar que para el ejercicio anterior se conocia la solucién real. Sin embargo al
utilizar los métodos numéricos solo se conocera el valor verdadero al conocer la solucién analitica.
Cuando no se conoce la solucién analitica una alternativa es normalizar el error usando la mejor esti-
macién.

imad,
ETrTor aprorimadao + 100

€q = .
valor aproximado

Entonces podremos decir que el objetivo El reto de los métodos numéricos es estimar el error en
ausencia de valor verdadero, ciertos métodos utilizan un método iterativo para calcular los resultados.
En estos métodos se realiza una aproximacién en base a la anterior y este proceso se lo realiza de
forma repetitiva esperando cada vez mejores aproximaciones, en este caso el error aproximado sera:

aproximacion actual — anterior
ta=2 on A £ 100 (1.11)
aproximacion actual

(HASTA CUANDO ESTIMARLO?
Los signos de este error pueden ser positivos o negativos (si la aproximacién es menor que el valor
verdadero o si la aproximacién es mayor que el valor verdadero).En la préctica no influye el signo
del error sino mas bien que el valor absoluto de este sea menos a una tolerancia porcentual prefijada
€q(criterio de parada).

leal < s (1.12)

Un resultado muy cercano para la estimacion en funcién de n cifras significativas lo estipulo Scar-
borough en el ano de 1966, la cudl esta representada a continuacién.

g = (0,5%10*7™) (1.13)

1.11. Errores en las operaciones

1.11.1. Errores en suma y resta

En el caso de estas dos operaciones se debe trabajar con los errores absolutos.

Aa = Aaq + Aas + ...Aa, (1.14)
Ejemplos:
a) Hallar A+ B
b) Hallar A — B
A=6383+0,1
A=474402

a) Suma de valores aproximados
a+b=06383+474 = 6857
Suma de errores:
Aa+Ab=0,1+02=0,3

Resultado:
A—B=6857+£0,3

b) Resta de valores aproximados
a—b=6383—47,4=>591,3
Resta de errores:
Aa+Ab=0,1402=0,3

Resultado:
A—-B=15913+0,3
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1.11.2. Error del producto y cociente
Al trabajar con productos y cocientes, se debe calcular los respectivos errores relativos, luego en-
contrar el error relativo total.
da = 5&1 + 5&2 (115)
Ejemplo :
Sea A = 583,49+ 0,01 y B = 79,352 4 0,02, hallar A*B.

Calculo del producto.
X=AxB

X = 583,49 * 79,352 = 46285, 34425

Célculo del error relativo total, utilizando los errores relativos individuales.

dab = da + ob
0,01 0,02

=4,235%107°
58340 70325 _ 230x10

dab =

Célculo del error absoluto total.

Aab = X * dab
Aab = (46285,34425) * 4,235 x* 107° = 1,9602
X=AxB

X = 46285, 34425 £ 1,9602
Ejemplo:
Sea A = 125843 + 0,01 y B = 741,623 & 0,02, hallar A/B.
Céculo del cociente.
X=A/B

 1258,43
741,623

Calculo del error relativo total, utilizando los errores relativos individuales.

= 1,6968

dab = da + b
0,01 0,02
=2 ’ =1,06432 % 107°
0ab = Tossa3 T Tatgag — 100432+ 10
Entonces:

A
X==

B

% =1,6968 + 1,06432 « 10~°

1.11.3. Errores de potencias y raices

En el caso de estas dos operaciones, se utilizan también los respectivos errores relativos, aplicando
las siguientes ecuaciones.

Potencias
da =n*day (1.16)

Raices
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1
da = ﬁdal (1.17)

La aplicacién de las formulas de potencias y raices de puede encontrar en el siguiente problema,
que combina las diferentes operaciones.

Ejemplos
Resolver la siguiente expresion, utilizando las reglas de operaciones, revisadas anteriormente.
_ AVB+C*/C
E2YF + G2VH
A =94,75+0,03
B =145,8+ 0,02

C =9,54+0,03
D = 98,41 + 0,02
E =7,6440,02

G = 416,2 £ 0,04
H = 37,21 40,04

Se recomienda realizar las operaciones indicadas y no simplemente el resultado final, pues estos valores
seran tutiles durante el desarrollo de la resolucién del problema.

~2955813,558 + 420,1875
523,5912 + 578083,2728

2956233,746
~ 578606,864

X = 5,1092

Entre A y B existe una operacion de multiplicacién por tanto hay que trabajar con errores relativos.
Ademés, existen una potencia (Cubica) en A y un raiz (Cuarta) en B, la aplicacién de la regla corres-
pondiente, estd indicada con el nimero 3 y el nﬁmeroi.

dab = da + 6b
dab = %-i-&
a b
1 2
Sab — 3 0,03 L1 0,0

* *
94,75 4 1458
dab = 0,000984
Entre A ,B,C,D existe una suma por lo tanto la regla que se debe aplicar serd la correspondiente a esta

operacion, en donde se debe trabajar con errores absolutos por lo tanto, se calcula el error absoluto
de AB, para tenerlo listo para cuando se calcule el error absoluto de CD.

Aab = 2955813,558 * 0,000984 = 2908,5205

Nuevamente entre C y D, hay una operacién de multiplicaciéon por lo tanto se debe usar errores rela-
tivos. Ademds, en C hay una potencia (cuadrada) y en D una raiz (Cubica), la regla se aplica y los
nimeros 2 y %, son la aplicacién de esta norma de potencia y raices.

ded = dc + dd
5Cd — & + g
c d
0,03
9,54

0,02

Sed =2
= 98,45

+1*
3
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ded = 0,006357

Como se indicé, antes entre A;B;C;D existe una suma por lo tanto la regla que se debe aplicar sera
la correspondiente a esta operacién, en donde se debe trabajar con errores absolutos por lo tanto, se
calcula el error absoluto de CD, para sumarlo con el error absoluto de AB.

Acd = 420,1875 % 0,006357 = 2911,916

Entre ABCD y EFGH, existe una operacién de cociente, entonces se debe usar nuevamente errores
relativos, entonces se calcula error relativo de ABCD, para tenerlo disponible en una siguiente etapa.

2911,1916
2956233,746
Aabed = 0,0009848

Aabed =

El procedimiento se repite para el denominador.

def =de+4df
5ef:&+g
e f

002 1 003
764 3 7218
Sef = 0,005249

Aef = 523,5912 % 0,005249 = 2,7483

def =2x

Sgh = bg + 6h
Ag A
5gh=—g+7h

4162 ' 3 3721
dgh = 0,0005505
Agh = 578083,2728 x 0,0005505 = 318,2348
Aefgh = Aef + Agh
Aefgh = 2,7483 + 318,2348 = 320,9399

4 1 4
dgh =2 % 0,0 * 0,0

Aqui se calcula el error relativo de EFGH, para combinarlo con el error relativo de ABCD que se
calcul6 anteriormente.

320,9399
578606,864

defgh = 0,0005547
Los dos errores relativos de ABCD y EFGH, se deben sumar.

defgh =

dabede fgh = 0,0005547 + 0,0009848 = 0,001539

Finalmente, para presentar la respuesta final se debe obtener el error absoluto.

Aabede fgh = 0,001539  5,1092 = 0,007873
X = 5,1092 % 0,007873
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Capitulo

SOLUCION DE ECUACIONES Y
SISTEMAS NO LINEALES

2.1. Introduccion

Los métodos numéricos para encontrar la solucién a ecuaciones o sistemas de ecuaciones no lineales
son varios, antes de analizarlos uno a uno es importante recordar algunos conceptos.

2.1.1. Ecuacién

Una ecuacién es una igualdad que contiene una o mas variables relacionadas con valores numéricos
y operaciones aritméticas bésicas. A las variables se las conoce como dependientes e independientes.
la forma general esta definida de la siguiente manera.

apz™ + a1z 'V +asx" 2+ ap_1z+an =0 (2.1)

Donde:
n = grado ecuacion

an = coeficientes
x = variable independiente.

2.1.2. Ecuacién no lineal

Una ecuacién no lineal se caracteriza por ser una combinacién de varios tipos de funciones en
una misma, es decir son las que contienen funciones trascendentes como por ejemplo: polinémica,
exponencial, logaritmica, trigonométrica.

Ejemplos:

f(z) =2a* —32® —5a? — 4o — 2
f(z) =sin(z) + e —x

2.1.3. Ecuacién lineal

Una ecuacién lineal es una igualdad matematica entre dos expresiones algebraicas. A estas se las
denomina miembros, en las que aparecen elementos conocidos y desconocidos (denominados variables).
La relacién entre variables esta representada por sumas y restas de una variable elevadas a la primera
potencia, es decir n = 1.

Ejemplos:

dr—2=0

19
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120 —5=28

2.2. Resolucion de ecuaciones

La solucién de una ecuacién conciste en encotrar el valor o conjunto de valores con los cuales la
ecuacién se transforma en una identidad.
Ejemplo:

22 —3x+2=0

Esta ecuacién tiene dos soluciones o raices. Puesto que es una ecuacién de grado dos. Entonces
para que se cumpla la igualdad los dos valores de x posibles son:

Ejemplo:

r=1;, x=2

Para resolver una ecuacion o encontrar sus raices, se puede optar por alguna de las opciones, entre
las més conocidad mencionaremos:

2.2.1. Meétodo Analitico

Mediante este método se da solucién a la ecuacién con procesos matematicos conocidos por el
lector.
Ejemplo: Se pide encontrar las raices de la siguiente igualdad.
2> +5x+3=0

Es posible factorar o aplicar formula general, se presenta el ejemplo con férmula general.

—b 4+ vb% — dac

T1,2 = % (2.2)
-5 —+13
nE=Ty
-5+ V13
BETTy
1 = —0,69722
Ty = —4,30278

2.2.2. Método Grafico

Este método consiste en representar en graficas asociadas a las ecuaciones del sistema para deducir
su solucién.Es considerado como el mas sencillo para encontrar las raices de una ecuacién f(x)=0.
El objetivo de este es graficar la ecuacién y observar los cruces por el eje x, los cuales son considerados
como la solucién de la ecuacion o las raices.
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10

2} s

Figura 2.1. Método Gréfico

En la figura 2.1 se puede observar que los puntos de interseccién con el eje x, son aproximadamente
—-4,2y -0,7

A continuacion, se hace referencia a los métodos numeéricos, disponibles para resolver ecuaciones.

2.3. Métodos Numéricos para determinar la raices de una
ecuacion

Para encontrar los valores con los cuales una ecuacion se transforma en una identidad aplicaremos
los métodos conocidos como: afinamiento de la raiz, los mismos que tienen la siguiente clasificacion
mostrados en la figura 2.2.

Biseccion
Métodos que usan
intervalos Regla falsa

Newton-Raphson

Afinamiento e ,
. » M abiertos Secante
de la raiz

Aproximaciones

it

sucesivas,

Método de Muller

—| Otros métodos

Método de

Bairestow

Figura 2.2. Métodos Numéricos para encontrar las raices de una ecuacién

A continuacion, se revisa a detalle cada uno de los métodos indicados.

2.3.1. Meétodo de Biseccién

El método de biseccion conocido como de bisqueda incremental,conciste en localizar un intervalo
en donde la funcién cambie de signo de + a - o viceversa. La localizacién del cambio de signo y
por ende de la raiz, se logra al hacer cada vez el intervalo mas pequeno (dividir el intervalo en sub
intervalos). El proceso se repite constantemente y la aproximacion cada vez es mejor, ver la siguiente
figura 2.3.

El algoritmo de biseccién es adecuado si se quiere realizar la evaluacién de una sola raiz. Sin
embargo hay muchos caso en Ingenieria en donde las cosas no suceden asi. Por ejemplo se desea de-
sarrollar un programa computacional que localice varias raices, entonces el algoritmo anterior tendria
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que llamar al algoritmo muchas veces , en el transcurso de una sola ejecucién.

Una funcién puede consistir en muchas lineas de c6digo y su evaluacién llega a tomar un tiempo
importante de ejecucién, llegando incluso a que una funcién se la representa en un programa con una
computadora independiente.Se debe realizar el menor nimero de evaluaciones o procesos repetitivos
con la finalidad de disminuir el costo computacional ya que se puede pasar facilmente de evaluaciones
2n a n+1.

Xa N, Xc ¥Xb

Figura 2.3. Métodos Numéricos para encontrar las raices de una ecuacién

F(x)

F(a1)

Figura 2.4. Métodos de Biseccién

Criterios de parada

a) |Xn — Xp_i| < ¢ (2.3)
Xn— Xno

Los criterios de para, sirven para determinar en qué momento se debe detener el proceso, el presente
utiliza el tercer criterio en donde el valor de € = 0,00001.

= Algoritmo del método de biseccién

El proceso aplicable en este método se describié brevemente, sin embargo, debe seguir un algo-
ritmo especifico:

1) Grafcar la ecuacidn.

2) Se escoge los valores iniciales Xa y Xb los cuales deben encerrar a la raiz.
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3) Determinar el primer valor que se estd acercando a la raiz, es decir la primera aproximacion,
utilizando la siguiente férmula.

g, = Zat T ‘; b (2.5)

4) Se realizan las siguientes evaluaciones para determinar en qué intervalo se halla la raiz. a) La
raiz esta en el primer intervalo si:

f(za) * f(zc) <0 (2.6)
b) La raiz esta en el segundo intervalo si:

f(@a)  f(ze) >0 (2.7)
¢) Réiz encontrada:

f(za) * f(zc) =0 (2.8)
5) Se realiza una nueva aproximacion a la raiz, nuevamente utilizando la férmula:

Tq + Tp
2

Te =

2.3.2. Método de Biseccién con Matlab

A continuacion, se detalla el script correspondiente para la resolucién de ecuaciones con este método

de biseccion mediante Matlab.

Programa 2.1. Método de Biseccién

o

% Metodo de la BisecciOn

clc

clear

syms x %declara una variable

o

format short % 4 decimales

y=input ('Ingrese la funcion y="');

f=inline(y); S%transforma en una funcion

xmin=input ('Ingrese el limite inferior de la grafica Xmin=');
xmax=input ('Ingrese el limite superior de la grafica Xmax=');
fplot (char(y), [xmin xmax])

grid on

disp ('Obsevre la grafica y seleccione Xa Xb')
xa= input ('Ingrese el limite inferior del intervalo Xa=');
xb= input ('Ingrese el limite superior del intervalo Xb="');
es=input ('Ingrese el porcentaje de error Es="');
n=0;
er=100;
xxc (1,1)=0;
1f ((f(xa)>0&f (xb)>0|f (xa)<0&f (xb)<0))
disp('Los valores de Xa y Xb deben ser de signos contrarios')
else
fprintf ('\t\t N\t\t xa\t\t xb\t\t\t Xc\t\t £ (Xa)\t f(Xc)\t\t Prod\t\t Er\n'")
while er>es
xc=(xa+xb) /2;
xxc (n+2, 1) =xc;
er=100+abs ( (xxc (n+2) —xxc (n+1)) /xxc (n+2)) ;
disp([n+1,xa,xb,xc, f(xa), f(xc),f(xa)*f(xc),erl]);

if f(xa)=*f (xc)<0
xb=xc;
else
Xa=xcj;
end
n=n+1;
end
disp ('la raiz es');
vpa (xc,7)
end
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Ejemplo 1:

Encontrar la rafz de la siguiente funcién dentro del intervalo [1;1,8]

flz) =2 — 223 — 42 + 4z + 4

Considerar: € = 0,00001

Al iniciar el programa se pide ingresar la ecuacion y algunos datos adicionales, como se indica a con-
tinuacién:

Ingrese la funcién: f(z) =22 - 2. % 2% — 4. x2? + 4. vz + 4
- Ingrese el limite inferior de la grafica: Xmin = —2
- Ingrese el limite superior de la grafica: Xmin = 2
La figura 2.5, muestra la solucién del ejercicio.

Figura 2.5. Solucién gréfica ejercicio 1 Metédo de Biseccién

El programa le indicara ver la grafica y seleccionar Xa, Xb.
- Ingrese el limite inferior del intervalo Xa =1
- Ingrese el limite superior del intervalo Xb = 1,8
Los resultados mostrados son los mostrados en la figura 2.5:
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x . =
Ingres porsentate—dh rror—Es=i-5668%

T
N Xa Xb Mo f(Xa) £(Xc) Frod Er
1.0000 1.0000 1.8000 1.4000 3.0000 0.1136 0.3408 100.0000
2.0000 1.4000 1.8000 1.6000 0.1136 -1.4784 -0.167% 12.5000
3.0000 1.4000 1.6000 1.5000 0.1136 -0.6875 =0.0781 €.8667
4.0000 1.4000 1.5000 1.4500 0.1136 =0.2867 =0.0326 3.4483
5.0000 1.4000 1.4500 1.4250 0.113¢& -0.0863 -0.00%8 1.7544
€.0000 1.4000 1,4250 1,4125 0.1136 0.0137 0.0016 0.8850
7.0000 1.412%5 1.4250 1.4187 0.0137 -0.0363 -0.000% 0.4405
8.0000 1.4125% 1.4187 1.4156 0.0137 =-0.0113 -0.0002 0.2208
9.0000 1.4125% 1.4156 1.4141 0.0137 0.0012 0.0000 0.1105
10.0000 1.4141 1.4156 1.4148 0.0012 =0.0050 =0.0000 0.0552
11.0000 1.4141 1.4148 1.4145 0.0012 =0.001%  =0.0000 0.0276
12.0000 1.4141 1.4145 1.4143 0.0012 =0.0004 =0.0000 0.0138
13.0000 1.4141 1.4143 1.4142 0.0012 0.0004 0.0000 0.0069
14.0000 1.4142 1.4143 1.4142 0.0004 0.0000 0.0000 0.0035
15.0000 1.4142 1.4143 1.4142 0.0000 =0.0002 =0.0000 0.0017
1€.0000 1.4142 1.4142 l.4142 0.0000 =0.0001 =0.0000 0.000%
17.0000 1.4142 1.4142 1.4142 0.0000 =0.0000 =0.0000 0.0004
18.0000 1.4142 1.4142 1.4142 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002
15.0000 1.4142 1.4142 1.4142 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001
20.0000 1.4142 1.4142 1.4142 0.0000 =0.0000 =0.0000 0.0001
21.0000 1.4142 1.4142 1.4142 0.0000 =0.0000 =0.0000 0.0000
22.0000 1.4142 1.4142 1.4142 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
23.0000 1.4142 1.4142 1l.4142 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
la raiz es
ans =
1.414214

Figura 2.6. Resultados ejercicio 1 Método de Biseccién

Ejemplo 2: Encontrar la raiz de la siguiente funcién dentro del intervalo [0; 2]

Ingrese la funcién:f(z) = exp(x) — 2
- Ingrese el limite inferior de la graficaXmin = —1
- Ingrese el limite superior de la graficaXmin =1
La solucién al ejercicio 2 graficamente se ve en la figura 2.7.
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0.5 /
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Figura 2.7. Solucién gréfica ejercicio 2 Metédo de Biseccién

Observe la gréfica y seleccione Xa, Xb.
- Ingrese el limite inferior del intervalo Xa =0
- Ingrese el limite superior del intervalo Xb = 2
- Ingrese el porcentaje de error Es = 0,00001
Los resultados mostrados se pueden ver en la figura 2.8

N Xa Xb Xc £ (Xa) £ (Xc) Prod Exr

1.0000 =1.0000 0.7183 -0.7183 100.0000

[
o
=)
=]
=)
o
[

o
o
o
o

0.5000 =1.0000 -0.3513 0.3513 100.0000

w
o
&
=1
=)
=)
wn
=]
=]
=1
o
o
o
=]
=]

0.7500 -0.3513 0.1170 -0.0411 33.3333

4.0000 0.5000 0.7500 0.6250 =0.3513 =0.1318 0.0463  20.0000
5.0000 0.6250 0.7500 0.6875 -0.1318 -0.0113 0.0018 9.0909
€.0000 0.6875 0.7500 0.7188 =-0.0113 0.051% =0.0008 4.3478

7.0000 0.6875 0.7188 0.7031 -0.0113 0.0201 -0.0002 2.2222

@
(=]
&
(=]
(=]
(=]
o
(]
]
w
=
]
[=]
w
=
[=]
o
w
n
w
1

(=]

.0113 0.0043 =0.0000 1.1236
9.0000 0.68735 0.6953 0.6914 -0.0113 -0.0035 0.0000 0.5650

10.0000 0.6914 0.6953 0.6934 -0.0035 0.0004 -0.0000 0.2817
11.0000 0.6914 0.6934 0.6924 -0.0035 =0.0015 0.0000 0.1410
12.0000 0.6924 0.6934 0.6229 -0.0015 -0.0006 0.0000 0.0703%
13.0000 0.6929 0.6934 0.6931 =0.0008& =0.0001 0.0000 0.0352
14.0000 0.69831 0.6934 0.6932 =0.0001 0.0002 =0.0000 0.0176
15.0000 0.6931 0.6932 0.6932 =0.0001 0.0001 =0.0000 0.0088

la raiz es

pns =

0.6931T763

Figura 2.8. Resultados ejercicio 2 Método de Biseccién

2.4. Meétodo de la Regla Falsa

A pesar de que el método de biseccién permite encontrar las raices de una funcién, su méto-
do(fuerza bruta) es ineficiente debido a que al dividir en intervalo cada vez en mitades no se considera
las magnitudes de f(z;)yf(zy).

Esta visualizacion gréafica la aprovecha el método de falsa posicién el cual consiste en unir con una
linea recta f(x;)yf(z.) y la interseccién de esta recta con el eje de las x da una mejor aproximacién
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de la raiz.

El nombre del método viene por que se reemplaza la curva de la funcién por una linea recta, dando
a esta una falsa posicién (regula falsi). En el método de falsa posicién uno de los valores extremos
puede permanecer constante y solo el otro converger hacia la raiz. La raiz en este método se conocera
con mayor exactitud que la tolerancia preestablecida en relacién al método de biseccién en la mayoria
de los casos.
Sin embargo no se debe generalizar debido a que existiran ecuaciones en las cuales el método de bi-
seccién converge mejor que el mencionado.

La desventaja de este método es su unilateralidad, conforme avanza en iteraciones, uno de los

puntos tiende a permanecer fijo, esto puede ocasionar una mala convergencia en especial en funciones
con una curvatura importante, la representacion grafica de este método se puede ver en la figura 2.9.

f(Xb)

f(Xa)

Figura 2.9. Representacion grafica del método de la Regla Falsa
= Algoritmo del método Regla Falsa

1.- Se escogen los valores iniciales z, y zp, que encierran la raiz.
2.- Determinar la primera aproximacién x.

f(@p) * (20 — )
f(@a) — f(2)

(2.9)

Le = Tp —

3.- Realizar las evaluaciones.
Raiz en el primer intervalo f(z,) * f(z.) <0
* f(

(
Raiz en el segundo intervalo f(z,) xe) >0
Raiz encontrada f(z,) * f(xz.) =0

4.- Se realiza una nueva aproximacién

f(@p)(wa — w)
f(xa) - f(xb)

LTe = Tp —

2.4.1. Meétodo de la Regla Falsa con Matlab

A continuacion, se detalla el script correspondiente para la resolucién de ecuaciones con este
método de la regla falsa mediante Matlab:
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Programa 2.2. Método Regla Falsa

© 0 N e U A W N e

@ oW oW oW W oW W W W NN NNNNNNNRE B R e e e e e
® 3 AR DN RO ® O N0 A WN RO © NN A W N RO

% Metodo de la regla falsa

clc
clear
syms x %declara una variable

format short % 4 decimales

y=input ('Ingrese la funcion y="');

f=inline(y); S%transforma en una funcion

xmin=input ('Ingrese el limite inferior de la grafica Xmin="');
xmax=input ('Ingrese el limite superior de la grafica Xmax=');
fplot (char(y), [xmin xmax])

grid on

disp('Observe la grafica y seleccione Xa Xb')

xa= input ('Ingrese el limite inferior del intervalo Xa=');
xb= input ('Ingrese el limite superior del intervalo Xb="');
es=input ('Ingrese el porcentaje de error Es=');

n=0;

er=100;

xxc(1,1)=0;

if ((f(xa)>0&f (xb)>0|f (xa)<0&f (xb)<0))
disp('Los valores de Xa y Xb deben ser de signos contrarios')
else
fprintf('\t\t N\t\t xa\t\t xb\t\t\t xc\t\t £(Xa)\t f(Xc)\t\t Prod\t\t Er\n'")
while er>es
xc=xb- (f (xb) *x (xb-xa)) / (f (xb) -f (xa));
xxc (n+2,1)=xc;
er=100+*abs ( (xxc (n+2) —xxc (n+1)) /xxc (n+2));
disp([n+l,xa,xb, xc, f(xa), f(xc),f(xa)*f(xc),er]);

if f(xa)«*f (xc)<0
xb=xc;
else
Xa=xC;
end
n=n+1;
end
disp ('la raiz
vpa (xc, 7)
end

es');

Ejemplo 1: Encontrar la raiz de la siguiente funcién dentro del intervalo [1;1,8]

flz) =2 — 22 — 42 + 4z + 4

Considerar: ¢ = 0,00001 Ingrese la funcién: y = .* — 2. x 2% — 4.2%2 + 4.2 + 4
Ingrese el limite inferior de la grafica : Xmin = —2

Ingrese el limite superior de la grafica : Xmin = 2 En la figura 2.10 se evidencia la solucién
grafica a este problema.

0.5 '
.-'(..
0 s
y,
o
r
05 e
&~
// g

1 #f’

A5 )
-1 £8 06 D4 D2 0 02 04 06 08 1

Figura 2.10. Solucién grafica ejercicio 1 Metédo Regla Falsa
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- Observe la gréfica y seleccione Xa, Xb

- Ingrese el limite inferior del intervalo Xa =1

- Ingrese el limite superior del intervalo Xb = 1,8
- Ingrese el porcentaje de error E's = 0,00001

Los resultados al problema 1 se muestran en la figura 2.11.

N Xa Xb Xc f(Xa) £(Xc) Prod Exr
1.0000 1.0000 1.8000 1.4050 3.0000 0.0738 0.2218  100.0000
2.0000 1.4050 1.8000 1.4147 0.0739 -0.0038 -0.0003 0.6880
3.0000 1.4050 1.4147 1.4142 0.073% 0.0000 0.0000 0.0345
4.0000 1.4142 1.4147 1.4142 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5.0000 1.4142 1.4147 1.4142 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

fa raiz es

pns =

R-414214

Figura 2.11. Resultados ejercicio 1 método de la Regla Falsa

Ejemplo 2: Encontrar la raiz de la siguiente funcién dentro del intervalo [1;1,5]

f(x) =23 +42? — 10

Ingrese la funcién: y = 2 + 422 — 10

Ingrese el limite inferior de la gréafica : Xmin = —2
Ingrese el limite superior de la grafica : Xmin = 2
La solucién al problema 2 se puede ver en la figura 2.12.

10

=5

=10 =
-2 -1.5 =1 0.5 o 0.5 1 15 2

Figura 2.12. Solucién gréfica ejercicio 2 Metédo Regla Falsa

- Observe la grafica y seleccione Xa, Xb

- Ingrese el limite inferior del intervalo Xa =1

- Ingrese el limite superior del intervalo Xb = 1,5

- Ingrese el porcentaje de error Es = 0,00001

Los resultados que arroja matlab se los puede ver en la figura 2.13.



METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS 30

0000 1.3651 1.5000 1.3652 -0.0017 -0.0001 0.0000 0.0072

"

0000 1.3652 1.5000 1.3652 -0.0001 -0.0000 0.0000 0.0005

@

.0000 1.3652 1.5000 1.3652 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000

o

7.0000 1.3652 1.5000 1.3652 -0.0000 -0.0000 0.0000 0.0000

a raiz es

ns

36523

Figura 2.13. Resultados ejercicio 2 método de la Regla Falsa

Nota. Los Métodos que usan intervalos cerrados Biseccién y Regla falsa tienen la ventaja que
siempre convergen y la desventaja es que son lentos.

2.5. Meétodo de Newton Raphson

Los métodos cerrados permiten encontrar las raiz de una funcién cuando esta se encuentra dentro
de un intervalo predeterminado por un limite superior y por un limite inferior.Cuando se realizan
repeticiones continuas de estos métodos se generan aproximaciones mas cercanas a la raiz, y se dice
que estas son convergentes porque se acercan de forma progresivamente a la raiz mientras se avanza
en el proceso del célculo.

Existen otros métodos considerados abiertos, los cuales se basan en férmulas y en célculos que
requieren tnicamente de un valor inicial. El inconveniente que presentan estos, es que en ocasiones
divergen o se alejan de la raiz verdadera a medida que avanzan en célculo.

El método ampliamente més utilizado para encontrar las raices de una funcién es el método de
Newton, ya que es mas rdpido y efectivo frente a los anteriores. Si el valor inicial para la raiz es x;,
entonces se puede trazar una tangente desde el punto z;y f(z;) de la curva. La mayor parte del tiempo
esta recta corta el eje de las x, dando una aproximacién mejorada de la raiz.

El error es proporcional al cuadrado del error anterior, es decir el niimero de cifras decimales apro-
ximadamente se duplican en cada iteracién(a este comportamiento se lo llama convergencia cuadréti-
ca.En este método se deben elegir un valor cercano a la raiz z;, el mismo puede ser mayor o menor a
la rafz, luego se debe calcular la aproximacién a la raiz (x;11), el procedimiento se realiza de forma
iterativa hasta cumplir con el criterio de paro. Ademads en este método es imprescindible calcular la
derivada de la funcién, el método de Newton se lo puede ver en la figura 2.14.

Pendiente= f'(Xi)

1(xi)

Xie1  Xi

Figura 2.14. Representacién grafica del método de la Newton Rhapson

El método parte de la ecuacién de la Pendiente de la tangente.
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f(Xi)

"(Xi) = —"—"— 2.10
FX) =5 X1 (2.10)
Y reordenando, se obtiene la ecuacion de la secante con la cual se calcula la aproximacion de la raiz.
- f(X9)
X1 =Xi— - 2.11
+1 ? f, (X’L) ( )

A continuacién, se detalla el script correspondiente para la resolucién de ecuaciones con este méto-

do mediante Matlab:

2.5.1. Condiciones de convergencia del Método

» 1) Existencia de la raiz.

Dado un cierto intervalo de trabajo de trabajo [a,b], dentro del mismo debe cumplirse f(a) f(b) <
0.

= 2)Unicidad de la raiz.

Dado un cierto intervalo de trabajo de trabajo [a,b], la derivada de f(z) debe ser diferente de
cero.

= 3)Concavidad

La gréfica de la funcién f(z) dentro del intervalo de trabajo [a, b], debe ser céncava, hacia arriba
o hacia abajo. Para ello debe verificarse que: f”(z) <=0 o0 f”(z) >=0.

= 4)Interseccién de la tangente a f(z), dentro de [a, b

Asegurar que la tangente a la curva en el extremo del intervalo [a, b], en el cual f/(x) sea minima
intersecte el eje x dentro del intervalo.

La convergencia por este método, depende del comportamiento de su funcién y de la exactitud
del valor inicial, la tinica solucién es tener un valor inicial suficientemente cercano a la raiz. Para
poder tomar un valor inicial aceptable se sugiere guiarse de una grafica de la funciéon.Ademas es
necesario utilizar programas computaciones que permitan reconocer la convergencia lenta o la
divergencia de una funcion.

2.5.2. Meétodo de la Newton Rhapson con Matlab

)
)
)
5)
6)
7)
8)
9)

El algoritmo del método es: 1)Graficar la funcién.
2)Escoger el valor adecuado de x.
3)Ingresar la funcién.
4)Ingresar la derivada de la funcion.

Evaluar la funcién y su derivada.

Empezar el ciclo de repeticion para cada iteracion.

Establecer el criterio de parada.

Establecer el nimero de iteraciones para evitar convergencias lentas o divergencias.

El programa mostrard en su salida la raiz aproximada y alertard si en algin momento f'(x) =0

A continuacién, se detalla el script correspondiente para la resolucién de ecuaciones con este méto-

do de Newton Raphson mediante Matlab.

Programa 2.3. Método de Newton Rhapson

AW N =

o o

% Metodo de Newton-Rapson

clc

clear

syms x %declara una variable
format short % 4 decimales
y=input ('Ingrese la funcion y="');
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f=inline(y); S%transforma en una funcion

d=diff (y,x);
df=inline (d);
xmin=input ('Ingrese el limite inferior de la grafica Xmin=');
xmax=input ('Ingrese el limite superior de la grafica Xmax=');

fplot (char(y), [xmin xmax])

grid on

disp ('Observe la grafica y seleccione Xc')

xc= input ('Ingrese el valor Xc=');

es=input ('Ingrese el porcentaje de error Es="');
n=0;

er=100;

xxc (1,1)=0;

fprintf ("\t\t N\t\t Xc\t\t £ (Xc)\t f(Xc)\t\t Xc+1\t\t Er\n'")
while er>es

xn=xc— (f (xc) )/ (df (xc));

xxc (n+2,1)=xn;

er=100*abs ( (xxc (n+2) —xxc (n+l)) /xxc (n+2));

disp ([n+1,xc, f (xc),df (xc),xn,er]);

XC=XnN;
n=n+1;

end

disp ('la raiz es');

vpa (xc, 7)

Ejemplo 1: Encontrar la primera raiz positiva de la siguiente funcién.

f(x) =a* — 223 — 4a® + 4o + 4
Es importante inicialmente hallar la derivada de la funcién.

f(x) = 4% — 622 — 8z

Se utiliza en primer lugar un valor menor a la raiz 1

Ingrese la funcién:y = 2.2 — 2. x 2% — 4. x 2?2 + 4. x 2+ 4
Ingrese el limite inferior de la grafica : Xmin = —2
Ingrese el limite superior de la grafica : Xmin = 2

En la figura 2.15, se evidencia la solucién grafica del problema de Newton Rhapson.

4 " " i " N "
=2 =1.5 =1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.15. Solucién grafica ejercicio 1 Metédo Newton Rhapson

- Observe la grafica y seleccione x,

- Ingrese el valor de zc =1
- Ingrese el porcentaje de error Es = 0,00001
los resultados se muestran en la figura 2.15.
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N Xc f(Xc) £ (Xc) X+l Er
1.0000 1.0000 3.0000 -6.0000 1.5000 100.0000
2.0000 1.5000 -0.6875 —8.0000 1.4141 £.0773
3.0000 1.4141 0.0012  -7.9999 1.4142 0.0107
4.0000 1.4142 -0.0000 -8.0000 1.4142 0.0000

la raiz es

ans =

1.414214

Figura 2.16. Resultados ejercicio 1 método de Newton Rhapson

Se utiliza en segundo lugar un valor mayor a la raiz: 2

flz) =2 — 223 — 42 + 4z + 4

f(z) = 42® — 627 — 8z

Ingrese la funcién: y = 2.4 — 2. %23 —4. %22 + 4. xx + 4
Ingrese el limite inferior de la grafica : Xmin = —2
Ingrese el limite superior de la grafica : Xmin = 2
La figura 2.17 muestra la solucion grafica para el valor mayor a r2.

12

10 F

4 " " . . . .
=2 1.5 =1 0.5 0 05 1 1.5 2

Figura 2.17. Solucién gréfica ejercicio 1 Metédo Newton Rhapson valor mayor a r2

- Observe la grafica y seleccione x,
- Ingrese el valor de Xc¢ = 2
- Ingrese el porcentaje de error Es = 0,00001
Los resultados con r mayor a 2 se evidencia en la figura 2.18.
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N Xc £(Xc) £ (Xc) Xc+l Exr
1 2 -4 -4 1 100

2.0000 1.0000 3.0000 -6.0000 1.5000  33.3333
3.0000 1.5000 -0.6875 —8.0000 1.4141 6.0773
4.0000 1.4141 0.0012  -7.9999 1.4142 0.0107
5.0000 1.4142 -0.0000 -2.0000 1.4142 0.0004

la raiz es

ans =

1.414214

Figura 2.18. Resultados ejercicio 1 método de Newton Rhapson con r mayor a 2

2.6. Meétodo de la secante o de las cuerdas

El problema a gran escala en la implementacién del método de newton es la evaluacion de la
derivada. Existen funciones derivables facilmente como los polinomios y otras muchas, sin embargo
existen funciones que en ocasiones resultan muy dificiles de calcular.Cuando ocurren estos casos la
solucion es aproximar a la derivada mediante una diferencia finita dividida hacia atras.

Una de las diferencia notorias con el método de newton es, la utilizacién de dos valores iniciales
de x, y aunque muchos pensarian que se trata de un método cerrado, en realidad no lo es. Consiste
en trazar una cuerda que corte a la curva, tal como muestra la figura 2.19.

Xi-1 Xi

Figura 2.19. Representacién grafica del método de la Secante

Y la aplicacién de la ecuacion de la secante.

f(Xi)(Xiy — Xi)
f(Xi) = f(X7)

En este método se deben elegir dos valores cercanos a la raiz (X;_1yX;), los mismos pueden ser
mayores 0 menores e incluso pueden encerrar a la raiz, luego se debe calcular la aproximacién a la raiz
(Xi41), que representa el punto de corte de la recta secante con el eje x, el procedimiento se realiza
de forma iterativa hasta cumplir con el criterio de paro. Ademads, en este método es imprescindible
calcular la derivada de la funcién.

X = Xi—

(2.12)

2.6.1. Meétodo de la Secante con Matlab

El algoritmo del método de la secante consta de los siguientes pasos:

1)Graficar la funcién.
2)Escoger el valor adecuado de z; y x; — 1.
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3)Ingresar la funcién.

4)Evaluar la funcién en z; y x; — 1.

5) Realizar el ciclo de repeticién para cada iteracidn.

6) Establecer el criterio de parada

T)Establecer el ntmero de iteraciones para evitar convergencias lentas o divergencias.

8)El programa mostrard en su salida la rafz aproximada y alertard si en algin momento f'(z) = 0.

A continuacion, se detalla el script correspondiente para la resolucién de ecuaciones con este método
de la secante mediante Matlab.

Programa 2.4. Método de la Secante

% Metodo de la Secante

clc

clear

syms x %declara una variable

format short % 4 decilmales

y=input ('Ingrese la funcion y="');

f=inline(y); S%transforma en una funcion

xmin=input ('Ingrese el limite inferior de la grafica Xmin='");
xmax=input ('Ingrese el limite superior de la grafica Xmax="');
fplot (char(y), [xmin xmax])

grid on

disp ('Observe la grafica y seleccione los valores de Xc-1 y Xc')
xb= input ('Ingrese el valor Xc-1='");

xc= input ('Ingrese el valor Xc=');

es=input ('Ingrese el porcentaje de error Es="');

n=0;

er=100;

xxc (1,1)=0;

© 0 N o U oA W N e

R T
S © ® N o oA W N R O

fprintf ('\t\t N\t\t Xc-1\t Xc\t\t f(Xc-1)\t f (Xc)\t\t Xc+1\t Er\n')
while er>es
xn=xc— (f (xc) * (xb-xc) )/ (f (xb) -f (xc));
xxc (n+2, 1) =xn;
er=100*abs ( (xxc (n+2) —xxc (n+1)) /xxc (n+2));
disp ([n+1,xb,xc, f(xb), f(xc),xn,er]);
XC=xn;
n=n+1;
end
disp ('la raiz es');
vpa (xc, 7)

W W NN NN NNNNN
O © ® N O oks W N =

Ejemplo 1: Encontrar la primera raiz positiva de la siguiente funcién.

f(X)=a"—22% —da® + 4o + 4

[ (x) =42 — 62* — 8z

Se utilizan en primer lugar valores menores a la raiz: 1y 1,2

- Ingrese la funciény = 2% — 2% 2% — 4+ 22 + 4%z + 4.
- Ingrese el limite inferior de la grafica Xmin = —2.
- Ingrese el limite superior de la grafica Xmax = 2.
La figura 2.20 muestra la funcién con los datos ingresados.
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-2 1.5 -1 0.5 0 Q5 1 15 F'd

Figura 2.20. Resultados ejercicio 1 método de la Secante

- Observe la grafica y seleccione los valores dex.—1 y z..
-Ingrese el valor x, — 1 =1.
-Ingrese el valor ., — 1 =1,2.
Ingrese el porcentaje de error E's = 0,00001.

Los resultados utilizando el método de la secante se pueden ver en la figura 2.21.

N Xe-1 Xc LiXe=1) L(Xe) Ko+l Ex
1.0000 1.0000 1.2000 3.0000 1.8576 1.4470 100.0000
2.0000 1.0000 1.4470 3.0000 -0.2624 1.4110 2.5475
3.0000 1.0000 1.4110 3.0000 0.0256 l.4146 0.2499
4.0000 1.0000 1.4146 3.0000 -0.0027 1.4142 0.0263
5.0000 1.0000 1.4142 3.0000 0.0003 1.4142 0.0027
€.0000 1.0000 1.4142 3.0000 -0.0000 1.4142 0.0003
7.0000 1.0000 1.4142 3.0000 0.0000 1.4142 ©.0000
8.0000 1.0000 1.4142 3.0000 -0.0000 1.4142 0.0000

la raiz es

ans =

1.414214

Figura 2.21. Resultados ejercicio 1 método de la Secante

- Valores mayores a la raiz: 1,8y2.
- Ingrese la funcién y = 2* — 2% 23 —4x 2?2 +4xzx+4
- Ingrese el limite inferior de la grafica Xmin = —2.
- Ingrese el limite superior de la grafica Xmazx = 2.
- Observe la grafica y seleccione los valores de x._1yx..
- Ingrese el valor z._; = 1,8.
- Ingrese el valor z. = 2.
- Ingrese el porcentaje de error E's = 0,00001.

Al realizar variaciones en los ingresos de datos,se muestran nuevos resultados mostrados en la
figura 2.22.
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N Xe-1 Xc £(Xe-1) £ (%) Xe+l Ex
1.0000 1.8000 2.0000 -2.9264 -4.0000 1.2548 100.0000
2,0000 1.8000 1.2548 -2.9264 1.2485 1.4178 11.4980
3.0000 1.8000 1.417¢  -2.8264  -0.0293 1.4140 0.272%
4.0000 1.8000 1.4140 -2.9264 0.0016 1.4142 0.0151
5.0000 1.8000 1.4142 -2.9264 =-0.0001 1.4142 0.0008
6.0000 1.8000 1.4142 -2.9264 0.0000 1.4142 0.0000
7.0000 1.8000 1.4142 -2.9264 -0.0000 1.4142 0.0000

la raiz es

ans =

1.414214

Figura 2.22. Resultados ejercicio 1 método de la Secante 2

2.7. Meétodo de las aproximaciones sucesivas

Consiste en transformar una funcién que se encuentra expresada de la forma f(z) = 0, a una
nueva forma z = g(z). Esta transformacién se debe llevar a cabo mediante operaciones algebraicas
muy sencillas, las mismas que consisten en despejar x.

Este método tiene una ventaja muy importante y es que en cada paso se cumplen operaciones ma-
tematicas del mismo tipo, facilitando la programacién en computadoras. A continuacién, se muestran
de forma esquematica, varios casos en los que se puede apreciar los distintos casos que pueden existir
al utilizar este método, el método de las aproximaciones sucesivas se muestra en la figura 2.23.

Y2=g{X)

Yi=X

Y2egiX)

X2 ox X0 1]
Exizte convergencia Existe convergencia
Y2=g(X) I Y2=g(X)
|
——————— - Yi=X
-0 Yi=X [
|
1
]
1 [
|
| |
1 ! I
1 = '
|
! |
Il 1
X0 Xo
No existe convergencia Ho existe convergencia

Figura 2.23. Representacién grafica de aproximaciones sucesivas

2.7.1. Ejemplos de transformacion:

22— 22 +3=0 forma f(z)=0
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Despejando x:
2+ 3
2

x = forma x = g(x)

x=+2x—3 forma x = g(x)
Aumentando x a cada lado de la igualdad.

>~z +3=x forma x = g(x)

Ejemplo 1:

Encuentre la segunda raiz positiva de la siguiente ecuacién, mediante el método de las aproximaciones
sucesivas.

f(X)=a*—22% —da? + 42+ 4

TO

50 -

4

10

ot

AD I 1 1 1 1
(i) 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 2.24. Resultados ejercicio 1 método Aproximaciones Sucesivas

Segun la figura 2.24, la primera raiz positiva de esta ecuacién esta ubicada aproximadamente en
2.7, se intentard a continuacién encontrar un valor mas adecuado. En primer lugar, se debe transfor-
mar la ecuacién al tipo, z = g(x). En este caso existen varias alternativas, se presentan cuatro de ellas.

f(x) =a* — 223 —da® + 4o 4+ 4

—zt 4223 + 422 -4
4

</x42x3+4x+4
T =
4

xr =

B €/x4—4w2+4x+4
B 2

</2gc3+4x2 —4x —4
xr =
1

Para la resoluciéon se puede utilizar cualquiera de estas ecuaciones, una vez elegida una de ellas se
debe trabajar con un valor cercano a la raiz, el cual puede ser mayor o menor a la misma. Claramente
la eleccion de la ecuacion acompanada de la eleccién del valor no asegura que se logre llegar a la solu-
cién, entonces habra que probar las distintas opciones. Por tanto, se presentan algunas alternativas,
para comprender este procedimiento.
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= Opcidén 1: Se utiliza la ecuacién.

€/x4—4x2+4x+4
2

Y como valor inicial x=3, la tabla 2.1 muestra los valores obtenidos con la opcién 1.

Iteracién x x=g(x) f(x)
1 3 3.124399  11.744259
2 3.124399  3.313266 21.108445

Tabla 2.1. Tabla opcién 1

El valor de 3, se debe evaluar en la ecuacién del tipo z = g(z), encontrdndose la “primera apro-
ximacion”, este nuevo valor hay que evaluarlo en la ecuacién original. Como se puede apreciar en
la tabla los valores de la columna f(x), son crecientes, esto nos indica que no existe convergencia,
entonces hay que buscar otra alternativa.

= Opcidén 2: Se utiliza la ecuacion.

</2x3—|—4x2—4x—4
xr =
1

Y como valor inicial x=3, los valores son mostrados en la tabla 2.2

Iteracién X x=g(x) f(x)
1 3 2.932972  4.861827
2 2.9329729 2.883563  3.459387
3 2.883563 2.846796  2.506731
2.732051 Menor a E

Tabla 2.2. Tabla opcién 2

El procedimiento es el mismo, en este caso los valores de la columna f(x) son decrecientes, esto
nos indica que si existe convergencia es decir que las opciones elegidas permiten encontrar la
raiz, las iteraciones deben continuar hasta que el valor de la columna f(x) se menor que el error
0,00001 la raiz buscada es 2,732051.

= Opcidén 3: Se utiliza la ecuacién.

i,/:r4—4x2+4:v+4
xTr =
2

Y como valor inicial x=2, los resultados son mostrados en la tabal 2.3.

Iteracién X x=g(x) f(x)
1 2 1.817121 -3.036503
2 1.817121  1.648729 -1.852619
3 1.648729  1.526269  -0.897234
14 1.4192161 1.414214 —6,84%107°

Tabla 2.3. Tabla opcién 3
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= Opcidén 4: Se utiliza la ecuacién.

</334—2$3+4x+4
Tr =

4

Y como valor inicial x=2, mostrados en la tabla 2.4.

Iteracion x x=g(x) f(x)
1 2 1.732051 -2.464102
2 1.732051 1.54402 -1.038287
3 1.564402  1.457533 -0.347167
12 1.4142161 1.414214 —5,84%107°

Tabla 2.4. Tabla opcion 4

La ecuacién y el valor inicial elegidos permiten encontrar la raiz de 1.414214.

2.8. Raices Multiples

Algunas ecuaciones presentan soluciones conocidas como raices multiples, estas se presentan cuando
la raiz corresponde a un punto donde una funcién es tangencial al eje x, la representacion de este

método esta evidenciado en la figura 2.25.

Raiz doble

Raiz triple

m=2

m=3

Figura 2.25. Representacién grafica de Raices Multiples

Cuando se presentan este tipo de ecuaciones se debe utilizar la siguiente ecuacién, en donde z;41,

representa la aproximacién a la raiz.

m f(xi)
[ ()

Tipl = Tj —

Tomar en cuenta que es necesario calcular la primera derivada de la ecuacién.

Ejemplo 1 : Encontrar la raiz de la siguiente ecuacién.

f(z) =% — 623 +122% — 10z + 3

(2.13)

Observando esta ecuacion se puede ver que al factorar, se tendra una raiz triple en x=1, como se

observa a continuacion en la tabla 2.5.
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f@)=@-1)(@@-1)(z-1)(z-3)
f(x) =" — 6% +122% — 10z + 3

f1(z) = 42® — 182% 4 24z — 10

iter z; f(x;) I (x5) m Titl f(xiv1)
1 0 3 -10 3 0.9 0.0021
2 0.9 0.0021 -0.064 3 09984375 7,6354 x 1079
3 0.9984375 7,635 * 1079 —1,4663 107> 3 0.999999 0

Tabla 2.5. Tabla opcién 4

Las iteraciones se empiezan con un valor cercano a la raiz buscada en este caso 0. El valor que
debe tomar “m” es de tres pues tenemos una raiz triple. Las iteraciones se deben detener cuando la
columna f(z;4+1) sea menor que 0.00001.

2.9. Método de Muller

Es un método que posee ventajas frente a los métodos anteriormente analizados y la principal es
que no solo permite hallar raices reales, ademas se puede calcular raices imaginarias o complejas.
Teniendo en cuenta que el método de la secante obtiene una aproximacion de la raiz dirigiendo una
linea recta hasta el eje x con dos valores de la funcién. Muller utiliza un algoritmo similar pero
mediante la construcciéon de una parabola con tres puntos, ver figura 2.26.

f(x) fix)

.
| Parabola

o
/ -

Raiz Raiz Raiz
estimada

Figura 2.26. Método de Muller

El método consiste en obtener los coeficientes de la parabola que pasa por los tres puntos. Estos
coeficientes se sustituyen en la férmula cuadrética para obtener el valor donde la parabola interseca
al eje x , es decir la raiz aproximada.

= Procedimiento 1. Se escogen tres valores iniciales:

Ti—2,Ti—1,T5

2. Se determinan los valores de la funcién en esos puntos.

f(l'i—Q), f('ri—l)7 f(xz)

3. Se determinan las diferencias finitas de primer y segundo orden, aplicando las siguientes
relaciones.

f(Xio1) = f(Xi2)
Xio1—Xio

fXi2, Xia] = (2.14)
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flXic1, Xi) =

f(Xio1, Xo) = f (Xi—2, Xiz1)
X — X o

f [X’L'72, X’L’*lv XZ] =
4. Determinar los coeficientes ag, a1, as.

as = f[Xi—2, Xi—1, Xi]

a1 = f[Xio1, Xi] — (Xi + Xi-1) xas

ap = f[Xi] = Xi [f (Xi-1, Xi) — X1 % ag]
5. Determinar la primera aproximacion a la raiz.

2a
Xis1 = °

—a =+ (a2 —dag.a — ay)?

(2.15)

Nota. El signo =+, se escoge el signo que provoque la maxima magnitud. Los valores inicial es

elegidos, pueden ser mayores o menores a la raiz, e incluso pueden contenerla.

2a0

X; = 1
i —a+ (a? — 4ag.a — as)?

= Ejemplo 1. Calcular la primera raiz positiva de la siguiente ecuacién:

f(X)=a"—22% —4a® + 42+ 4
» Primera Iteracién

Primer paso:
f(X)=a"—22% —42? + 4o + 4

X0=13— f(1,3) =0,9021  (z;_2)
X1=14— f(1,4) =01136  (2;_1)

X2=15— f(1,5) = —0,6875 ()

Segundo paso:

0,1136 — 0,9021

X0, X1) = _
f (X0, X1) 13 7,885
—0,6875 — 0,136
F(X1, X2) = 14 8,011
—8,011 + 7,885
X0,X1, X2)= —2- -T2
] (X0, X1, X2) = — 0.63

Tercer paso:

(2.16)
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as = f [X07X17X2} = _0763

a1 = f[X1, X5] — (Xo+ X1) #ag = —8,011 — [1,5 + 1,4] [-0,63] = —6,184

ao = f[Xa] — Xo [f (X1, X2) — X1 *as] = —0,6875 — 1,5[—8,011 — 1,4 (—0,63)] = 10,006

Cuarto paso:

2(1
3 (10,006)

) 1/2
46,184 + ((76,184) — 4(10,006) (70,63))

20,012

X3 =
+6,184 + 7,965988

= 1,414276

F(X3) = |—0,000505|

Este valor calculado f(X3) ain no es menor que el error 0.00001 por tanto hay que seguir con
las iteraciones.

= Segunda iteracién

Primer paso:
X0=14— f(1,4) =0,1136 (zi—2)

X1=15— f(1,5) = —0,6875  (25_1)

X2 = 1,414276 — f(1,414276) = —0,000505 ()

Segundo paso:
—0,6878 — 0,1136

X0, X1)= = —8,011
f(X0, X1) = =T 80
—0,000505 + 0,6875
X1, X2) = — —8.014
XL, ) 1,414276 — 1,5 5014098
—8,014098 + 8,011
f(X0,X1, X2)=— ki = —0,216972

1,414276 — 1,4

Tercer paso:
a2 = f [X07X17X2] = *0,216972

a1 = f[X1,Xs] — (Xo + X1) # ay = —8,014098 — [1,414276 + 1,5] [0,216972] = —7,381781

ag = f [Xa]—Xs [f (X1, X2) — X1 % as] = —0,000505—1,414276 [—8,014098 — 1,5 (—0,216972)] = 10,87336

Cuarto paso:

2(10,87336)

s = 14142135
+7,381781 + ((4,38181)2 — 4(10,87336) (4),216972))

f(X3)=1]2,87%1077|

Este valor calculado f(z3) es menor que el error 0.00001 por la raiz es: 1.4142135.
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2.9.1. Método de Muller con Matlab

A continuacion se presenta el método de Muller realizado en Matlab, para que el lector pueda

entenderlo y utilizarlo.

Programa 2.5. Método de Muller con Matlab

© 0 N o U A W N =

T
w N B O

% OBJETIVO DEL PROGRAMA

% Este metodo utilizado para encontrar raices de ecuaciones multiples
close all;

more off;

format shortG

warning ('off');

o

% Menu DE ENTRADA

% [xi,e]l= fmuller (f,x,tol);
f = input ('Ingrese la funcion ejemplo ——> @ (x) x. 3-13%x-12: '); %Le indica a
MATLAB que x es la variable independiente,
x = input ('Ingrese los valores iniciales: ');
tol = input ('Ingrese la tolerancia eds: '");
met="Muller'; $ Muller
%% MeTODO ITERATIVO Y ERROR
e=1; $ Error inical
i=0; % Inicial las iteraciones
while e>tol
i=1i+1; % Cuenta cada iteracion
hO=x(i+1)-x(1i);
hl=x(i+2)-x(i+1);
dO=(f (x(i+1))-f(x(1)))/(x(i+1)-x(i));
dl=(f(x(i+2))-f(x(i+1)))/ (2 (1+2)-x(i+1));
a=(d1-d0)/ (h1+h0);
b=axhl+dl;
c=f(x(i+2));
if abs (b+sqrt (b"2-4xaxc))>abs (b-sqrt (b"2-4xaxc))
deno=b+sqgrt (b"2-4xax*c);
else
deno=b-sqgrt (b"2-4xax*c);
end
X (1+3)=x(i+2)+ ((-2xc) /deno) ;
e=abs ((x (1+3)-x(i+2))/x(i+3)); % Error relativo
D(i,:)=[1 x(i+3) e=*100]; % Guarda las respuestas en "D"
if i==60
break
end
end

o

% Respuestas ——=———==——————————-——— -

xXi=x; % Resultados
ei=D(:,end);

fprintf('\n La raiz es: :\n'")

disp (xi);

fprintf('\n El error relativo porcentual es: :\n‘)
disp(ei);

fprintf('\n El numero de iteraciones hechas es: :\n')

disp(length(xi));
%% Grafica """

x=[x(1)-1:0.01l:x(end)+1]"; % valores a analizar en la funcion
hold on

plot (x, f(x), "linewidth',2) % grafica la funcion

plot (xi, f(xi), "*r") % grafica las iteraciones

plot (xi(end), f(xi(end)), "ok") % grafica la raiz

title(strcat ('Metodo de '," ",met))

legend ('Funcion', 'Iteraciones', 'Raiz"')
xlabel ('"x");

ylabel ('y');

grid on
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65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78

do de e oe

o o° o° o° o° o o° o° o

FORMA DE EJECUCIon
f=Q@(x) x."3-13xx-12;
x=[4.5 5.5 5]"';
tol=0.0001;

Funcion
Datos iniciales

o° o o

Tolerancia

% INSTRUCCIONES —————————————

Se escoge el metodo a aplicar, comentando los demas

Siempre se ingresa la funcion, los puntos iniciales en forma de vector y
la tolerancia.

El resultado es las raices encontradas en cada iteracion por el metodo,
y el error relativo porcentual en cada iteracio.

La raiz encontrada entonces es el ultimo dato de las raices de la
soluciones, al igual que el error, y el numero de iteraciones representa
la cantidad de raices obtenidas.

2.10. Meétodo de Bairestow

Este método numérico es comunmente utilizado para resolver polinomios debido a que presenta

un procedimiento sencillo. A pesar de ser largos los procesos esto no resulta ser incomodo ya que con
el uso del computador se agilita el proceso.

= Procedimiento:

Paso 1 Se determinan los coeficientes ag, a1, . . ...a,. Y se escogen valores para ro y So. (cercanos
al).
Paso 2 Se determinan los coeficientes by, b, _1,......... b;.

b, = ay

bp—1=an_1+71by

bi = a; + rbiy1 + sbiya
Paso 3 Se determinan los coeficientes ¢, Cn_1,.. .. ... G

Cn = by,

Cn—lizzbn—l‘+'rcn
ci = b +reip1 + scito

Paso 4

Se determinan los valores Ar y As.

CoAr 4+ c3As = —by

C1Ar + caAs = —bg
Paso 5
ry=1rg+ Ar
s1 = 89 + As

Paso 6
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Se determinan los errores relativos de r y s, que deberdn ser menores que el error.
A
ler| = =~ (2.17)

A
les] = =2 < 1%107°
S

Para encontrar el valor de x se utiliza la siguiente ecuacion.

r+vVr2 +4s
2

Tr =

Ejemplo 1:

Calcular la primera raiz positiva de la siguiente ecuacién:
f(X)=a"—22% —da? + 42+ 4

Paso 1

Se determinan los coeficientes “a” que son los coeficientes que acompanan a la variable.
Datos:

ag=4,a1 =4,a9 = —4,a3 = —2,a4 =1,7r=0,5,s=0,5

Paso 2
b4 = a4 = 1
b3 = a3z + by
bs=—-2+(0,5)1=-1,5
by =ag 4+ 1rbg + sby = —-44+0,5 (—1,5) + 0,5 (1) = —4,25
by = a1 +7rby +sbs =4+ 0,5(—4,25) +0,5(—1,5) = 1,125
bo = ag + by + sby =4+ 0,5(1,125) + 0,5 (—4,25) = 2,4375
Paso 3
Cq4 = b4 =1
c3 =bg+1rcy =—-1,640,5 (1) =-1
cg =by +rez+scy =—425+0,5(—1)+0,5(1) = —4,25
c1=0by +7reg+ ses =1,125+0,5(—4,25) +0,5(—1) = —-1,5
Paso 4

—4.25Ar — As = —1,125

—1,5Ar — 4,25As = —2,4375
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Ar =0,141509
As = 0,523585
Paso 5
r1 = 0,5+ 0,141509 = 0,641509
s1 = 0,5+ 0,523585 = 1,023585
Paso 6
0,141509
=|———| =0,220588
el 0,641509’ ’
0,523585
= |—~——|=0,511521
el 1,023585’ 0,5115
= Segunda Iteracion Primer paso:
b4 = a4 = 1

bs = a3z + rby = —2 + (0,641509) 1 = —1,358491

by = ag + rbz + sby = —4 4 0,641509 (—1,358491) + 1,023585 (1) = —3,847899
Segundo paso:

by = ay + rby + sbg = 4+ 0,641509 (—3,847899) + 1,023585 (—1,359491) = 0,141006

bo = ap + by + sby = 4+ 0,641509 (0,141006) + 1,023585 (—3,847899) = 0,151805
Tercer paso:
Cy = b4 =1
c3 = bz +req = —1,358491 + 0,641504 (1) = —0,716982
co = by + re3 + scy = —3,847899 + 0,641509 (—0,716982) + 1,023585 (1) = —3,284264

1 = by +7eo + sz = 0,141006 + 0,0,641509 (—3,284264) + 1,023585 (—0,716982) = —2,699771

Cuarto paso:
—3,284264Ar — 0,716982As = —0,141006

—2,69971Ar — 3,284264As = —0,151805

Ar = 0,040026

As =0,013319
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Quinto paso:
r1 = 0,641509 + 0,040026 = 0,681535

s1 = 1,023585 + 0,013319 = 1,036904

Sexto paso:

0,040026
ler| |0,681535‘ 0,058729
0,013319
— 222200 01284
o5l = 1T 036904 | = 0-012845

En la cuarta iteracién se obtienen los siguientes valores:

By =1,B; = 1,317836, By = —3,68705, B; = —2,0287  107%, By = 1,6961 % 10~°
Cy=1,C3 = —0,635673, Cy = —3,262063, C; = —2,883359
—3,262063Ar — 0,635673 Deltas = 2,0287 + 1075
—2,883359Ar — 3,262063 Deltas = —1,6961 + 1076
Ar=—8,7373 %1077
As =1,2922 % 107°
r1 = 0,682163 — 8,7373 % 10~ 7 = 0,682162

s1 = 1,035275 + 1,2922 % 1075 = 1,035276

8,7373% 107

= =12 106
ler| = | 0682162 | = 1,2808 * 10
1,2922 x 106
= |2 | =1.2482% 1076
o5l = 1= ogmare | = 12482

Ambos valores son menores que 121072, por lo tanto se puede calcular el valor de x:

r+vVr?+4s
2

xTr =

0,682162 + 1/0,6821622 + 4(1,035276)
Tr =
2

z1 = 1,4142135

x2 = —0,7320505
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2.11. SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Los problemas que hemos venido desarrollando hasta este momento implicaban encontrar las raices
de una sola ecuacién no lineal. Al combinar varias de estas ecuaciones de forma simultanea se obten-
dra un sistema de ecuaciones, en donde el objetivo serd encontrar raices de este conjunto de expresiones

La solucién de este sistema consta ya no solo de un valor x, sino de un conjunto de valores x;, que
al momento de sustituir en las ecuaciones hace que estas sean iguales a cero.

Existen varios métodos que permiten encontrar estas soluciones, algunas de las cuales son exten-
siones de los Métodos abiertos anteriormente mencionados.

A continuacion se presenta un método para resolver sistemas no lineales.

2.11.1. Meétodo de interaccion de la iteracién de punto fijo

Consiste en despejar una variable, de cada ecuacién, e iniciar las iteraciones con valores iniciales,
como se muestra a continuacion.

= Ejemplo 1 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

1
4x%—20x1+1x§+820

1
4xf720x1+1x§+8:0

Despejar 1 de la primera ecuacién:

15 L 1 2 2
Ty = -2+ —x5+ =
T TR0 s
Despejar zo de la segunda ecuacion:
Loz 2, )8
To = —T125 + —x1 + =
210 T s s

- Aplicar las condiciones iniciales, x1, x5 = 0,.

- Reemplazar estos valores en las ecuaciones las ecuaciones obtenidas, de donde se encuentran
nuevos valores de x1,xs, que representan la aproximacion, obteniéndose los valores siguien-
tes,mostrados en la tabla 2.6.



METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS 50

Zl(O) SUQ(O) Ty ) F(.’tl) F(I'Q)
0 0 0.4 1.6 8 8
0.4 1.6 0.464 1.8624 1.28 1.312

0.464  1.8624 0.48642 1.94654  0.44832 0.427
0.48642 1.94654 0.49468 1.97887 0.16534  0.16165
0.49468 1.97887 0.49789 1.99159 0.06417  0.06359
0.49780 1.99159 0.49916 1.99664 0.02536  0.02527
0.49916 1.99664 0.49966 1.99866  0.010L  0.01008
0.49966 1.99866 0.49987 1.99946  0.00403  0.00403
0.49987 1.99946 0.49995 1.99979 0.00161  0.00161
0.49995 1.99979 0.49998 1.99991  0.00064  0.00064
0.49998 1.99991 0.49999 1.99997 0.00026  0.00026
0.49999 1.99997 0.5  1.99999  0.0001 0.0001
05 199999 0.5  1.09999 4,1z10~° 41107
05  1.99999 0.5 2 1,6010° 1,6210°°

Tabla 2.6. Ejercicio 1 método de punto fijo

Las dos ultimas columnas resultan de evaluar las dos primeras columnas en las dos ecuaciones
originales. Esta etapa del proceso sirve para determinar cuando detener las iteraciones, en donde
los dos valores deben ser menores que el error 0.00001.

2.11.2. Aplicaciones en la Ingenieria

Los métodos analizados en este capitulo se pueden aplicar a problemas de ingenieria, a continua-
cion, se presentan varios ejemplos, con su andlisis y resolucion.

= Ejemplo 1 El rendimiento de un motor viene dado por la siguiente ecuacién:

1 rprkl
=1- P c 2.18
€ rEt <rp1+rpl<:(rcl)) (2.18)

Si las relaciones 1, = 12;7, = 4;r. = 8 y si las pérdidas son del 20 %. ;Cuél es el valor de k?
Reemplazando los datos se tiene:

B 1 [4@®)"!
f(k) =08 - 12k—1 <3+28k>

Para encontrar el valor de k, se puede aplicar cualquier método de resolucién, en este caso se
presenta soluciéon con el método de la secante. En este tipo de problemas con ecuaciones mas
complejas hay que tomar especial atencién en el ingreso de la ecuacién en Matlab, para que el
programa la interprete de la forma correcta. En este caso se presenta la siguiente alternativa.

= Solucién problema 1

Ingrese la funcién: y = 0,8 — ((1)/(12(z — 1)) = (4 * 8(x — 1)) /(3 + 28 x z))
- Ingrese el limite inferior de la grafica X,,;, =0
- Ingrese el limite superior de la grafica X4, = 0,3

En la figura 2.27 se evidencia la solucion al problema mediante el método del punto fijo.
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0.2

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3

Figura 2.27. Solucién gréfica ejercicio 1 Metédo Punto Fijo

Observe la gréfica y seleccione los valores de X._1 y z.
- Ingrese el valor x, — 1 = 0,12

- Ingrese el valor z, = 0,15

- Ingrese el porcentaje de error E's = 0,00001

Los resultados para este nivel de error son los que se muestran en la figura 2.28.

N Xe-1  Xc £(Xe-1) £(Xc) Ko+l  Ex
1.0000 0.1200  0.1500 -0.0986 0.0158 0.1458 100.0000

o

. 0000 0.1200 0.1458 -0.088¢6 0.001€

o

.1454 0.2882

3.0000 0.1200 0.145¢  -0.0986 0.0002 0.1454 0.0291

-
o

.0000 0.1200 .1454 -0.0%986 0.0000 .1454 0.0028

5.0000 0.1200 0.1454 -0.0986 0.0000

o

.1454 0.0003

€.0000 0.1200 0.145¢  -0.0986 0.0000 0.1458 0.0000

o

7.0000 0.1200 0.1454 -0.0%8¢ 0.0000 .1454 0.0000
la raiz es

ans =

1145381

Figura 2.28. Valores numéricos ejercicio 1 Metédo Punto Fijo
Por lo tanto, el valor de k para que se cumplen las relaciones anotadas es: 0,14538182

= Ejemplo 2:

Una sustancia radiactiva se desintegra en el ambiente, segin la ecuaciéon anotada a continuacion:

A — pe—0.0237t
En este caso P representa la cantidad inicial de materia en un tiempo ¢t = 0 y A es la cantidad

final que resulta en “t” afios. Si inicialmente se depositan 950 mg de dicha sustancia. ; Cuanto
tiempo habra transcurrido para que quede el 3% de ésta?.

0,03(950) = (950)e 0237t
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Ingresando las condiciones en Matlab se obtiene:

- Ingrese la funcién:y = 950 * (exp(—0,0237 * :)) — 0,03 * 950.
- Ingrese el limite inferior de la grafica. X,,;, = 0.

- Ingrese el limite superior de la gréafica: x4, = 200.

- La figura 2.29 muestra la solucién al problema.

400

200
100

0 ———
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 2.29. G ejercicio 2 Metédo Punto Fijo

Observe la grafica y seleccione los valores de: z._1 y .

- Ingrese el valor:z._1 = 140.

- Ingrese el valor: z. = 160.

- Ingrese el porcentaje de error: E's = 0,00001.
- Los resultados se presentan en la figura 2.30.

N Xc-1 Xc £(Xc-1) £ (Xc) o+l Er
1.0000 140.0000 160.0000 §,913%  -7,0771 149.1047 100.0000
2.0000 140.0000 149.1047 5.913%9 -0.7654 148.0614 0.7046
3.0000 140.0000 148.0614 5.913% -0.0711 147.9657 0.0647

4.0000 140.0000 147.9657 5.9139 -0.0065 147.93569 0.0059

5.0000 140.0000 147.5569 5.5913% -0.0006 147.9561 0.0005
€.0000 140.0000 147.55€1 S5.8139 =0.0001 147.8560 0.0000
7.0000 140.0000 147.5560 5.913% =0.0000 147.9560 0.0000

la raiz es

ans =

147,956

Figura 2.30. Valores numéricos ejercicio 2 Metédo Punto Fijo

Por lo tanto, el tiempo para que la fuente se reduzca al 3%, es t = 147,956 afos.
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= Ejemplo 3

Una viga con seccién rectangular tiene un esfuerzo maximo de tension Ty,q, de 17000b/plg? y
un momento de torsién T de 700lb — plg.
Si la viga tiene un ancho w es de 5plg. Determinar el espesor (t) ideal, para esta barra.

T t
Tmaz = ——5 <3 + 1,8 % )
wt w

700 t
t)=— 18%—)—1
F =5 <3+ ,8*5> 7000

14
Ft) = t—go (3 + 0,36 % ) — 17000

- Ingrese la funcién: y = (140/22) * (3 + 0,36 * =) — 17000.

- Ingrese el limite inferior de la gréafica: x,,in = 0,05.

- Ingrese el limite superior de la grafica: z,,in = 0,4.

La figura 2.31, muestra la solucién a problema de manera grafica.

« 10
13 |

10

i

0.05 0.1 0.15 02 025 0.3 0.35 [

Figura 2.31. Solucién ejercicio 3 Metédo Punto Fijo

Observe la grifica y seleccione los valores de z._1 y z,

- Ingrese el valor:z, — 1 = 0,15.

- Ingrese el valor:z, = 0,17.

- Ingrese el porcentaje de error:E's = 0,0001.
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i3] Xc-1 Xc £ (Xc-1) £ (Xc) Xc+1 Er
0.0010 0.0001 0.0002 2.0027 -2.1707 0.0002 0.1000
0.0020 0.0001 0.0002 2.0027 -0.19851 0.0002 0.0005
0.0030 0.0001 0.0002 2.0027 -0.015% 0.0002 0.0000
0.0040 0.0001 0.0002 2.0027 -0.0013 0.0002 0.0000
0.0050 0.0001 Q.0002 2.00z27 -0.0001 0.0002 0.0000
0.0060 0.0001 0.0002 2.0027 —-0.0000 0.0002 0.0000)

1z raiz es

ans =

0.1586704

Figura 2.32. Solucién ejercicio 3 Metédo Punto Fijo

Por lo tanto, el espesor adecuado para esta barra es t = 0,1586704plg., los cuales se muestran
en la figura 2.30.

= Ejemplo 4

Los vehiculos estan equipados con sistemas de amortiguacién, con un funcionamiento descrito
por la siguiente ecuacién:

z(t)=e ™ (xo cos (pt) + moﬁ sen (pt)) Ejm (2.19)
p
Donde:
c k cz k - c?
n—=— = _— — Yy — _
om'? m_ Am2Ym T am2

Los valores de los pardmetros son ¢ = 1,6x107g/seg, k = 1,4x10%g/seg?, ym = 2,1210%g.
Si xg = 0,4, determinar la primera y segunda ocasion en el que el auto pasa a través de punto
de equilibrio, ver figura 2.31.

Figura 2.33. Representacién grafica del ejercicio 4 del método de punto fijo

Reemplazando los valores en la formulas se debe calcular los valores de n y p:
p = 25,537, n = 3,80952.

3,80052

— —3,80952t 4 2 4
z(t)=e (O, cos (25,537t) + 0, *725’537

sen (25,537t)>

x (t) = e 3809520 (0 4 cos (25,537t) + 0,05967 sen (25,537t))
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Esta ecuacién debe ser ingresada en Matlab para obtener los resultados. El problema requiere
calcular primera y segunda ocasién en el que el auto pasa a través de punto de equilibrio, es
decir los dos primeros puntos de corte de la curva con el eje x.

- Ingrese la funcién:y = (exp(—3,80952 x )) x (0,4 x c0s(25,537 * z) 4+ 0,05967 * sin (25,537 x ))
- Ingrese el limite inferior de la grafica: z,,;, =0

- Ingrese el limite superior de la grafica: z,,;, = 0,6

La figura 2.34, muestra la solucién al problema.

0.4 < . : : . :
\
\

03| |
|II

02t | -
/N
|I III.,I‘ Y

01t | N\ 1
\ kY
| J \
|II \

0 \

\"\ / U
1 .'. 4 \'\,
\ \ -
\
01r '

"I
4
02t \ .
0 0.1 02 0.3 04

0.5

0.6
Figura 2.34. Solucién ejercicio 4 Metédo Punto Fijo

Observe la gréfica y seleccione los valores de: x.—1 y @,
- Ingrese el valor: X._; = 0,05

- Ingrese el valor: . = 0,1

Los resultados se pueden evidenciar en la figura 2.35.

N Xc-1 Xc f(Xc-1) f (Xc) Xc+l Er
1.0000 0.0500 0.1000 0.1430 -0.2048 0.0706 100.0000
2.0000 0.0500 0.0706 0.1430 =0.0256 0.0674 4.6312
3.0000 0.0500 0.0€674 0.1430 =0.0010 0.0673 0.1806
4.0000 0.0500 0.0673 0.1430 -0.0000 0.0673 0.0058
5.0000 0.0500 0.0673 0.1430 -0.0000 0.0673 0.0002
€.0000 0.0500 0.0673 0.1430 -0.0000 0.0673 0.0000
la raiz es
ans =
0.06730937

Figura 2.35. Solucién numérica ejercicio 4 Metédo Punto Fijo

= Segundo punto de equilibrio
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Ingrese la funcién:y = (exp(—3,80952 x x)) * (0,4 * cos(25,537 * ) 4+ 0,05967 * sin(25,537 % x))

- Ingrese el limite inferior de la grafica: x,,;, =0
- Ingrese el limite superior de la grafica:Xmaz = 0,6

Observe la gréfica y seleccione los valores de: x._1yx.
- Ingrese el valor:z._; = 0,15

- Ingrese el valor:z. = 0,2

- Ingrese el porcentaje de error:Es = 0,00001
Con los valores ingresados los resultados se pueden verificar en la figura2.36.

12 Xc-1 Xc T{Xc-1] T{XC) Yo+l FT
1.0000 0.1500 0.2000 —-0.1958 0.0461 0.1905 100.0000
2.0000 0.1500 0.1805 —-0.1958 0.0007 0.1503 0.0720
3.0000 0.1500 0.1803 -0.15858 -0.0000 0.15903 0.0021
4,0000 0.1500 0.1903 -0.1958 0.0000 0.1903 0.0001
5.0000 0.1500 0.1903 -0.1958 -0.0000 0.1903 0.0000

la raiz es

pns =

D.12903308

Figura 2.36. Solucién numérica 2 ejercicio 4 Metédo Punto Fijo

Entonces la primera y la segunda ocasién en que el auto pasa por la posicién de equilibrio es de
0,06730937 seg y 0,11903306 seg.



Capitulo

SOLUCION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

3.1. Solucion de sistemas de ecuaciones lineales
Antes de revisar los diferentes métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales, es impor-

tante revisar algunos conceptos generales basicos.

= Ecuacion Lineal Una ecuacion lineal es una ecuacion de la forma.
apxr +a; =0 (3.1)

= Sistemas de Ecuaciones Un sistema de ecuaciones se puede representar de varias maneras.

a) Forma desarrollada

a11T1 + a2+ .o ALy = Cl (32)
a21T1 +A22T9 + o oo vi i AonLy = CQ
A1 T1 + oo + oo AmnTn = Cp

a =coeficientes de las incognitas
¢ =términos independientes
Z1,X2...Ty = incognitas
b) Forma matricial
ail Q2 Aip
az1 Q22  A2p
m1  Am2 Amn

Matriz de coeficientes

T1
T2

Tn

o7
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Vector incégnitas

Ch
Cs

O”L
Vector de términos independientes
c) Forma simbédlica

Az +C =0
A=matriz de coeficientes
X=vector de incoégnitas

X=vector de términos independientes

3.2. Tranformaciones elementales

Si el nimero de ecuaciones es menor o igual que tres, se las puede resolver mediante técnicas
sencillas(sustitucién, sumas y restas, etc.), sin embargo si el ndmero de ecuaciones es mayor a este se
recomienda el uso de un computador junto a un algoritmo para su solucién en el menor tiempo posi-
ble. En la antigiiedad, debido a la falta de recursos en la solucién de sistemas de ecuaciones grandes
mediante alternativas rapidas, la creatividad de su implementacién a nivel de la ingenieria eran nulas.

Con la aparicién de las computadoras se enfatiz6 en resolver problemas mas complicados y ya no
en la solucién del sistema sino mas bien en la formulaciéon del problema y en la interpretaciéon de
resultados.

La mayoria de las ecuaciones fundamentales de la Ingenieria se basan en las leyes de la conservacion
entre ellas la masa, la energia y el momento.En términos matemaéticos estos conceptos nos conducen
a ecuaciones de balance que relacionan el comportamiento del sistema. Mediante su representacién
sujeta al modelamiento del sistema mediante sus propiedades y estimulos externos que actian sobre

el mismo.

Para resolver sistemas ademads es necesario recordar que se pueden realizar algunas operaciones
bésicas con las ecuaciones individuales.

a) Intercambio de filas y columnas.
T, + Treg — 3x3 = —51
—4x5 4+ 4z + 923 = 61

3%3 — T2 +12£L'1 =38

Reordenando tenemos:

1201 — 29+ 323 =8
1 + 7932 — 31‘3 = -51

4{,C1 — 4$2 + 9%3 =61
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b) Multiplicacién de todos los elementos de una fila o columna por un mismo nimero
distinto de cero.

4% (x1 + Twe — 3x3 = —51)

4y + 2825 — 1223 = —204

c)Operaciones de suma o resta entre 2 filas o columnas

41 + 2829 — 1223 = —204

—( 4zy —4xzs + 9z3 = 61)

32%2 - 21‘%3 = —265

3.3. Meétodos para resolver grandes sistemas lineales

Existen diferentes metodos numéricos para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales, en la
figura 3.1 se muestra los diferentes métodos de solucién de sistemas de ecuaciones a nivel superior.

4.‘ Eliminacion simple de Gauss
Métodos de

eliminacion 4.‘ Gauss-Jordan ‘

Meétodos —p‘ Gauss-Seidel ‘
para .| Métodos
grandes iterativos
sistemas —p‘ Jacobi ‘

Métodos de —b‘ Cholezky ‘

—| factorizacion de

Raiz cuadrada

matrices I

Figura 3.1. Métodos de solucién de sistemas lineales

3.3.1. Eliminacién simple de Gauss

Este método estd disenado para resolver un conjunto de M ecuaciones con n incégnitas. Ademas
este proceso puede considerarse compuesto de dos etapas:

a) Eliminacién de incégnitas hacia adelante, procedimiento mediante el cual se obtiene una ma-
triz de coeficientes triangular.

b) Solucién mediante sustitucién hacia atrds.

Ejemplo 1 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones.

41 — 229 + 223 + 34 = —9
2x1 + 9522 + 223+ 224 =6
3x1 + 220 +4x3 4+ 24 = —11
201 — 3x9 — 43+ Sy = 17
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Se inicia con la etapa de eliminacién de incégnitas hacia adelante.
PRIMERA FILA NORMALIZADA

4 -2 2 3 | -9 F1/4 1 -05 05 075 | —225
2 5 2 2| 6| |@D+F2[]l0 6 1 05 | 105
3 2 4 1 | —11| " |(-3F1)+F3| |0 35 25 —125 | —425
2 -3 -4 5 | 17 (=2F1)+F4| [0 -2 -5 35 | 215
SEGUNDA FILA NORMALIZADA
1 —05 0,5 075 | -225
F2/6 0 1 0166667 0083333 | 175
—35F2+F3[ [0 0 1916667 —1541667 | —10,375
2F2+F4 | [0 0 —4666667 3,666667 | 25
TERCERA FILA NORMALIZADA
1 —05 05 0755 | —225
0 1 0166667 0,083333 | 1,75
F3/1,916667 | |0 0 1 —0,804348 | —5,413043
4,666667F3+F4| [0 0 0 —0,086957 | —0,26087

En este dltimo paso se ha obtenido la matriz de coeficientes triangular, a partir de la cual se
inicia con la segunda etapa de solucién mediante sustitucién hacia atras, tomando la dltima fila
como inicio.

—0,08695724 = —0,26087

L _ 026087 _
T 0,086957

r3 — 0,804348x4 = —5,413043
x3 — 0,804348(3) = —5,413043
3= —3
2 + 0,166667x3 4 0,083333x4 = 1,75
x2 = 1,75 — 0,166667 (—3) — 0,083333(3)
To =2
z1 — 0,529 + 0,523 + 0,75x4 = —2,25
x1 =0,5(2) —0,5(—3) +0,75(3) — 2,25
xr1 = —2

Con esta revisién del proceso a realizarse, se plantea una opcién de resolucion de sistemas de
ecuaciones por este método en Matlab, el Script a utilizarse se presenta a continuacion.

Programa 3.1. Resolucién de sistemas de ecuaciones con matlab

clc

clear

format rat

a=[4 -2 2 3 -9;
252 2 6;
3241 -11;
2 -3 -4 5 17]

© 0 N U A W N R

a(2,1:5)=a(2,1)*xa(l,1:5)-a(2,1:5)
a(3,1:5)=a(3,1)*a(l,1:5)-a(3,1:5)
10 a(4,1:5)= a(4,1)*a(1,1:5)—a(4,l:5)
11 a(2,1:5)=a(2,1:5)/a(2,2)
12 a(3,1:5)= a(3,2)*a(2,l:5)—a(3,l:5)
13 a(4,1:5)=a(4,2)*a(2,1:5)-a(4,1:5)
14 a(3,1:5)=a(3,1:5)/a(3,3)
15 a(4,1:5)=a(4,3)*»a(3,1:5)-a(4,1:5)
16 a(4,1:5)=a(4,1:5)/a(4,4)
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El sistema debe escribirse dentro del Script como se ve observa, separando cada elemento con
un espacio y para la siguiente fila separar con punto y coma. Si hay mas incégnitas solamente
hay que anadir fila.

3.3.2. Programacion de Gauss con Matlab
A continuacién se presenta el método de Gauss con Matlab, se deja que el lector interprete el

codigo relacionando la parte tedrica, ademés es importante mencionar que en la parte final del
script esta la forma de ejecucién del mismo.

Programa 3.2. Método de Gauss con Matlab

1

2 function [x,U,iter] = GAUSS_31(a,b,c,d,h,k,f0,fl,tol, maxiter)
3 x = a:h:b;

4 nx = (b-a)/h;

5 ny = (d-c)/k;

6 lambda = k/h;

7 lambda2 = lambda”2;

8 beta = 2% (l+lambda?);

9 beta2 = beta-2xhxlambda2;
10 fOx = feval (f0,x);

11 flx = feval (fl,x);

12 g0 = fOx(1):-k/2:f1x(1);
13 gl = g0;
14 u0 = (sum(fOx+flx)/ (nx+1)+sum(g0+gl)/ (ny+1))/4;

15 % inicializacion

16 U = uOxones (nx+l,ny+1);

17 U(l,:) = g0;

18 U(nx+1l,:) = gl;

19 U(:,1) = f0x(:);

20 U(:,ny+l) = flx(:);

21 incr = tol+l;

22 1iter = 0;

23 while incr>tol && iter<maxiter

24 1incr = 0;

25 for i = 2:nx

26 for j = 2:ny

27 U(l,3) = (2+«xlambda2+U(2,73)+U (1, j-1)+U (1, j+1))/ (beta-hxlambda?) ;
28 v = (lambda2x (U(i-1, 3)+U(i+1,J))+U0(i, j-1)+U(i, j+1)) /beta;
29 U(nx+1l,3j) = (2+xlambda2+U(nx, j)+U(nx+1, j-1)+U(nx+1, j+1)) /beta?2;
30 1incr = max(incr,abs(U(i,J)-v));

31 U(i,]) = v;

32 end

33 end

34 iter = iter+l;

35 surf (U)

36 end

o

37
38

% ejecutar comO

o

w
©
o0

[U,iter] =GSEDP3(-1,1,-1,1,0.25,0.25,inline('1+0+x'),inline('0+x'),.00001,200)

o

40

3.3.3. Gauss-Jordan

Este método es una variante de la eliminacién analizada en el tema anterior. La diferencia con-
siste en que en el método de Gauss Jordan se debe eliminar una incégnita de todas las ecuaciones
y no solamente de la ecuacién siguiente. Es decir que durante la etapa de eliminacion se obtiene
una matriz identidad en vez de una matriz triangular. Esto permite eliminar la etapa de susti-
tucién hacia atras, obteniéndose directamente los resultados del sistema.

Ejemplo 1 Resuelva el siguiente sistema utilizando el método de Gauss-Jordan.

4z — 229 + 223 + 34 = —9
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2x1 + 522 + 223+ 224 =6

3I1 + 2262 + 4I3 + T4 = —11

2x1 — 3xo — 4wz + bry = 17

PRIMERA FILA NORMALIZADA

4 -2 2 3 | -9 F1/4 1 —05 05 075 —225
2 5 2 2| 6| |@F)+F2||0 6 1 05 105
3 2 4 1 | —11| |(=3F)+F3| |0 35 25 —125 —425
2 -3 —4 5 | 17 (—2F1)+F4| [0 -2 —5 35 215

SEGUNDA FILA NORMALIZADA
(6 1 05 105)/6

(1 0,166667 0,083333 1,75) sequnda fila normalizada * (0,5, —3,5,2)

-05 05 0,75  —2.25
~0,5 0,083333 0,041667 0,875

0 0,583333 0,791667 —1,375

3,5 2,5 ~1,25 —4,25
—-3,5 —0,583333 —0,291667 —6,125

0 1,916667 —1,541667 —10,375

-2 -5 35 215
2 —0,333333 0,166667 3.5

0 —4,666667 3,666667 25

La matriz quedaria como:

1 0 0583333  0,791667  —1,375
0 1 0,166667  0,083333 1,75
0 0 1,916667 —1,541667 —10,375
0 0 —4,666667 3,666667 25

TERCERA FILA NORMALIZADA

(1,916667 —1,541667 —10,375) /1,916667

(1 —0,804348 —5,413043) tercera fila normalizada x (—0,583333, —0,166667, 4,666667)

0,583333  0,791667  —1,375
~0,58333 —0,469203 3,157609

0 1,26087  1,782609
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0,166667 0,0833333  —1,75
—0,166667 0,134058 0,902174

0 0,217391  2,652174

—4,666667  3,666667 —25
4,666667  —3,753623 —25,26087

0 —0,086957 —0,26087

La expresion seria:
1 0 0 1,26087 1,782609
0 1 0 0,217391 2,652174
0 0 1 —0,804348 —5,413043
0 0 0 -0,086957 —0,26087

Cuarta fila normalizada

(—0,086957 —0,26807) / — 0,086957

(1 3)cuarta fila normalizada = (—1,26087, —0,217391, 0,804348)

1,26087  1,782609
—1,26087 —3,782609

0 -2
0,217391 2,652174

—0,217391 —0,652174

0 2

—0,804348 —5,413043
0,804348  2,413043

0 -3

1000 | -2
0100 | 2
0010 | -3
0001 3
l‘1:—2;1‘2:2;$3:—3;1‘4:3

Se presenta entonces una alternativa para resoluciéon de sistemas de ecuaciones con Matlab, el

Script se detalla a continuacion.
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Programa 3.3. Resolucién de sistemas de ecuaciones con matlab 2

clc

clear

a=[4 -2 2 3;
2 5 2 2;
3 2 41;
2 -3 -4 5]

b=[-9;6;-11; 17]

resultado=rref ([a,b]) %primera opcion

x=1inv (a) *b %$segunda opcion

© 0 N e U A W N e

= e
N o= O

xx=a\b Stercera opcion

W

En este caso se pueden apreciar dos matrices, en la primera (matriz “a”)se detallan los co-
eficientes de las incégnitas y la segunda es en realidad un vector (vector ”b”) de términos
independientes, si existieran mas incdgnitas, habria que anadir filas en la matriz de coeficientes
y por su puesto los elementos correspondientes en el vector de términos independientes.

3.3.4. Gauss Jordan con Matlab

A continuacién se presenta la programacién del Método de Gauss Jordan con Matlab, dejandole

al usuario la verificacién junto a la parte tedrica analizada en el apartado anterior.

Programa 3.4. Gauss Jordan con matlab

© 0 N o U oA W N e

L I T N = T = S S T Sy oGy W
A WO N = O © N ok WM R O

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

42
43
44

function [x] = Gauss_Jordan (a,b)
n=length (b);
% Creamos matriz aumentada
for i=1:n
a(i,n+l)=b(i);
end
[nrow,ncol]=size(a);
% Buscamos pivot mayor
for k=l:nrow
pivot=a (k, k) ;
il=k;
for l=k+l:nrow
if abs(a(l,k))<abs (pivot)
% No hacemos nada
elseif abs(a(l,k)) > abs(pivot)
pivot=a(l,k);
il=1;
end
end
% pivot cero significa matriz singular
if pivot ==
disp('Matriz Singular')
else
% intercambio de filas para obtener el pivot mayor
for 1l=1:ncol
temp=a (k,11);
a(k,1l)=a(il,11);
a(il,1ll)=temp;
end
end
% Normalizar la fila pivot
for j=l:ncol
c(k,3j)=a(k,3) /pivot;
end
% Ahora la eliminacion Gauss-Jordan
for i=l:nrow
if i==
% No hacemos nada
else
for j=l:ncol
c(i,)=a(i, j)-a(i, k)*c(k,I);
end
end
end




65

METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS

46
47
48
49
50

51

% Ahora ponemos el resultado c() en a()
a=c;
for j=l:nrow
x(j)=a(j,ncol);
end
end
disp ("#****x*kxxxxx Matriz [a|x] aumentada #xkkkkkkkrrr*")

o

S

3.4. Meétodos iterativos

3.4.1. Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel es un procedimiento iterativo de resolucién de sistemas de ecuaciones,

en el cual el sistema debe cumplir con una condicién importante para poder aplicar el método: la
matriz debe tener una diagonal dominante.

4x1 — 229 + 223 + 324 = —9

2x1 + 5x9 + 223+ 224 =6

31‘1 + 21‘2 -+ 4173 + Ty = —11

2x1 — 3x0 — 4x3 + dry = 17

4] > | —2+2+3| = 3] — si

5] > | —24+2+4+2|=16] = no

4] > |3 +24+ 1| =|6] = no

5| >12—3—4|=|—-5—no

Los valores absolutos de los elementos de la diagonal deben ser mayores a los valores absolutos de

la sumatoria de los elementos restantes de la fila. Si esto no sucede como se aprecia en el ejemplo,
quiere decir que no existird convergencia.

= Criterio de paro Al ser un método iterativo, se debe prestar especial atencién al punto en el
cual se deben detener las iteraciones, para ello se debe aplicar la siguiente ecuacién.

j—1
Ij

=1 _ d
Cai = |72 %100 % < e, (3.3)

i

En donde e, = 10%

Para toda i en donde j y j-1 denotan la iteraciéon actual y anterior.
Los valores de las variables que se encuentran se reemplazan directamente en la ecuacién si-

guiente.
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= Ejemplo 1 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones.

10.’171 - 3$2 + 6333 = 24,5
T, + 8xg — 223 = —9

—2x1 + 429 — 923 = =50

Primero se debe determinar si el sistema cumple con la condiciéon de matriz con diagonal domi-
nante:

10| > | — 3+ 6] = |3 — si
8] > [1—2|=|—1] — si
=9 > | —2+4| =2 > si

Luego de cada ecuacién se debe despejar cada una de las incognitas.

. 24.5 + 3xo — 613

€

10
r _2%3—%1—9
2 8
50—21'1+4£C2
Lﬂg:f

Para las iteraciones se debe arrancar con valores iniciales en este caso: xayxrs = 0, y los valores
que se encuentran se reemplazan directamente en la ecuacién siguiente.

Primera Iteracién

Si,TQ:JJg:O

24,5+ 3(0) — 6(0)
B 10

1 =245

Si:l?3:0

= X0 224579 —1,43125

Se reemplaza los valores.

50 — 2(2,45) + 4(—1,43125)
9

x3 = = 4,375
Segunda Iteracion

24,5+ 3(—1,43) — 6(4,38)
o 10

Z1

= —0,604375
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_ 2(4,38) — (-0,61) — 9

To g = 0,04625
—2(-0,61) + 4(0,04
= 50 ( 0,69) + 4(0,046) — 5.700549
Tercera Iteracién
4 46) — 1
o = 24,5 + 3(0,0106) 6(5,71) — 0.062440
2y — 2(5,71) — (870796) -9 — 0,422692
50 — 2(—0,96) + 4(0,42
T3 = ( ’9)+ ©, ):5,957294
Cuarta Iteraciéon
24 42) —
= 0+ 3(0’10) 6(5,95) = —0,9997569
) _(— _
oy = (5,95) (8 0,99) —9 — 0.48902
—2(— 4(0,4
T3 = o0 ( 0’999) +4(0.49) = 5,994579
Criterio de Parada
G=1_
Eai = \u| *100% < g,
€Ty
0,96 — 0,99
Ea1 = \W| *100% = 3,03 < e, = 10
0,42 — 0,49
€a,2 = |W| * 100% = 14728 > g4 = 10
5,95 — 5,99
€a,3 = ‘W' * 100% = 0,67 > e = 10

Como el error de x5 es mayor que el 10% se debe continuar con las iteraciones.

A continuacién, se presenta una alternativa en Matlab que permite calcular sistemas de ecua-
ciones.

Programa 3.5. Resolucién de sistemas de ecuaciones con matlab 3

clc
clear
format short

A=[10 -3 6;1 8 -2;-2 4 -9] SINGRESAR MATRIZ DE COMPONENTES NUMRICAS
B=[24.5;-9 ;-50] $INGRESAR VECTOR DE VALORES numericos

N o oA W N e
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8 x=[0; 0; 0] SAPROXIMACION INICIAL
9 n=length(B);
10 es=10 $INGRESAR EL PORCENTAJE DE ERROR

11 error=100;

12

13 while error>es
14 for ii=1l:n

15 xo0ld=x;

16 Ax=0;

17 for jj=1l:n

18 if jj==ii

19

20 else

21 Ax=Ax+A(ii, 33) *x(33);
22 end

23 end

24 X (ii)=(B(ii)-Ax)/A(ii,ii);
25 end

26 X;

27 errorx=abs ((x-xold)./x)*100;
28 error=max (errorx);

29 end

30 X

En la estructura del Script se encuentra el espacio para ingresar la matriz de coeficientes y el
vector de términos independientes, si existiesen mas ecuaciones e incégnitas, se debe anadir ele-
mentos en la matriz y vector correspondientes.

3.4.2. Meétodo de Gauss Seidel con matlab

A continuacién se presenta el método programado en Matlab, dejando que el lector lo pueda in-

terpretar segin la fundamentacion teérica analizada en el apartado anterior.

Programa 3.6. Método Numérico de Gauss Seidel con Matlab

© 0 N O U R W N e

W OWw NN RN NN RN NN E R R S e e e e e e
2 O % 0 N o o AW N RO © XN R W N = O

32

function[x,iter,incr]=Gauss_Seidel (A, b, x0,tol, maxiter)

n=length (b);

M=tril (A); $ matriz triangular inferior
U=triu(A,1); % los elementos que estan por encima
iter=1;

incr=tol+1l;
x=zeros(n,1);
while iter<maxiter && incr>tol % condiciones para seguir iterando
d=b-Uxx0 %vector de terminos independientes
x(l)=d(1l)/M(1,1); % primera ecuacion
for k =2:n
x(k,1)=(d(k)-M(k,1:k-1)*x(1l:k=1,1))/M(k,k);

incr=norm(x-x0, inf) /norm(x, inf);

iter= iter+l;
x0=x;
end
if iter>maxiter
disp('se alcanzo el maximo de iteraciones')

end

end

A=[ 10 -1 2 0 ;-1 11 -1 3 ;2 -1 10 -1 ;0 3 -1 8] matriz de A
b=[6 25 -11 151" matriz de terminos independientes
ejecucion
[x,iter,incr]=Gauss_Seidel ([ 10 -1 2 0 ;-1 11 -1 3 ;2 -1 10 -1 ;0 3 -1 8], [6 25
-11 15]',zeros(4,1),1e-3,20)
% valor propio

o o0 o o
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3.4.3. Método de Jacobi

Este método de resolucion es similar al método de Gauss Seidel, pero los valores obtenidos en una
determinada iteracion se utilizan para el calculo de una proxima iteracién, a diferencia que en el caso
anterior en donde los reemplazos se hacian directamente en la siguiente ecuacién.

Ejemplo 1 Resolver el sisguiente sistema de ecuaciones.

1021 — 3x9 + 623 = 24,5
I +8£U2 — 2.’E3 =-9

—2x1 + 49 — 923 = —50

Se despeja de cada ecuacién, cada una de las variables.

. 24,5 4+ 3x9 — 63

€1

10
T _21‘3—1)1—9
2T 8
50 — 2x1 + 4xo
BT

Primera iteracion
En este método todos los valores iniciales son cero. Si x5 y x3 = 0, por tanto, z; es:

_ 24,5+ 3(0) — 6(0)

1 o — 245
Sizgyxz;1=0
Ty = 20 -0 -9 _ 1,125
8
Sizoyz; =0
—2 4
T3 = w = 5,555556

9

En la segunda iteracion se repite el mismo proceso trabajando con los valores obtenidos en la
iteracién anterior, es decir.

24,5+ 3(—1,125) — 6(5,555556)

=—-1,22
T 10 ,220833
2(5,555556) — (2,45) — 9
To = (5, )8 (2,45) = —0,042361
—2(2,4 4(—1,12
T3 = 50 2, 5)9+ (=1,125) =4511111
En la tercera iteracién se obtiene:
24,5 + 3(—0,042361) — 6(4,511111
oy = 220+ ) —6( ) — 0260375

10
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2(4,511111) — (~1,220833) — 9

. - = 0,155382
—2(—1,22 4(=0,042361
gy = B0 =201 083?;) +4(=0,042361) _ . o0c004
En la cuarta iteracién de igual forma:
gy = 20t 3(0,155382) — 6(5,808024) _ —0,0882
10
4, _ 2(5,808024) - (870,269375) —9 _ 0.360678
oy = 20 2(—0,269375) +4(0,155382) _ 5.684475

9

En la iteracién numero 29, se tendra que:

1 =—1;20 =0,5,23 =6

El siguiente Script de Matlab permite encontrar los valores de las variables con el método de Jacobi.

Programa 3.7. Resolucién de sistemas de ecuaciones con matlab 3

1 clc
2 clear
3 format short
4 A=[10 -3 6;1 8 -2;-2 4 -9] $INGRESAR MATRIZ DE COMPONENTES NUMERICAS
5 B=[24.5;-9 ; -50] $INGRESAR VECTOR DE VALORES NUMERICOS
6
7 n=length (B)
8 x=[0; 0; 0] $APROXIMACION INICIAL
9 es=0.1 $INGRESAR EL PORCENTAJE DE ERROR
10 err=100;
11 while (err>es)
12 for ii=1:n
13 summ=0;
14 for jj=1l:n
15 if (Jj==1ii)
16 else
17 summ=summ+A (ii, j3) *x(33);
18 end
19 end
20 newx (ii)=(1/A(ii,ii)) * (B(ii)-summ);
21 errr (ii)=abs ((newx (ii)-x(ii))/newx (ii))*100;
22 end
23  X=newx;
24 err=max (errr);
25 end
26 err
27 X
3.4.4. Método de Jacobi con matlab
A continuacién se muestra en método de Jacobi elaborado en Matlab.
Programa 3.8. Método de Jacobi con Matlab
1 function[x,iter, incr]=JACOBI1 (A,b,x0,tol, maxiter)
2 %n=length(b);
3 % HACEMOS EL ESPLITIN / DIVIDIR LA MATRIZ A EN LA SUMA
4 L=tril(A,-1); % matriz triangular inferior
5 U=triu(A,1); % los elementos que estan por encima
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6 d=diag(Ad); % diagonal de A

7 iD=diag(1l./d); % la inversa de cada elemento de la matriz A

8 1iter=1;

9 incr=tol+l;

25
26
27
28

while iter<maxiter && incr>tol % condiciones para seguir iterando

x=-1Dx (L+U) *x0+1iDxb; % programa principal

incr=norm(x-x0, inf) /norm(x, inf) ; % calculo de la norma infinito de un vector
iter= iter+l;

x0=x;

end

if iter>maxiter
disp('se alcanzo el maximo de iteraciones')

end

A=[ 10 -1 2 0 ;-1 11 -1 3 ;2 -1 10 -1 ;0 3 -1 8] matriz de A
b=[6 25 -11 151" matriz de terminos independientes
ejecucion
[x,iter, incr]=jacobi([ 10 -1 2 0 ;-1 11 -1 3 ;2 -1 10 -1 ;0 3 -1 8],[6 25 -11
15]"',zeros(4,1),1e-3,20)
norm(x-A\b, inf) norma infinito de la socion exacta
solucion exacta A\b
no debe haber un cero en la diagonal
valor propio de la matriz A eig(A) se escoge el mayor en valor absoluto

o oo do oo

o

o° o

oe

3.5. Meétodos de factorzacion de matrices

3.5.1. Meétodo de Cholesky

El método de Cholesky, es un proceso matematico utilizado para encontrar la solucién de sistemas

de ecuaciones, es basado en la aplicacién de una descomposiciéon matricial, en donde se factoriza una
matriz en el producto de dos matrices, es decir:

- Se tiene un sistema de ecuaciones que tiene la forma Az = b.
- Se factora la matriz A, es decir se descompone en dos matrices B y C.
La matriz A serd igual a:

A=B x C

Donde:
B matriz triangular in ferior

C matriz triangular superior con diagonal 1.

A continuacién se detalla como obtener los elementos de cada matriz B y C.

Primera columna de la matriz B

bij = aij
1=1,2,3,...... , N
Primera fila de la matriz C a
15
el = —L
7 b
3J=2,3,....... N

Segunda columna de la matriz B

bij (3.4)

[
S
£
.
|
~ .
NN
[S =
(=
S
e
%)
-
.
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Segunda columna de la matriz C
1 1—1
Cij = 3~ (aij -3 bikaj) (3.5)
X3 k:l

El orden de célculo de los elementos de B y C debe respetarse, tal como se ha indicado.

Ejemplo 1
4oy —3x9 + 23 —Dxs =7

7.1'1 —2.’172 —3.’133 —2$4 =6

3r1 — 222 +5x3 — 224 =0

2%1 + 31’2 + 51‘3 + 4£E4 =-5

Primera columna de B

b1 =a =4

bor =a1 =7

b31 = a3 =3

b31 = az1 =2
Primera fila de C

-3
== =-"=-0,75
C12 bry 4 )
a3 1
=—=-=0,25
C13 b11 4 )
a4 *5
= =— =-1,25
C14 by 4 )

Segunda columna de B

bao = ags — bayc1o = =2 — (7) (=0,75) = 3,25
b3z = azy — b31c12 = =2 — (3) (_Oa75) =0,25

bao = a4 — bsic12 =3 — (2) (*0a75> =45
Segunda fila de C
1 1
Co3 = —— (6123 - b21013) = 3 or (_3 - (7)(0725)) = —1,4615385
bao 3,25

1
3,25

Coq = bf (CL24 — b21614) = (—2 — (7)(—1,25)) = 2,076923
22
Tercera columna de B

b33 = asz3 — (b31013 + b32623) =5— [(3) (0,25) + (0,25) (*1,461538)] = 4,615385

bz = ass — (barcrs + bascas) = 5 — [(2) (0,25) + (4,5) (—1,461538)] = 11,076921
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Tercera fila de C

1 1
= — =—(—-2— —-1,2 25) (2 2 =0,2
34 b (azq — (b31c14 + b32€24)) 4,615385( ((3) (—1,25) + (0,25) (2,076923))) = 0,266667

Cuarta columna de B
bys = a44—(b41014 + b42624+b43634) = 4—[(2) (—1,25) + (4,5) (2,076923) + (11,076921) (0,266667)] = —5,800002

Con todos los elementos calculados, es posible escribir las dos nuevas matrices. Con las cuales se
llegara a la solucién final.

(4 0 0 0 i
B_ 7 3,25 0 0
13 0,25 4,615365 0
12 45 11,076921 —5,800002 |
(1 —0,75 0,25 —1,25 ]
- 0 1 —1,461538 2,076923
|0 0 1 0,266667
0 0 0 1 ]
Se plantea el primer sistema By = b
4 0 0 0 Y1 7
7 3,25 0 0 y2| | 6
3 0,25 4,615365 0 ys| | O
2 45 11,076921 —5,800002 Y4 -5

Se resuelve:

Ay =7y =1,75

Ty1 + 3,252 = 6 — yo = —1,923077

3y, + 0,25y5 + 4,615385y5 = 0 — y3 = —1,033333

2y, + 4,592 + 11,076921ys — 5,800002y4 = —5 — y4 = —2

Se plantea el segundo sistema Cx=y

1 -0,75 0,25 —1,25 T1 1,75
0 1 —1,461538 2,076923 zo | [—1,923077
0 0 1 0,266667| | z3| | —1,033333
0 0 0 1 Ty -2

loy = -2 — x4 =—-2

23 + 0,26666724 = —1,033333 — 23 = —0,5

To — 1,46153825 + 2,07692324 = —1,923077 — 20 = 1,5

x1 — 0,752 + 0,2523 — 1,254 = 1,75 — 1 = 0,5
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3.5.2. Meétodo de Cholesky

A continuacién se muestra el método de programado en matlab, se deje al lector la verificacién del

mismo segun la fundamentacién tedrica.

Programa 3.9. Método Numérico de Cholesky con Matlab

© ®w N o u

10

12

13
14
15
16
17
18
19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

38

39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

51
52
53

54
55
56
57

A=input ('Ingresa la matriz A = \n’); % Almacena la matriz A

b=input ('\nIngresa el vector b, correspondite a los terminos independientes b=\n'); %
Almacenar la matriz b

maxiter=input ('Ingresa las iteraciones maximas que deseas tener ') Snumero maximo de
iteraciones

err=input ('Ingrese el error al que deseas llegar:') $%$Error al que deseo llegar

[n,m]=size(A); % Crea un vector de filas n y columnas m, con respecto a A
C=[A,b];% la matriz C, es la forma de la matriz aumentada [ADb]
disp(C) % Llama y muestra la matriz C
%Ciclo de repeticion.
%% METODO ITERATIVO
if n==m % LLamada una igualacion, debe de ser una matriz de igual numero de filas y
columnas es decir nxn
for k=1l:n %Crea y Navega por las n variables que tiene la matriz K desde 1 hasta n
%La instruccion iterativa for permite repetir estamentos a un numero especlIfico de veces
sumal=0; %contador o acumulador inicial desde 0
for p=1:k-1 %Crea y Navega por las n variables que tiene mi matriz p desde 1 hasta k-1
sumal=sumal+L (k,p)*u(p,k); % Se va actualizando mi contador de suma
end %Fin de condicion
L(k,k)=sqgrt (A(k,k)-sumal); S%crea el vector L(K,K) con los datos anteriores, ademas
sqrt es la raiz cuadrada de cada elemento de L
u(k,k)=L(k,k); % Senala el principio del metodo iterativo
for i=k+l:n $%crea un vector i que empieze desde k+1 hasta n
suma2=0; %contador o acumulador de Suma2 desde inicio
for g=1:k-1 %Crea y Navega por las n variables que tiene la matriz g desde 1 hasta k-1
sumaz2=sumaz2+L (i, q)*u(q,k); Sactualiza contador suma 2 en el proceso
end %Fin de condicion
L(i,k)=(A(i,k)-suma2)/L(k,k); % Se halla la matriz L
end % Fin condicion
for j=k+l:n %Crea y Navega por las n variables que tiene la matriz j desde k+1 hasta n
suma3=0; %contador o acumulador de Suma3 desde inicio
for r=1:k-1 %Crea y Navega por las n variables que tiene la matriz r desde 1 hasta k-1
suma3=suma3+L (k,r)*u(r, j); sactualiza contador suma3 en el proceso
end %Fin de condicion
u(k, j)=(A(k,j)-suma3) /L(k,k); % Se halla la matriz u, a partir de los valores hallados
end $Fin de Proceso
end %Fin proceso
producto=det (L) rdet (u) % se calcula de determinante de lxu
if productox0 %Simbolo y condicion que indica que el producto debe de ser diferente
de 0
for i=1:n % Navega a 1 por las n variables que tiene, desde la primera hasta la
ultima fila
suma=0; S%Scontador o acumulador de Suma desde inicio
for p=1:1i-1 %Crea y Navega por las n variables que tiene la matriz r desde 1 hasta k-1
suma=suma+L (i, p)*xz(p); %actualiza contador suma en el proceso de p
end %Fin de la condkyicion
z(1i)=(b(i)-suma)/L(i,1); % Se halla la matriz =z
end %Fin de condicion
for i=n:-1:1 S%crea un vector i de los elementos disminuyen en -1 desde n hasta 1
suma=0; $%Scontador o acumulador de Suma desde inicio
for p=i+l:n %Crea y Navega por lasvariables que tiene la matriz p desde i+l hasta n

suma = sumatu(i,p)*x(p); %actualiza contador suma en el proceso de p
end % Fin condicion
x(i)=(z(i)-suma)/u(i,i); %Es la solucion de mis variables halladas despues de

terminar el proceso iterativo

end %Fin condicion

else % condicion mas

fprintf ('\nEl determinante es igual a cero, por lo tanto el sistema tiene infinita o
ninguna solucion\n') %imprime si la solucion no converge

end %Fin de condicion

end %Fin proceso

%% RESULTADOS

fprintf ('\n Matriz Ab:\n') %Imprime el valor de matriz Ab
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58 disp(C) %Llama y muestra a la matriz c

59 fprintf(’\n Matriz L:\n') %Imprime el valor de matriz L

60 disp (L) %Llama y muestra a la matriz 1

61 fprintf('\n Matriz U:\n') %Imprime el valor de matriz u

62 disp(u) %Llama y muestra a la matriz u

63 fprintf(’\n E1l vector Z:\n') %$Imprime el valor de vector z

64 disp(z) %Llama y muestra vector z

65 fprintf('\n\nLa solucion de X1 hasta Xn es:\n'); %Imprime mis soluciones

66 %a continuacion de utiliza una instruccion for, para mostrar el usuario,

67 %los resultados de una manera mas ordenada

68 1iterac=0; %contador de iteraciones

69 cc=zeros(l,n); %Ayuda a calcular el error

70 error=err+l; % se calcula el error aproximado

71 %Condicional

72 %% ERROR

73 while iterac<maxiter & error>err % orden de convergencia o de parada

74 1iterac=iterac+l; % se actualiza mi contador de iteraciones

75 fprintf('Estas en la iteracion # %d \n',iterac) %$Imprime el numero de cada iteracion
76 for i=l:n $ S%crea un vector i de los elementos que van desde 1 hasta n

77 xi=x(1l,1); %se crea un vector 1,7, a partir del proceso anterior

78 fprintf('\nx%g:',i) %$Se instaura una variable i de la solucion

79 disp(xi); S%$Imprime el valor de xi

80 end %Fin del subproceso

81 error=norm(x(l,i)-cc); % Hallamos el valor de nuestro error absoluto que esperabamos
82 cc=x(1,1); % Las siguientes iteraciones en la matriz cc valdran xi

83 1f iterac>maxiter % Criterio o parametro de salida del ciclo repetitivo

84 disp('La operacion diverge, hace falta mas iteraciones') %

85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

o

break; % terminar abruptamente si se cumple le criterio establecido
end %Fin condicion

if error<err %Criterio de salida del ciclo repetitivo

break; S%terminar abruptamente si se cumple le criterio establecido
end %Fin condicion

end % Fin proceso

disp('iteraciones requeridas') %Muestra las iteraciones
disp(iterac) %Muestra el vector de iteraciones

disp('error alcanzado') %Muestra el error alcanzado

disp (error) %Muestra el vector de error absoluto

%% FORMA DE EJECUCION

%A=[2 -1 0 0 0;-1 2 -1 0 0;0 -1 2 -1 0;00 -1 2 -1;0 0 0 -1 2]
$B=[5;6;7;8;9]

%15

%0.005

3.5.3. Meétodo de la raiz cuadrada

Es un método de descomposicién de matrices en donde:

Se tiene un sistema de ecuaciones que tiene la forma: Ax = ¢
Se debe descomponer en dos matrices Ly LT,

L : matriz triangular superior

LT : matriz transpuesta de L

Primer elemento de L

Elementos de la primera fila:

Elementos diagonales
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Elementos siguientes

i—1
i _ L LL ;
Li; = s Eﬁl il (3.7)

Ejemplo
S5r1 —3x0 + 23+ x4 =7

—3x1 + 4o + 1lxs + 224 =6
201 4+ 29 + 53 — x4 = 29
x1 + 2x9 —x3 + 1204 = —20
Primer elemento

Ly = Vann

L1 = V5 = 2,236068

Demés elementos de la primera fila.//

aij
Ly =
Y Ly
a12 -3
Lig= -2 — ——° _ — 1341641
2T, 2,236068 ’
a13 2
Lig= 218 — 2 _ (894427
BT 2,236068
1
L= 2 (447214

Ly 2,236068

Segundo elemento de la diagonal, y resto de elementos de la proxima fila.

Loy = y/agy — L2, = \/4 — (—1,341641)% = 1,483239

ass — L1oL1y 2 — (—1,341641) (0,447214)
Loy — - — 1,752920
2 Lo 1,483239 :

Tercer elemento de la diagonal y proxima fila.

Lss = \/a33 — (L3,+L3,) = \/5 — ((0,894427)% + (1,483240)% = 1,414214

1o 3= (LygLu+ LasLoa) _ —1— ((0,894427) (0,447214) + (1483240) (1,752920) = _ oo
i Las 1,414214 ’

Ultima diagonal.

;o 63a— (LysLuat LagLoa) _ —1 — ((0,894427) (0,447214) + (1,483240) (1,752920) =
34 — =

- = —2,828427
L33 1,414214 ’

Ly = \/ aag — (L2, +L3,+132,) = \/ 12 — ((0,447214) + (1,752920)° + (—2,828427)% = 0,852803

Se obtienen las matrices L y LT.
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2,236068 —1,341641 0,894427 0,447214

1] = 0 1,483239  1,483240 1,752920
0 0 1,414214 —2.828427
0 0 0 0,852803
2,236068 0 0 0
L = —1,341641 1,483239 0 0
0,894427  1,483240 1,414214 0

0,447214  1,414214 —2,828427 0,852803

Se plantea el primer sistema LTy = ¢

2,236068 0 0 0 n 7
—1,341641 1,483239 0 0 ya| | 6
0,894427 1,483240 1,414214 0 sl ~ | 29
0,447214  1,414214 —2,828427 0,852803| |v4 —20

y1 = 3,1330495

ys = 6,876842

ys = 11,313701

ys = —1,705643

Segundo sistema Lx =y

2,236068 —1,341641 0,894427 0,447214 1 3,130495
0 1,483239  1,483240 1,752920 zo| | 6,876842
0 0 1,414214 —2,828427| |z3| | 11,313701
0 0 0 0,852803 T4 —1,705643

I = -2
T2 =4
I3 =3
T4 =2

El Script de Matlab que resuelve sistemas de ecuaciones con este método se detalla.

Programa 3.10. Método Raiz Cuadrada

clc

clear

a=[5 -3 2 1;-3 41 2;2 15 -1;1 2 -1 121;
b=[7;6;29;-201;

LT=chol (a)

L=LT'

y=inv (L) xb

x=inv (LT) *y

[ T R
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3.6. Aplicaciones en la Ingenieria
La resolucién de sistemas de ecuaciones se aplica a varios campos de la ingenieria, en esta seccion

se presentan algunos casos y ejemplos varios.

= Ejemplo 1
Calcular los esfuerzos a que estan sometidos los elementos de la siguiente armadura presentados
en la figura 3.2.

1000 N

60° 60°

A fe00 60° \/ 60° 60° \ E
A_ ° _é_

Figura 3.2. Ejercicio 1 aplicado a la Ingenieria

El problema debe abordarse, realizando un analisis de fuerzas en cada nodo o punto de unién
(A,B,C,D), aplicando las condiciones de equilibrio estético ) F, =0;)  F, =0

Zszo

NODO A
—Rp, +AD + AB cos 60 =0

NODO B

—AB sen 30+ BC + BD sen 30 =0
NODO C

—BC + CFE sen 30 — DC sen 30 =0
NODO D

—AD + DE + DCco0s60 — DBcos60 = 0
NODO E
—DE — CFE cos 60 =0
> F,=0

NODO A

Ray+ AB sen 60 =0
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NODO B
—AB cos 30 — BD cos 30 — 500 =0
NODO C
—AB cos 30 — BD cos 30 — 500 =0
NODO D
DB sin 60 + DC sen 60 =0
NODO E

EC sen 60 + Rgy =0

Se puede apreciar que se han obtenido un conjunto de ecuaciones, de cada una de ellas se de-
ben ir obteniendo las incégnitas para ordenarlas en una matriz de coeficientes, debajo de cada
incégnita se han de ubicar los coeficientes obteniéndolos de cada ecuacién, ademads tendremos el
vector de incégnitas y el vector de términos independientes, como se muestra a continuacion.

[AB AD BC BD CD CE DE Rar Ray Rey| [ .. ] [ ]
0,5 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 AB 0
0,8 0 0 0 0 0 0 0 1 0 AD 0
-05 0 1 0,5 0 0 0 0 0 0 BC 0
-08 0 0o -08 0 0 0 0 0 0 BD 500
0 0o -1 0 -05 05 0 0 0 0 CD|=1|0
0 0 0 0 -08 —-08 0 0 0 0 CE 1000
0 -1 0 =05 05 0 1 0 0 0 DE 0
0 0 0 0,8 0,8 0 0 0 0 0 Razx 0
0 0 0 0 0 -05 -1 0 0 0 Ray 0

| 0 0 0 0 0 0,8 0 0 0 1 | [Rey] L 0 ]

Este sistema se puede resolver de forma manual con alguno de los métodos analizados o utili-
zando Matlab a continuacién se muestran los resultados obtenidos.

AB = —T721,TN
AD = 360,9N
BC = —433N
BD = 144,3N

CE = —144,3N

DE = —-1010,4N

AB = 5052N

Ra, = —0,0000N
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Ryy = 625N
Rpy, = 875N
Ejemplo 2 Encontrar los valores de las corrientes y los voltajes del circuito representado en la
figura 3.3.
3 80 5 60 1
Vi=130 V
i32 i12
79 43 10Q sz
is4 i85
y Ve=0
120 > 150 6

Figura 3.3. Ejercicio 2 aplicado a la Ingenieria

Se procede a dar direcciones a las corrientes, como se muestra en la figura 3.3. Luego se debe
aplicar las leyes de Kirchof y Ohm para obtener siguientes ecuaciones.

Zz’kzo

Vi-V,

iij =
Ri;
J

= Ecuaciones de corriente

Nodo 2
132 +i52 — 112 =0
Nodo 3
143 — 132 =0
Nodo 4
154 — 143 =0
Nodo 5

65 — 52 —i54 = 0

= Ecuaciones de voltaje

i—V,
Ry

112 =
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120 =V

t12 =
6

6112 + Vo = 130

V-V
32 R32

V-V
32 — S

8iga + Vo — V3 =0

i Va— Vs
8= "
i VA= Vs
43 = ——

Tigz + Vs —Vy =0

Vs —Vy
12

i54 =

12i54 + V4 = V5 =0

R
52 — R52

V-V
52 — 10

10i52 + Vo — V5 =0

; Ve —Vs
65 Ros
igs = L V®
%57~ 15
15565 + V5 =0

Con este conjunto e ecuaciones se procede a ordenar las incognitas, y a obtener la matriz de
coeficientes, el vector de incognitas y el vector de términos independientes.

t12  I32 143 d52 54 fde5 Vo V3 Vi Vs .
-1 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 112 0
0o -1 1 0 0 0 0 0 1 0 132 0
0 0 -1 0 1 0 0 0 0 0 143 0
0 0 o -1 -1 1 0 0 0 0 152 0
6 0 0 0 0 0 1 0 0 0 isq | = 1130
0 8 0 0 0 0 1 -1 0 0 165 0
0 0 7 0 0 0 1 0O -1 0 Vs 0
0 0 0 0 12 0 0 0 1 -1 V3 0
0 0 0 10 O 0 1 0 0 -1 Vi 0

00 0 0 o0 15 0 0 0 1w |o)
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Este sistema se puede resolver de forma manual con alguno de los métodos analizados o utili-
zando Matlab a continuacion se muestran los resultados obtenidos.

G192 = —7,97 Ajige = —2,15 A;ig3 = —2,15 A

i52 = —5,82 A, i54 = —2,15 A;i65 = —7,97 A

Vo =177,86 V; V3 = 160,61 V; Vy = 145,52 V; Vs = 119,65 V

= Ejemplo 3 Se requiere fabricar tres aleaciones de Hierro-Cromo-Niquel, cuya composicién se
muestra a continuaciénla tabla 3.1.

Aleaciones Hierro Cromo Niquel

1 90 6 4
2 85 9 6
3 80 13 7

Tabla 3.1. Aplicaciones en Ingenierfa ejercicio3

Resolviendo el sistema se obtiene:

71 = 5,833
Ty = 4,333
z3 = 1,333

Estos resultados deben reinterpretarse, por lo tanto, se deben producir583,3kgde la aleacion
1,433,3kg de la aleacién 2, y 133,3kg de la aleacion3.



Capitulo

AJUSTE DE CURVAS E
INTERPOLACION

4.1. Introduccion

En el campo de la ingenieria se estudia el comportamiento de sistemas mediante la adquisicién de
datos, para poder procesarlos y establecer cual es la funcién o funciones que representan el compor-
tamiento de este sistema. En esta seccién se estudia principalmente el manejo de datos, por lo tanto
es necesario identificar que ellos pueden clasificarse en dos tipos, ver figura 4.1.

Procesados- A partir de los datos se debe obtener un
modelo matematico.

DATOS-‘ Interpretados. - se debe estudiar la influencia entre

variables independientes v dependientes.

Figura 4.1. Tipos de datos

A un conjunto de datos se los puede someter principalmente a dos diferentes procesos:

4.1.1. Extrapolaciéon

Es el proceso que consiste en obtener nuevos valores mas alla de los limites de los datos observados.

4.1.2. Interpolacion

Es un procedimiento que consiste en obtener nuevos valores dentro del rango de los datos obser-
vados.

= Ejemplo
{Cual sera la produccion en 2010,2015, 20207, mostrado en la tabla 4.1
El proceso que permite responder a esta pregunta se conoce como extrapolacién.
{Cual sera la produccion en 2001, 20032005,200707, mostrado en la tabla 4.1

El proceso que permite responder a esta pregunta se conoce como interpolacion.

83
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Ano Produccién

2000 1090
2002 1120
2004 1250
2006 1490
2008 1650

Tabla 4.1. Ejemplo Ajuste de curvas

4.1.3. Aplicaciones

El analisis e interpretacién de datos, tiene muchas aplicaciones, las mas importantes se mencionan
a continuacion:

Anilisis de tendencias = Prondstico de producciones.
Prueba de hipétesis = Consiste en comparar un modelo matematico.
Integracién numérica = Funciones complejas, datos tabulados.

Diferenciacién numérica = Funciones complejas, datos tabulados.

4.2. Conceptos de estadistica a utilizar

= Media

El concepto de estadistica mas comun es la media, que se define como la sumatoria de un con-
junto de datos dividida entre en numero total de datos. Escrito mateméticamente tenemos:

2T (4.1)

n

j‘:

» Desviacién estandar

Es una medidad de dispersién respecto a la media. Su férmula es:

S
n—1

S, = (4.2)

En donde el termino S, representa la suma de los cuadrados de las diferencias entre el dato y
la media, es decir:

Sp=> (v —3)° (4.3)

Al calcular estos valores es posible llegar a la siguiente conclusién: Si las mediciones se encuen-
tran muy dispersas alrededor de la media, S;(y por consiguiente Sy,) tendrén valores grandes.
Por el contrario, si las mediciones estan agrupadas cerca de la media, la desviacion estandar serd
pequena.
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4.3. Regresién Lineal (minimos cuadrados)

En este método se conoce una funcién tabular (conjunto de datos), a partir de los cuales se trata
de obtener los valores de los coeficientes de la funcién, es decir ajustar una linea recta a un conjunto
de parejas de datos observados: (z1,yl); (x2,y2), etc.

En palabras més sencillas, se intenta hacer pasar una linea a través de un cierto nimero de puntos,
ver figura 4.2.

Yyi-ao-aixi

—

¥

+4 — 0%

.
>

A2

X X X

Figura 4.2. Modelo de regresién lineal

La ecuacién de la recta que se ajusta al conjunto de datos tendrd la forma:

y=ao+ax+e (4.4)
En donde:

ag = interseccion de la recta con el eje y
a1 = pendiente de la recta
€ = error o residuo

Reordenando, se puede calcular el error.

E=Y—ay — a1T (45)

Error =wvalor real — valor aproximado (4.6)

El método de los minimos cuadrados consiste en determinar los valores de los coeficientes ag y a1
de manera que hagan la minima suma de los cuadrados de los residuos S,

S, = ZEQ = Z (y; —ag — alxi)Q (4.7
Con esta expresién se obtendran dos ecuaciones:
0= ui=2 a=> aw
0= Zyﬂi - Zao%' - Zall’f

Que se transformaran en dos nuevas expresiones, después de realizar derivadas parciales con res-
pecto a cada uno de los coeficientes y considerando que:

> ap =nag

nag + thxi = Zyi
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Zaozi + Zalxi2 = Z%Iz

Estas dos ecuaciones también se pueden escribir en forma matricial:

s sl ] = 5

De donde se puede obtener ya los valores de agyai, para formar la ecuacion de la recta. Sin em-
bargo, es evidente que esta ecuacién no pasara exactamente por cada uno de los puntos, entonces hay
que determinar el error de la regresién realizada. Para determinar el error en la regresiéon lineal se
puede utilizar dos alternativas:

4.3.1. Calculo del error en la regresién lineal

Para determinar el error en la regresién lineal se puede utilizar dos alternativas.

1)Determinar el error estdndar

Sy
= 4.
— (4.8)

w
sk
|

En donde si el error estandar es menor que la desviacion estandar se dice que el modelo de regresion
lineal es aceptable.

2)Calcular los coeficientes de correlacién o de determinacién
2 St - Sr
—

St

Revisando la estructura de esta ecuacién se puede decir que:

(4.9)

Sir?=1= Ajuste perfecto
St s, = 0= Ajuste perfecto

Si se tiene un ajuste perfecto significa que, el modelo de regresién encontrado pasa por todos y
cada uno de los puntos correspondientes a los datos observados.

= Ejemplo 1

La produccién anual de vehiculos de una empresa ensambladora es:

Ano Vehiculos

2000 1090
2002 1120
2004 1250
2006 1490
2008 1650

Tabla 4.2. Ejemplo 1 con Ajuste de curvas

Realizar la proyeccién para el ano 2010 y 2014, segtn la tabla 4.2.
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En este caso, para poder determinar una proyeccién de produccién para anos fuera del limite de
datos observados (extrapolacién) es necesario determinar en primer lugar una ecuacién que se
ajuste al conjunto de datos.

Para esto debe construir una tabla que contenga los valores requeridos para el sistema de ecua-
ciones que permite calcular los coeficientes ag y a1, mostrados en la tabal 4.2.

Afio(x) Vehiculos(y) 22 1xxy St
2000 — 0 1090 0 0 (1090 — 1320)% = 52900
2002 — 2 1120 4 2240 (1120 — 1320)2 = 40000
2004 — 4 1250 16 5000 (1250 — 1320)% = 49000
2006 — 6 1490 36 8940 (1490 — 1320)2 = 28900
2008 — 8 1650 64 13200 (1650 — 1320)2 = 108900
> =20 6600 120 29380 235600

Tabla 4.3. Ejemplo 1 para el calculo del sistema de ecuacioes
Entonces el sistema de ecuaciones, escrito en forma matricial es:
noo Yowi| fao| _ | Dwi
Yxi i |a > YiTi
5 20| |ag| _ | 6600
20 120] |ay| — |29380

De donde los valores de a¢ y a; son:

ag] _ [1022
ar| =~ | 74,5

Es decir que la ecuacién buscada es:

y = 1022 + 74,5x

En donde si se reemplazan los anos 2010 y 2014 se obtiene la proyeccién de produccién.

y = 1022 + 74,5 (10) = 1767

y = 1022 + 74,5 (14) = 2065

= Evaluacién del error de la regresion

Se = (yi — a0 — ayz;)? (4.10)

La tabla 4.4 resume los datos calculados.
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(yi —ap — alxi)Q Resultado
(1090 — 1022 — 74,5(0))? 4624
(1120 — 1022 — 74,5(2))? 2601
(1250 — 1022 — 74,5(4))? 4900
(1490 — 1022 — 74,5(6))2 441
(1650 — 1022 — 74,5(8))? 1024

Sy 13590

Tabla 4.4. Célculos de S,

St 235600
S, = = = 242,62
Y \/n -1 \/ 5—1 ’

Sy 13590
Sy/m_\/nQ_\/52 =673

Como 67,32 < 42,62, entonces el ajuste es aceptable.

St —Sr 235600 — 13590
2

St 235600
Este valor indica una fiabilidad del 94,23 % .
Se comprueban todos estos valores, con el uso del siguiente Script de Matlab que a su aplicacién
muestra como resultados los valores de las incognitas ag y a1, la ecuacion de la recta, los valores
S¢, Sy, 72, y una gréfica de los puntos y la recta obtenida.

r

Los ntmeros de la tabla se deben ingresar separados de espacios dentro de las matrices x=[ |,y=[ |.

4.3.2. Regresion lineal con Matlab

A continuacién se presenta el algoritmo de Regresion lineal con la utilizaciéon de Matlab, es impor-

tante que el lector pueda verificar la su funcionamiento con la ejecucién.

Programa 4.1. Regresién lineal con matlab

© 0w N e G oA W N R

=
= o

clc
clear
syms X

x=[0 2 4 6 8]
y=[1090 1120 1250 1490 1650]
n=length (y)

sx=sum(x)
x2=x."2
sx2=sum (x2)
sy=sum(y)
YX=Y . *X
syx=sum(yx)

plot (x,y, '*")

grid on

A=[n sx;
sx sx2]

B=[sy;syx]

a=inv (A) *xB

Y=a(l,1)+a(2,1)*X

hold on

fplot (char(Y), [x(1,1) x(1,n) 1)
sr=(y-a(l,1l)-a(2,1)*x)."2
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27 Srr=sum(sr)

28

29 ym=sy/n

30 st=(y-ym)." 2

31

32 stt=sum(st)

33 r2=(stt-srr)/stt

1700 T T T T T T T L

1600
1500 *
1400
1300
1200

11004 o~

1000
0

Figura 4.3. Regresién lineal ejemplo 1

4.4. Regresion Polinomial

En el método anterior se observd como ajustar un conjunto de datos a una linea recta, es decir a
una ecuacion de primer grado.En este apartado se analizard el procedimentos de minimos cuadrados

para extender y ajustar los datos a un polinomio de n-ésimo grado, con la forma:

2
Yy=a+aix +ax”....... “+ amx

Para este caso especifico, la suma de los cuadrados de los residuos es:

n

2 m\2
Sy = g (yz —ag —a1T; —A2T; — .o — amT; )
=1

(4.11)

(4.12)

Siguiendo el mismo procedimiento anterior, se toma la derivada de la ecuacién con respecto a cada

uno de los coeficientes polinomio, para obtener:

0S5,

Bag =2 Z(y, — A0 — A1T5 — AT — v v e e — amxy)
g%: = —Zin(yi — Q) — AT — AT — v v e — ama]t)
% =2 fo(yl — A — A1T; — Q2L — weve e —amaxl)
25; =-2 Zx:”(yl — ) — Q1T — ATy — e — ama™))

(4.13)

Estas ecuaciones se pueden igualar a cero y redondear de tal forma que se obtenga el siguiente

conjunto de ecuaciones.
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En donde todas las sumatorias van desde i=1 hasta m. Nétese que las m+1 ecuaciones anteriores
son lineales y tienen m+1 incégnitas: ag, a1, ..., Q..

De donde los coeficientes de las incognitas se pueden calcular de forma directa desde los datos
observados.

En forma matricial se tiene:

n S Sax?ooo Soam a Sy
Sap Ya? Sadoo St a Sz
Sato S ad Sat oo S| | as DY z2y;

=

Ty

Q
3

Yap et Yat? L Y

Y de igual manera que en la regresion lineal, el error de la regresion polinomial se puede cuantificar
mediante el error estandar de la aproximacién.

Sy

v (4.14)

Syje =

En donde m es el orden del polinomio, esta cantidad se divide n — (m + 1) ya que se usaron m + 1
coeficientes ag,a1,......... , a, derivados de los datos para calcular S; entonces, se han perdido

m + lgrados de libertad.

Para el caso de la regresion polinomial, también se puede calcular el coeficiente de correlacién:

S¢— S
2 t T
= 7 4.1
= (4.15)

= Ejemplo 1

Usando la regresién polinomial encontrar una ecuacién (polinomio de orden tres) de ajuste, de
los siguientes datos mostrados en la tabla 4.5 y verificar su aceptabilidad.

x 1 3 5 7 10
y 2 4 7 11 18

Tabla 4.5. Ejercicio 1 regresién polinomial

La tabla 4.6 y 4.7 se requiere en este caso necesita el calculo de las sumatorias de:

- =4
z, 22, 23, 2t 2® x vy, 22wy, 23 x y.
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R 23 ! s
2 1 1 1 1
4 9 27 81 243
7T 25 125 625 3125

49 343 2401 16807
18 100 1000 10000 100000
42 184 1496 13108 120176

RE N otw (K
—
=

Tabla 4.6. Valores de z,y, 2, 23, z*, «°

20 ry a2’y 3y St St
1 2 2 2 40.96 5,437%107°
729 12 36 108 19.36  0,00080781
15625 35 175 875 1.96  0,001592808
117649 77 539 3773 6.76  0,000478297
1000000 180 1800 18000 92.16 1,681 % 107®
1134004 306 2552 22758 161.2 0,002950101

Tabla 4.7. Valores de %, zy, 2%y, 23y, St, st

Segun los datos obtenidos se puede represntarlos en la figura 4.4 en donde se evidencia el ajuste
polinomial.

14

10

=]

0 2 4 & g 10 12 14

Figura 4.4. Representacion grafica de los datos y de la curva de ajuste polinomial

Se plantea el sistema para determinar los coeficientes ag, a1, as, as, as.
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5) 26 184 1496 ag 42
26 184 1496 13108 ar| | 306
184 1496 13108 120176 az | | 2552
1496 13108 120176 1134004 |as 22758

Al resolver el sistema se obtiene:

ap = 1,51252
a; = 0,317798
as = 0,181936
az = —0,00488

Por lo tanto, la ecuacion del ajuste es:

y = —0,004823 + 0,1819362% + 0,317798x + 1,51252

Determinando S; y S, se calcula el coeficiente de correlacion.

L2 _ 161,2—0,002050
N 161,2

= 0,99992
Este valor indica una fiabilidad de 99,99 %.

4.4.1. Regresion Polinolial con Matlab

El Script de Matlab que permite ajustar un conjunto de datos a un polinomio de tercer grado
se muestra a continuacién. Este programa muestra la ecuacion, una grafica de los puntos y la
respectiva curva, asi como todas las columnas y sumatorias de la tabla.

Programa 4.2. Regresién polinomial con matlab

clc
clear

format short
syms X

xx=[1 3 5 7 10]
y=[2 4 7 11 18]
n=length (y)
plot (xx,vy, "'*")
grid on

hold off
sx=sum (xx) ;
X2=xx."2
sx2=sum(x2)
x3=xx."3
sx3=sum(x3)
x4=xx."4
sx4=sum (x4)
x5=xx."5
sx5=sum(x5)
X6=xx."6
sx6=sum(x6)
sy=sum(y)
XY=XX.*Y
sxy=sum(xy)
X2Y=X2 .*y

© W N e U A W N =

[ I N R~ T T = T < B~ S S S S
R W N R O © BN O oA W N = O

N
[=
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27  sx2y=sum(x2y)
28 X3y=x3.*xy
290 sx3y=sum(x3y)
30
31 A=[n sx sx2 sx3;
32 sx sx2 sx3 sx4;
33 sx2 sx3 sx4 sx5;
34 sx3 sx4 sx5 sx6;]
35
36 b=[sy;sxy;sx2y;sx3y]
37 a=inv (A) *b
38 f=a(l,1)+a(2,1)*x+a(3,1)*x"2+a(4,1)*x"3;
39 f=vpal(f,4)
40 hold on
41 fplot (char (f), [xx(1,1) xx(1,n)])
La figura 4.5, muestra los resultados del ejemplo utilizando regrresion lineal.
18 T T T T T T T T ,*
16 e 4
S
141 e
12
«
10t -
gl y
a'*,,
6 -
4 T
9 |
1 2 3 4 5 8 7 8 9 10
Figura 4.5. Resultados regresiéon polinomial
4.5. Regresion Lineal Miiltiple

La regresién lineal es utiizada cuando la variable “y” es una funcién de dos o més variables inde-
pendientes de la forma.

Yy =ag+ a171 + asxs + azT3y ... + AT (4.16)
Es necesario utilizar, regresién lineal miltiple.
n
S, = Z (yi —ao —a1x1,; — Qa2 — ... — amxmi)z (4.17)
i=1

Siguiendo el mismo procedimiento anterior, se toma la derivada de la ecuacién con respecto a cada
uno de los coeficientes del polinomio, para obtener:

oS
8(1(: = — Z (yi —ap — alxl’i — ag.’lﬁg’i A amxm,i) (418)
a8,
L =2 Z i (Yi —ao — @11, — Q%2 — ... — UmTim ;)



METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS 94
oS,
870,; = —QZl'i(yi —Qag —a1x1; —a2T25 — ... — amx,mi)
05,
8a; = —QZJJm,i(yi — Qg — A1T1,; — A2T25 — .. — UL i)
Y en forma matricial se tiene:
n Say SNxo e > Tm ag Sy
Sa S a? dSxixe . YTy | | a1 > xiy;
Sae Y xom Sat o Y wew,| | az > xoy;
Z'rm mexl szxQ ngn Am meyi
El error estandar y el coeficiente de correlacién son:
Sy
Sy/xl,wz,n.,:rm = 7’” — (m 1 (4.19)
7‘2 _ St - ST
Sy

= Ejemplo 1

Resolver el siguiente ejercicio a partir de la tabla 4.8.

z; 1 15 2 3 5
o 1 2 3 5 6
v 15 145 17 16 18

Tabla 4.8. Datos ejercicio 1

Los datos procesados se muestran en la tabla 4.9.

y v 23 mxy 1y X2y S Sy

15 1 1 1 15 15 121 16101
145 225 4 3 21.75 29 256  0.73469927

17 4 9 6 34 51 0.81 1.65305535

16 9 25 15 48 80 0.01 0.18367396
18 25 36 30 90 108 3.61 2,49x10~ 1
80.5 41.25 75 55  208.75 283 8.2  2.57142857

Tabla 4.9. Datos y,2%,23,2122,21Y,Z2Y,S¢.5r

Se plantea el sistema para determinar los coeficientes ag, a1, as.

5 125 177 [ao 80,5
12,5 41,25 55| a1 | = |208,75
17 55 75| |as 283

Resolviendo el sistema se tiene:

ag = 14,2381
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a; = 0,809524

as = —0, 04762

Por lo tanto, la ecuacion del ajuste es:

y = 14,2381 + 0,80952421 — 0, 04762z

Determinando S;yS, se calcula el coeficiente de correlacién.

. 8,2 2571428

= 411
5.2 0,686

r

La fiabilidad del modelo es del 68,64 %

4.5.1. Regresién lineal miiltiple con matlab

Se indica a continuacion el Script para este método, el cual muestra como resultados lo valores de
los coeficientes para construir la ecuacién y los valores de Sy, S,., 2.

Programa 4.3. Regresién lineal miltiple con matlab 2

clc
clear

format short

syms x

x1=[1 1.5 2 3 5]
x2=[1 2 3 5 6]

y=[15 14.5 17 16 18]
n=length (y)

© 0 N o A W N e

=
= o

sxl=sum(x1)
sx2=sum(x2)

=
w N

x12=x1."2

[
'S

15

16 sx12=sum(x12)

17

18 x1x2=x1.%x2

19

20 sxlx2=sum(x1lx2)

21

22 X22=x2."2

23

24 sx22=sum(x22)

25

26 sy=sum(y)

27

28 xly=xl.xy

29

30 sxly=sum(xly)

31

32 X2Y=X2.*y

33

34 sx2y=sum(x2y)

35

36 A=[n sx1l sx2;

37 sx1l sx12 sx1x2;
38 sx2 sx1x2 sx22]
39

40 b=[sy; sxly; sx2y]
41
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42 a=inv (A) *b

43

44 ym=sy/n

45

46 sr=(y-a(l,l)-a(2,1)*xl-a(3,1)*x2)."2
47 srt=sum(sr)

48

49 st=(y-ym)." 2

50 stt=sum(st)

51 r2=(stt-srt)/stt

4.6. Linealizacion de funciones no lineales

Aplicando los mismos conceptos y utilizando como base los primeros temas de este capitulo, es
posible linealizar funciones y encontrar sus respectivas ecuaciones.

En las siguientes imagenes, se puede observar la funcién original con su correspondiente grafica a

la izquierda, y su respectiva linealizacién y ecuacion a la derecha, mostrada en la figura 4.6.

= Funcién exponecial La funcién potencia se puede ver en la figura 4.6.

vV = ag.e%* Iny=Inay +a;x

Pendiente=al

Interseccion=In ao

Figura 4.6. Funcién exponencial

= Funcién potencia

La funcién potencia se puede ver en la figura 4.7.

V =@y x% logy =loga, + a, logx

logy

Pendiente=a1

log x

Interseccion=loga0

Figura 4.7. Funcién potencia

= Funcion del promedio de crecimiento

La funcién del promedio de crecimiento se puede ver en la figura 4.8.




97 METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS

x 1 a; 1 1
=124
a;+x ¥ g X ay

Pendiente=ai/a0

Interseccion=1/a0

Figura 4.8. Funcién del promedio de crecimiento

= Funcion logaritmica

La funcién logaritmica se puede ver en la figura 4.9.

v=ap+a;lnx

Pendiente=a1

Interseccion= a0

Inx

Figura 4.9. Funcién logaritmica

= Ejemplo 1 Determine el mejor modelo que se ajuste al siguiente conjunto de datos dela tabla
4.10.

X Y

0.1 0.002
0.2 0.016
0.3 0.054
0.4 0.128
0.5 0.25

Tabla 4.10. Datos ejercicio 1

Al graficar estos datos se obtiene la curva de la figura 4.10.
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3
Lid

Fol

-]
a
l
a

ety =y =y

Figura 4.10. Ejercicio 1 datos graficados

Al observar esta imagen, se puede definir que se trata de una funcién potencia, y por consiguiente
se trabajara bajo este tipo de funcién.

X y log x log y logx? logz.logy
0.1 0.02 -1 -2.69897 1 2.69897
0.2 0.016 -0.69897  -1.79588  0.488559 1.255266
0.3 0.0564 -0.522879 -1267606 0.273402 0.662804
04 0.128 -0.39794  -0.89279  0.158356 0.355277
0.5 0.25 -0.30103  -0.60206 0.090619 0.181238

0.45 -2.920819 -7.257306 2.010937 5.153556

Tabla 4.11. Aplicaciones en Ingenieria ejercicio3

La tabla 4.11, muestra la estructura con que se debe construir la tabla, y en la parte superior
se muestran lo que las nuevas columnas representan.

Entonces se puede plantear una matriz tal como se hizo en la regresién lineal, pero con las nuevas
incognitas.

4 —2,920819] [logag] _ [~7,257306
~2,920819  2,010937 | | a1 | | 5,153556

De donde:

log ag = 0,30163
al =3

Despejando ag se obtiene:

ag = 100,30163 -9

Entonces la ecuacién buscada es:
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y =2

St
(0,002 — 0,09)2 = 0,007744
(0,016 — 0,09)2 = 0,005476
(0,054 — 0,09)2 = 0,001296
(0,128 — 0,09)2 = 0,001444

(0,25 — 0,09)2 = 0,0256
s¢ = 0,04156
Sy

(0,002 — 2(0,1)3)% = 1,88079 * 1037
(0,016 — 2(0,2)3)% = 1,20371210~*°
(0,054 — 2(0,3)3)2 =0
(0,128 — 2(0,4)3)? = 7,70372x103*
(0,25 — 2(0,5)3)% = 0
S, = 7,82597 % 10734

2 0,04156 — 7,82597210~34

~1
0,04156

= Ejemplo 2. Determine el mejor modelo que se ajuste al siguiente conjunto de datos, mostrado
en la tabla 4.12.

Yy
2

4.08
5.29
6.16

6.83

S W N =M

Tabla 4.12. Ejercicio 2

Al graficar estos datos se obtiene la siguiente curva mostrada en la figura 4.11.

[#.u]

1 = R L3 s LN

[
-

Figura 4.11. Ejercicio 2
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En funcién de la grafica e procesan los datos en la tabla 4.13.

X y Inx In’x Inx.y

1 2 0 0 0

2 4.08 0.693147 0.480453  2.828240

3 529 1.098612 1.206949  5.811659

4 6.16 1386294 1.921812 8.539573

5 6.83 1.609438 2.590290 10.992461
24.36  4.787492 6.199504 28.171734

Tabla 4.13. Datos tabulados del ejercicio 2

La tabla anterior muestra la estructura con que se debe construir la tabla, y en la parte superior
se muestran lo que las nuevas columnas representan. En este caso solamente la columna = debe

cambiar por Inx, debido a las caracteristicas propias de este conjunto de datos.

Entonces se puede plantear una matriz tal como se hizo en la regresién lineal, pero con las nuevas

incognitas.

5 4,787492
4,787492  6,199504

De donde los valores de agya; son:

ai

ao = 1,999145

a1 = 3,00376

Finalmente, la ecuaciéon que se ajusta a los datos es:

} m = [24,36//28,171734]

y = 1,999145 + 3,00376 In x

Para verificar si el modelo es adecuado se debe calcular:

Sy

(2 — 4,872)% = 8,248364

(4,08 — 4,872)2 = 0,627264

(5,29 — 4,872)2 = 0,174724

(6,16 — 4,872)? = 1,656944

(6,83 — 4,872)? = 3,833764

= 14,54308

(2 —1,999145 — 3,00376 In 1)? = 7,15716 % 107
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(4,08 — 1,999145 — 3,003761n 2)? = 1,30836 % 10~°

(5,29 — 1,999145 — 3,00376In 3)% = 2,92026 * 10~°

(6,16 — 1,999145 — 3,003761n4)? = 2,07841 % 10~°

(6,83 — 1,999145 — 3,00376In 5)% = 3,71377 + 10~°
S, =3,0%107°

o, 14,54308 — 3,02107°
- 14,54308 -

r

4.7. Interpolacion

Con frecuencia se tiene que estimar valores intermedios dentro de un rango de valores dados o
conocidos. El método mas utilizado para este propdsito es la interpolacién polinomial. Es decir que se
intente encontrar un polinomio que se ajuste a un conjunto de datos en donde la férmula general de
un polinomio de n-ésimo orden es:

f (@) =ap+ a1z + a2x® + ... + a,z" (4.20)

Entonces el polinomio de interpolacién consiste en determinar un tnico polinomio de n-ésimo or-
den que se ajusta a los puntos dados.
A continuacion, se describen algunos métodos que permiten determinan el polinomio de n-ésimo orden.

4.7.1. Polinomios de interpolacion con diferencias divididas de Newton

= Interpolacién lineal

Es la interpolacién entre dos puntos. La forma mas simple de interpolacién es unir dos puntos
con una recta, entonces se encontrara una ecuaciéon de primer grado o ecuacién de una recta.

/ (901) —f (300>

Tr1 — o

fi(z) = f(xo) + (x — x0) (4.21)
fi(x) = polinomio de interpolacion de primer grado.
Ejemplo 1

Calcular el polinomio de interpolacién entre el tercer y cuarto dato de la tabla 4.14, utilizando
interpolacion lineal.

1 2 4 5
8§ 1 5 40

X -1 0
5

Tabla 4.14. Datos ejericicio 1

f(z4) — f (x3)

r—x
Ty — T3 ( 3)

psa (@) = f(x3) +
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1-38
2-1

p3a(z =8+ (x—1)

p3a(r) =15 —"Tx

4.8. Interpolacién Cuadratica

Es aquella interpolacion de tres puntos. En donde se logra mejorar la aproximacién introduciendo
cierta curvatura en la linea que conecta a los puntos. Este tipo de ajuste se logra si se dispone de tres
datos, para calcular un polinomio de segundo grado (polinomio cuadritico o pardbola).

f2 (QC) = bo + bl ({E — 1’0) + b2 ([L’ — .’Eo) (SL’ — .’El) (422)

Por tanto, es necesario encontrar by, b1ybs.

bo = f(o)
by — [ (x1) — f(=0)
=
Tr1 — o
flx2)—f(z1) _ f(z1)=f(@o)
b2 — T2—T1 Tr1—Xo
T2 — X0

= Ejemplo con interpolaciéon cuadratica

Calcular el polinomio de interpolacién entre el tercer y el quinto punto, usando interpolacién
cuadratica, con los datos de la tabla 4.15.

1 2 4 5
8§ 1 5 40

b'e -1 0
5

Tabla 4.15. Interpolacién cuadratica ejemplo 1

El polinomio que se pretende encontrar tiene la forma.

fas (@) =bg + b1 (x — o) + b2 (x — x0) (x — 1)

f3}5($)=b0+b1(1‘—1)+b2($—1)(1‘—2)

En esta ecuacién primero deben calcularse los valores de; bg, b1ybs.

bo = f(z3) =8

flwa) = flzg) 1-8

b = = =
! Ty — I3 2—1

-7

flxs)—f(za) _ f(ma)—f(x3) 5—1 1-8

by = T5—T4 T4—x3 _ 44— 2—
o = =
Is — I3 —1

—

=3

KN IN}

Entonces la ecuacion de segundo grado seria:

fas(x)=8—T(x—1)+3(x—1)(x—2) =32 — 162 + 21
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4.9. Polinomio de grado n

Es un polinomio que se ajustarda de manera més adecuada a un conjunto de varios datos y se
fundamente en la aplicacién de diferencias finitas.

El polinomio tendra la siguiente forma.

fon@)=bo+bi(x—mo)+........ +bp(x—zo)(xr—21). oo (T — Tpp—1) (4.23)
fri= fri+1— foivi+ 1 —xi

En esta expresion los valores:z;yx;41, representan las posiciones de los datos de izquierda a derecha
en la tabla de datos.

= Ejemplo 1 Polinomio de grado n Encontrar un polinomio de quinto grado que se ajuste a
todos los datos indicados en la tabla 4.16.

X 1 2 3 4 ) 6
f(x) 21 23 24 245 235 225

Tabla 4.16. Datos Ejemplo 1 Polinomio de grado n

Se inicia calculando los coeficientes b.

by = f (xO) =21

= Diferencias finitas de primer orden.

2,3 —2,1
by = f [0, 1] = —_—7 — 02
24—-2,3
flor, @e] = 35 —0l
2,45 —24
f [1‘2,1‘3] = T?) = 0,05
2,35 — 2,45
f [l’3,l‘4] = 5T = —071
2,25 — 235
[z, 25] = T 6-5 —0,1
= Diferencias finitas de segundo orden.
0,1—-0,2
by — f[l'o,l‘l,.%‘g] = ﬁ = —0,05
0,05 - 0,1
f [ﬂﬂl,fﬂz .Tg] = ﬂ = 70,025
-0,1—-10,05
f w2, wg, 0] = —=—2— = 0,075
-0,1+0,1

f 23, x4, 5] = 6_4
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» Diferencias finitas de tercer orden.

—0,025 + 0,05
by = f [vo, 1, 2, 3] = % =0,008333
—0,075 + 0,025
[l mo, x3,24] = 5%2 = —0,016667
0+ 0,075
flxe, 3,24, 75] = 72_ 3~ 0,025

= Diferencias finitas de cuarto orden.
—0,016667 — 0,008333

by — fwo, 21,72, 23, 74] = 5.1 = —0,00625
0,025 + 0,016667
[ o, xo, w3, 4, 25] = = g—_’2 =0,010417
= Diferencias finitas de quinto orden.
0,010417 + 0,00625
bs = f [0, 21, T2, 23, T4, 5] = — o = 0,003333

6—1

Con el calculo de coeficientes se procede a plantear el polinomio de quinto grado que en este
caso se ajusta a todos los datos de la tabla, es decir entre en primer y el sexto dato.

f5 () =2,140,2 (x — 1)—0,05 (x — 1) (x — 2)40,008333 (x — 1) (x — 2) (z — 3)—0,00625 (x — 1) (z — 2) (z — 3) (x — 4

Resolviendo la ecuacion se obtiene:

f5 () = 0,003332° — 0,0562452* + 0,3541382% — 1,06867322 + 1,667405z + 1,200042

Y si se requiere calcular un valor intermedio se puede reemplazar en la ecuacién, por ejemplof(1,8).

f5(1,8) = 2,276746
Ademids, con los mismos coeficientes calculados con las diferencias finitas, se pueden encontrar

ecuaciones de primer orden, por ejemplo:

= Ecuacién entre el primer y el segundo dato.

filz)=21402(x—-1)

fi(z) =1,94+0,2x

f1(1,8)=19+0,2(1,8) = 2,26
= Ecuacién entre el cuarto y el quinto dato.

i (l’) =245-0,1 ($74)

f1(z) =2,85-0,1z

f1(4,5) =2,85—0,1(4,5) =24
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4.9.1. Interpolacién con Matlab

A continuacién se muestrael algoritmo de interpolacién con Matlab.

Programa 4.4. Método Numérico de Interpolacién con Matlab

© 0 N o U oA W N e

AR A A A W oW W W W W oW oW W WK NNNDNDNNDNNNE B R e e e e e e
AW = O © ® 90 0k @ RO © BN 0o oA WN RO © BN oA W N = O

45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62

clear;clc
x=[1 4 6 5];y=[0 1.386294 1.791759 1.609438]; % entrada de datos.

o

% No tienes que digitar modificar mas nada.

%Cuerpo del programa
Xa=x;ya=y;
% Formacion de las diferencias divididas
d=zeros (length(y));
d(:,1)=y";
for k=2:1length (x)
for j=l:length(x)+1-k
d(3,k)=(d(3+1,k-1)=d (§,k=-1)) / (x (J+k=-1) -x (3)) ;
end
end
% Formacion del polinomio
for w=1l:length (x)
ds=num2str (abs(d(1l,w)));
if w>1
if x(w-1)<0
sgl="+";
else
sgl="-";
end
end
if d(1,w)<0
Sg2:|_l;
else
sg2="+";
end
if w==
acum=num2str (d(1,1));
elseif w==
polact=["'(x" sgl num2str (abs(x(w-1))) '")' 1;
actual=[ds 'x' polact];
acum=[acum sg2 actuall;
else
polact=[polact (x
actual=[ds 'x' polact];
acum=[acum sg2 actuall;
end

' 1 v

.*'

sgl num2str(abs(x(w=1))) ')' 1;

end

% Presentacion de resultados
fprintf('n Valores de X y Y n ");
disp (xa);

disp(ya);
fprintf('n Polinomio interpolacion Newton : %s n',acum);
x=input (' X interp = ");

if x>max(xa) |x<min (xa)
fprintf ('t Punto fuera de rango. El resultado puede ser equivocado n');
end
xinterp=x;
yinterp=eval (acum) ;
fprintf (' Y(%g) = %g n',x,yinterp);
% Grafica de los puntos
fprintf (' Pulse cualquier tecla para ver la grafica de los puntos n');
pause
xg=linspace (min (xa),max (xa));
x=xg;yg=eval (acum) ;
plot (xg,yg,xa,vya,'.r',xinterp,yinterp, 'or');
grid
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Programa 4.5. Interpolacién Numérica con Newton y Matlab

1 % MENus DE ENTRADA

2 n=input ('INGRESE EL GRADO DEL POLINOMIO, n=');

3 fprintf ('SE NECESITAN INGRESAR %.0f puntos\n',n+l);

4 disp('ingrese los puntos');

5 X=input ('INGRESE LOS VALORES DE X, X=');

6 Y=input ('INGRESE LOS VALORES DE Y, Y='");

7 $Y=[log (X)]

8 vr=input ('valor real ');

9

10 %% METODO ITERATIVO

11 DD=zeros(n+l); % generar una matriz de n+lxn+l de zeros
12 DD (:,1)=Y; % asignar en la primera columna los valores de Y
13 % calculo de las diferencia finitas

14 for i=2:n+1

15 for j=i:n+l

16 DD(J,1)=[DD(3,1-1)-DD(3-1,1i-1)1/[X(J)-X(I-i+1)]1;

17 end

18 end

19 %% IMPRIMIR LA MATRIZ DE DIFERENCIAS DIVIDIDAS

20 disp('LA MATRIZ DE DIFERENCIAS DIVIDIDAS ES:');

21 disp (DD);

22 disp('El polinomio de Newton es');

23  Syms X;

24 %% FORMAR EL POLINOMIO DE NEWTON

25 polinomioNewton=DD(1l,1); % formar de una fila y una columna
26 P=1;% valor para establecer los coeficientes

27 for i=1l:n

)
o

P=Px* (x-X(1));
polinomioNewton=polinomioNewton+P+DD (i+1,1i+1);
end

o

% colocar de forma expandida el polinomio es decir hecho algebra

pretty (polinomioNewton); $ mostrar el polinomio simplificado

%% GRafICA

x=input ('ingrese el valor de x a interpolar,x=');$% ingresar un valor intermedio para
interpolar

35 vi=eval (polinomioNewton); % evaluar el polinomio en el punto dado

36 fprintf('el valor interpolado es %.Zf\n',vi);

37 hold on;

38 grid on

39 ezplot (polinomioNewton, [X (1) X(n+1l)]);% graficar el polinomio

40 plot(x,vi, 'ro');

41 legend('Funcion', "Aproximacion')

42 %% ERROR

43 disp('Calculo del Error')

44 disp(' ');

45 et=abs ((vr-vi))/(vr);

46 fprintf ('\nError : %d',et');

W oW W W W N
A L N = O ©

a7 disp (' ');

48 disp('En porcentaje ');
49 disp(etx100);

50 disp(' ')

51 FORMA DE EJECUCIoN

52 sn= 77

53 x=[0 1 2 3 45 6 7]

54
55

[0 25 34 72 115 92 71 65]
valor real = 4

Y

oo d° oe oo o

4.10. Aplicaciones en la Ingenieria, ajuste de curvas e inter-

polacién.

Durante la seccién anterior se ha revisado como ajustar ecuaciones a datos, los mismos que re-
presentaban simplemente a una variable x y su correspondiente f(x), sin embargo, en condiciones
reales se pueden encontrar datos provenientes de situaciones reales o experimentales, a continuacién

se detallan algunos ejemplos:

= Ejemplo 1
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Para el desarrollo de una investigacién es necesario determinar la conductividad térmica (K)
del cobre puro a 500°C), este dato se desconoce pues en un libro de transferencia de calor se ha
encontrado la tabla 4.17.

T(°C) 0 100 200 300 400 600
E(W/M°k) 386 379 374 369 363 353

Tabla 4.17. Aplicaciones en Ingenieria ejemplo 1

Entonces se requiere encontrar el valor (K) para los 500°C' lo méds adecuado posible, para lo cual
se aplicara el polinomio de n-ésimo orden.

s Célculo de coeficientes b

by = 386
= Diferencias finitas primer orden
379 — 386
by — fwo, 1] = <00 " —0,07
374 — 379
f [3517332] = m =—0,05
369 — 374
f [-7327333] = 300 — 200 = —0,05
363 — 369
f [1'37334] = m = —0,06
353 — 363
flea, 5] = 600 =400 = —0,05
= Diferencias finitas segundo orden
—0,05 4 0,07
by = f [z0, 21, 23] = — 55— = 0,0001
—0,054 0,05
Pl a3l = =500 100
—0,06 + 0,05
f lwa, @3, 24] = —o——50= = —0,00005
—0,05 + 0,06
flzs, x4, 25 = m = 0,00003333
= Diferencias finitas tercer orden
0 — 0,0001
bs = f[xo, 21, %2, 23] = m = —3,3333 %1077
—0,0005 -0 _
Flor,ws, @y, @] = —p—nem = 1,6667 + 107

3,3333 % 10 — 5 + 0,00005

=2,0833% 107"
600 — 200 it

f [$2,$3,$4,$5] =
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» Diferencias finitas cuarto orden
—1,6667 x 10 — 74+ 3,3333 %« 10— 7
400 -0

by = f[xo, 21,22, 23, 24] = = 4,1667 * 10719
2,0833 %10 — 7+ 1,6667 %10 —7

_ 10-10
600 — 100 75+ 10

f [wl’l’z, 13373347965] =

= Diferencias finitas quinto orden

7.5 %10 — 10 + 4,1667 * —10
600 — 0

bs — f[wo, 21,72, 23, 4, 25] = = 5,5556 % 10713

Al obtener la ecuacién correspondiente el valor para f(500)es:

£ (500) = 356,66

= Ejemplo 2 El tamano de grano influye sobre el flujo de esfuerzos, este efecto esta dado por la
ecuacion:

o =00+kd 2 (4.24)

Donde o es el flujo de esfuerzos, ogy k son constantes que dependen del material analizado y d
representa el tamano de grano.

Después de realizar un experimento se han obtenido los siguientes resultados mostrados en la
tabla 4.18. Encontrar el modelo correspondiente.

Tamaiio de grano(d) Flujo de esfuerzos(kg/mm?)

1.1 32.7
2.0 28.4
3.3 26.0
28.0 19.7

Tabla 4.18. Aplicaciones en Ingenieria ejercicio 2

PASO 1 Primero se debe calcular 1/v/ddebido a la naturaleza de la ecuacién dada:
1

Vd
0,953462589
0,707106781
0,550481883
0,188982237

A partir de todos estos datos se procede a calcular una ecuaciéon que se ajuste a los valores
utilizando una regresién en la tabla 4.19.

1 o 12 1,

Vd d Vd
0.953462589  32.7  0.90909091 31.1782267
0.707106781 28.4 0.5 20.0818326

0.550481883  26.0  0.3030303  14.3125289
0.188982237  19.7  0.03571429  3.72295006
2.40003349 106.8  1.7478355  69.2955383

Tabla 4.19. Valores calculados Aplicaciones en Ingenieria ejercicio 2
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4 2,40003349| |oo| _ |106,8
2,40003349  1,747835 k| 69,29

oo = 26,6869361
k = 0,05480633

Por tanto, la ecuacién que rige a este fenémeno es:

o = 26,6869361 + 0,05480633d " 2



METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS 110




Capitulo

INTE(}RACI()N Y DIFERENCIACION
NUMERICA

5.1. Introduccion

Bajo el criterio fundamental que el cdlculo es la matematica del cambio, todos los ingenieros al
trabajar de forma continua con sistemas y procesos variantes en el tiempo deberan usar el cdlculo co-
mo una herramienta poderosa de solucion de problemas de nuestro entorno.Los conceptos del cédlculo
definen a la diferanciacién como la razén de cambio entre la varible dependiente frente a la variable
independiente.

El concepto de integrar es el proceso contrario a la diferenciacién y relacionado su concepto con el
de un diccionario, integrar es unir, o juntar, hacer de varias partes un todo. Los origenes del Calculo
Infinitesimal, cuando Newton y Leibniz descubren que el problema del célculo de areas puede abor-
darse mediante esta operacién.Ademads integrar significa unir todas las partes en un todo.

Las funciones con las cuales se puede realizar estas dos grandes operaciones del calculo estan
representadas de la siguiente manera.

= 1.Una funcién continua formada por un polinomio, una funcién exponencial, trigonométrica o
logaritmica.

= 2. Una funciéon compleja, producto de la combinacién de las funciones del apartado anterior
mediante operaciones combinadas, lo cual hace dificil la resolucién de la derivada o la integral.

= 3. Una funcién obtenida de la tabulacién de datos = y f(z), de un experimento o pruebas de
campo experimentales.

Para la resolucién del primer caso se puede utilizar reglas de calculo establecidas en los méto-
dos de derivacién e integracion respectivamente.Para el segundo y tercer caso las soluciones
analiticas resultan dificiles y casi imposibles de resolver por los cual se busca una alternativa de
solucién mediante métodos numéricos para establecer la solucién mas aproximada posible. En
esta unidad se estudiaran los diferentes métodos que permiten dar la solucién a estos problemas
de una manera muy rapida y efectiva. Se iniciara el estudio de esta unidad con la integracién
numérica.

La férmulas de Newton Cotes son los tipos de métodos de integraciéon numérica mas utilizados
por su facilidad al reemplazar una funcién compleja por un polinomio de aproxcimacion mas
facil de integrar.

111
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5.2. Método del Trapecio

Consiste en reemplazar una funcién complicada por un polinomio de primer orden, es decir:

b b
I= / f(z)dx = / fi(x)dx (5.1)
f1 (&) = polinomio de primer orden.

f(b) + f(a)

I=(b-a) 3

base......promedio de alturas

El método simplificado del trapecio se muestra en la figura 5.1.

i) f——-———'—~-=

fla) f------

I

1

I
a b
Figura 5.1. Regla del trapecio

Al reemplazar la curva por una linea es evidente que el cdlculo tendrd un error, el cual debe ser
calculado para que el valor aproximado sea lo mas cercano posible al resultado real.

E:%*f’*(b—a)s

f’ = segunda derivada media

P f; ]; (z)dx
—a

= Ejemplo 1 Calcular el valor aproximado de la integral definida entre uno y seis de la siguiente
funcién.

f(x)=2% —32* + 523 + 72% — 9z + 2

Desde a = 1, hasta b =6

6
/ (x5 — 3zt 4+ 522 + 7% — 9z + 2) dx =5083,75 — walor exacto
1
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= Utilizacion de la Regla del trapecio

a=1-f(1)=3

b=6— f(6) = 5168

N ICES 0
2
1
IT~(6-1) &;3 = 129275 wvalor aproximado

= Célculo del error
f(x) =5rd — 1223 + 1522 + 142 — 9

7 =20z — 362% + 30z + 14

S (2023 — 3622 + 30z + 14) dx

= 6-1
20z*  362° 30x>
= — + + 14z
fr=- 3 3 2 ,delab
f7? =898

E:I—;*f”*(b—a)?’

—1
E=— +808% (6~ 1)* = —9354,166667
lexacta = Iaprox + error
Texacta = 12927,5 — 9354,16

Texacta = 3573,333

5.2.1. Implementaciéon del método de Trapecios con Matlab

A continuacién se presenta el algoritmo del método de trapecios implementado en Matlab para
lo cual se tomé como base la fundamentacién tedrica, se deja a criterio del lector la verificacion y
funcionamiento del mismo con el ejercicio resuelto en el apartado anterior.

Programa 5.1. Método de Trapecios

function [h,z,et]=TRAPEZIO(f,a,b,n,vv)

% funcion DE ENTRADA

f = input ('Ingrese la funcion ejemplo ———> @(x) -0.1295.x(x)."2-0.3796.%(x)+0.9154 :
'); %Le indica a MATLAB que x es la variable independiente,

input ('Ingrese el extremo inferior a: ');

[V
o° o

w

4 a =

5 b = input ('Ingrese el extremo superior b: ');
6 n = input ('Ingrese el numero de trazos ');

7 vv = input ('Ingrese el valor verdadero: ');

8

9

h=(b-a)/n; $calculo del incremento entre segmentos
10 x=a:h:b; $formar los nodos de cuadratura o el vector x,desde a hasta b con ...

incrementos de h
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11 y=feval (f,x);

12 p=[1 2%ones(l,n-1) 1]; %pasos cuadratura
13 z=(h/2)*sum(p.*y); %aproximacion de la integral de trapecio
14 grid on

15 hold on

16 fill(x,y,'r') Sgraficar la funcion y pintar el area bajo la curva
17 title ('METODO DE LOS TRAPECIOS')

18 %% GRaFICA

19 %Grafica del Polinomio

20 x = a:0.00001:b;

21y ==0.1295.%x.72-0.3796.%xx+0.9154;

22 plot(x,y,'b', " 'linewidth',1)

23 xlabel('Eje x'),

24 ylabel('Eje y'),

25 legend('Trapecio', 'Polinomio")

26 %% ERROR

27 et=abs ((vv-z)/(vv))*100;

28 %% RESULTADOS

20 fprintf ('\n Paso :\n')

30 disp (h);

31 fprintf ('\n Valor aproximado :\n')

32 disp(z);

33 fprintf('\n Error :\n')

34 disp (et);

35

36

37 %% FORMA DE EJECUCIoN

38 % @(x) —-0.1295.%(x)."2-0.3796.%(x)+0.9154
39 % 0

0 %1

a1 % 2

42 % 2.25

5.3. Trapecio segmentos multiples

Una alternativa que sirve para de mejorar la exactitud de la férmula trapezoidal es, dividir el inter-
valo o limites de integracién de a hasta b en un conjunto de segmentos méas pequenos. A continuacién
se aplica el método a cada uno de los segmentos para finalmente sumar las areas de los segmentos
individuales y de esta forma obtener la integral del intervalo completo.

La ecuacién que se utiliza aplicando esta base tedrica se conoce como férmula de integracién de seg-
mentos miltiples, ver figura 5.2.

fix)

x0 %1 2 x3 wd

Figura 5.2. Trapecio segmentos multiples
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n—1
In D@ +2Y r ) + 7 @) (5.2)
i=1
n—1
b b—a
n
En donde:
h = paso

n = de divisiones

De igual forma que en el caso del método del trapecio simple, es necesario calcular un error, el cual
viene dado por:

(b—a)’

E=_2"9
12n2

*f_”

= Ejemplo 1 : Calcular la siguiente integral, utilizando el método del trapecio de segmentos multi-
ples.

6
/ (x5—3x4+5x3+7x2—9x+2)dx
1
f(x) =% — 32" + 52° + T2* — 92 + 2

n =10
- -

h 0,5

Para facilitar el calculo, se debe construir una tabla 5.1, con los respectivos valores de = y f(z).

L C))

1 3

1.5 15.53125
2 36
2.5 81.8437
3 173
3.5 345.6563
4 654
4.5 1173.969
5 2007
5.5 3283.781
6 5168

Tabla 5.1. Datos ejercicio 1

0,5
I = j [3+ 2% (13,53 + 36 + 81,84 + 173 + 345,6563 + 654 + 117,969 + 2007 + 3283,781) + 5168]
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5.3.1.

Con los datos de la tabla se reemplaza en la ecuacién 5.2 obteniendo :

I~ 5177,141

= Calculo del Error

6—1)°
(12(10;2 * 808 = —93,54

Texacta = 5177,141 — 93,54 = 5083,59

Método de trapecios con matlab

Para resolver una integral utilizando Matlab se plantea el siguiente script, que aplica el criterio
de integracion por segmentos miltiples, en este caso especifico se muestra la divisién del intervalo de
integracién en ocho partes.

Al aplicar este Script, Matlab Muestra una gréfica de la funcién, y el resultado aproximado.

Programa 5.2. Resolucién de sistemas de ecuaciones con matlab 2

© 0 N U A W N e

W oW WO NN N NNNNNN R R R R e R s e e e
N = O © ® 9 & Ok ® N R O © WO N O O R W= O

clc
clear

syms X

fl=x"5-34x"4+5%xx"3+7xx"2-9xx+2

jogie] ?ﬂ)

1
6
8
(

b-a)/n

fplot (char (fl), [a b])

grid on

f=inline (f1)

Ir=vpa (int (fl,a,b),5)

fx0=f (a)
fx1=f (a+h)
fx2=f (a+2xh)
fx3=f (a+3*h)
fx4=f (a+4xh)
fx5=f (a+5+h)
fx6=f (a+6+h)
fx7=f (a+7+h)
fx8=f (a+8*h)

Itm=(b-a) * (fx0+2x (fx1+fx2+fx3+fx4+fx5+fx6+£fx7)+£x8)/ (2*n)

Los resultados se muestran a continuacién en la figura 5.3.
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5000
4500
4000 |
3500 f
3000 |
2500 | /
2000 S
1500

1000 | /

500

Figura 5.3. Ejercicio 1 con la regla del trapecio

5.4. Regla de Simpson de 1/3

El meétodo de Simpson es una mejora al método de trapecios, ya que este consite en aproximar
la solucién mediante un polinomio de orden dos o superiorer.

En este método se debe dividir al segmento de integracién en dos partes, esto acarrea la necesidad
de tener tres puntos disponibles o tres datos, ademas que el valor de n = 2 es obligatorio.

I= / ’ F(z)da ~ / b folz)da (5.4)

f2 (x) = polinomio de segundo orden.

I~ < [f(zo) +4f (z1)+ f (z2)]

wl =

f (o) +4f (x1) + [ (2)]
6

I=(b-a)

b—a

h:
2

= error
(b—a)

1 _
) ol 5 o
whef 2880

~ 90 “f

f77 = cuarta derivada media

f;f " (x)dx

Cuarta derivada media = 5
—a

= Ejemplo 1 Calcular el valor aproximado de la siguiente integral utilizando la regla de Simpson
1/3.

6
/ (x5—3x4+5x3+7x2—9x+2)d33
1
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f(x) =% — 32" + 523 + 72% — 9z + 2

n=2
6—1
h=——=25
2
La tabla 5.2, necesaria consta de tres datos, como se indicé en la primera parte tedrica de este
método.
X f(x)
1 3
3.5 345.6563
6 5168

Tabla 5.2. Datos ejercicio 1 con Simpson 1/3

[3 + 4(345,6563) + 5168]

I~ (6-1) G

= 5461,354

Cuarta derivada media para el error:

f'z =5x4 — 1223 + 1522 + 142 — 9

I’ (z) = 202° — 3622 + 30z + 14

f"z = 6022 — 72z + 30
" (z) = 120z — 72

I (1202 — 72) dar

m—
! 6—1
120z
i E——— 5_ 72I, delab
fr =348

= Error

-1
E=ox (2,5)° * 348 = —377,604166

lTexacta = 5461,354 — 377,604166 = 5083,749835

5.4.1. Meétodo de Simpson 1/3 con Matlab

A continuacién se presenta al algoritmo de Simpson 1/3 con matlab, el cual fue elaborado para
que en su ejecucién sea bastante intuitivo, ademas en la parte final del mismo se deja como
comentario la forma de ejecucion para que el lector pueda ejecutar sin problema.
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Programa 5.3. Método de Simpson 1/3

© 0 N e U oA W N e

=
= o

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
a7
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70

clc %Permite borrar la Pantalla

clear %Permite borrar las variables almacenadas
format short %Trabajamos con decimales

disp ('METODO DE SIMPSON 1/3')

%% menu DE ENTRADA

syms x;

f=input ('Ingrese el valor de la funcion:
a=input ('Ingrese el valor del extremo a:
b=input ('Ingrese el valor del extremo b:

'); %Ingreso de la funcion a trabajar
; %Ingreso de variables a trabajar
7

")
") $Ingreso de variables a trabajar
e

n=input ('Ingrese el valor del numero de gmentos: '); %Ingreso de variables a
trabajar

vv=input ('Ingrese el valor verdadero vv:'); $%Ingreso de variables a trabajar

% ITERATIVO

dl=diff (f); %Calculo de la Primera derivada

d2=diff (dl); %Calculo de la Segunda derivada
d3=diff (d2); %Calculo de la Tercera derivada
d4=diff (d3); %Calculo de la Cuarta derivada
f=inline (f);

for i=1:n %Crea un vector i que empieze en 1 hasta n valores
g=sum(int (d4,a,b)/ (b-a)); %Calculo de la derivada y la integral
end

h=(b-a)/n; %Calculo del incremento entre segmentos

x=a:h:b; %Formar los nodos de cuadratura o el vector x,desde a hasta b con
incrementos de h

y=f (x); %Evalua la funcion

%pasos cuadratura

p=ones (1,n+1);

p(2:2:n)=4;

p(3:2:n-1)=2;

z=((3%h)/8) *sum(p.*y);

integral=(h/3) xsum(p.*y); $Aproximacion de la Integral de trapecio
% GRaFICA

fill(x,y,'g') %Graficar la funcion y Pinta el area bajo la curva
grid on

title ('"METODO DE SIMPSON 1/3') %Titulo de la tabla

%% CALCULO DEL ERROR

et=abs ((vv-integral) / (vv))*100; %Calculo del Error Estimado

ea=(-((b-a)”"5 /(180%n"4))+*g); %Calculo del Error Verdarero

%% RESULTADOS
disp('El Valor de la Aproximacion es :, '); %Imprime el texto
disp(z); %Imprime la variable

disp('El Incremento de Segmentos es :, '); $Imprime el texto
disp(h); %Imprime la variable

disp('El Error Verdadero es :, '); S%Imprime el texto
disp(et); %Imprime la variable

fprintf ('\nEl Error Aprox = %12.10f \n',ea) 3%Imprime el texto
%% GRAFICA

hold on

t=linspace(a,b);

s=feval (f,t);

plot (t,s)

xlabel ('x")

ylabel('y")

title ('SIMPSON 1/3")

grid on

legend ("Real", "Aproximado")

%% FORMA DE EJECUCION
%0.2425.%x-200.%x.724675.%x."73-900.xx.74+400*x."5
%0
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71 %0.8

72 %6

73 %$1.640533

5.5. Regla de Simpson 1/3 de Segmentos miiltiples

El método presentado a continuacion es un procedimiento mediante el cual se logra mejorar la
exactitud de la regla de Simpson 1/3, dividiendo el intervalo de integracién de a hasta b en un
conjunto de segmentos y aplicar el método a cada uno de los segmentos.

n—1 n—1
1%% Flao)+4 Y fa)+2 Y fla)+f(za) (5:5)
i=1,3,5 1=2,4,6
[f (zo) +4 Z?;ll,?),f) fzi) +2 Z?;;A,G f (:EJ) +f (x”)]
I~ (b-a) an (5.6)
_ -8 TR (b — a‘)5 9399
B= g oI I = g */ o7

= Ejemplo 1 Calcular el valor aproximado de la siguiente integral utilizando la regla de Simpson
1/3 de segmentos miltiples

6
/ (x5—3a:4+5m3+7x2—9x+2)dx
1
f(x) =a°—3z* +52° + 72® — 9z + 2
n =10
6—1
h=——=05
10 ’

Los datos encontrados se restimen en la tabla 5.3

X f(x)

1 3
1.5 13.53125
2 36
2.5  81.8437
3 173
3.5 345.6563
4 654
4.5 1173.969
5 2007
5.5 3283.781
6 5168

Tabla 5.3. Ejercicio 1 simpson 1/3 segmentos miltiples

Con los datos de la tabla 5.3 se procede a realizar los célculos.

0,5
1= é [3+4 (13,53 + 81,84 + 345,65 4 1173,96 + 3283,78) + 2 (36 + 173 + 654 + 2007) + 5168]



121

METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS

I ~ 5084,35
» Error
b—a)® . (6—1)°
E= = 7 %348 = —0,6041
tsont ¥/ 180 % 107 * 348 = ~0,00417

Texacta = 5084,35 — 0,60417 = 5083,74

5.5.1. Regla de Simpson 1/3 de Segmentos miiltiples con Matlab

Se muestra a continuacién un script que aplica este método en la resolucion de la integral utilizando

doce divisiones dentro del intervalo a,b.

Programa 5.4. Resolucién de sistemas de ecuaciones con matlab 2

© 0 N o A W N e

W oW W oW oW NN NNNNNNNNE R R s e e e e e
A DO D = O © ® N0 oA W RO ©® KN oA ® N = O

clc
clear

syms x

f1l=x"5-34x"4+5%x"3+7*xx"2-9xx+2

fplot (char (f1), [a b])
grid on

f=inline (f1)
Ir=vpa (int (fl,a,b),5)

fx0=£f (a
fx1=f(a+h),
fx2=f (a+2*h);
fx3=f (a+3*h);
fx4=f (a+4xh);
fx5=f (a+5*h);
fx6=f (a+6*h);
fx7=f (a+7*h);
fx8=f (a+8+h) ;
fx9=f (a+9*h) ;
fx10=f (a+10*h);
fx11l=f (a+11+h);
fx12=f (a+12+h);

Ism=(b-a)* (fx0+4x (fX1+Efx3+Ex5+fxT+Ex9+fx11) +2* (£fx2+fx4+fx6+fx8+fx10)+£fx12)/ (3*n)

La solucién grafica se presenta en la figura 5.4.
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5.6.

5.6.1.

s000 | ' ' ' ' ' ' ' ' o
4500 |
4000 |
3500
3000
2500 |
2000 |
1500 |
1000 F

500 | ——

Figura 5.4. Ejercicio 1 resuelto con simpson

Regla de Simpson 3/8

Consiste en reemplazar una funciéon complicada o un conjunto de datos tabulados por un polinomio
de tercer orden, en donde dicho polinomio se calcula utilizando la férmula:

12 2017 (m0) 4 8F (01) + 3 (2) + f ()
I2(b—a) [f (z0) +3f (z1) ;3f (w2) + f (w3)]
Jop I G-’ « [

80 6480

Método de Simpson 3/8 con Matlab

(5.8)

A continuacién se presenta el algoritmo programado en Matlab con el objetivo que el lector lo
pueda validar su funcionamiento.

Programa 5.5. Método de Simpson 3/8

© o N e U oA W N R

[ o T S S N S
© 0 N O s W N = O

clc %Permite
clear
format short

disp ("METODO

borrar la Pantalla

%Permite borrar las variables almacenadas

%$Trabajamos con decimales
DE SIMPSON 3/8'")

%% datos dE ENTRADA

syms x;

f=input ('Ingrese
a=input ('Ingrese
b=input ('Ingrese
n=input ('Ingrese
vv=input ('Ingrese el valor verdadero vv:

; %Ingreso de variables a trabajar

%% MeTODO ITERATIVO

dl=diff (f);
d2=diff (dl);
d3=diff (d2);
d4=diff (d3);
f=inline (f);

%Calculo de la Primera derivada
%Calculo de la Segunda derivada
%Calculo de la Tercera derivada
%Calculo de la Cuarta derivada

a trabajar

el valor de la funcion:'); %Ingreso de la funccion a trabajar

el valor del extremo a:'); $Ingreso de variables a trabajar

el valor del extremo b:'); %Ingreso de variables a trabajar

el valor del numero de segmentos: '); %Ingreso de variables
')
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20 for i=1l:n $%Crea un vector i que empieze en 1 hasta n valores

21 g=sum(int (d4,a,b)/(b-a)); %Calculo de la derivada y la integral

22 end

23

24 h=(b-a)/n; %Calculo del incremento entre segmentos

25 x=a:h:b; S%Formar los nodos de cuadratura o el vector x,desde a hasta b con
incrementos de h

26 y=f(x); %Evalua la funcion

27

28 p=ones(l,n+l);p(2:2:n)=3;p(3:2:n)=3;p(4:3:n)=2 %Pasos cuadratura

29 %% GRaFICA

30 z=((3%h)/8)+sum(p.*y); S$Aproximacion de la Integral de trapecio
31 fill(x,y,'g"') %Graficar la funcion y Pinta el area bajo la curva

32 grid on

33 title('METODO DE SIMPSON 3/8') %Titulo de la tabla
34 %% CALCULO DEL ERROR

35 et=abs((vv-z)/(vv))*100; %Calculo del Error Estimado

36 ea=-((b-a)"5 /(6480))+*g; %Calculo del Error Verdarero

37 %% RESULTADOS

38 disp('El Valor de la Aproximacion es :, '); %Imprime el texto
39 disp(z); SImprime la variable

40 disp('El Incremento de Segmentos es :, '); %Imprime el texto
41 disp(h); %$Imprime la variable

42 disp('El Error Verdadero es :, '); S%SImprime el texto

43 disp(et); %Imprime la variable

44 fprintf ('\nEl Error Aprox = %12.10f \n',ea) %Imprime el texto
45 %% GRAFICA

46 c=linspace(a,b);

47 d=feval (f,c);

48 title('METODO DE SIMPSON 3/8'

490 fill(c,d,'b")

50 hold on

51 fill(x,y,'g') %graficar la funcion y pintar el area bajo la curva
52 grid on

53 legend("Real", "Aproximado")

54 title('METODO DE SIMPSON 3/8') %Titulo de la tabla

55

ol

56 FORMA DE EJECUCIonN

57 %0.2+25.%x-200.xx.72+675.%x.73-900.*x.74+400%x."5
58 %0

59 %0.8

60 %6

61 %1.640533

62

63 % Ingreso de valores
64 % X.xexp(2.xX)

65 %0

66 51

67 %2

68 %2.0973

69

70

71 % Ingreso de valores
72 % x.  (—X)

73 30

74 %1

75 %2

76  %1.2913

77

78 % Ingreso de valores
79 %sqgrt (1+(-0.2+43xx).72)
8o 30

81 %2*pi

82 %6

83 $35843.7891

5.7. Integracion de datos desigualmente espaciados.

Como se ha revisado en cada uno de los casos de integracién de funciones, basicamente se trans-
forman las funciones en tablas de datos, en las cuales los puntos o valores se encuentran separados de
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forma uniforme por el valor conocido como “paso” (h).

Pero en muchas ocasiones estas férmulas de integracién no se podran aplicar a todo un conjun-
to de datos en andlisis, pues estos estaran separados de forma desigual y aleatoria, entonces en estos
casos habra que tratar a cada segmento de forma individual para posteriormente sumar los resultados.

= Ejemplo 1 Integrar el siguiente conjunto de datos.

En la tabla 5.4, se observan datos desigualmente espaciados en donde se indica también la forma
de agruparlos siguiendo el siguiente criterio: Trapecio: los dos primeros datos tienen una sepa-
racién de cuatro unidades, y al ser solo dos datos se puede aplicar este método:

Simpsonl/3: desde segundo al cuarto dato hay una separacién de dos unidades, ademds son tres
datos que se ajustan a los requerimientos de la férmula de Simpson 1/3.

Trapecio de segmentos multiples: Desde el cuarto dato al ultimo hay una separaciéon de 1 uni-
dad, por lo que se aplica la regla del trapecio de segmentos multiples, mostrados en la tabla 5.4.

x 4 8 10 12 13 14 15 16 17 18
fx) 6 7 8 9 10 11 13 12 10 7

Tabla 5.4. Ejemplo 1 con Simpson 3/8

En donde en los datos representados se puede ver en la figura 5.5.

X 4 8 10 12 13 14 15 16 17 18
fix) 6 7 8 9 10 11 13 12 10 7

Trapecio  Simpl/3 Trapecio segmentos multiples

Figura 5.5. Ejemplo 1 con Simpson 3/8

= Trapecio
I'~(b-a) M
~ (8 —4) 6%7 =26
= Simpson 1/3
I%g[f(xo)+4f(x1)+f(l’2)]

2
I~ S[T+4(8)+9] =32

= Trapecio de segmentos multiples

n—1
Irwg f(xo)+22f($i)+f($n)
i—1

1

I~_-[9+2(10+11+13+12+10)+ 7] =64

|

I total = 64 + 32 + 26 = 122
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5.8. Integrales miultiples (Férmulas de Newton Cotes)

Los métodos numeéricos no se aplican tnicamente a integrales simples sino también a integrales
multiples.

En el caso del método de Newton Cotes se puede decir que consisten en un conjunto de férmulas

integracién numérica que aplican principios interpolatorios, con las cuales se evalia una funcién en
puntos equidistantes, para calcular el valor aproximado de la integral.

= Ejemplo 1 Calcular la siguiente integral.

2 3 pd
/ / / 23 —3yz dx dy dz
-1Jo J1

Al resolver esta integral mediante el método analitico se obtiene el valor exacto de:

I =513

Ahora se describe paso a paso la aplicacién de las férmulas de Newton Cotes.

1) Dividir el intervalo de la integral en dz de a = —lab = 2en tres segmentos, con este proceso
se obtiene:
b— 2+1
h = a = i = 1
n 3

fla,y,2) =2 = 3yz

2) Reemplazar en la funcién el valor de z empezando en z = —1 incrementando el valor del paso
h =1, hasta llegar a z = 2.

flay,—1)=2° + 3y
f(2,y,0) = ®
f(m,y71) :.%'3—3’!/

f(xay72):x3_6y

Izg f($0)+2§f(xi)+f(xn)

I:%[:c3+3y+2(m3+x3—3y)+x3—6y}

I =323 —45y

3) Dividir el intervalo de integracién para dy de a = 0 hasta b = 3 en tres segmentos, entonces
se tiene:
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f (I7y) = 31‘3 - 475y

Reemplazar en la funcién el valor de y empezando con y = 0 incrementado el valor del paso
h =1, hasta y = 3.

f(x,0) =323
f(x,1) = 32345
f(x,2)=323-9
f(x,3) =323 -135
I= % [32° +2 (32 — 4,5+ 32® — 9) + 32® — 13 5]
I =923-20,25

4) Dividir el intervalo de integracién para dx de a = 1 hasta b = 4 en tres segmentos, de esta
forma se obtiene:

f(x) =923 — 20,25

Reemplazar en la funcién el valor de x empezando con x = 1 incrementando el valor del paso
h =1, hasta x = 4.

f(1)=-1125
f(2) =5175
£(3)=222,75
f (4) = 555,75

El valor aproximado de la integral se obtiene aplicando la férmula para este conjunto de valores.

1
I= 3 [-11,25+2(51,75 +222.75) + 555,75

Taproximada = 546,75



127 METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS

5.8.1. Integracion de Gauss Legendre cin Matlab

Programa 5.6. Método de Gauss Legendre

function s = GaussLegendreld(funfcn,a,b,n)

GaussLege Evaluacion numerica de una integral usando las formulas

de cuadratura de Gauss-Legendre

s = GaussLeg(funfcn,a,b,n) aproxima la integral de F(X) desde A a B

usando la formula de cuadratura de Gauss-Legendre de N puntos

F es un string que contienen el nombre de la funcion a integrar

La funcion F debe devolver un vector si los datos de entrada son un vector

o o o° o° o o

© 0 N e U oA W N e

oo oe

10 1if nargin < 4, error('Faltan argumentos');
11 end

12 % En primer lugar se obteinen los pesos y loas abscisas
13 [z,w] =RaicesCoeficienteGaussLegen (n);

14 if mod(n,2)==

15 z=[z ; 0];

16 w=[w ; 0];

17 end

18 % Paso 1

19 xm=0.5* (b+a);

20 xr=0.5x(b-a);

21 % Paso 2

22 s=zeros(size(a));

23 for i=1l:length (w)

24 dx = xrxz(i);

25 % Paso 3

26 1f i<length (w)

27 s = s+w (i) % (feval (funfcn, xm+dx) +feval (funfcn, xm-dx) ) ;
28 else

20 s= s+tw (i) +«feval (funfcn, xm) ;

30 end

31 end

32 % Paso 4

33 S=S.*XI;

34 % ejecucuion

35 %s = GaussLegendreld (funfcn,a,b,n)
36 %s = GaussLegendreld( @(x)x+1,-1,1,4)
37 % s = GaussLegendreld( Q@ (x)x. 4+x+1,-1,1,2)

5.9. Cuadratura de Gauss Legendre
Este método consiste en el cambio de variables de x a t, para lo cual se utilizan un conjunto de

relaciénes:

Lo bta)+(b—a)t (5.9)

_ (b—a)
dl‘—72 dt

Después de realizar el cambio de variables, se requiere ademdas cambiar el rango o limites de inte-
gracién, entonces el valor aproximado de la integral se calcula con una sumatoria del producto: ¢;* f(t;)

b 1 n
/ f(m)dx:/_lf(t) e () (5.10)

La figura 5.6, muestra el método de cuadratura de Legendre.



METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS 128

Y
Y

Figura 5.6. Método de cuadratura de Legendre

= Ejemplo 1 Calcular la integral

1
/ 17257 dx
0

1) Se realiza el cambio de variables:

— 1 1—
x:(b+a)+2(b a)t +0)+2( 0)t20,5+0,5t

1_
dr = (To)dt = 0,5 dt

1 1 1
/ 172,59: dx :/ 172,5(0,5+0,5t) (075 dt) _ 075/ 172,5(0,5-‘,—0,525) dt
0

-1 -1

ITmepxf(t)+eaxf(te)d .o, +en* f(tn)

2) Se Reemplaza los argumentos en la funcién de integracién, tomando en cuenta los factores de
peso correspondiente y utilizando la férmula de los dos puntos, se tiene:

Iy f(ty)+cox f(ta)

[~05 {(1) [171,25+1,25(70,577350269)} (1) [171,25+1,25(0,577350269]} — 135,595324

3) Se aplica la férmula de los tres puntos

I1~05 {(0,555555) {171’25“’25(*07774597)} + (0,88888) 171’25“’25(0)} + (0,555555) [17135“»25(0’774597)]} — 164,94

5.10. Cuadratura de Gauss — Lagendre

Esta cuadratura se aplica para la aproximacion de integrales de la forma:

/000 e Cf(x)de = Zci x f (t:) (5.11)
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= Ejemplo 1 Calcular la siguiente integral.

oo
/ e ® 2° dx
0

Utilizando férmula de 4 puntos:
I =~ (0,603154) (0,322547)5—1—(0,357418) (1,745761)5—1-(0,038888) (4,536620)5—1—(0,0005393) (9,395071)5

I ~ 119,978559

5.11. Cuadratura de Gauss Hermite

/OO e f (x)dx = Zci x f(t;) (5.12)

— 00

De igual manera la integral se transforma en una sumatoria del producto ¢; * f(¢;).

= Ejemplo 1 Calcular la siguiente integral.

o0 2
/ e~ sen’z dx

n =4

I ~ (0,80491409) (sen(0,52464762 x 57,3))?+(0,80491409) (sen(—0,52464762 x 57,3))>+(0,08131284) (sen(1,6506:

I =~ 0,5655097

5.12. Diferenciaciéon numérica

Los problemas de derivadas pueden ser resueltos mediante métodos numéricos, una de las alterna-
tivas mas simples es mediante el uso de las formulas de diferencias finitas divididas.

Este método consiste en encontrar valores aproximados de la derivada de una ecuacién, reem-
plazandola por expresiones algebraicas.En el siguiente ejemplo se indican las férmulas necesarias para

diferencias finitas (centrales, hacia adelante y hacia atrds), y el respectivo uso de las mismas.

= Ejemplo 1 Obtener la primera y segunda derivada de la funcién f(x)en el punto 2.

f(x) =5z + 923 + 3% — 7o +2

Por el método analitico se obtiene:

F(2) =273

#(2) = 354

Para la aplicacion de diferencias finitas se debe construir la tabla 5.5 que contenga el valor le la
funcién evaluada en varios puntos, mayores y menores que el punto en andlisis, en este caso el
nimero dos.
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f(x)
8
2
12
152
656
1878
4292

NEY

Tl W N~ O

Tabla 5.5. Diferenciacion Numérica,

En esta tabla el valor def(x) = f(2) = 152; representa f(z,).
» Diferecnias finitas hacia atras

_ f@) = flwy) 15212

= =14
h 1 0

f7(2)::3f(xi)“4f(ZZiﬂ +f(@i,) _ 3(152);k?;12)+_2 s

= Diferencias finitas hacia adelante

£ = f($i+1)h_ f(%) _ 656 I 152 — 504

—[(@;40) +4f () —3f(z;)  —1878 +4(656) — 3 (152)
2h B 2(1)

2 = =290

= Diferencias finitas centrales

F2) = f(xi—&-l)Z_hf(mi—l) _ 652(;)12 _ 399

oy @) £ 8f (@) = 8f(xiy) + fw,_5)  —1878 +8(656) —8(12) +2
;2= : +12h B 12(1) =213

Segunda derivada

» Diferencias finitas hacia atras

_ f) =2 (e y) + ) 152 -2(12) +2

2 s o =130

_ 2f(z;) —5f(x;_y) +4f(2; o) — f(z;_3) _2 (152) —5(12) +4(2) -8

f” (2) h2 12

=244

» Diferencias finitas hacia adelante

~ f@ie) = 2f(z ) + fx;) 1878 — 2(656) + 152
B h2 - 12

72 =712

_ —f@is) +4f (i) = 5f (i) +2f(x;) _ —4292 + 4 (1878) — 5 (656) + 2(152)

e - E

=244

= Diferencias finitas centrales

_ feg) —2f (@) + fz; ) 656 —2(152) + 12

f77 (2) h2 12

= 364
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—f

ivo) T 16f(z, 1) —30f(x;) +16f(z;_,) —

f(@;_5)

—1878 + 16 (656) — 30 (152) + 16 (12) —

2

f7(2) =

12(h)?

12(1)°

Al disminuir el paso, o la separacién entre los valores de la tabla, la exactitud del cédlculo de las
derivadas aumenta.Las diferencias finitas centrales proporcionan resultados més exactos que las

demas.

5.12.1.

Diferenciacién Numérica con Matlab

Programa 5.7. Diferenciacién numérica

function [X Y]
h=(b-a) /N;
X=a:h:b; %
=X (2:N);
px=feval (p, x);
gx=feval (q, x) ;
rx=feval (r, x);

© 0 N O U oA W N e

dp=2+h"2xgx;
ds=-1+h/2*px (1
di=-1-h/2xpx
d=-h"2*rx;
d(1l)

== e e
w N = O

= diferenciasflineal (p,q,r,a,b,alfa,beta,N)

% calculo del paso de particion
extraer el numero de componentes de x tiene N+1 componentes
% garantizar que el vector este en columna

:N-2);
(2:N-1);

=d(1)+(1+h/2%px (1)) *alfa;

14 d(N-1)=d(N-1)+(1-h/2*px (N-1)) xbeta;

15

16 Y= Crout (dp,ds,di,d);

17 end

18 % ejecucion

19 $%$[X Y] = diferenciasflineal (inline (' ./x"),inline('2./ (x
20 %,inline('sin(log(x))./(x.72)"),1,2, 1 2,10)

21 %[x] = dflineal(inline('-2./x"),inline('2./(x )y,

22 %inline('sin(log(x))./(x.72)"'),1,2,1,2,10)

“2)")
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Capitulo

ECUACIONES DIFERENCIALES

6.1. Conceptos

Una ecuacion diferencial es una expresion algebraica que contiene las derivadas de una o mas va-
riables dependientes con respecto a una o mas variables independientes. El objetivo de resolver las
ecuaciones diferenciales es hallar la funcién primitiva involucrada que depende de la variable indepen-
diete. A continuacién se muestran diferentes formas de representacién de las ecuaciones diferenciales.

= Ejemplos
dy
29 3
dx T
*y | .dy
— +6—+Ty=0
dx? + dx thy
zy — 6y =2
d
—yy'" +4y72+y = cosx
dx

(") + 3y’ + 8y = z”

%—anQ%
dr dy

6.2. Tipos de ecuaciones diferenciales

6.2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Conocidas como EDOS,; se caracterizan por tener una sola variable independiente.

= Ejemplos

d
—yy'" +4y"2 4y = cosz
dz

133
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6.2.2. Ecuaciones diferenciales parciales

Conocidas como EDPS, son ecuaciones diferenciales parciales, son las que tienen méas de una
variable independiete.

> _ 222
dx et dy

6.2.3. Caracteristicas de una ecuacion diferencial.

= OrdenkEs la categoria de la derivada mayor que interviene en una ecuacién diferencial.

Son de primer orden:

dy
29 _ 3
dx +
xy' — 6y =2
% =z+ 2%
dx dy
Son de segundo orden:
Py dy
— +6—+Ty=0
dx? + dx +Ty

(y")* +y'3+ 8y = 2
Es de tercer orden:

@ "

2y +4y72 +y = cosx
T

= GradoEs la potencia a la que esta elevada la derivada de mayor categoria.

SON DE PRIMER GRADO.

dy
et A 3
dx +
Py . dy
Sl 6 Ly =0
dx? + dz 0y
SON DE SEGUNDO GRADO
(") +y3 + 8y = 22 (6.1)

6.3. Solucion de ecuaciones diferenciales con Métodos Numéri-
CcoSs

En el mejor de los escenarios mediante técnicas analiticas se puede dar solucién a cualquier ecuacién
diferencial, sin embargo en la mayoria de problemas de Ingenieria que implica ecuaciones diferenciales
por su gran dificultad se requiere la utilizacién de varios métodos numéricos.

La solucién se clasifica en: - Solucién general(familia de curvas), es la que contiene una cantidad
de constantes arbitrarias independientes igual a su orden.
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- Solucién particular(una curva especifica), es toda solucién que puede ser obtenida de la solucién
general, para ciertas condiciones especificas.

En el campo de la ingenieria se encuentra la presencia de ecuaciones diferenciales en:
= Diseno de circuitos eléctricos. Segunda ley de Kirchoff

I Q
Lot + RI=E,

= Masa en movimiento suspendida en un muelle
my” + ey’ + Ky = f;

= Ley de Soddy para la desintegracién de un elemento radioactivo

m' = —km

= Oscilador de Van DE Pol con amortiguamiento

dz
— —u(l—z)+ —4+2=0
u(l —z*) ;e

6.3.1. Solucién general de una Ecuacién diferencial Ordinaria

La Solucién general de una Ecuacion diferencial Ordinaria es el conjunto de curvas que verifican
que la ecuacién f(z,y,y',y",...y™) = 0.

Sea y(xzo = yo, se considera al punto xg,yo como condicién inicial con lo cual se empezardn a
realizar la aproximacién para la soluciéon denominada particular.

= Ejemplo 1.
Yy —3r=0

Es una ecuacion diferencial lineal, la cual tiene como solucién general.

3z
=—+C
Y B +

Si buscamos la solucién que pasa por el intervalo [a,b], entonces y(0) = 2,C = 2 y la solucién
particular es y = % +2

6.3.2. Resolucion Analitica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

En el proceso de aprendizaje de la resolucién de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias se estu-
diarén algunos casos entre los cuales estan.

= Ecuaciones de variables separables

= Ecuaciones reducibles a separables

= Ecuaciones homogéneas y reducibles a homogéneas

= Ecuaciones exactas y reducibles a exactas

» Ecuaciones lineales
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» Ecuaciones reducibles a lineales

= Ecuaciones de Bornoulli

= Ecuaciones de Ricatti

= Ecuaciones Implicitas

= Ecuacién de Lagrange

» Ecuacién de Clairaut

= Ecuaciones de segundo orden reducibles

A continuacién, se detallan algunos métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales ordina-
rias conocidos como métodos de solucién para PVI(problemas de valor inicial).

6.3.3. Meétodo de Euler

El método de Euler consiste en encontrar iterativamente la solucién de una ecuacion diferencial de
primer orden, utilizando como punto de inicio, un valor inicial, un paso h y un intervalo, para lo cual
se utiliza la siguiente férmula.

Yir1 =Yi + [ (xi,yi) b (6.2)
h=2xi41 —x; — paso

= Ejemplo 1
Encontrar la solucién de la siguiente ecuacién diferencial con el método de Euler.

Yy =2z—-3y+1

Las condiciones iniciales son:

En el intervalo de [1;1.5].

= Primer iteracién

y1=yo + f (zo,y0) b

f(xo,y0) =2(1) —=3(5) +1=—12

fy1 =5+ (-12)0,1

Y1 = 378
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= Segunda iteracién

» Tercera iteracion

s Cuarta iteracion

= Quinta iteracion

y2=uy1+ f(z1,91)h

f (Il,yl) =2 (1,1) -3 (3,8) + 1= —872

Y2 = 3,8+ <_8)2) 0,1

Yo = 2,98

=2

ys =y2 + f (z2,92) h

flwa,y2) = 2(1,2) = 3(2,98) + 1 = —5,54

ys = 2,98 + (—5,54)0,1

ys = 2,426

t=3

ya =ys + [ (x3,y3) h

f(xs,y3) = 2(1,3) — 3(2,426) + 1 = —3,678

ya = 2,426 + (—3,678)0,1

ya = 2,0582

Ys = ya + [ (xa,94) b

f(za,y4) = 2(1,4) — 3(2,0582) + 1 = —2,3746

ys = 2,0582 + (—2,3746) 0,1

ys = 1,82074
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6.3.4. Programacion del método de Euler con matlab

En muiltiples ocasiones la solucién no converge rapidamente, y esto es por la naturaleza de la
ecuacion diferencial o por el valor escogido de las condiciones iniciales asi como también de los pasos
h, cuando esto ocurre es necesario utilizar un algoritmo que realice este trabajo en el menor tiempo.
A continuacién se presenta el algoritmo del método en matlab, en donde en la lineas finales esta la
forma de ejecucion para poder validar los resultados obtenidos, se deja al lector que pueda validar el
funcionamiento y los resultados obtenidos en el ejemplo anterior.

Programa 6.1. Método de Euler

1 function [x,y,error] = euler(f,a,b,n,y0)

2 %a=extremo inferior,b=extremo superior, numero de subintervalos , funcion
3 h=(b-a)/n; % calculo del paso

4 x=(a:h:b);% formar un vector de a hasta b con incrementos h

5 x=x(:); %garantizar que sean columna

6 y=zeros(n+l,1l);% formar vector y

7 y(1l)=y0;% condicion inicial

8 for k=1l:n

9 y (k+1)=y (k) +hxfeval (f,x(k),y(k)); % metodo iterativo

10 end

% calculo de una edo

==
(S

o

% en el caso de conocer la solucion exacta
yl=exp((1/4)-(0.5-x)."2); $%Solucion exacta
15 plot(x,yl)

16 hold on

17 plot(x,y,'*g")

18 legend('Solex', 'Solaprox Euler')

19 grid on

20 error=max (abs(yl-y));

21 end

22 EJEMPLOS DE EJECUCION

[x,y,error] = euler('funcionesPVIi',0,3,64,1)

==
oW

%
5
o
5

Para evitar errores a la hora de ingresar la ecuacién diferencial se propone generar otro script en donde
se lo incluya y para su ejecucién llamarle dentro del algoritmo de Euler.

Programa 6.2. Ecuacién diferencial a resolver

function z=funcionesPVI (x,V)
%z=x-Y;

=(1-2xx) xy;

xz=0.75-y/200;
z=[x"2xy (1) -2xy(2)1;

end

[~ R
s N

o w
o\°

Dependiento si la ecuacién diferencial tiene o no solucién real se puede graficarla junto con la
solucién aproximada tal como se muestra a continuacién en la figura 6.1.




139 METODOS NUMERICOS APLICACIONES EN INGENIERIA Y CIENCIAS BASICAS
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Figura 6.1. Solucién aproximada y real con euler

6.4. Método de Euler modificado o Heun

Consiste en mejorar la aproximacién a la pendiente, aplicando el cdlculo de dos derivadas dentro
del intervalo, una en el punto inicial y la otra en el punto final mismas que se promedian y de esta

forma se consigue una aproximacion mejorada de la pendiente.

Entonces el valor que se encuentra con Euler no representa la respuesta final, sino una prediccién

intermedia. Las ecuaciones para este método son:
Yir1 = vi + f(@i, yi)h

(@i, ys) + f(@ig1, vir1) h
2

Yi+1 = Yi +
= Ejemplo 1
Encontrar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial.

y =2x—3y+1

Iteracién 1:

b + 9
" = 1o + I (2o yo)2f($1 Y1) b

flxo o) =2(1) —3(5)+1=—12

y1 =5+ (—12)(0,1) =338

(6.3)

(6.4)
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f(z1,y11)=2(1,1) —3(3,8) + 1 =-8,2

—12—-28.,2
y1 =5+ {2 3 } 0,1=3,99
Iteracién 2:
i=1
) + )
Yo = y1 + [f(fl yl) . f($2 yQ)] h

Flzy,y) =2(1,1) —3(3,99) + 1 = —8,77

ys = 3,99 + (—8,77) (0,1) = 3,113

flaa,y) =2(1,2) — 3(3,113) + 1 = —5,939

Yo = 3,99 + [_8772_5939} 0,1 = 3,25455
Iteracién 3:
1=2
Ta, =+ T3,
y3=y2+[f( 2y2)2f( 3y3)]h

Flxa,y) = 2(1,2) — 3(3,25455) + 1 = —6,36365

ys = 3,325455 + (—6,36365) (0,1) = 2,618185

fxs,y3) = 2(1,3) — 3(2,618185) + 1 = —4,254555

—6,36365 — 4,254555
2

ys = 3,25455 + [ ] 0,1 = 2,723639

Iteracién 4:
1=3

[ (x3,y3) +f(1?4’y4)] h

y4:y3+[ 5

f (@3, y3) = 2(1,3) — 3(2,723639) + 1 = —4,570919
ys = 2,723639 + (—4,570919) (0,1) = 2,266547

F(za,ya) = 2(1,4) — 3(2,266547) + 1 = —2,9999643

—4,570919 — 2,999643

ya = 2,723639 + 0,1 = 2,345111

Iteracién 5:
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[ (w4,y4) + f (v5,95)

h
2

Ys = Ya +

Flaa,ya) = 2(1,4) — 3(2,345111) + 1 = —3,235335

ys = 2,345111 + (—3,235335) (0,1) = 2,021575

flas,ys) =2(1,5) — 3(2,021578) + 1 = —2,064734

—3,235335 — 2,064734

ys = 2,345111 + 5

0,1 = 2,080108

6.4.1. Método de Heun con Matlab

A continuacién se presenta el algoritmo de Heun o Euler modificado con el objetivo de resolver

ecuaciones diferenciales ordinarias de una manera efectiva y rapida versus la solucipon manual.

Programa 6.3. Algoritmo de Heun con Matlab

S

© o N o «

11
12
13
14
15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25

27

function [x,y] = Heun_Perd4 (funcion,a,b,N,y0)
h=(b-a) /N;

x=a:h:b; % componentes de x tiene N+1 componentes
x=x(:); %garantizar que el vector este en columna

y=zeros (N+1,1);
y(1)=(y0);
for k=1:N
kl=hxfeval (funcion,x(k),y(k));
k2=hxfeval (funcion,x (k+1),vy (k) +kl);
v (k+1)=y (k) +(k1+k2) /2; $feval evaluar la funcion

end

end

function fun=ejemplol (x,Vy) %funcion a resolver

fun=(1-2xx) *y; % para cualquier otro ejercicio ...
solo modificar la funcion

end

%{ hacer esto en la linea de ejecucion
%forma de ejecucion

$plot (x,y); % dibujar los dos vectores

%$hold on % para gvraficar las otrad graficas encima
%exacta =exp (0.25-(0.5-x).72)//solucion exacta
%plot (x,exacta, "'green')

%error= abs (y—-exacta)para dsacar el error

o

% max (error)// error maximo// es el mas importante el que me interesa

6.5. Meétodo de Runge-Kuta

Los métodos de Runge Kuta, tienen la exactitud de un esquema de una serie de Taylor, sin

necesidad del cédlculo de derivas superiores. Se ajusta a la siguiente forma general de ecuacion:

En

1
Yi+1 = Yi + 6 (kl + 2k2 + 2](33 + ]C4) h (65)
donde es necesario calcular cada valor de k.
kv = f (w5, 9:)

1 1
ko = f <$1 + 5+ 2h7€1>
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1 1
ks=f <.’)31 + ihayi + 2hk‘2>
ky = f(xi + h,y; + hks)

= Ejemplo 1
Encontrar la solucién de la siguiente ecuacién diferencial.

y =2z —3y+1

Las condiciones iniciales son:

Se inicia con el cdlculo de loa valores de k:

ki =2(1)—3(5)+1=—12
fey =2 (1 + % x (0,1)) -3 <5+ % (0,1) (—12)) +1=-10,1

1 1
ks =2 (1 + 5 * (0,1)) -3 (5 + 5 (0.1) (—10,1)) +1=-10,385

ks =21+ (0,1)) —3(5+ (0,1) (—10,385)) + 1 = —8,6845

Primera iteracion:

i=0
1
y1=y0+6(1€1+2k2+2k3+k4)h

1
y1 =5+ ¢ (—12+2(-10,1) +2(~10,385) — 8,6845) (0.1) = 3,972425

Con este nuevo valor de y se vuelve a repetir el proceso.
k1 =2(1,1) —3(3,972425) + 1 = —8,717275
1 1
ko =2 (1,1 + 3* (0,1)) -3 (3,972425 + 3 (0,1) (—8,717275)) +1=-7,309383
1 1
ks =2 (1,1 + 3* (0,1)) -3 (3,972425 + 3 (0,1) (—7,309383)) + 1= —-7,520822
ks =2(1,14(0,1)) — 3(3,972425 + (0,1) (—7,520822)) + 1 = —6,261028
Segunda teracién:
i=0
1
ya = 3,972425 4+ 5 (—8,717275 + 2 (—7,309383) + 2 (—7,520822) — 6,261028) (0,1) = 3,228436
ky =2(1,2) — 3(3,228436) + 1 = —6,285309
1 1
ko =2 (1,2 + 5 * (0,1)) -3 <3,228436 + 3 (0,1) (6,285309)) + 1= -5,242513
1 1
ks =2 (1,2 + 5* (0,1)) -3 <3,228436 + 3 (0,1) (5,242513)) + 1 = —5,398932

ks =2(1,2+ (0,1)) — 3(3,228436 + (0,1) (—5,398932)) + 1 = —4,465629

1
y3 = 3,228436 + 5 (—6,285309 + 2 (—5,242513) + 2 (—5,398932) — 4,465629) (0,1) = 2,694539
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6.5.1.

Runge-Kutta con matlab

Al igual que con el método de Euler el método de Runge-Kutta también se puede programar en

matlab con el objetivo de encontrar la solucién de una manera mas rapida. La ventaja que tiene este
método vs Euler es que su velocidad de convergencia es menor pero el costo computacional es mayor.

A continuacién se muestra el algoritmo del método programado con matlab

Programa 6.4. Método de Runge -Kutta

RK4PVI (f,a,b,n,y0)
numero de subintervalos ,

function [x,y,error] =
%a=extremo inferior,b=extremo superior,
=(b-a)/n; % calculo del paso
=(a:h:b); % formar un vector de a hasta
x=x(:); $garantizar que sean columna
y=zeros (n+l,length(y0)); % formar vector y
y(1l,:)=y0;%
for k=1:n
kl=feval (f, x (k
k2= feval(f x (k
k3=feval (f, x (k
kd= feval(f x (k
y(k+1, 1) =y (k
end
% calculo de una edo

funcion

b con incrementos h

condicion inicial

© 0 N o U oA W N e

)y (k, ));
)+h/2,y(k ) +h/2xk1) ;
)+h/2,y( )+h/2*k2);
+1 ),y(k,.)+h*k3);
:)

+h/6% (k1+2%k2+2+xk3+kd); &

o e
No= O

metodo iterativo

T R
o oA W

o

% en el caso de conocer la solucion exacta
yl=exp((1/4)-(0.5-x)."2); %$%Solucion exacta
plot (x,vy1l)
hold on

plot (x,y, "*xg")
legend('Solex'
grid on
error=max (abs (yl-y));
end

NN N = e e
Vo= O © W =

, 'Solaprox Euler')

NN N
oA W

El script de la ecuacién diferencial resuelta se presenta a continuacion.

Programa 6.5. Resolucién de sistemas de ecuaciones con matlab 2

function z=funcionesPVI (x,V)
%z=x-Y;

=(1-2xx) xy;

%$z=0.75-y/200;

Sz=[x"2+y (1) —2%y (2)];

end

S

o o

De igual manera en el caso de conocer la solucién exacta se puede estimar el error cometido y

realizar la grafica de la solucién exacta y aproximada.
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Tabla de formulas a utilizar

A.1. FORMULAS A UTILIZAR

FORMULA DETALLE
Valor verdadero = Valor aproximado + error Valor verdadero
Aa =|A — a Error cualitativo
A=a+Aa Valor verdadero
E; = valor verdadero— walor aproximado Error Cualitativo
da = 8¢

A

Error Cuantitativo

5a:%*100%

Error porcentual

A<0,5%107 1

CS del error

E, — error verdadero
t valor verdadero

Error relativo

_ error verdadero
Et — wvalor wverdadero 00

Error verdadero

Et _ error werdadero %100

valor verdadero

Error verdadero porcentual

e = aproximacton actual—anterior % 100
a — aproximacion_actual

Error aproximado

leal < es

Criterio de parada(CP)

g, = (0,5 % 10>77)

CP Scarborough

Aa = Aay + Aas + ...Aay,

Errores de suma

da = daj + das

Errores del producto

da = n *da

Errores de potencias

da = %(5&1

Errores de raices

apz™ + a1z T+ asx” 2 + ...ap_1x+a, =0
T1o = —b+vb2—4ac

Representacién de una ecuacién

Formula general

2a
CI,) ‘Xn - Xn—1| <€

CP Biseccién

Xn—=Xn—
b) |z <e

CP Biseccién

T, = ‘”“42"” Método de biseccién
fza) * f(z:) <O Raiz en el primer intervalo:
flza) * f(ze) >0 Raiz en el segundo intervalo
flza) * f(ze) =0 Raiz encontrada

To = Tp — % E. Falsa Posicién
f(Xi) = Xﬁi);)“ E. de Newton
Xip1 = Xi— 280

J1(X4)

Método de Newton

v, T XD
Xiv1 = Xi — G370

Ecuacién de la Secante

Xip1 = Xi — S

Método de la Secante

— Ti
Titl = Ty — Mg

Raices multiples

Lisucn il
[ Xice, Xi1] = JXi—1)—F(Xi—2)

Diferencias finitas

Método de Muller

Xio1—Xi_2
X_ — 2a()
1 —ai(a?—élao.a—az)%
ler| = 4T
ler| = &

Error relativo BAIRTHROW

T

Rendimiento del motor

x(t)=e " (960 cos (pt) + xU% sen (pt)) Ejm

Sistema de amortiguacién

apr +a; =0

Ecuacion lineal

111 + a2 + .ot a1nt, = Cq

Sistema ecuaciones lineales

J=T_ .7
Ea,i = ‘%7]%' * 100% < &g

Gauss Seidel

_ ’ j—1
bij = aij — D = bikChjs

Factorizacion de matrices

T ==t La media
Sy = nS_"l Desviacién Estandar
Sy =>(z; — i‘)Q Célculo de ST

y=ap+a1x+e

Recta por minimos cuadrados

E=Y—ayg — a1xr

Célculo del error

Sy =3e>=3(yi —ap — a12;)°

Suma de los cuadrados de los residuos

Sy
n—2

S

TS

Error Estandar

¥

2 — S5

Coeficiente de correlacién
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