
 
 
 

 
 

1 
 

 



 
 
 

 
 

2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cálculo de varias variables. 
Teoría y ejercicios 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

3 
 

Cálculo de varias variables. 
Teoría y ejercicios 

 

 

 

 

 

 

AUTORES 

 

Rafael Santiago Albuja Echeverría 

María Verónica Albuja Landi 

Sayuri Monserrath Bonilla Novillo 

Diego Fernando Mayorga Pérez 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

4 
 

 

Cálculo de varias variables. Teoría y 

ejercicios 
 

 

Reservados todos los derechos. Está prohibido, bajo 

las sanciones penales y el resarcimiento civil 

previstos en las leyes, reproducir, registrar o 

transmitir esta publicación, íntegra o parcialmente, 

por cualquier sistema de recuperación y por 

cualquier medio, sea mecánico, electrónico, 

magnético, electroóptico, por fotocopia o por 

cualquiera otro, sin la autorización previa por escrito 

al Centro de Investigación y Desarrollo Ecuador 

(CIDE).  

 

 

 

DERECHOS RESERVADOS 

  

Copyright © 2022 

Centro de Investigación y Desarrollo Ecuador 

Guayaquil, Ecuador  

Tel.: + (593) 04 2037524  

http.:/www.cidecuador.com 

 

ISBN 978-9942-844-92-7 

Impreso y hecho en Ecuador 

 

Dirección editorial: Lic. Pedro Misacc Naranjo, Msc. 

Coordinación técnica: Lic. María J. Delgado 

Diseño gráfico: Lic. Danissa Colmenares 

Diagramación: Lic. Alba Gil 

Fecha de publicación: julio, 2022 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

5 
 

 

 

 

La presente obra fue evaluada por pares académicos 

experimentados en el área 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Catalogación en la fuente 
 

 

 

Cálculo de varias variables. Teoría y ejercicios / Rafael Santiago Albuja 

Echeverría, María Verónica Albuja Landi, Sayuri Monserrath Bonilla 

Novillo, Diego Fernando Mayorga Pérez.-- Ecuador: Editorial  CIDE, 2022 

        

      305 p.: incluye gráficos; 21 x 29, 7 cm. 

 

      ISBN 978-9942-844-92-7 

 

 1. Cálculo en varias variables 2. Análisis Matemático 3. Matemáticas 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

6 
 

 

 

SEMBLANZA DE LOS AUTORES 

 

 

 

 

Rafael Santiago Albuja Echeverría 

Ingeniero Civil, Universidad de Guayaquil (1990) ; Magíster en Docencia 

Universitaria e Investigación Educativa, Universidad Nacional de Loja 

(2001); Especialización en Informática Aplicada a la docencia, ESPOCH 

(2001); Maestría en Matemática básica, ESPOCH (2022); Docente 

Ocasional ESPOCH (1991); Docente titular ESPOCH (1995) hasta la 

actualidad, en las asignaturas de: Análisis Matemático II, Análisis 

Matemático III, Resistencia de Materiales. 

 

María Verónica Albuja Landi 

 

Ingeniera Mecánica, Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (2009); 

Maestría en Matemática Básica, ESPOCH (2019); Docente Ocasional, 

ESPOCH (2010); Docente Ocasional, UNACH (2017); Docente Ocasional, 

ESPOCH (2021) hasta la actualidad, en las asignaturas de: Análisis 

Matemático I, Análisis Matemático II, Análisis Matemático III, Álgebra Lineal 

y Geometría Analítica 

 

 

Sayuri Monserrath Bonilla Novillo 

Ingeniera Mecánica (ESPOCH-2013), Magíster en Matemática mención 

Modelación y Docencia  (ESPOCH-2022), y Magister en Gestión Industrial 

y Sistemas Productivos  (ESPOCH-2016). Docente de la Escuela Superior 

Politécnica de Chimborazo, Facultad de Mecánica, se ha desempeñado 

también como técnica docente de la Unidad de Admisión y Nivelación, así 

como docente de la Facultad de Administración de Empresas. Ha trabajado 

como coordinadora del área de Mantenimiento de la Unidad Oncológica 

SOLCA de Chimborazo. Se ha desempeñado como capacitadora en distintos 

programas de formación académica y profesional. Ha escrito obras de 

relevancia y artículos científicos en calidad de autora y coautora relacionados a las áreas de 

ingeniería mecánica, ingeniería industrial y las ciencias exactas. Ha participado en cursos, talleres, 

seminarios y ha realizado ponencias dentro del ámbito nacional e internacional.  

 

 

 



 
 
 

 
 

7 
 

Diego Fernando Mayorga Pérez 

 

Ingeniero Mecánico de formación de Tercer Nivel como 

Máster en Ingeniería Matemática y Computación, así como 

Máster en Seguridad y Prevención de Riesgo del Trabajo y 

Metrólogo otorgado por el Servicio Ecuatoriano de 

Normalización (INEN). Docente de tercer y cuarto nivel de 

Educación superior, así como también autor de maestría en la 

Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

8 
 

 

 

DEDICATORIA 

 

 

Estos apuntes de matemáticas para ingenieros les dedico a mi esposa Patricia y mis hijos 

Rafael Eduardo, Javier Edmundo y Juan Carlos  que Dios ilumine sus caminos y que 

esta pequeña contribución con temas de matemáticas les ayude en algún momento de sus 

vidas para que puedan ayudar a lo que necesiten. 

Rafael Albuja 

 

 

Este libro lo dedico a mis hijos Diego Fernando y Daniel Alejandro que son la razón de 

mi vida, el motor que me guía a cumplir mis sueños. 

 

Verónica Albuja 

 

A mi hijo Emiliano Alejandro, el amor de mi vida, mi razón de ser y mi inspiración para 

alcanzar metas y sueños. A mis padres Patricio y Nora, el pilar fundamental en mi vida, 

gracias por su amor y apoyo incondicional. A mi familia, por su motivación constante y 

cariño infinito. 

 

Sayuri Bonilla 

 

Este presente trabajo lo dedico a mis hijos que son la razón de mi ser y de todos mis 

ideales. 

 

Diego Mayorga 
 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

9 
 

 

AGRADECIMIENTO 

 

 

 

Mi agradecimiento para todas las personas que en el transcurso de los tiempos 

contribuyeron de alguna manera para poder plasmar estos apuntes de Matemáticas en un 

texto, él mismo que tiene temas necesarios y que serán útiles en su vida estudiantil a las 

personas que siguen las ramas de Ingeniería y Ciencias. 

 Rafael Albuja 

 

 

Mi agradecimiento a la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, por abrirme las 

puertas tanto en la parte estudiantil, como haberme dado la dicha de ser parte de su planta 

docente, a cada uno de mis maestros que han contribuido en mi formación profesional, y 

a mis compañeros autores por la contribución y dedicación. 

Verónica Albuja 

 

 

A Dios por la vida y cada una de sus bendiciones, A la Escuela Superior Politécnica de 

Chimborazo por la formación académica y profesional, y por permitir desarrollarme como 

docente en sus aulas; y a mis compañeros por sus conocimientos plasmados en esta obra.  

 

Sayuri Bonilla 

 

 

Agradezco a la vida por esta oportunidad a Dios por permitirme lograr este sueño y a mis 

compañeros por sus valiosos aportes a la ciencia en el área de las matemáticas. 

 

Diego Mayorga 



 
 
 

 
 

10 
 

 

CONTENIDO 

 

 

 
Semblanza de los autores ……………………………………………..…………………. 6 

Dedicatoria ………………………..…………………………………..………………… 8 

Agradecimiento ………………...……………………………………..………………… 9 

Prólogo ………………………………………………………………..………………… 19 

  

UNIDAD 1. 

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 
  

1.1 Conceptos Fundamentales ………………….…………………..………………… 21 

1.1.1 Definición de función de n variables …………………………………..……… 21 

1.1.2 Concepto de dominio o campo de existencia de la función ……………….…… 25 

1.1.3 Definición de Codominio …………………………………………..…………. 30 

1.1.4 Gráfico de la Función …………………………………………..……………… 32 

  

1.2 Límites y Continuidad de Funciones de más de una Variable …………….……. 37 

1.2.1 Definición de distancia entre dos puntos en Rn …………………..…………… 37 

1.2.2 Definición de límite de una función de n variables …………………………….. 39 

1.2.3 Definición de límite de una función de dos variables ………………….……… 39 

1.2.4 Definición de punto de acumulación ………………………………….………. 43 

1.2.5 Definición del límite de una función de dos variables a través de un conjunto 

….....especifico ……………………………………..…………………….…………. 44 

1.2.6 Definición de continuidad de una función de n variables ………..……………. 48 

1.2.7 Definición de continuidad de una función de dos variables ……………………. 49 

  

1.3 Derivadas Parciales ……………………………….………………………………. 51 

1.3.1 Definición de derivada parcial de una función de n variables ………………… 52 

1.3.2 Interpretación geométrica de las derivadas parciales ………………………….. 59 

  

1.4. Diferenciabilidad y Diferencial Total ………………………………..………….. 63 

1.4.1 Definición de incremento de una función de n variables ………………………. 64 

1.4.2 Definición de función diferenciable de n variables ………………..………….. 64 

1.4.3 Definición de la diferencial total de una función de n variables ……..………… 65 

1.4.4 Definición de incremento de una función de dos variables …………..……….. 65 

1.4.5 Definición de función diferenciable de dos variables …………………………. 66 

1.4.6 Definición de la diferencial total de una función de dos variables ……..……… 66 

  

1.5 Derivación de Funciones Compuestas ……………………………………………. 72 

1.5.1 Caso de una sola variable independiente ………………………………………. 72 

1.5.2 Caso de dos variables independientes …………………………………………. 73 

  

1.6 Derivadas de Funciones Implícitas ……………..………………………………… 80 

1.6.1 Caso de una variable independiente …………………………………..……….. 80 

1.6.2 Caso de dos variables independientes …………………………….…………… 80 

  

  



 
 
 

 
 

11 
 

1.7 Derivadas Direccionales y Gradientes ……………………………………………. 84 

1.7.1 Definición de derivada direccional de una función de dos variables ……..……. 84 

1.7.2 Definición del gradiente de una función de dos variables ……………….……. 86 

  

1.8 Diferenciales Exactas ……………………………………………………………… 95 

1.8.1 Condición de diferencial exacta …………………………………………..…… 95 

1.8.2 Para el caso de tres variables ………………………………………..………… 101 

  

1.9 Derivadas y Diferenciales de Órdenes Superiores ……………………………….. 107 

1.9.1 Derivadas parciales de órdenes superiores …………………………….………. 107 

1.9.2 Diferenciales de órdenes superiores …………………………………………… 109 

  

1.10 Aplicaciones de las Derivadas Parciales ………………………..………………. 117 

1.10.1 ...Planos tangentes y rectas normales a una superficie …………..…………… 117 

1.10.2 ...Definición de plano tangente ………………………………...…………….. 118 

1.10.3 ...Definición de recta normal a una superficie ……………………………….. 119 

1.10.4 ...Extremos de funciones de dos variables …………..……………………….. 128 

1.10.4.1 Análisis de los valores extremos …………………………………………… 130 

1.10.4.2 Extremos condicionados …………………………………………………… 145 

1.10.4.3 Problemas de aplicación sobre máximos y mínimos absolutos …….……… 153 

  

1.11 Problemas Propuestos ……………………………………………………………. 161 

  

UNIDAD 2 

INTEGRALES MÚLTIPLES 

  

2.1. Introducción ………………………………………………………………………. 177 

  

2.2. Coordenadas Cilíndricas y Esféricas …….………………………………………. 177 

2.2.1. Coordenadas cilíndricas ………………………………………...…………….. 177 

2.2.2 Coordenadas esféricas ……………………………………………...…………. 183 

  

2.3. Integrales Dobles ……………………………………………….…………………. 191 

2.3.1. Definición de integral doble ……………………………...…………………… 191 

2.3.2. Definición del volumen de un sólido ………………………………………….. 193 

2.3.3. Propiedades de la integral doble ………………………………………………. 195 

2.3.4. Integral Iterada ………………………………………….…………………….. 196 

2.3.5. Teorema de Fubbini ……………………………………….………………….. 196 

2.3.6. Determinación de los límites de integración ………………………………….. 197 

  

2.4. Integrales Dobles en Coordenadas Polares ………………………………………. 212 

  

2.5. Integrales Dobles En Coordenadas Curvilineas …………………………………. 219 

  

2.6. Aplicaciones Geométricas de las Integrales Dobles ……………….……………. 229 

2.6.1. Cálculo de volúmenes ………………………………………………………… 229 

2.6.2. Cálculo de áreas ………………………………………………………..…….. 236 

  

  

  

  



 
 
 

 
 

12 
 

  

2.7. Aplicaciones Físicas de las Integrales Dobles ……………………………..….…. 244 

2.7.1. Masa …………………………………………………….……………………. 244 

2.7.2. Primeros momentos o momentos estáticos de la masa ….……………………. 245 

2.7.3. Segundos momentos o momentos de inercia de la masa ….…………….……. 246 

2.7.4. Radio de giro de la masa m …….….…………………….……………………. 247 

  

2.8. Cálculo de Áreas de Superficie ………………………………………….……….. 263 

  

2.9. Integrales Triples ………………………………………………………………….. 266 

2.9.1. Definición de integral triple en coordenadas rectangulares .………………..… 266 

2.9.2. Cambio de variable en la Integral triple .……………………………………… 272 

2.9.3. Integral triple en coordenadas cilíndricas ……..……………………………… 273 

2.9.4. Integral triple en coordenadas esféricas …….………………………………… 277 

  

2.10. Aplicaciones de las Integrales Triples ………………………………..………… 282 

2.10.1. Aplicaciones geométricas. (Cálculo de Volúmenes) ………………………… 282 

2.10.2. Aplicaciones físicas ……………………….………………………………… 292 

  

3.11. Problemas Propuestos …………………………………………………….…….. 299 

3.11.1. Integrales Dobles …………………………….……………………………… 299 

3.11.2. Integrales Triples …………………………….……………………………… 301 

  

Referencias …………...……………………...…………………….…………………… 305 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

13 
 

 

 

 

ÍNDICE DE FIGURAS 
 

 

 

 

Figura 1 Cono en función de su generatriz x, radio y …………………….………… 22 

Figura 2 Paralelepípedo en función de sus lados x,y,z …..……………….………… 22 

Figura 3 Triángulo en función de sus lados x,y,z …………………..…….………… 23 

Figura 4 Parábola y = 1 + x − x2 ……………………………………......………… 24 

Figura 5 Circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 …………………………...……….………… 25 

Figura 6 Circunferencia x2 + y2 < 1 …………………………………….………… 26 

Figura 7 Grafica y > −x …………………...………………….………….………… 26 

Figura 8 Gráfica resultante …………….………………………………….………… 27 

Figura 9 Gráfica resultante …………….………………………………….………… 28 

Figura 10 Gráfica resultante ……….……………………………………….………… 28 

Figura 11 Gráfica x2 + y2 + z2 ≤ 1 …………………………...………….………… 29 

Figura 12 Gráfica resultante ……………………………………………….………… 29 

Figura 13 Gráfica de la función 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = √1 − 𝑥2 − 𝑦2 ……………….……… 30 

Figura 14 
Gráfica de la función 𝑧 =

𝟏

√1−𝑥2−𝑦2
 …………………………………....…. 

30 

Figura 15 Gráfica de la función 𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦) ……………………………………… 31 

Figura 16 Gráfica de la función 𝑧 = √1 − 𝑥2 +√1 − 𝑦2 ………………..…………. 31 

Figura 17 Gráfica de la función 𝑧 = √(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎2)(2𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2) ……………. 32 

Figura 18 Paraboloide …….………….…………………………………….………… 34 

Figura 19 Curvas de Nivel ………...……………………………………….………… 34 

Figura 20 Sólido de Revolución …….……………….……….…………….………… 35 

Figura 21 Curvas de Nivel …….……..…………………………………….………… 35 

Figura 22 Gráfica resultante y curvas de nivel …………………………….………… 36 

Figura 23 Gráfica resultante y curvas de nivel …………………………….………… 36 

Figura 24 Gráfica resultante y curvas de nivel …………………………….………… 37 

Figura 25 Pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P0 ……..….………… 60 

Figura 26 Pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P0 ……..….………… 60 

   

   



 
 
 

 
 

14 
 

Figura 27 Pendiente de la recta tangente a la curva 𝑧 =
1

2
√24 − 𝑥2 − 2𝑦2 en P0 …… 62 

Figura 28 Pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P0(1,1,−2) ………… 63 

Figura 29 Diferencial total de una función de n variables ………….…..….………… 66 

Figura 30 Cono de altura  H = 45 cm y radio de su base R = 15 cm ……...………… 70 

Figura 31 Caja cerrada de 15 cm, 10cm, y 8 cm ……..…………………….………… 70 

Figura 32 Regla de la cadena (Variables Dependientes) ……….………….………… 73 

Figura 33 Regla de la cadena (Variables Independientes) ………………….………… 73 

Figura 34 Derivada direccional de una función de dos variables ……………..……… 84 

Figura 35 Gradiente de la función  z = x2y …………………….………….………… 92 

Figura 36 Plano tangente a una superficie en el punto P0 ………………….………… 118 

Figura 37 Plano tangente al sólido z2 − x2 − y2 = 0 en el punto P0(3, 4, −5) ……… 120 
   

Figura 38 Plano tangente a la superficie (x + y)2 + z2 = 25 en el punto P0(1, 2, 4) .. 121 
   

Figura 39 Plano tangente a la superficie 
x2

16
+
y2

9
−
z2

8
= 0  en el punto P0(4, 3, 4) ..… 122 

   

Figura 40 Plano tangente a la superficie z = x2 + y2,   en el punto P0(1,−2, 5) ….… 123 
   

Figura 41 Plano tangente a la superficie x2 + 2y2 + 3z2 = 21 y paralelo al plano x +
4y + 6z = 0 …………………………...………………….………….…… 125 

   

Figura 42 Tangente a la curva C en el punto (1,2,2) ………..………….………….… 127 
   

Figura 43 Esferas x2 + y2 + z2 = 4     y   (x − 1)2 + y2 + z2 = 1  tangentes en el 

punto  (2, 0, 0) en 2D 128 
   

Figura 44 Esferas x2 + y2 + z2 = 4     y   (x − 1)2 + y2 + z2 = 1  tangentes en el 

punto  (2, 0, 0) en 3D …………………………..…………….………….… 128 
   

Figura 45 Máximos y mínimos relativos ………………….…………….………….… 130 
   

Figura 46 

Rectas tangentes a la curva de la intersección de un plano constante con la 

superficie en un punto (x0, y0) ……………………………….………….… 131 
   

Figura 47 Valores extremos de la función: f(x, y) = xy − x2 − y2 − 2x − 2y + 4 .… 133 
   

Figura 48 Placa triangular del primer cuadrante, formada por las rectas: y=9-x , x=0, y=0 134 

Figura 49 Máximos y mínimos absolutos de la función:  f(x, y) = 2 + 2x + 2y − x2 − y2 136 

Figura 50 Máximo, mínimo y punto silla de la función z = x4 + 4xy + y4 − 2x2 − 2y2 138 

Figura 51 Mínimo y punto silla de la función: z = x3 + y3 − 3xy ……….……….… 140 

Figura 52 Área formada por: y = x2 y y = 4 ………………….……….………….… 142 

Figura 53 Máximos y mínimos absolutos de la función: f(x, y) = 3x2 + xy ………… 143 

Figura 54 Máximo de la función: z = ex−y(x2 − 2y2) …………..…….………….… 144 



 
 
 

 
 

15 
 

   

Figura 55 Extremos condicionados de la función: z = x + 2y …………………….… 147 

Figura 56 Función x2 + y2 = 5 …………………………….…………..………….… 147 

Figura 57 Extremos condicionados de z = cos2x + cos2y ………………….………. 149 

Figura 58 Función y − x =
π

4
  ……………………………………………….….……. 149 

Figura 59 Extremos de z = cos2x + sen2y, condicionados por y − x =
π

4
 ………….. 150 

   

Figura 60 Extremos condicionados de la función  u = xy + yz,  si x2 + y2 = 2  y y +
z = 2    (x > 0, y > 0, z > 0) ……………………….……….………….… 151 

   

Figura 61 Extremos condicionados de la función  z = x2 + y2,  si   
x

2
+
y

3
= 1 ……... 

153 

Figura 62 Caja rectangular, sin tapa que tiene un volumen V dado …………………. 154 

Figura 63 Triángulo cerrado x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 12 ……………….………….… 156 

Figura 64 Esfera x2 + y2 + z2 =36 …………………………………….….………….… 161 

Figura 65 Cilindro circular recto en coordenadas rectangulares y cilíndricas ……….. 178 

Figura 66 Esfera en coordenadas rectangulares ……………..………….………….… 179 

Figura 67 Hiperboloide elíptico ………………………………..……….………….… 179 

Figura 68 Vista espacial cilindro circular recto …………………..……….…………. 181 

Figura 69 Plano 3x+2y+6z=0 ………………………………...…..……….…………. 182 

Figura 70 Coordenadas esféricas ………………………………....……….…………. 184 

Figura 71 Esfera de centro en el origen y radio 9 ………….……..……….…………. 188 

Figura 72 Esfera de centro desplazado (0,0,2) y radio 2 ……………..………………. 189 

Figura 73 Cilindro circular recto radio 3 …………………..……..……….…………. 189 

Figura 74 Cono elíptico ……………..……….…………………..……….………….. 190 

Figura 75 Región rectangular cerrada ……………………...……..……….…………. 191 

Figura 76 Región irregular cerrada ……………………...………..……….…………. 193 

Figura 77 Sólido rectangular subdividido …………..……...….……..……….……… 194 

Figura 78 Tipos de regiones en integrales iteradas ….………………..……….……… 197 

Figura 79 Límites superior e inferior de Integrales iteradas …..……..……….……… 198 

Figura 80 Región rectangular subdividida en i-ésima parte ….…..…..……….……… 199 

Figura 81 Región rectangular subdividida en i-ésima parte …..……..……….……… 200 

Figura 82 Rectángulo formado por puntos para integración ….……..……….……… 203 

Figura 83 Paralelogramo de integración ……….…………...………..……….……… 203 

Figura 84 Circunferencias de integración ………...………...………..……….……… 204 

Figura 85 Intersección hipérbola y parábola de integración …..……..……….……… 206 



 
 
 

 
 

16 
 

   

Figura 86 Intersección parábola y recta a integrar con diferentes ejes ……….……… 207 

Figura 87 Área a integrar, intersecada dos parábolas ………….……..……….……… 208 

Figura 88 Área a integrar, formada por parábola ….……………..…..……….……… 209 

Figura 89 Círculo de radio a con centro en el origen ….……………..……….……… 210 

Figura 90 Parábola vértice en el origen lado recto paralelo al eje Y ………………… 211 

Figura 91 Región R acotada por radios ….……………………….…..……….……… 213 

Figura 92 Área de integración curvilínea ….……………………..…..……….……… 215 

Figura 93 Volumen del paralelepípedo ….……….…………………..……….……… 215 

Figura 94 Circunferencias en coordenadas polares y rectangulares …………….……. 216 

Figura 95 Primer cuadrante de la circunferencia de radio 5 ………………….……… 217 

Figura 96 Cardiode intersecado con circunferencia …………...……..……….……… 218 

Figura 97 Circunferencia de radio a …………………………..……..……….……… 220 
   

Figura 98 Región de integración limitada por: 𝑥 + 𝑦 = 1;   𝑥 + 𝑦 = 4;  𝑥 − 𝑦 =
−1;  𝑥 − 𝑦 = 1 ….……………..….……..……….……….……….……… 221 

   

Figura 99 Región formada en u y v …………………………….……..……….……… 222 

Figura 100 Región limitada por 𝑦 =
𝑥

4
;   𝑦 = 2𝑥;   𝑦 =

1

𝑥
;    𝑦 =

4

𝑥
  …………………… 223 

Figura 101 Región convertida en u y v ….……………………………..……….……… 224 

Figura 102 Región limitada por: 𝐴(0,0);𝐵(3,1); 𝐶(−2,1) …….……..……….……… 226 

Figura 103 Región trasformada y limitada u y v ….……………….…..……….……… 227 

Figura 104 Paraboloide elíptico ….………..….……..……….………..……….……… 230 

Figura 105 Paraboloide elíptico, región del prisma rectangular visto en R2 …..……… 230 

Figura 106 Cilindro intersecado por los planos 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑦 = 𝑥 ………….…….. 231 

Figura 107 Vista en R2, Cilindro intersecado por los planos 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑦 = 𝑥 ………. 231 

Figura 108 Región limitada por: 2𝑎𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 𝑎2,  𝑧 = 0 ………. 232 

Figura 109 Región limitada por el cardioide y la circunferencia ………………..…….. 233 

Figura 110 Volumen limitado por: 𝑦 = √𝑥;   𝑦 = 2√𝑥;   𝑥 + 𝑧 = 6     𝑦    𝑧 = 0 ..…… 235 

Figura 111 Región limitada por: 𝑦 =  𝑠𝑒𝑛 𝑥   𝑒     𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 …………………...…….. 236 

Figura 112 Región limitada por: 𝑥 = 𝑦2,   𝑥 = 2𝑦 − 𝑦2 ….…………..……….……… 237 

Figura 113 Región limitada por las parábolas ….……………………..……….……… 238 

Figura 114 Área formada por: lemniscata 𝑟2 = 2𝑎2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃. ……………….………… 239 

Figura 115 Área formada por: r = 1 + cos θ    y    r = 1 − cos θ …………….……… 240 

Figura 116 Área de integración parábola 𝑦2 = 4𝑥, la circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 = 5 ….. 241 



 
 
 

 
 

17 
 

   

Figura 117 Integral respecto al eje X, parábola y2 = 4x, la circunferencia x2 + y2 = 5 242 

   

Figura 118 Región integrada con respecto al eje Y, parábola 𝑦2 = 4𝑥, la circunferencia 

𝑥2 + 𝑦2 = 5 ….……..…………….…….………….……..……….……… 243 
   

Figura 119 Masa de una superficie ….…………………………….…..……….……… 245 

Figura 120 Placa delgada de densidad uniforme de forma parabólica ………………… 247 

Figura 121 Centroide de la región limita por: y2 + x = 0 ….………...……….……… 249 

Figura 122 Centros de masa de la lámina interseca por la circunferencia y la recta …... 250 

Figura 123 Momentos de inercia de la lámina formada por la parábola, recta y eje y … 252 

Figura 124 Momentos de inercia con respecto a una recta paralela al eje …………..… 254 

Figura 125 Momento de inercia respecto al eje X, círculo 𝑥2 + 𝑦2 = 1 ………..…….. 255 

Figura 126 Centroide de la región limitada por el cardiode 𝑟 = 2(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃) …….…. 256 

Figura 127 Momento de inercia y radio de giro 𝑟 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃) ….……..….……… 258 

Figura 128 Radio de giro de la lámina con respecto al eje X …………………………. 261 
   

Figura 129 Área de la superficie del primer octante cortada en el cilindro 𝑥2 + 𝑧2 =
16 por los planos 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = 0  𝑒  𝑦 = 3 ………………………….. 263 

   

Figura 130 Área de la superficie plana formada por los planos 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4 ……… 264 
   

Figura 131 Área de la parte del cono 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 comprendida dentro de  𝑥2 +
𝑦2 = 2𝑥 ….……..………..……..……….………….……..……….……… 265 

   

Figura 132 Volumen del paralelepípedo ….…………………………...……….……… 267 

Figura 133 Integrales Iteradas ….……………………………………..……….……… 268 
   

Figura 134 Región S es un cilindro limitado por las superficies  𝑥2 + 𝑦2 =
16,   𝑧 = 0   𝑦   𝑧 .……...….……..……….………………..……….……… 270 

  
 

Figura 135 Volumen limitado por las superficies  𝑧2 − 4𝑥 + 𝑦2 = 0,   𝑥 = 2,    𝑥 =

0,   𝑦 = 0,   𝑦 = 2√𝑥,    𝑦   𝑧 = 0  …………………………………………. 271 
  

 

Figura 136 Volumen en coordenadas cilíndricas ……………….……..……….……… 274 

Figura 137 Volumen limitado por las superficies  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑅𝑧,  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 275 

Figura 138 Sección transversal en el plano “xy” ….…………………..……….……… 276 

Figura 139 Sección transversal esfera de radio ….…………………….……….……… 279 

Figura 140 Esferoide de centro movido ….……..………………………..…….……… 280 

Figura 141 Volumen del sólido limitado por un paraboloide y un cilindro ………..…. 282 
   

Figura 142 Volumen del sólido limitado por el cilindro  𝑥2 + 𝑦2 = 25, el plano 𝑥 +
𝑦 + 𝑧 = 8  y el plano “xy” ….……………………………..……….……… 284 



 
 
 

 
 

18 
 

  
 

   

Figura 143 Volumen del sólido ubicado sobre el paraboloide elíptico 3𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧  y 

debajo del cilindro 𝑥2 + 𝑧 = 4 ….…………………….…..……….……… 285 
  

 

Figura 144 Volumen seccionado en la esfera  𝜌 = 4  por el cono  𝜑 =
𝜋

4
 ……….…… 

286 
  

 

Figura 145 Volumen del sólido ubicado dentro de la esfera  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑧  y que 

se encuentra arriba del cono  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 ….…………..……….……… 288 
  

 

Figura 146 Volumen acotado por abajo por el plano  𝑧 = 0, lateralmente por el cilindro 

𝑥2 + 𝑦2 = 1  y por arriba por el paraboloide  𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 ………..…….. 289 
  

 

Figura 147 Volumen acotado por arriba por el paraboloide   𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2 y por 

abajo por el paraboloide  𝑧 = 4𝑥2 + 4𝑦2 ………….……..……….……… 290 
  

 

Figura 148 Centro de gravedad de un sólido ….…………………..…..……….……… 293 

Figura 149 Masa del sólido homogéneo acotado por el cilindro  𝑧 = 4 − 𝑥2 ……….... 295 

Figura 150 Momento de inercia respecto al eje “z” del sólido homogéneo ……….….. 296 
   

Figura 151 Sección transversal es la circunferencia  𝑥2 + 𝑦2 = 1, y fuera del cono  

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 ….…………….....……….………….……..……….……… 297 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

19 
 

 

PRÓLOGO 

 

 

 

 

Cálculo de varias variables. Teoría y ejercicios, es un texto práctico y novedoso, 

presentado como una obra relevante aporte para el estudio del análisis matemático de una 

forma amena, didáctica y actual. 

 

En este texto se evidencia el aporte profesional en las diversas actividades realizadas 

con ejercicios y aplicaciones novedosas que le dan distinción a la obra, destacando 

además, los contenidos expuestos de manera organizada y sistematizada que permite una 

apreciación práctica de los mismos así como la correlación de los tópicos tratados, sin 

duda, una de las fortalezas que se perciben en la extensión del libro. 

 

El lector podrá encontrar una distribución de los contenidos en un orden pedagógico 

donde se establecen los renglones de las definiciones y consideraciones que son la base 

del análisis matemático, hasta la complejización de los temas en los estudios de los sólidos 

y teoremas que explican su teoría.  

 

Esta obra, que consta de dos unidades bien concebidas, es una invitación a los 

interesados en el tema del análisis matemático para profundizar su estudio y utilizarlo 

como material de consulta diaria en el proceso formativo de cada uno. 
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UNIDAD 1 

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

 

 

1.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

 

1.1.1 Definición de función de n variables.  Una magnitud variable W se denomina 

función uniforme de n variables  𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛 si a cada conjunto de n-uplas ordenadas 

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) del campo dado, le corresponde un valor único y determinado de W.   

 

Las variables  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 se denominan variables independientes o dominio y W 

variable dependiente o codominio (Imagen, Rango). 

 

Las notaciones matemáticas más usadas para nombrar esta dependencia son: 

𝑊 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛);         𝑊 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑒𝑡𝑐. 

 

De la misma manera que se puede evaluar la función y = f(x) en cualquier valor que 

toma x en su dominio, se evalúa la función  𝑊 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) en cualquier punto 

𝑃 = (𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) del campo de existencia así: Si  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)   y el punto es 𝑃 = (𝑎, 𝑏) 

entonces  𝑧(𝑎, 𝑏) = 𝑓(𝑎, 𝑏) etc. 

 

Ejemplos: 

 

1. Encontrar la dependencia funcional del volumen del cono, en función de su generatriz 

x, y del radio de la base y. 

 

 

𝑉 =
1

3
 𝜋 𝑟2 ℎ =

1

3
𝜋 𝑦2√𝑥2 − 𝑦2 

𝑉 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  

 

 

ℎ = √𝑥2 − 𝑦2 
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Figura 1 

Cono en función de su generatriz x y radio y 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Hallar la dependencia funcional del volumen de un paralelepípedo en función de sus 

lados. 

𝑉 = 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧. 

𝑉 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

 

 

Figura 2 

Paralelepípedo en función de sus lados x,y,z. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Encontrar la dependencia funcional del área de un triángulo en función de sus lados. 

 

𝐴 = 𝑠√(𝑠 − 𝑎)(𝑠 − 𝑏)(𝑠 − 𝑐) 

 𝑠 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
 

𝐴 = 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐) 
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Figura 3 

Triángulo en función de sus lados x,y,z. 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Determinar la dependencia funcional del espacio en función del tiempo y la velocidad 

inicial. 

 

𝑑 = 𝑣𝑜𝑡 +
1

2
𝑎 𝑡2. 

 𝑑 = 𝑓(𝑣𝑜,, 𝑡). 

 

5. Hallar  𝑓 (
1

2
, 3)    𝑦      𝑓(1, −2),  si   𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 +

𝑥

𝑦
. 

 

Solución:   

𝑓 (
1

2
, 3) =

𝟏

𝟐
∗ 𝟑 +

𝟏

𝟐

𝟑
=

𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟔
=

𝟗+𝟏

𝟔
=

𝟏𝟎

𝟔
=

𝟓

𝟑
. 

 

𝑓(1,−2) = 1 ∗ −2 +
1

−2
= −2 −

1

2
= −

5

2
. 

 

6. Determinar  𝑓(𝑦, 𝑥), 𝑓(−𝑥2, −𝑦2), 𝑓 (
1

𝑥
,
1

𝑦
) ,

1

 𝑓(𝑥,𝑦)
  si    𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥2− 𝑦2

2𝑥𝑦
. 

 

Solución:  

𝑓(𝑦, 𝑥) =
𝑦2− 𝑥2

2𝑥𝑦
  

 

𝑓(−𝑥2, −𝑦2) =
(−𝑥2)

2
−(−𝑦2)

2

2(−𝑥2)(−𝑦2)
=

𝑥4−𝑦4

2𝑥2𝑦2
. 

 

𝑓 (
1

𝑥
,
1

𝑦
) =

(
1

𝑥
)
2
−(

1

𝑦
)
2

2
1

𝑥
∗
1

𝑦

=
𝑥 𝑦 (𝑦2−𝑥2)

2𝑥2𝑦2
=

𝑦2−𝑥2

2𝑥𝑦
. 

 
1

𝑓(𝑥,𝑦)
=

1

𝑥2−𝑦2

2𝑥𝑦

=
2𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2
. 
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7. Calcular los valores que toma la función  𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑥 − 𝑦 en los puntos de la 

parábola 𝑦 = 𝑥2, y graficar la función  𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑥2).   

 

Solución: 

Los puntos de la parábola son de la forma (𝑥, 𝑥2), por lo que se calcula 𝑓(𝑥, 𝑥2) =

1 + 𝑥 − 𝑥2. 

 

Figura 4 

Parábola 𝑦 = 1 + 𝑥 − 𝑥2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Encontrar 𝑓(𝑥, 𝑦), si   𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦) = 𝑥𝑦 + 𝑦2. 

 

Solución: 

Se sustituye  𝑥 + 𝑦 = 𝑢     𝑦      𝑥 − 𝑦 = 𝑣,    𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑣𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑠𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒: 

 

𝑥 =
𝑢+𝑣

2
  ∩    𝑦 =

𝑢−𝑣

2
   reemplazando en la función: 

 

𝑓(𝑢, 𝑣) = (
𝑢+𝑣

2
) (

𝑢−𝑣

2
) + (

𝑢−𝑣

2
)
2

=
1

4
(𝑢2 − 𝑣2) +

1

4
(𝑢2 − 2𝑢𝑣 + 𝑣2)  ∴   

𝑓(𝑢, 𝑣) =
1

2
(𝑢2) −

1

2
𝑢 𝑣 =

𝑢

2
(𝑢 − 𝑣), volviendo a variables originales: 

  𝑓(𝑥, 𝑦) =
(𝑥+𝑦)

2
(𝑥 + 𝑦 − 𝑥 + 𝑦) = 𝑦(𝑥 + 𝑦)   ∴     𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑥 + 𝑦). 
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1.1.2 Concepto de dominio o campo de existencia de la función 

 

Es el conjunto de n-uplas ordenadas que toman como valor las variables 

independientes para que la función exista, de allí su nombre campo de existencia de la 

función, éste puede estar definido en la recta numérica R1, en un plano R2, en el espacio 

R3 o en forma general en Rn, dependiendo del número de variables independientes. 

 

Ejemplos 

 

Hallar analítica y gráficamente el dominio de las siguientes funciones: 

 

1. 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = √1 − 𝑥2 − 𝑦2. 

 

Solución: 

Condición:      1 − 𝑥2 − 𝑦2 ≥ 0  ∴    𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 entonces el dominio es: 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦)𝜖𝑅2/ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}, esto quiere decir que son todos los puntos  (𝑥, 𝑦) 

que están dentro de la circunferencia  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 incluida la línea de frontera. 

 

Figura 5 

Circunferencia 

 
 

2. 𝑧 =
𝟏

√1−𝑥2−𝑦2
. 

 

Solución: 

Condición:      1 − 𝑥2 − 𝑦2 > 0  ∴    𝑥2 + 𝑦2 < 1 entonces el dominio es: 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦)𝜖𝑅2/ 𝑥2 + 𝑦2 < 1}, esto quiere decir que son todos los puntos  (𝑥, 𝑦) 

que están dentro de la circunferencia  𝑥2 + 𝑦2 < 1 excluyendo la línea de frontera. 

𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 
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Figura 6 

Circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 < 1 

 
 

3. 𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦). 

 

Solución: 

Condición:      𝑥 + 𝑦 > 0  ∴    𝑦 > −𝑥 entonces el dominio es: 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦)𝜖𝑅2/ 𝑦 > −𝑥}, esto quiere decir que son todos los puntos  (𝑥, 𝑦) que están 

sobre la recta 𝑦 = −𝑥 excluyendo la línea de frontera. 

 

Figura 7 

Gráfica 𝑦 > −𝑥 

 
 

 

4. 𝑧 = √1 − 𝑥2 +√1 − 𝑦2. 

 

Solución: 

Cuando se tiene una diferencia o suma de funciones, para encontrar su campo de 

existencia, se debe encontrar el dominio de cada sumando y luego hallar el conjunto 

intersección de estos dominios. 
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Condiciones:      para     𝑧1 = √1 − 𝑥2  𝑠𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒   1 − 𝑥
2 ≥ 0 ∴  −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 

por lo que el dominio es: 𝐷 = {𝑥 𝜖 𝑅1/ −1 ≤ 𝑥 ≤ 1}  

 

Para 𝑧2 = √1 − 𝑦2 𝑠𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒 1 − 𝑦2 ≥ 0  ∴  −1 ≤ 𝑦 ≤ 1 y el dominio es:   

𝐷 = {𝑦 𝜖 𝑅1/ −1 ≤ 𝑦 ≤ 1}  

 

Encontrando la intersección de los dominios se tiene: 

 

𝐷𝑡 = {(𝑥, 𝑦) 𝜖 𝑅2/ −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 ∩ −1 ≤ 𝑦 ≤ 1}, lo que significa que es el cuadrado 

limitado por las rectas  𝑦 = ±1    y      𝑥 = ±1    incluida las líneas de frontera.  

 

 

Figura 8 

Gráfica resultante 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 𝑧 = √(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎2)(2𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2). 

 

Solución: 

 

Condiciones: para  𝑧1 = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎2    ∴  𝑥2 + 𝑦2 ≥ 𝑎2  por lo que el dominio es 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) 𝜖 𝑅2/ 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 𝑎2}. Lo que significa que son todos los puntos (𝑥, 𝑦) 

que están fuera de la circunferencia  𝑥2 + 𝑦2 ≥ 𝑎2 incluida la línea de frontera. 

 

Para    𝑧2 = 2𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2    ∴  𝑥2 + 𝑦2  ≤ 2𝑎2  y  el dominio es:   

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) 𝜖 𝑅2/ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑎2}. Esto significa que son todos los puntos  (𝑥, 𝑦) 

interiores a la circunferencia  𝑥2 + 𝑦2  ≤ 2𝑎2 incluida la línea de frontera. 
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Figura 9 

Gráfica resultante 

 

 
 

Encontrando la intersección de los dominios se tiene: 

𝐷𝑡 = {(𝑥, 𝑦) 𝜖 𝑅2/ 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 𝑎2 ∩ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑎2}, lo que significa que es el anillo 

circular limitado entre 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 𝑎2 ∩  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑎2 incluidas las líneas de 

frontera. 

 

6. 𝑢 = √𝑥 + √𝑦 + √𝑧. 

 

Solución: 

 

Condiciones: 

Para  𝑢1 = √𝑥   ∴   𝑥 ≥ 0. 

Para  𝑢2 = √𝑦   ∴   𝑦 ≥ 0. 

Para  𝑢3 = √𝑧   ∴   𝑧 ≥ 0. 

Dominio: 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝜖 𝑅3/𝑥 ≥ 0 ∩ 𝑦 ≥ 0 ∩ 𝑧 ≥ 0 } lo que significa el primer 

octante de R3. 

 

Figura 10 

Gráfica resultante   
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7. 𝑢 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2. 

 

Condición:   1 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2 ≥ 0  ∴    𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1 entonces el dominio es  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝜖 𝑅3/𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1} lo que significa que son todos los puntos 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) dentro de la esfera   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1 incluida la línea de frontera. 

 

Figura 11 

Gráfica 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Encontrar el dominio gráficamente de la función:  𝑧 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 
𝑥

2
+√𝑥𝑦   

 

Solución: 

𝑧1 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 
𝑥

2
;   𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖ó𝑛: − 1 ≤

𝑥

2
≤ 1 ∴  −2 ≤ 𝑥 ≤ 2  

𝐷 = {𝑥 ∈ 𝑅1/−2 ≤ 𝑥 ≤ 2}  

𝑧2 = √𝑥𝑦;   𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥𝑦 ≥ 0  𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑢𝑒𝑑𝑒 ℎ𝑎𝑏𝑒𝑟 𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠:  

𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 𝑦 𝑙𝑎 𝑜𝑡𝑟𝑎 𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈  𝑅2 /𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0  𝑦  𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0}  

 

Figura 12 

Gráfica resultante 
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1.1.3 Definición de Codominio 

 

Es el conjunto de valores que toma la variable dependiente W y se lo determina 

haciendo un análisis de la función, o también después de realizado el gráfico, observando 

que espacio ocupa la variable independiente en los ejes coordenados. 

 

Ejemplos: 

Determinar los codominios de las siguientes funciones: 

 

1. 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = √1 − 𝑥2 − 𝑦2. 

Solución: 

El codominio es [0, 1].  
 

Figura 13 

Gráfica de la función 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = √1 − 𝑥2 − 𝑦2. 

 
 

2.     𝑧 =
𝟏

√1−𝑥2−𝑦2
. 

Solución: 

El codominio es   ]1, +∞[. 
 

Figura 14 

Gráfica de la función 𝑧 =
𝟏

√1−𝑥2−𝑦2
. 
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3.      𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦). 

 

Solución: 

El codominio es  ]−∞,+∞[. 

 

Figura 15 

Gráfica de la función 𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦). 

 

 

4.   𝑧 = √1 − 𝑥2 +√1 − 𝑦2. 

 

Solución: 

El codominio es  [0, 2]. 

 

Figura 16 

Gráfica de la función 𝑧 = √1 − 𝑥2 +√1 − 𝑦2. 

 

 

 

5. 𝑧 = √(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎2)(2𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2). 
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Solución: 

El codominio es  [0,1]  

 

Figura 17 

Gráfica de la función 𝑧 = √(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎2)(2𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2). 

 

 

6.  𝑢 = √𝑥 + √𝑦 + √𝑧. 

 

Solución: 

El codominio es [0, +∞[. 

 

7.  𝑢 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2. 

 

Solución: 

El codominio es [0, 1]. 

 

 1.1.4   Gráfico de la Función  

 

Es la representación en un plano de referencia del par ordenado 

(𝐷𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜, 𝐶𝑜𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜) así: Si la función tiene una sola variable independiente 𝑦 =

𝑓(𝑥), el par ordenado es (𝑥, 𝑦) y su gráfico se representa en el plano R2, si son dos 

variables independientes 𝑧 = 𝑓(𝑥. 𝑦), el par ordenado (D,cod) se transforma en una 

Triana ordenada (𝑥, 𝑦 , 𝑧) y su representación se lo hace en el espacio R3  y así 

sucesivamente, en general la representación de las n-adas ordenadas  se lo hace en el 

espacio Rn+1.  
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Pero es importante tomar en cuenta que la representación gráfica como máximo 

podemos hacerla de una Triana ordenada, que se lo dibuja en el espacio R3 dando su figura 

un volumen, razón por la cual de aquí en adelante daremos mayor énfasis en su análisis a 

la función de dos variables independientes o sea 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), lógicamente sin olvidarse 

de las de mayor número de variables. 

 

Se van a realizar gráficos de superficies  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), para lo cual se aplicará el 

procedimiento de trazas en los diferentes planos, su representación es en R3, pero también 

hay la posibilidad de representar la misma superficie en R2 por medio de curvas de nivel, 

cuyas ecuaciones son de la forma  𝑘 = 𝑓(𝑥, 𝑦). A fin de ilustrar la aplicación de las curvas 

de nivel, vamos a suponer que la temperatura en cualquier punto de una placa metálica 

plana está dada por la función 𝑇 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Por tanto, las curvas de nivel con ecuaciones 

de la forma      𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑘, donde k es una constante que depende del Codominio, son 

curvas donde la temperatura es constante. Estas curvas de nivel se denominan isotermas. 

Otra aplicación, si V voltios proporcionan el potencial eléctrico en cualquier punto 

denotado por la función 𝑉 = 𝑓(𝑥, 𝑦), las curvas de nivel en este caso se los llama curvas 

equipotenciales, conocidas así porque el potencial eléctrico en cada una de estas curvas 

es el mismo.      

 

Ejemplos: 

 

1. Realizar el gráfico y las curvas de nivel de la función de 2 variables   𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2.  

 

Solución: 

Determinamos las trazas: Plano “xy”, z = k    si     𝑘 = 0     𝑥2 + 𝑦2 = 0  (un punto en 

el origen), y si  𝑘 ≠ 0 nos da la sección transversal paralelo al plano “xy”, que son 

circunferencias de la forma      𝑥2 + 𝑦2 = 𝑘, donde se incrementa el radio a medida que 

|𝑘| aumenta.  

 

Plano “xz”, y = 0    𝑧 = 𝑥2 (son parábolas, se abren hacia arriba). 

Plano “yz”, x = 0    𝑧 = 𝑦2  (son parábolas, se abren hacia arriba). 
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Gráfico en R3  

 

Figura 18 

Paraboloide  

 

 

 

Gráfico en R2. 

 

Para graficar la superficie en R2, se lo hace por curvas de nivel, para esto lo que 

hacemos es cambiar a la variable dependiente por una constante “K”, donde “K” toma 

valores que deben estar dentro del conjunto del Codominio. 

 

En nuestro ejemplo tenemos:   𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2    →    𝑥2 + 𝑦2 = 𝐾,   𝑐𝑜𝑛   𝐾 =

(0, 1 2, …… )  

 

 

Figura 19 

Curvas de Nivel 
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1.  Dibujar el gráfico y las curvas de nivel de la función  𝑧 = 8 − 𝑥2 − 2𝑦. 

 

Solución: 

Determinamos las trazas: Plano “xy”,  z = k    si      𝑘 = 0   𝑥2 = −2(𝑦 − 4) (es una 

parábola), y si  𝑘 ≠ 0 nos da la sección transversal paralelo al plano “xy”, en esta caso 

son parábolas de la forma:   𝑘 = 8 − 𝑥2 − 2𝑦    y  que tiene su vértice  en la recta  2𝑦 +

𝑧 = 8.          

Plano “xz”,  y = 0    𝑧 = 8 − 𝑥2 (la traza es una  parábola). 

Plano “yz”,  x = 0    𝑧 = 8 − 2𝑦  (el gráfico es una recta). 

 

Gráfico en R3  

 

Figura 20 

Sólido de Revolución 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gráfico en R2. 

 

Figura 21 

Curvas de Nivel 
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En este ejemplo la ecuación para graficar las curvas de nivel es:  𝑘 = 8 − 𝑥2 − 2𝑦  

donde valores de  𝑘 = ⋯ ,−10,−8,−6, −4,−2, 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, … 

 

2. Dibujar la superficie y las curvas de nivel de la función:  𝑧 = cos 𝑥 + cos 𝑦. 

 

Solución: 

En los ejemplos 3, 4 y 5, se grafica utilizando el programa para computadora 

Scientific WorkPlace. 

 

Figura 22 

Gráfica resultante y curvas de nivel 

           

 

 

                                                                     

 

     

 

 

 

 

 

3.  Dibujar la superficie y sus curvas de nivel de la función:  𝑧 = |𝑥𝑦|. 

 

 

Figura 23 

Gráfica resultante y curvas de nivel 
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4. Dibujar la superficie y sus curvas de nivel de la función:  𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2)  

 

Figura 24 

Gráfica resultante y curvas de nivel 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2 LÍMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE MAS DE UNA 

VARIABLE 

 

Como la definición de límite implica la distancia entre dos puntos es necesario hacer 

un breve recuento de lo que se trata. 

 

1.2.1 Definición de distancia entre dos puntos en Rn. 

 

Si 𝑃(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛)  y   𝐴(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) son dos puntos de Rn, entonces la distancia entre 

P y A, denotada por  ‖𝑃 − 𝐴‖, está definida por: 

 

 ‖𝑃 − 𝐴‖ = √(𝑥1 − 𝑎1)2 + (𝑥2 − 𝑎2)2 +⋯ . .+(𝑥𝑛 − 𝑎𝑛)2  . El símbolo ‖𝑃 − 𝐴‖ 

representa un número no negativo y se lee como “la distancia entre P y A”. 

 

Los casos particulares para R, R2 y R3 se transforma, respectivamente en: 
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‖𝑥 − 𝑎‖ = |𝑥 − 𝑎| 

‖(𝑥, 𝑦) − (𝑥0, 𝑦0)‖ = √(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2  

‖(𝑥, 𝑦, 𝑧) − (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)‖ = √(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑧 − 𝑧0)2 . 

 

Ejemplos: 

 

Hallar la distancia entre los puntos que se dan a continuación. 

 

1. 𝑃 = 4,   𝐴 = −6. 

 

Solución: 

      ‖𝑃 − 𝐴‖ = |𝑥 − 𝑎| = |4 − (−6)| = |4 + 6| = 10.  

 

2. 𝑃(2, −5),     𝐴(−1, 5). 

 

Solución: 

‖𝑃 − 𝐴‖ = √(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 = √(2 + 1)2 + (−5 − 5)2 = √9 + 100

= √109. 

 

3. 𝑃 (√3,
5

2
) ,     𝐴 (−2√3,− 

3

2
) 

 

Solución: 

‖𝑃 − 𝐴‖ = √(√3 + 2√3)
2
+ (

5

2
+
3

2
)
2

= √27 + 16 = √43 . 

 

4. 𝑃(−1, 3, −4),   𝐴(2, −5, 6) 

 

Solución: 

‖𝑃 − 𝐴‖ = √(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑧 − 𝑧0)2 =  

= √(−1 − 2)2 + (3 + 5)2 + (−4 − 6)2 = √9 + 64 + 100 = √173. 
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5. 𝑃(3, −5, 7),    𝐴(−4, 5, 3) 

 

Solución: 

‖𝑃 − 𝐴‖ = √(3 + 4)2 + (−5 − 5)2 + (7 − 3)2 = √49 + 100 + 16 = √165. 

 

6. 𝑃(2, 3, 4, −5, 3),   𝐴(−1, 3, 5, −7, 9) 

 

Solución: 

‖𝑃 − 𝐴‖ = √(𝑥1 − 𝑎1)2 + (𝑥2 − 𝑎2)2 + (𝑥3 − 𝑎3)2 + (𝑥4 − 𝑎4)2 + (𝑥5 − 𝑎5)2 =  

= √(2 + 1)2 + (3 − 3)2 + (4 − 5)2 + (−5 + 7)2 + (3 − 9)2

= √9 + 0 + 1 + 4 + 36 

 ‖𝑃 − 𝐴‖ = √50 = 5√2. 

 

1.2.2 Definición de límite de una función de n variables 

 

El número L recibe el nombre de límite de una función 𝑊 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) 

cuando el punto 𝑃(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) tiende al punto 𝐴(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), exceptuando 

posiblemente el punto A, si para cualquier 𝜀 > 0 existe un 𝛿 > 0 tal, que cuando 0 <

‖𝑃 − 𝐴‖ < 𝛿, se verifica la desigualdad |𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) − 𝐿| < 𝜀. Matemáticamente 

se denota por: 

lim
(𝑥1,𝑥2,….,𝑥𝑛)→(𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝑛)

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) = lim
𝑃→𝐴

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) = 𝐿. 

 

1.2.3 Definición de límite de una función de dos variables 

 

El número L recibe el nombre de límite de una función 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) cuando el punto 

𝑃(𝑥, 𝑦) tiende al punto 𝐴(𝑥0, 𝑦0),  exceptuando posiblemente el punto A, si para cualquier 

𝜀 > 0 existe un 𝛿 > 0 tal, que cuando 0 < √(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 < 𝛿, se verifica la 

desigualdad |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐿| < 𝜀. Matemáticamente se denota por: 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑃→𝐴

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿. 
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En palabras entendibles, la definición quiere decir que los valores de la función 

𝑓(𝑥, 𝑦) se aproximan al límite L conforme el punto (𝑥, 𝑦) tiende al punto  (𝑥0, 𝑦0) si el 

valor absoluto de la diferencia entre 𝑓(𝑥, 𝑦) y L puede hacerse arbitrariamente tan 

pequeña como se quiera, pero sin llegar lógicamente al punto (𝑥0, 𝑦0). En la definición 

nada se dice acerca del valor de la función en el punto(𝑥0, 𝑦0), es decir, no es necesario 

que la función este definida allí, para que lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) exista. 

 

Ejemplos: 

 

1. Utilizando la definición de límite, demostrar que  lim
(𝑥,𝑦)→(1,3)

(2𝑥 + 3𝑦) = 11  

 

Solución: 

Debemos demostrar que para cualquier 𝜀 > 0 existe un 𝛿 > 0 tal que: 

 

0 < √(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2 < 𝛿 →   |(2𝑥 + 3𝑦) − 11| < 𝜀       (1)  

 

De la desigualdad del triángulo tenemos: 

 

|2𝑥 + 3𝑦 − 11| = |2𝑥 − 2 + 3𝑦 − 9| ≤ 2|𝑥 − 1| + 3|𝑦 − 3| 

Debido a que: 

 

|𝑥 − 1| ≤ √(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2      y      |𝑦 − 3| ≤ √(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2 , se 

deduce que: 

 

0 < √(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2 < 𝛿     𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠    2|𝑥 − 1| + 3|𝑦 − 3|  < 2𝛿 + 3𝛿

< 5𝛿  

 

Esta proposición muestra que una elección adecuada para  𝛿 es  5𝛿 = 𝜀, esto es,  𝛿 =

1

5
𝜀. Con esta 𝛿  se tiene el siguiente argumento: 

0 < √(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2 < 𝛿     

→ |𝑥 − 1| < 𝛿       𝑦      |𝑦 − 3| < 𝛿  →   2|𝑥 − 1| + 3|𝑦 − 3| < 5𝛿 →  



 
 
 

 
 

41 
 

→ |2(𝑥 − 1) + 3(𝑦 − 3)| < 5 (
1

5
𝜀)    →   |2𝑥 + 3𝑦 − 11| < 𝜀. 

 

De este modo, se ha probado que para cualquier  𝜀 > 0  se elige  𝛿 =
1

5
𝜀 a fin de que 

la proposición (1) sea verdadera. Así se demuestra que lim
(𝑥,𝑦)→(1,3)

(2𝑥 + 3𝑦) = 11. 

 

2. Utilizando la definición de límite, demostrar que  lim
(𝑥,𝑦)→(3,2)

(3𝑥 + 4𝑦) = 17  

 

Solución: 

Debemos demostrar que para cualquier 𝜀 > 0 existe un 𝛿 > 0 tal que: 

0 < √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 < 𝛿 →   |(3𝑥 + 4𝑦) − 17| < 𝜀       (2)  

 

De la desigualdad del triángulo tenemos: 

|3𝑥 + 4𝑦 − 17| = |3𝑥 − 9 + 4𝑦 − 8| ≤ 3|𝑥 − 3| + 4|𝑦 − 2| 

 

Debido a que: 

|𝑥 − 3| ≤ √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2      y      |𝑦 − 2| ≤ √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 , 

 

      Se deduce que: 

0 < √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 < 𝛿     𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠    3|𝑥 − 3| + 4|𝑦 − 2|  < 3𝛿 + 4𝛿

< 7𝛿  

 

Esta proposición muestra que una elección adecuada para  𝛿 es  7𝛿 = 𝜀, esto es, 𝛿 =

1

7
𝜀. Con esta 𝛿  se tiene el siguiente argumento: 

 

0 < √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 < 𝛿     

→ |𝑥 − 3| < 𝛿       𝑦      |𝑦 − 2| < 𝛿  →   3|𝑥 − 3| + 4|𝑦 − 2| < 7𝛿 →  

→ |3(𝑥 − 3) + 4(𝑦 − 2)| < 7 (
1

7
𝜀)    →   |3𝑥 + 4𝑦 − 17| < 𝜀. 
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De este modo, se ha probado que para cualquier  𝜀 > 0  se elige  𝛿 =
1

7
𝜀 a fin de que 

la proposición (2) sea verdadera. Así se demuestra que lim
(𝑥,𝑦)→(3,2)

(3𝑥 + 4𝑦) = 17. 

 

Para poder calcular límites con dos variables, lo que hacemos es generalizar los 

teoremas de límites en una variable sin tener cuidado de caer en algún error, a excepción 

de los límites que tienen indeterminaciones que no se pueden levantar, en estos casos es 

necesario recurrir a otras definiciones que los mencionaremos más adelante.  

 

Ejemplos: 

 

Aplicando los teoremas de límites, resolver los siguientes ejemplos de límites con 

dos variables. 

 

1. lim
(𝑥,𝑦)→(2,3)

(4𝑥3 − 3𝑥𝑦 + 6𝑦2). 

 

Solución: 

lim
(𝑥,𝑦)→(2,3)

(4𝑥3 − 3𝑥𝑦 + 6𝑦2) = 4(2)3 − 3(2)(3) + 6(3)2 = 32 − 18 + 54 = 68. 

 

2. lim
(𝑥,𝑦)→(2,2)

𝑥2−𝑦2

𝑥−𝑦
. 

 

Solución: 

lim
(𝑥,𝑦)→(2,2)

𝑥2−𝑦2

𝑥−𝑦
= lim

(𝑥,𝑦)→(2,2)

(𝑥−𝑦)(𝑥+𝑦)

𝑥−𝑦
= lim

(𝑥,𝑦)→(2,2)
(𝑥 + 𝑦) =2 + 2 =4. 

 

3. lim
(𝑥,𝑦)→(1,1)

𝑙𝑛 (
𝑥3−𝑦3

𝑥−𝑦
). 

 

Solución: 

lim
(𝑥,𝑦)→(1,1)

𝑙𝑛 (
𝑥3−𝑦3

𝑥−𝑦
) = 𝑙𝑛 [ lim

(𝑥,𝑦)→(1,1)

𝑥3−𝑦3

𝑥−𝑦
] = ln (

0

0
) ; 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛.  
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= 𝑙𝑛 [ lim
(𝑥,𝑦)→(1,1)

(𝑥−𝑦)(𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2)

𝑥−𝑦
] = 𝑙𝑛 [ lim

(𝑥,𝑦)→(1,1)
(𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2)] =  

= 𝑙𝑛(1 + 1 + 1) = ln 3  

 

4.  lim
(𝑥,𝑦)→(1,0)

(
𝑥2−𝑥𝑦+𝑦2

𝑥2−𝑦2
)

1

𝑥 𝑦
. 

 

Solución: 

lim
(𝑥,𝑦)→(1,0)

(
𝑥2−𝑥𝑦+𝑦2

𝑥2−𝑦2
)

1

𝑥 𝑦
= (

1

1
)

1

0
= 1∞ 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛 entonces: 

lim
(𝑥,𝑦)→(1,0)

(
𝑥2−𝑥𝑦+𝑦2

𝑥2−𝑦2
)

1

𝑥 𝑦
= 𝑒

lim
(𝑥,𝑦)→(1,0)

(
𝑥2−𝑥𝑦+𝑦2 

𝑥2−𝑦2
 −1)∗

1

𝑥𝑦 =  

= 𝑒
lim

(𝑥,𝑦)→(1,0)
(
𝑥2−𝑥𝑦+𝑦2−𝑥2+𝑦2 

𝑥2−𝑦2
 )∗

1

𝑥𝑦 = 𝑒
lim

(𝑥,𝑦)→(1,0)
(
2𝑦2−𝑥𝑦 

𝑥2−𝑦2
 )∗

1

𝑥𝑦 =  

= 𝑒
lim

(𝑥,𝑦)→(1,0)
(
𝑦(𝑦−𝑥) 

𝑥2−𝑦2
 )∗

1

𝑥𝑦 == 𝑒
lim

(𝑥,𝑦)→(1,0)
(
𝑦−𝑥

𝑥2−𝑦2
 )∗

1

𝑥 = 𝑒(
−1

1
)∗
1

1 = 𝑒−1 =
1

𝑒
.  

 

5. lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

√𝑥+1−√𝑦+1

𝑥2−𝑦2
. 

 

Solución: 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

√𝑥+1−√𝑦+1

𝑥2−𝑦2
= lim

(𝑥,𝑦)→(0,0)

(√𝑥+1−√𝑦+1)(√𝑥+1+√𝑦+1)

(𝑥−𝑦)(𝑥+𝑦)(√𝑥+1+√𝑦+1)
=  

= lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥+1−𝑦−1

(𝑥−𝑦)(𝑥+𝑦)(√𝑥+1+√𝑦+1)
= lim

(𝑥,𝑦)→(0,0)

1

(𝑥+𝑦)(√𝑥+1+√𝑦+1)
=  

=
1

(0+0)(√0+1+√0+1)
=

1

0(2)
=

1

0
= ∞. (el límite no existe) 

 

Para continuar con el estudio de límites de funciones de dos variables, es necesario 

presentar los siguientes conceptos. 

 

1.2.4 Definición de punto de acumulación 

 

Un punto P0 es un punto de acumulación de un conjunto S de puntos de Rn, si 

todo intervalo abierto (𝑃0, 𝑟) contiene un número infinito de puntos de S.   
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1.2.5 Definición del límite de una función de dos variables a través de un conjunto 

especifico 

 

Sea f una función definida en un conjunto de puntos S en R2, y sea (𝑥0, 𝑦0) un 

punto de acumulación de S. Entonces el límite de 𝑓(𝑥, 𝑦) conforme  (𝑥, 𝑦) tiende 

a (𝑥0, 𝑦0) en S es L, denotado por: 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆]

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿 

 

Si para cualquier 𝜀 > 0, sin importar que tan pequeño sea, exista un 𝛿 > 0 tal que 

𝑠𝑖  0 < ‖(𝑥, 𝑦) − (𝑥0, 𝑦0)‖ < 𝛿  𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐿| < 𝜀 

Donde (𝑥, 𝑦) pertenece a S. 

 

En algunos casos el límite de la definición anterior se transforma en el límite 

de una sola variable. 

 

Teorema 

Supongamos que la función f está definida para todos los puntos de un intervalo 

abierto centrado en (𝑥0, 𝑦0), exceptuando posiblemente en  (𝑥0, 𝑦0)  y que:  

 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿 

 

Entonces, si S es cualquier conjunto de puntos de R2 que tiene a (𝑥0, 𝑦0) como 

punto de acumulación 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆]

𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

Existe y siempre tiene el valor de L. 

 

Demostración    Como   lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿, entonces, por su definición, 

para cualquier  𝜀 > 0 existe un  𝛿 > 0 tal que: 
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𝑠𝑖  0 < ‖(𝑥, 𝑦) − (𝑥0, 𝑦0)‖ < 𝛿  𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠  |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐿| < 𝜀  

 

la proposición será verdadera si además se restringe (𝑥, 𝑦) debido al requisito de 

que éste pertenezca a un conjunto S, donde S es cualquier conjunto de puntos que 

tenga a (𝑥0, 𝑦0) como un punto de acumulación. 

 

Por tanto, por la definición: 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆]

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿 

 

Y L no depende del conjunto S a través del cual (𝑥, 𝑦) se aproxima a (𝑥0, 𝑦0). 

Esto demuestra el teorema. 

 

También debemos tener en cuenta que si la función tiene límites diferentes 

conforme (𝑥, 𝑦)  se aproxima a (𝑥0, 𝑦0),  a través de conjuntos diferentes que 

tienen el mismo punto de acumulación, este límite no existe. 

 

Ejemplos:  

 

1. Demostrar que el límite de 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦

√𝑥2+𝑦2
  cuando (𝑥, 𝑦) → (0, 0) existe. 

 

Solución: 

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que tengan el mismo punto de 

acumulación  (0, 0), S1 la recta   𝑦 = 𝑘𝑥    y  S2  la parábola 𝑦 = 𝑘𝑥2. 

 

Con S1    𝑦 = 𝑘𝑥. 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥) =
𝑘𝑥2

√(1+𝑘2)𝑥2
= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥) =
𝑘𝑥

√(1+𝑘2)
= 0. 

 

Con S2    𝑦 = 𝑘𝑥2. 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥2) =
𝑘𝑥3

√𝑥2(1+𝑘2𝑥2)
= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥) =
𝑥2

√(1+𝑘2𝑥2)
= 0. 
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En consecuencia, como: 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆1]

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆2]

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, el límite existe.  

 

2. Demostrar que el límite de 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥3+𝑦3

𝑥2+𝑦2
  cuando (𝑥, 𝑦) → (0, 0) existe. 

 

Solución: 

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que contengan al mismo punto de 

acumulación  (0, 0)en forma más general, S1 la recta   𝑦 = 𝑚𝑥    y S2 la parábola 𝑦 =

𝑚𝑥2. 

 

Con S1    𝑦 = 𝑚𝑥. 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
𝑥3+𝑚3𝑥3

𝑥2+𝑚2𝑥2
= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
𝑥3(1+𝑚3)

𝑥2(1+𝑚2)
=  

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
𝑥(1+𝑚3)

(1+𝑚2)
=0.  

 

Con  S2    𝑦 = 𝑚𝑥2. 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =
𝑥3+𝑚3𝑥6

𝑥2+𝑚2𝑥4
=  

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =
𝑥3(1+𝑚3𝑥3)

𝑥2(1+𝑚2𝑥2)
= lim

𝑥→0
𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =

𝑥(1+𝑚3𝑥3)

(1+𝑚2𝑥2)
=0  

 

En consecuencia, como: 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆1]

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆2]

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, el límite existe.  

 

3. Demostrar que el límite de 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥+𝑦

𝑥2+𝑦2
  cuando (𝑥, 𝑦) → (∞,∞) existe. 

 

Solución: 

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que contengan al mismo punto de 

acumulación  (∞,∞), S1 la recta   𝑦 = 𝑚𝑥    y S2 la parábola 𝑦 = 𝑚𝑥2. Como 

podemos observar este procedimiento también se puede aplicarle en caso de la 

indeterminación  
∞

∞
. 
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Con S1    𝑦 = 𝑚𝑥. 

lim
(𝑥,𝑦)→(∞,∞)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
𝑥+𝑚𝑥

𝑥2+𝑚2𝑥2
= lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
𝑥(1+𝑚)

𝑥2(1+𝑚2)
=  

= lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
(1+𝑚)

𝑥(1+𝑚2)
=

1

∞
=0.  

 

Con  S2    𝑦 = 𝑚𝑥2. 

lim
(𝑥,𝑦)→(∞,∞)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =
𝑥+𝑚𝑥2

𝑥2+𝑚2𝑥4
=  

= lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =
𝑥(1+𝑚𝑥)

𝑥2(1+𝑚2𝑥2)
= lim

𝑥→∞
𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =

1+𝑚𝑥

𝑥(1+𝑚2𝑥2)
=0  

 

En consecuencia, como: 

lim
(𝑥,𝑦)→(∞,∞)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆1]

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
(𝑥,𝑦)→(∞,∞)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆2]

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, el límite existe.  

 

4. Demostrar que el límite de 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥2

𝑥2+𝑦2
  cuando (𝑥, 𝑦) → (0, 0) no existe. 

 

Solución: 

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que contengan al mismo punto de 

acumulación  (0, 0), S1 la recta   𝑦 = 𝑚𝑥    y S2 la parábola 𝑦 = 𝑚𝑥2.  

 

Con S1    𝑦 = 𝑚𝑥. 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
𝑥2

𝑥2+𝑚2𝑥2
= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
𝑥2

𝑥2(1+𝑚2)
=  

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥) =
1

(1+𝑚2)
=

1

(1+𝑚2)
.  

 

Con S2    𝑦 = 𝑚𝑥2. 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =
𝑥2

𝑥2+𝑚2𝑥4
=  

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =
𝑥2

𝑥2(1+𝑚2𝑥2)
= lim

𝑥→0
𝑓(𝑥,𝑚𝑥2) =

1

(1+𝑚2𝑥2)
=1  
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En consecuencia, como: 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆1]

𝑓(𝑥, 𝑦) ≠ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆2]

𝑓(𝑥, 𝑦), el límite no existe. 

 

5. Demostrar que el límite de 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥4+𝑦4

(𝑥2+𝑦4)2
  cuando (𝑥, 𝑦) → (0, 0) no existe. 

 

Solución: 

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que contengan al mismo punto 

de acumulación  (0, 0), S1 la recta   𝑦 = 𝑥   y S2 la parábola 𝑦 = 𝑥2.  

 

Con S1    𝑦 = 𝑥. 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥) =
𝑥4+𝑥4

(𝑥2+𝑥4)2
= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥) =
2𝑥4

𝑥4(1+𝑥2)2
=  

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥) =
2

(1+𝑥2)2
= 2.  

 

Con S2    𝑦 = 𝑥2. 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥2) =
𝑥4+𝑥8

(𝑥2+𝑥8)2
=  

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑥2) =
𝑥4(1+𝑥4)

𝑥4(1+𝑥6)2
= lim

𝑥→0
𝑓(𝑥, 𝑥2) =

1+𝑥4

(1+𝑥6)2
=1  

 

En consecuencia, como: 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆1]

𝑓(𝑥, 𝑦) ≠ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆2]

𝑓(𝑥, 𝑦), el límite no existe. 

 

1.2.6 Definición de continuidad de una función de n variables 

 

La función f de n variables es continua en un punto A de Rn, si y sólo si satisface 

las tres condiciones:   

I. 𝑓(𝐴) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒. 

II. lim
𝑃→𝐴

𝑓(𝑃)  𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 . 

III. lim
𝑃→𝐴

𝑓(𝑃) =  𝑓(𝐴) 
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Si una o más de estas tres condiciones no se cumplen para el punto A, entonces se 

dice que f es discontinua en A. 

1.2.7 Definición de continuidad de una función de dos variables 

 

La función de 2 variables 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  es continua en un punto (𝑥0, 𝑦0) de R2 ,si 

y sólo si satisface las tres condiciones:   

I. 𝑓(𝑥0, 𝑦0)  𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒. 

II. lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒. 

III. lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

 

Si una función f de dos variables es discontinua en un punto  (𝑥0, 𝑦0), pero 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒,  se dice que f tiene una discontinuidad removible o 

eliminable, en este caso debemos redefinir la función f de modo que: 

 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

 

Si esta discontinuidad no es eliminable, se denomina discontinuidad esencial.  

 

Ejemplos: 

 

1. Determinar si la función g es continua en (0,0) si 

𝑔(𝑥, 𝑦) = {

𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
      𝑠𝑖  (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0                 𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) = (0,0)
 

Solución: 

Lo que debemos hacer es verificar las condiciones. 

 

I. 𝑔(0,0) = 0 existe, se cumple esta condición.   

II. Cuando  (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0), 𝑔(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
,  entonces debemos calcular el    

 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
. 
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Con S1    𝑦 = 𝑥. 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑔(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑔(𝑥, 𝑥) =
𝑥2

𝑥2+𝑥2
= lim

𝑥→0
(  

𝑥2

2𝑥2
) =

1

2
.  

 

Con S2   𝑦 = 𝑥2. 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑔(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→0

𝑔(𝑥, 𝑥2) =
𝑥3

𝑥2+𝑥4
= lim

𝑥→0
  

𝑥3

𝑥2(1+𝑥2)
=0. 

 

En consecuencia, como: 

 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆1]

𝑔(𝑥, 𝑦) ≠ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

[(𝑥,𝑦)𝑒𝑛 𝑆2]

𝑔(𝑥, 𝑦), el límite no existe. La condición no se 

cumple. 

 

En conclusión, como no se cumple la condición dos, la función g es 

discontinua en el punto (0,0),  y la discontinuidad es esencial. 

 

2. Determinar si la función  ℎ(𝑥, 𝑦) =
𝑥3+𝑦3

𝑥2+𝑦2
   es continua en (0,0). 

Solución: 

Lo que debemos hacer es verificar las condiciones. 

 

I. ℎ(0,0) = no está definida, por tanto, no cumple esta condición.   

II.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥3+𝑦3

𝑥2+𝑦2
= 0, encontrándose su valor en el ejemplo 3, por lo que 

cumple la condición. 

 

En conclusión, como no se cumple la condición uno pero si la dos, existe 

discontinuidad eliminable y debemos redefinir la función, de tal manera que 

se transforme en continua y quedaría así: 

ℎ(𝑥, 𝑦) = {

𝑥3 + 𝑦3

𝑥2 + 𝑦2
      𝑠𝑖  (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0                 𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) = (0,0)
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3. Determinar los puntos de discontinuidad de la función    𝑧 = 𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2. 

 

Solución:  

Los puntos de discontinuidad son aquellos puntos donde la función no existe, es decir 

es lo contrario del dominio. 

 

Condición:    𝑥2 + 𝑦2 = 0      ∴     𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑒𝑠 (0,0) o el 

origen de coordenadas. 

 

4.  Hallar los puntos de discontinuidad de la función    𝑧 =
1

1−𝑥2−𝑦2
. 

 

Solución:  

Condición:    1 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0 ∴  𝑥2 + 𝑦2 = 1.  Entonces los puntos de 

discontinuidad están en la circunferencia  𝑥2 + 𝑦2 = 1. 

 

5. Encontrar los puntos de discontinuidad de la función 𝑧 =
𝑥𝑦

𝑥+𝑦
. 

 

Solución:  

Condición:    𝑥 + 𝑦 = 0 ∴  𝑦 = −𝑥.  Por lo que los puntos de discontinuidad están 

en la recta  𝑦 = −𝑥. 

 

 

1.3 DERIVADAS PARCIALES  

 

Se llaman derivadas parciales, porque al aplicar el proceso de diferenciación a una 

función de n variables se lo hace por partes, es decir mientras una de ellas varía las otras 

permanecen constantes, transformándose así en la derivación de funciones de una sola 

variable, por lo que para realizar la operación podemos utilizar todas las reglas de 

diferenciación. 
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1.3.1 Definición de derivada parcial de una función de n variables 

 

Sea 𝑃(𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛) un punto en Rn, y sea f una función de n variables  

𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛. Entonces la derivada parcial de f con respecto a 𝑥𝑘 es la función, 

denotada por 𝐷𝑘𝑓, tal que su valor de función en cualquier punto P de su dominio 

de f está definida por: 

𝐷𝑘(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = lim
∆𝑥𝑘→0

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 + ∆𝑥𝑘, … , 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

∆𝑥𝑛
 

 Si el límite existe. 

 

En caso particular, si la función f es de tres variables x, y y z, entonces las 

derivadas parciales de f están definidas por: 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝐷𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = lim

∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

∆𝑥
 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝐷𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = lim

∆𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

∆𝑦
 

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 𝐷𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = lim

∆𝑧→0

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

∆𝑧
 

 

Si la función f fuera de dos variables x, e y, entonces sus derivadas parciales 

estarían definidas por: 

  

𝐷1(𝑥, 𝑦) = 𝑓´1(𝑥, 𝑦) = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

∆𝑥
 

 

𝐷2(𝑥, 𝑦) = 𝑓´2(𝑥, 𝑦) = lim
∆𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

∆𝑦
 

Obviamente si los límites existen. 

 

También existen otras formas de denotar matemáticamente estas derivadas 

parciales así, si la función es  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) tenemos: 

 

Para la derivada parcial respecto a x. 
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𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦). 

 

Para la derivada parcial respecto a y. 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦). 

 

De manera análoga se denota si la función es de tres o más variables. Vale aclarar 

que la notación de derivada parcial  
 𝜕𝑧

𝜕𝑥
  no puede considerarse como un cociente de  𝜕𝑧 y 

𝜕𝑥 puesto que ninguno de estos símbolos tiene significado por separado.   

 

Ejemplos: 

 

1. Utilizando la definición de derivada parcial, hallar  𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦)  y  𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) de la 

función  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 − 5𝑥𝑦 + 𝑦2. 

 

Solución: 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥+∆𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑥
;         

                     

= lim
∆𝑥→0

2(𝑥 + ∆𝑥)2 − 5(𝑥 + ∆𝑥)𝑦 + 𝑦2 − 2𝑥2 + 5𝑥𝑦 − 𝑦2

∆𝑥
=
0

0
 

                  = lim
∆𝑥→0

2𝑥2 + 4𝑥∆𝑥 + (∆𝑥)2 − 5𝑥𝑦 − 5∆𝑥𝑦 + 𝑦2 − 2𝑥2 + 5𝑥𝑦 − 𝑦2

∆𝑥
 

                    = lim
∆𝑥→0

4𝑥∆𝑥 + (∆𝑥)2 − 5∆𝑥𝑦

∆𝑥
=  lim

∆𝑥→0

∆𝑥(4𝑥 + ∆𝑥 − 5𝑦)

∆𝑥
= 4𝑥 − 5𝑦. 

 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦)   = lim
∆𝑦→0

𝑓(𝑥,𝑦+∆𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑦
  

                     

= lim
∆𝑦→0

2𝑥2 − 5𝑥(𝑦 + ∆𝑦) + (𝑦 + ∆𝑦)2 − 2𝑥2 + 5𝑥𝑦 − 𝑦2

∆𝑥
=
0

0
       

             = lim
∆𝑦→0

2𝑥2 − 5𝑥𝑦 − 5𝑥∆𝑦 + 𝑦2 + 2𝑦∆𝑦 + (∆𝑦)2 − 2𝑥2 + 5𝑥𝑦 − 𝑦2

∆𝑦
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                         = lim
∆𝑦→0

−5𝑥∆𝑦 + 2𝑦∆𝑦 + (∆𝑦)2

∆𝑦
=  lim

∆𝑦→0

∆𝑦(−5𝑥 + 2𝑦 + ∆𝑦)

∆𝑦

= −5𝑥 + 2𝑦. 

 

2. Por medio de la definición de derivada parcial, determinar  𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦)  y  𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) de 

la función  𝑧 = 𝑠𝑒𝑛(𝑥2 + 𝑦). 

 

Solución: 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦)      = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥+∆𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑥
     

                     

= lim
∆𝑥→0

𝑠𝑒𝑛[(𝑥 + ∆𝑥)2 + 𝑦] − 𝑠𝑒𝑛(𝑥2 + 𝑦)

∆𝑥
=
0

0
                              

                      = lim
∆𝑥→0

2𝑠𝑒𝑛 (
𝑥2+2𝑥∆𝑥+(∆𝑥)2+𝑦−𝑥2−𝑦

2
) cos(

𝑥2+2𝑥∆𝑥+(∆𝑥)2+𝑦+𝑥2+𝑦

2
)

∆𝑥
  

 = lim
∆𝑥→0

2𝑠𝑒𝑛 (
∆𝑥(2𝑥 + ∆𝑥)

2 ) cos (
2𝑥2 + 2𝑥∆𝑥 + (∆𝑥)2 + 2𝑦

2 )

∆𝑥
      

                      = lim
∆𝑥→0

[
2𝑠𝑒𝑛 (

∆𝑥(2𝑥+∆𝑥)

2
)

∆𝑥(2𝑥+∆𝑥) 2

2

∗ (2𝑥 + ∆𝑥) ∗ cos (
2𝑥2+2𝑥∆𝑥+(∆𝑥)2+2𝑦

2
)]  

= 1 ∗ 2𝑥 ∗ cos(𝑥2 + 𝑦) = 2𝑥 cos  (𝑥2 + 𝑦) .                            

 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦)     = lim
∆𝑦→0

𝑓(𝑥,𝑦+∆𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑦
  

                     

= lim
∆𝑥→0

𝑠𝑒𝑛[𝑥2 + (𝑦 + ∆𝑦)] − 𝑠𝑒𝑛(𝑥2 + 𝑦)

∆𝑥
                              

                          = lim
∆𝑥→0

2𝑠𝑒𝑛 (
𝑥2+𝑦+∆𝑦−𝑥2−𝑦

2
) cos(

𝑥2+𝑦+∆𝑦+𝑥2+𝑦

2
)

∆𝑥
  

    = lim
∆𝑥→0

2𝑠𝑒𝑛 (
∆𝑦
2 ) cos (

2𝑥2 + ∆𝑦 + 2𝑦
2 )

∆𝑥
                                        

                           = lim
∆𝑥→0

[
2𝑠𝑒𝑛 (

∆𝑦

2
)

∆𝑦∗ 2

2

∗ cos (
2𝑥2+2𝑥∆𝑥+(∆𝑥)2+2𝑦

2
)]      
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= lim
∆𝑥→0

[
𝑠𝑒𝑛 (

∆𝑦
2 )

(
∆𝑦
2 )

] ∗ lim
∆𝑥→0

cos (
2𝑥2 + 2𝑥∆𝑥 + (∆𝑥)2 + 2𝑦

2
) 

                            = 1 ∗ cos(𝑥2 + 𝑦) = cos  (𝑥2 + 𝑦) .            

 

 

3.  Aplicando la definición de derivada parcial, determinar  𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦)  y  𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) de la 

función  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦2). 

 

Solución: 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦)      = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥+∆𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑥
  

                     

  = lim
∆𝑥→0

𝑙𝑛[(𝑥 + ∆𝑥) + 𝑦2] − 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦2)

∆𝑥
                                       

                            = lim
∆𝑥→0

  
1

∆𝑥
𝑙𝑛 [

𝑥+∆𝑥+𝑦2

𝑥+𝑦2
] = lim

∆𝑥→0
𝑙𝑛 [

𝑥+∆𝑥+𝑦2

𝑥+𝑦2
]

1

∆𝑥
  

  = 𝑙𝑛 lim
∆𝑥→0

[
𝑥 + ∆𝑥 + 𝑦2

𝑥 + 𝑦2
]

1
∆𝑥

= 1∞. 

= ln 𝑒
lim
∆𝑥→0

(
𝑥+∆𝑥+𝑦2

𝑥+𝑦2
− 1)∗

1
∆𝑥         

                           

= 𝑙𝑛 𝑒
lim
∆𝑥→0

(
𝑥+∆𝑥+𝑦2−𝑥−𝑦2

𝑥+𝑦2
)∗
1
∆𝑥    = ln 𝑒

1
𝑥+𝑦2 =

1

𝑥 + 𝑦2
.            

1

𝑥 + 𝑦2
∗ ln 𝑒 =

1

𝑥 + 𝑦2
 

 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦)    = lim
∆𝑦→0

𝑓(𝑥,𝑦+∆𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑦
                      

 = lim
∆𝑦→0

𝑙𝑛[𝑥 + (𝑦 + ∆𝑦)2] − 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦2)

∆𝑦
                                       

                           = lim
∆𝑦→0

  
1

∆𝑦
𝑙𝑛 [

𝑥+𝑦2+2𝑦∆𝑦+(∆𝑦)2

𝑥+𝑦2
] = lim

∆𝑦→0
𝑙𝑛 [

𝑥+𝑦2+2𝑦∆𝑦+(∆𝑦)2

𝑥+𝑦2
]

1

∆𝑦
  

                          = 𝑙𝑛 lim
∆𝑦→0

[
𝑥+𝑦2+2𝑦∆𝑦+(∆𝑦)2

𝑥+𝑦2
]

1

∆𝑦
 = ln 𝑒

lim
∆𝑦→0

(
𝑥+𝑦2+2𝑦∆𝑦+(∆𝑦)2

𝑥+𝑦2
− 1)∗

1

∆𝑦             



 
 
 

 
 

56 
 

                               = 𝑙𝑛 𝑒
lim
∆𝑦→0

(
𝑥+𝑦2+2𝑦∆𝑦+(∆𝑦)2−𝑥−𝑦2

𝑥+𝑦2
)∗

1

∆𝑦     = ln 𝑒2𝑦 𝑥+𝑦2⁄ =
2𝑦

𝑥+𝑦2
.   

 

Como las derivadas parciales son funciones, es posible determinarlas en cualquier punto 

(𝑥0, 𝑦0) de su dominio. 

 

4. Encontrar el valor de las derivadas parciales del ejemplo 3, si 

𝑃1(1,2); 𝑃2(3, −2) 𝑦 𝑃3(−1, 3). 

 

Solución: 

 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥+𝑦2
. 

 𝑓´𝑥(1, 2) =
1

1+4
=

1

5
. 

𝑓´𝑥(3, −2) =
1

3+4
=

1

7
. 

𝑓´𝑥(−1, 3) =
1

−1+9
=

1

8
.  

 

5. Mediante las reglas de diferenciación, encontrar todas las derivadas parciales de las 

siguientes funciones: 

 

a) 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 
𝑦

𝑥
. 

 

Solución:  

𝝏𝒛

𝝏𝒙
=

𝟏

𝟏+(
𝒚

𝒙
)
𝟐 ∗

−𝒚

𝒙𝟐
=

−𝒙𝟐𝒚

𝒙𝟐(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
= − 

𝒚

𝒙𝟐+𝒚𝟐
. 

𝝏𝒛

𝝏𝒚
=

𝟏

𝟏+(
𝒚

𝒙
)
𝟐 ∗

𝟏

𝒙
=

𝒙𝟐

𝒙(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
= 

𝒙

𝒙𝟐+𝒚𝟐
. 

 

b)  𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 
𝑥

√𝑥2+𝑦2
. 

 

Solución:  

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) =
2𝑦

𝑥+𝑦2
 . 

𝑓´𝑦(1,2) =
4

1+4
=

4

5
. 

𝑓´𝑦(3, −2) =
−4

3+4
= − 

4

7
 . 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) =
6

−1+9
=

6

8
=

3

4
.  
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𝝏𝒛

𝝏𝒙
=

𝟏

√𝟏− (
𝑥

√𝑥2+𝑦2
)

2
∗

√𝒙𝟐+𝒚𝟐− 𝒙∗
𝒙

√𝒙𝟐+𝒚𝟐

(√𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐 =

√𝑥2+𝑦2

𝒚
∗
𝒙𝟐+𝒚𝟐−𝒙𝟐

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)𝟑 𝟐⁄
= 

𝒚

𝒙𝟐+𝒚𝟐
 . 

𝝏𝒛

𝝏𝒚
=

𝟏

√𝟏− (
𝑥

√𝑥2+𝑦2
)

2
∗

− 𝒙 𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)𝟑 𝟐⁄
=

√𝑥2+𝑦2

𝒚
∗

−𝒙 𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)𝟑 𝟐⁄
= 

−𝒙

𝒙𝟐+𝒚𝟐
. 

 

c) 𝑧 = 𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2. 

 

Solución:  

𝝏𝒛

𝝏𝒙
=

𝟏

√𝑥2+𝑦2
∗

𝒙

√𝒙𝟐+𝒚𝟐
=

𝒙

𝒙𝟐+𝒚𝟐
.  

 

𝝏𝒛

𝝏𝒚
=

𝟏

√𝑥2+𝑦2
∗

𝒚

√𝒙𝟐+𝒚𝟐
=

𝒚

𝒙𝟐+𝒚𝟐
. 

 

d) 𝑧 = 𝑥𝑦. 

 

Solución:  

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑦 𝑥 𝑦−1.  

 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑥  𝑦 ∗ 𝑙𝑛|𝑥| = 𝑙𝑛|𝑥| ∗  𝑥 𝑦. 

e) 𝑢 = (
𝑥

𝑦
)
𝑧

. 

 

Solución: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑧 (

𝒙

𝒚
)
𝒛−𝟏

∗
1

𝑦
=

𝑧

𝑦
∗ (

𝒙

𝒚
)
𝒛−𝟏

. 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑧 (

𝒙

𝒚
)
𝒛−𝟏

∗
−𝑥

𝑦2
= − 

𝑥

𝑦2 𝑧
∗ (

𝒙

𝒚
)
𝒛−𝟏

 . 
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𝜕𝑢

𝜕𝑦
= (

𝒙

𝒚
)
𝒛

∗ 𝑙𝑛 (
𝑥

𝑦
) = 𝑙𝑛 (

𝑥

𝑦
) ∗ (

𝒙

𝒚
)
𝒛

. 

 

 

f) 𝑢 = 𝑥𝑦
 𝑧

. 

 

Solución: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑦  𝑧 ∗ 𝑥 𝑦

 𝑧−1 .  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥𝑦

 𝑧
∗ 𝑧 ∗ 𝑦𝑧−1 ∗ 𝑙𝑛(𝑥) = 𝑧 ∗ 𝑦𝑧−1 ∗ 𝑥𝑦

 𝑧
∗ 𝑙𝑛(𝑥). 

𝑢 = 𝑥𝑦
 𝑧
→ 𝑙𝑛(𝑢) = 𝑦𝑧 𝑙𝑛(𝑥) →

1

𝑢
∗
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑦𝑧 ∗ ln  (𝑦) ∗ 𝑙𝑛(𝑥) →  

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑢 ∗ 𝑦𝑧 ∗ ln  (𝑦) ∗ 𝑙𝑛(𝑥) = 𝑥𝑦

 𝑧
∗ 𝑦𝑧 ∗ ln  (𝑦) ∗ 𝑙𝑛(𝑥). 

 

g) Demostrar, que  𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2, si   𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2). 

 

Solución: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
∗ (2𝑥 + 𝑦) =

2𝑥+𝑦

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
 .  

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

1

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
∗ (𝑥 + 2𝑦) =

𝑥+2𝑦

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
. Reemplazando en la ecuación tenemos. 

𝑥 (
2𝑥+𝑦

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
) + 𝑦 (

𝑥+2𝑦

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
) = 2 →  

2𝑥2+𝑥𝑦+𝑥𝑦+2𝑦2

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
= 2 →  

 
2(𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2)

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
= 2  →   2 = 2.  𝑙𝑞𝑞𝑑.  

 

h) 𝑧 = ln 𝑠𝑒𝑛 
𝑥+𝑎

√𝑦
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𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1

𝑠𝑒𝑛 (
𝑥 + 𝑎

√𝑦
)

∗ cos (
𝑥 + 𝑎

√𝑦
) ∗

1

√𝑦
=

1

√𝑦
cotg (

𝑥 + 𝑎

√𝑦
) 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

1

2

1

𝑠𝑒𝑛 (
𝑥 + 𝑎

√𝑦
)

∗ cos (
𝑥 + 𝑎

√𝑦
) ∗ (𝑥 + 𝑎)𝑦−3/2 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

1

2
 
(𝑥 + 𝑎)

𝑦
3
2

∗ 𝑐𝑜𝑡𝑔 (
𝑥 + 𝑎

√𝑦
) 

 

1.3.2 Interpretación geométrica de las derivadas parciales. 

 

La interpretación geométrica de las derivadas parciales de una función de dos 

variables es semejante a la de una función de una sola variable. 

 

El gráfico de una función f de dos variables es una superficie, que tiene como 

ecuación  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Si y se considera como constante es decir  𝑦 = 𝑦0, entonces   𝑧 =

𝑓(𝑥, 𝑦) es una ecuación de la traza de esta superficie en el plano 𝑦 = 𝑦0. La curva puede 

representarse mediante las dos ecuaciones: 

 

𝑦 = 𝑦0                  𝑦              𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) (1) 

 

Debido a que la curva es la intersección de estas dos superficies. Entonces la 

derivada parcial respecto de x es la pendiente de la recta tangente a la curva representada 

por las ecuaciones (1) en el punto 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) del plano 𝑦 = 𝑦0. 
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Figura 25 

Pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P0 

 

 

 

De manera análoga, la derivada parcial respecto a y representa la pendiente de la 

recta tangente a la curva que tiene las ecuaciones: 

 

𝑥 = 𝑥0                  𝑦              𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) (2) 

 

En el punto 𝑃0 del plano 𝑥 = 𝑥0. 

 

Figura 26 

Pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P0 
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Ejemplo: 

 

1. Determine la pendiente de la recta tangente a la curva de intersección de la superficie 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

2
√24 − 𝑥2 − 2𝑦2, con el plano y = 2 en el punto (2,2, √3). 

 

Solución: 

Hallamos la derivada de la función respecto a x. 

 

𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) =

−𝑥

2√24−𝑥2−2𝑦2
. 

 

Calculamos está derivada en el punto  (2,2, √3). 

𝜕𝑦

𝜕𝑥
|
(2,2, √3)

=
−2

2√24−4−8
= − 

1

√12
= − 

1

2√3
   𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑠 𝑙𝑎 𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎. 

Curva de intersección: 𝑧 = 𝑓(𝑥, 2) =
1

2
√16 − 𝑥2 

 

Parametrizamos la curva:  𝑥 = 𝑡;   𝑦 = 2; 𝑧 =
1

2
√16 − 𝑡2;  −4 ≤ 𝑡 ≤ 4  

 

Determinación de la recta tangente:  𝑃(2,2, √3);  𝑓´𝑥(2,2, √3) = −
1

2√3
 

𝑧 − √3 = −
1

2√3
(𝑥 − 2) 
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Figura 27 

Pendiente de la recta tangente a la curva 𝑧 =
1

2
√24 − 𝑥2 − 2𝑦2 en el punto P0 

 

 

2. Determine la pendiente de las rectas tangentes a las curvas de intersección de la 

superficie 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 4 − 4𝑥2 − 2𝑦2, en el punto  𝑃(1,1, −2). 

 

Solución: 

 

Hallamos las derivadas de la función respecto a x e y. 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = −8𝑥;  𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = −4𝑦     

 

Calculamos está derivada en el punto  (1,1, −2). 

 

𝑓´𝑥(1,1, −2) = −8 ∗ 1 = −8;   𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑦 = 1 

𝑓´𝑦(1,1, −2) = −4 ∗ 1 = −4;   𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑛 𝑥 = 1 

Curva de intersección: 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 4 − 4𝑥2 − 2𝑦2 

𝐶1;   𝑓(𝑥, 1) = 2 − 4𝑥2 

𝐶2;   𝑓(1, 𝑦) = −2𝑦
2 

Parametrizamos la curva:   

𝐶1;   𝑥 = 𝑡; 𝑦 = 1; 𝑧 = 2 − 4𝑡2 

𝐶2;   𝑥 = 1; 𝑦 = 𝑡; 𝑧 = −2𝑡2 

Ecuaciones de las tangentes: 

𝑧 + 2 = −8(𝑥 − 1);               𝑧 + 2 = −4(𝑦 − 1) 
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Figura 28 

Pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P0 (1,1, −2). 

 

 

 

1.4 DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL 

 

Para poder definir la Diferenciabilidad de funciones de más de una variable, es 

necesario hacerle por medio de una ecuación que involucra el incremento de una función. 

Por lo que a continuación vamos primero a ver una representación del incremento de una 

función de una variable, que nos permitirá entender con mayor facilidad los conceptos 

que presentaremos más adelante.  

 

Recordando que si f es una función diferenciable de x   y    y = f(x), entonces: 

𝑓´(𝑥) = lim
∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥
 

 

Donde  ∆𝑥  y  ∆𝑦 son los incrementos de x y y,      y         ∆𝑦 = 𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥), 

cuando |∆𝑥| es  pequeño y  si  ∆𝑥 ≠ 0,  
Δ𝑦

Δ𝑥
  difiere de f´(x) por un número pequeño que 

depende de   ∆𝑥, el cual se denota por 𝜖. Así: 

 

𝜖 =
Δ𝑦

Δ𝑥
−  𝑓´(𝑥)       𝑠𝑖      ∆𝑥 ≠ 0 
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Donde   𝜖    es una función de   ∆𝑥. De esta ecuación se obtiene: 

 

∆𝑦 = 𝑓´(𝑥)∆𝑥 + 𝜖∆𝑥, donde  𝜖    es una función de   ∆𝑥   y      𝜖 → 0  𝑐𝑜𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒  ∆𝑥 →

0. 

De lo indicado anteriormente se deduce que, si la función f es diferenciable en x0, 

entonces el incremento de f en x0, denotado por  ∆𝑓(𝑥0), está determinado por: 

 

∆𝑓(𝑥0) = 𝑓´(𝑥0)∆𝑥 + 𝜖∆𝑥   𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 lim
∆𝑥→0

𝜖 = 0. 

 

1.4.1 Definición de incremento de una función de n variables 

 

Si f es una función de las n variables  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛,  y  �̅�    es el punto 

(�̅�1, �̅�2, … . , �̅�3), entonces el incremento de f en �̅�  está definido por:  

∆𝑓(�̅�) = 𝑓(�̅�1 + ∆�̅�1, �̅�2 + ∆�̅�2, … . , �̅�𝑛 + ∆�̅�𝑛) − 𝑓( �̅�   ).  (1) 

 

1.4.2 Definición de función diferenciable de n variables 

 

Si f es una función de n variables  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛,  y  el incremento de f en �̅�   puede 

escribirse como: 

∆𝑓(�̅�) = 𝐷1𝑓(�̅�)∆𝑥1 + 𝐷2𝑓(�̅�)∆𝑥2 +⋯+ 𝐷𝑛𝑓(�̅�)∆𝑥𝑛 + 𝜖1∆𝑥1 + 

                                                                             𝜖2∆𝑥2 +⋯+ 𝜖𝑛∆𝑥𝑛    (2). 

 

Donde   𝜖1 → 0, 𝜖2 → 0,… . , 𝜖𝑛 → 0, conforme (∆𝑥1, ∆𝑥2, … , ∆𝑥𝑛) →

(0, 0, … , 0). 

 

Entonces se dice que f es diferenciable en �̅�. 
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1.4.3 Definición de la diferencial total de una función de n variables  

 

Si f es una función de las n variables  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, y  f es diferenciable en P, 

entonces la diferencial total de f es la función df que tiene valores de función 

determinados por: 

 

𝑑𝑓(𝑃, ∆𝑥1, ∆𝑥2, … , ∆𝑥𝑛) = 𝐷1𝑓(𝑃)∆𝑥1 + 𝐷2𝑓(𝑃)∆𝑥2 +⋯+ 𝐷𝑛𝑓(𝑃)∆𝑥𝑛.  (𝟑) 

 

Por definición, las diferenciales de las variables independientes coinciden 

con sus incrementos es decir,  𝑑𝑥𝑖 = ∆𝑥𝑖 además si se considera 𝑤 =

𝑓( 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) y usamos la notación   
𝜕𝑤

𝜕𝑥𝑖
 , la diferencial total podemos 

expresarle como: 

𝑑𝑤 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 +⋯+

𝜕𝑤

𝜕𝑥𝑛
𝑑𝑥𝑛. 

 

También podemos definir a la diferencial total de una función f, como la parte 

principal del incremento total (fórmula (2)), lineal   respecto a los incrementos de 

las variables ∆𝑥1, ∆𝑥2, … , ∆𝑥𝑛, existiendo una diferencia entre los dos, de un 

infinitésimo de orden superior a  𝜌 = √(∆𝑥1)2 + (∆𝑥2)2 +⋯+ (∆𝑥𝑛)2.   

 

1.4.4 Definición de incremento de una función de dos variables  

 

Si f es una función de las variables x  y  y, entonces el incremento de f en  el punto 

(𝑥0, 𝑦0), denotado por ∆𝑓(𝑥0, 𝑦0), está definido por: 

 

∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 
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Figura 29 

Diferencial total de una función de n variables. 

 

 
 

1.4.5 Definición de función diferenciable de dos variables 

 

Si f es una función de las variables x  y  y, entonces el incremento de f en  el punto 

(𝑥0, 𝑦0), puede escribirse como: 

∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝐷1(𝑥0, 𝑦0)∆𝑥 + 𝐷2(𝑥0, 𝑦0)∆𝑦 + 𝜖1∆𝑥 + 𝜖1∆𝑦 

 

Donde  𝜖1  y  𝜖2 son funciones de ∆𝑥  y  ∆𝑦, tales que  𝜖1 → 0  𝑦  𝜖2 → 0 

conforme (∆𝑥, ∆𝑦) → (0, 0), entonces f es diferenciable en   (𝑥0, 𝑦0).  

 

Según esta definición, podemos concluir que la condición suficiente para que una 

función sea diferenciable en punto determinado, es que la función sea continua 

en el mismo, y la condición necesaria es que las derivadas parciales estén 

definidas en dicho punto.  

 

1.4.6 Definición de la diferencial total de una función de dos variables  

 

Si f es una función de las variables x  y  y, y si f es diferenciable en (𝑥, 𝑦), entonces 

la diferencial total de f es la función df que tiene valores de función determinado 

por :  

𝑑𝑓(𝑥, 𝑦, ∆𝑥, ∆𝑦) = 𝐷1𝑓(𝑥, 𝑦)∆𝑥 + 𝐷2𝑓(𝑥, 𝑦)∆𝑦. 
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Si la función es 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), además hacemos  𝑑𝑥 = ∆𝑥 y  𝑑𝑦 = ∆𝑦 según 

definiciones y también utilizando la notación 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
   𝑦  

𝜕𝑧

 𝜕𝑦
 para notar las derivadas 

parciales, la diferencial total podemos expresarle de la siguiente manera: 

 

𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

 

De una manera análoga se puede definir todos estos conceptos para una función 

de 3 variables así si  𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), la diferencial total se determina por la 

fórmula: 

 

𝑑𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

 

Como se puede observar en las definiciones de incremento y diferencial totales, 

la diferencia de los dos es muy pequeña, por lo que es suficiente en los ejemplos 

de aplicación encontrar la diferencial total en vez del incremento total, sin temor 

a encontrar valores inadecuados. 

 

Ejemplos:  

 

1. Para la función 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 , hallar el incremento y la diferencial totales en el punto 

(1,2); compararlos entre sí, sí:   

𝑎) ∆𝑥 = 1, ∆𝑦 = 2;     𝑏)  ∆𝑥 = 0,1, ∆𝑦 = 0,2. 

 

Solución: 

 

a. Encontramos el incremento total. 

∆𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + ∆𝑥)2(𝑦 + ∆𝑦) − 𝑥2𝑦 = (𝑥2 + 2𝑥∆𝑥 + (∆𝑥)2)(𝑦 + ∆𝑦) − 𝑥2𝑦 

∆𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 + 𝑥2∆𝑦 + 2𝑥𝑦∆𝑥 + 2𝑥∆x∆y + y(∆𝑥)2 + (∆𝑥)2∆𝑦 − 𝑥2𝑦 

∆𝑓(𝑥, 𝑦) = (2𝑥𝑦)∆𝑥 + 𝑥2∆𝑦 + 2𝑥∆x∆y + y(∆𝑥)2 + (∆𝑥)2∆𝑦. 
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Para los valores  (1,2);  ∆𝑥 = 1, ∆𝑦 = 2   tenemos: 

∆𝑓(1,2) = 2 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 1 + 1 ∗ 2 + 2 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 2 + 2 ∗ 1 + 1 ∗ 2  

∆𝑓(1,2) = 4 + 2 + 4 + 2 + 2 = 14.  

 

Para los valores  (1,2);  ∆𝑥 = 0,1, ∆𝑦 = 0,2   tenemos: 

∆𝑓(1,2) = 4 ∗ 0,1 + 1 ∗ 0,2 + 2 ∗ 0,1 ∗ 0,2 + 2(0,1)2 + (0,1)2 ∗ 0,2 

∆𝑓(1,2) = 0,4 + 0,2 + 0,04 + 0,02 + 0,002 = 0,662.  

 

b. Hallamos la diferencial total.  

𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 𝑥 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦  

 

Para los valores  (1,2);  ∆𝑥 = 𝑑𝑥 = 1;   ∆𝑦 = 𝑑𝑦 = 2. 

𝑑𝑓(1,2) = 2 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 1 + 1 ∗ 2 = 6. 

∆𝑓 − 𝑑𝑓 = 14 − 6 = 8. 

  

Para los valores  (1,2);  ∆𝑥 = 𝑑𝑥 = 0,1, ∆𝑦 = 𝑑𝑦 = 0,2   tenemos: 

𝑑𝑓(1,2) = 2 ∗ 1 ∗ 2 ∗ 0,1 + 1 ∗ 0,2 = 0,44 + 0,2 = 0,6. 

∆𝑓 − 𝑑𝑓 = 0,662 − 0,6 = 0,062. 

 

En conclusión, podríamos decir que mientras más altos son los incrementos, 

mayor será la diferencia entre el incremento y la diferencial total.  

 

2. Hallar los diferenciales totales en los siguientes ejemplos: 

 

a) 𝑧 = 𝑠𝑒𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑦. 

 𝑑𝑧 = 2𝑠𝑒𝑛𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 − 2 cos 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦 ∴  

 𝑑𝑧 = 𝑠𝑒𝑛 2𝑥 𝑑𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 2𝑦 𝑑𝑦 

b) 𝑧 = 𝑦 𝑥𝑦 . 

𝑑𝑧 = 𝑦2 𝑥𝑦−1 𝑑𝑥 + (𝑦 𝑥𝑦 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑥𝑦)𝑑𝑦 ∴  

𝑑𝑧 = 𝑥𝑦 [
𝑦2

𝑥
 𝑑𝑥 + (𝑦𝑙𝑛|𝑥| + 1)𝑑𝑦]. 
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 𝑢 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2. 

𝑑𝑢 =
𝑥

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
 𝑑𝑥 +

𝑦

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
 𝑑𝑦 +

𝑧

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
 𝑑𝑧 ∴  

𝑑𝑢 =
𝑥 𝑑𝑥+𝑦 𝑑𝑦+𝑧 𝑑𝑧

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
 . 

 

c) 𝑢 = (𝑥 𝑦 +
𝑥

𝑦
)
𝑧

 

𝑑𝑢 = 𝑧 (𝑥 𝑦 +
𝑥

𝑦
)
𝑧−1

(𝑦 +
1

𝑦
)𝑑𝑥 + 𝑧 (𝑥 𝑦 +

𝑥

𝑦
)
𝑧−1

(𝑥 +
−𝑥

𝑦2
)𝑑𝑦 + 

+(𝑥 𝑦 +
𝑥

𝑦
)
𝑧

ln (𝑥 𝑦 +
𝑥

𝑦
)𝑑𝑧 

𝑑𝑢 = (𝑥 𝑦 +
𝑥

𝑦
)
𝑧−1

[
𝑦2 + 1

𝑦
 𝑧𝑑𝑥 +

𝑥(𝑦2 − 1)

𝑦2
 𝑧𝑑𝑦

+ (𝑥𝑦 +
𝑥

𝑦
) 𝑙𝑛 (𝑥 𝑦 +

𝑥

𝑦
)𝑑𝑧] 

 

Ejemplos de aplicación de la diferencial total: 

 

1. La altura de un cono es  𝐻 = 45 𝑐𝑚, el radio de su base 𝑅 = 15 𝑐𝑚. ¿Cómo variará 

el volumen de dicho cono si H disminuye 5 mm y R aumenta 2mm? 

 

Solución: 

Como sabemos la diferencial total es una razón de cambio, cualquiera sea la 

dependencia funcional. Por lo que en el ejemplo debemos encontrar el diferencial total 

y evaluarlo con los datos, ese valor es la solución. 

 

Datos: 

𝐻 = 45 𝑐𝑚. 

𝑅 = 15 𝑐𝑚. 

𝑑𝑅 = 2 𝑚𝑚 = 0,2 𝑐𝑚. 

𝑑𝐻 = −5 𝑚𝑚 = −0,5 𝑐𝑚. 
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Figura 30 

Cono de altura  𝐻 = 45 𝑐𝑚 y radio de su base 𝑅 = 15 𝑐𝑚. 

 

 

 

 

 

 

 

𝐹ó𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛            𝑉 =
1

3
𝜋𝑅2𝐻  

                                       𝑑𝑉 =
1

3
𝜋(2𝑅𝐻 𝑑𝑅 + 𝑅2 𝑑𝐻). 

El valor con los datos es: 

𝑑𝑉 =
1

3
𝜋(2 ∗ 15 ∗ 45 ∗ 0,2 + 152 ∗ (−0,5)) =

𝜋

3
(270 − 112,5) = 52,5𝜋 ≈

164,93 𝑐𝑚3.  

 

2. Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de 15 cm, 10cm, y 8 cm, está 

hecha de madera contrachapada de 3 mm de espesor. Determinar el área aproximada 

del material que se gastó.    

 

Solución: 

Datos: 

𝑥 = 15 𝑐𝑚. 𝑑𝑥 = 2 ∗ 3 𝑚𝑚 = 6 𝑚𝑚 = 0,6 𝑐𝑚. 
𝑦 = 10 𝑐𝑚. 𝑑𝑦 = 0,6 𝑐𝑚. 
𝑧 = 8 𝑐𝑚.  𝑑𝑧 = 0,6 𝑐𝑚. 
 

Figura 31 

Caja cerrada de 15 cm, 10cm, y 8 cm. 
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𝐹ó𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑙 á𝑟𝑒𝑎          𝐴 = 2𝑥𝑦 + 2𝑥𝑧 + 2𝑦𝑧    

                 𝑑𝐴 = (2𝑦 + 2𝑧)𝑑𝑥 + (2𝑥 + 2𝑧)𝑑𝑦 + (2𝑥 + 2𝑦) 𝑑𝑧. 

 

El valor con los datos es: 

 𝑑𝐴 = (2 ∗ 10 + 2 ∗ 8) ∗ 0,6 + (2 ∗ 15 + 2 ∗ 8) ∗ 0,6 + (2 ∗ 15 + 2 ∗ 10) ∗ 0,6. 

𝑑𝐴 = 36 ∗ 0,6 + 46 ∗ 0,6 + 50 ∗ 0,6 = 21,6 + 27,6 + 30 = 79 𝑐𝑚2. 

 

3. Calcular aproximadamente 1,033,02. 

 

Solución: 

Definimos la función como 𝑧 = 𝑥𝑦. El número que se busca puede considerarse como 

el valor incrementado de esta función cuando x = 1, y = 3,  ∆𝑥 = 0,03  𝑦   ∆𝑦 = 0,02. 

El valor inicial de la función es  𝑧 = 13 = 1. 

 

∆𝑧 ≈ 𝑑𝑧 = 𝑦 𝑥𝑦−1∆𝑥 + 𝑥𝑦𝑙𝑛(𝑥)∆𝑦 = 3 ∗ (1)3−1 ∗ 0,03 + (1)3 ∗ 𝑙𝑛(1) ∗ 0,02

= 0,09. 

De donde: 

1,033,02 ≈ 1 + 0.09 = 1,09.  

𝑈𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑙𝑎 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜𝑟𝑎    1,033,02 ≈ 1,09337 . 

 

4. Calcular aproximadamente  √(4,05)2 + (3,12)2. 

Solución: 

Definimos la función como 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2. El número que se busca puede 

considerarse como el valor incrementado de esta función cuando x = 4, y = 3,    ∆𝑥 =

0,05    𝑦    ∆𝑦 = 0,12. El valor inicial de la función es  𝑧 = √42 + 32 = 5. 

 

∆𝑧 ≈ 𝑑𝑧 =
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
∆𝑥 +

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
∆𝑦 = (

4 + 3

5
) ∗ (0,05 + 0,12) = 0,238 

De donde: 

√(4,05)2 + (3,12)2 ≈ 5 + 0.238 = 5,238 

𝑈𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑙𝑎 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜𝑟𝑎    √(4,05)2 + (3,12)2 ≈ 5,11243 . 
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1.5 DERIVACION DE FUNCIONES COMPUESTAS 

 

Llamada también regla de la cadena, recordando con la notación de Leibniz la 

derivación de una función compuesta para una función de una variable tenemos: Si y es 

una función de u y  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 existe, y si u es una función de x y  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 existe, entonces y es una 

función de  x  y 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 existe y está definida por: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∗
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

1.5.1 Caso de una sola variable independiente 

Si 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) es una función diferenciable de los argumentos x e y, que son, a 

su vez, funciones diferenciables de una variable t:  𝑥 = 𝑓(𝑡),   𝑦 = 𝑔(𝑡), la 

derivada de la función compuesta 𝑧 = 𝑓[𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)]  se  puede calcular por la 

fórmula:  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
.
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
  (𝟏) 

 

Esta fórmula podemos encontrarla utilizando el diagrama del árbol, este 

procedimiento es importante en caso no se pueda memorizar la expresión, lo que 

debe saber es como realizar el mismo. 

 

Pasos para seguir: 

 Para las primeras ramas, debemos tomar en cuenta el número de variables 

independientes que tiene la función. En este caso z es función de x e y, por lo que 

tenemos que hacer dos ramas desde z, una hacia x y otra hacia y en las que ubicamos 

las respectivas derivadas parciales. 

 

 A su vez, para formar las segundas ramas, debemos tener en cuenta el número de 

variables de las que dependan x e y, en este tema tanto x como y dependen de una sola 

variable que es t, por lo que trazamos ramas desde estas a t, y colocamos las derivadas 

totales respectivas, por tratarse de funciones de una sola variable.    
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 Con el fin de obtener la ecuación para 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
 , se considera los caminos a lo largo de las 

ramas de z a t. Se tiene dos de tales caminos, cada uno con un par de ramas. Sume los 

productos de la derivada parcial por la total, asociadas con las ramas de cada camino.   

 

Figura 32 

Regla de la cadena (Variables Dependientes) 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.5.2 Caso de dos variables independientes 

Si u es una función diferenciable de x e y, definida por 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦),  donde  𝑥 =

𝑔(𝑡, 𝑟)  y   𝑦 = ℎ(𝑡, 𝑟) y todas las derivadas parciales existen, entonces las 

derivadas de la función compuesta:  𝑢 = 𝑓[𝑔(𝑡, 𝑟), ℎ(𝑡, 𝑟)]  se pueden calcular 

por medio de las siguientes expresiones: 

 

                                                        
𝝏𝒖

𝝏𝒕
=

𝝏𝒖

𝝏𝒙
∗
𝝏𝒙

𝝏𝒕
+
𝝏𝒖

𝝏𝒚
∗
𝝏𝒚

𝝏𝒕
;        

                                                                     
𝝏𝒖

𝝏𝒓
=

𝝏𝒖

𝝏𝒙
∗
𝝏𝒙

𝝏𝒓
+
𝝏𝒖

𝝏𝒚
∗
𝝏𝒚

𝝏𝒓
 

 

Figura 33 

Regla de la cadena (Variables Independientes) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2). 
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Siguiendo los pasos del párrafo anterior se hace el diagrama del árbol, y luego 

obtenemos las expresiones para determinar  
𝜕𝑢

𝜕𝑡
  𝑦    

𝜕𝑢

𝜕𝑟
  . 

 

De manera análoga se determinan para una función de tres variables. 

 

Caso de una variable: 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
.
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 .
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 .
𝑑𝑦

𝑑𝑡
  (𝟑). 

 

Caso de dos variables: 

                                     
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
∗
𝜕𝑥

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
∗
𝜕𝑦

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
∗
𝜕𝑧

𝜕𝑡
;        

                                     
𝜕𝑢

𝜕𝑟
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
∗
𝜕𝑥

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
∗
𝜕𝑦

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
∗
𝜕𝑧

𝜕𝑟
  

 

Ejemplos: 

 

En los siguientes ejemplos, calcule las derivadas indicadas por medio de dos 

métodos:       

 

a) Utilice la regla de la cadena; b) Formando primero la función compuesta. 

 

1. Hallar   
𝑑𝑢

𝑑𝑡
,  si    𝑢 = ln 𝑠𝑒𝑛 

𝑥

√𝑦
,  donde    𝑥 = 3𝑡2,      𝑦 = √𝑡2 + 1. 

 

Solución:  

a) Utilizando la regla de la cadena. 

Encontramos las derivadas parciales y totales, ponemos todas en función de t y 

luego reemplazamos en la expresión (1). 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

1

𝑠𝑒𝑛 
𝑥

√𝑦

∗ cos
𝑥

√𝑦
∗
1

√𝑦
=

1

√𝑦
 cot

𝑥

√𝑦
=

1

√√𝑡2+1
cot

3𝑡2

√√𝑡2+1
. 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

1

𝑠𝑒𝑛 
𝑥

√𝑦

∗ cos
𝑥

√𝑦
∗

−𝑥

2𝑦3 2⁄ =
−𝑥

2𝑦3 2⁄  cot
𝑥

√𝑦
=

−3𝑡2

2(𝑡2+1)3 4⁄ cot
3𝑡2

√√𝑡2+1
 . 

(4) 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 6𝑡;   

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑡

√𝑡2+1
. 

 

𝑅𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜:  

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

√√𝑡2+1
cot

3𝑡2

√√𝑡2+1
∗ 6𝑡 +

−3𝑡2

2(𝑡2+1)3 4⁄
cot

3𝑡2

√√𝑡2+1
∗  

𝑡

√𝑡2+1
. 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= cot

3𝑡2

√√𝑡2+1
∗ (

6𝑡

(𝑡2+1)1 4⁄
− 

3𝑡3

2 (𝑡2+1)5 4⁄ )  

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= cot

3𝑡2

√√𝑡2+1
∗ (

3𝑡(3𝑡2+4)

2 (𝑡2+1)5 4⁄ ).  

 

b) Formando primero la función compuesta. 

 

Formamos la función compuesta y luego derivamos. 

 

𝑢 = ln 𝑠𝑒𝑛 
𝑥

√𝑦
 →  𝑢(𝑡) = ln 𝑠𝑒𝑛 

3𝑡2

√√𝑡2+1
= ln 𝑠𝑒𝑛 

3𝑡2

(𝑡2+1)1 4⁄  . 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= cot

3𝑡2

√√𝑡2+1
∗

(𝑡2+1)
1 4⁄

∗6𝑡−3𝑡2∗
𝑡

2(𝑡2+1)
3 4⁄

((𝑡2+1)1 4⁄ )
2 = cot

3𝑡2

√√𝑡2+1
∗
12𝑡 (𝑡2+1)−3𝑡3

2 (𝑡2+1)5 4⁄  . 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= cot

3𝑡2

√√𝑡2+1
∗
3𝑡(3𝑡2+4)

2 (𝑡2+1)5 4⁄ .  

 

2. Hallar   
𝑑𝑢

𝑑𝑡
,  si    𝑢 = 𝑥 𝑦 𝑧  donde    𝑥 = 𝑡2 + 1,     𝑦 = ln 𝑡 ;     𝑧 = 𝑡𝑔 𝑡. 

 

Solución:  

 

a) Utilizando la regla de la cadena. 

Encontramos las derivadas parciales y totales, ponemos todas en función de t y 

luego reemplazamos en la expresión (3). 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑦 𝑧 = ln 𝑡 ∗ 𝑡𝑔 𝑡. 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥 𝑧 = (𝑡2 + 1) ∗ 𝑡𝑔 𝑡.  
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𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑥 𝑦 = (𝑡2 + 1) ∗ 𝑙𝑛 𝑡.  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑡;   

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

1

𝑡
;    

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑠𝑒𝑐2𝑡 . 

 

𝑅𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜:  

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= ln 𝑡 ∗ 𝑡𝑔 𝑡 ∗ 2𝑡 + (𝑡2 + 1) ∗ 𝑡𝑔 𝑡 ∗  

1

𝑡
+ (𝑡2 + 1) ∗ 𝑙𝑛 𝑡 ∗ 𝑠𝑒𝑐2𝑡 . 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= (𝑡2 + 1) [

𝑡𝑔 𝑡

𝑡
+ ln 𝑡 ∗ 𝑠𝑒𝑐2𝑡] + ln 𝑡 ∗ 𝑡𝑔 𝑡 ∗ 2𝑡. 

 

b) Formando primero la función compuesta. 

Formamos la función compuesta y luego derivamos. 

 

𝑢 = 𝑥 𝑦 𝑧  → 𝑢(𝑡) = (𝑡2 + 1) ∗ ln 𝑡 ∗ 𝑡𝑔 𝑡. 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= (𝑡2 + 1) [

𝑡𝑔 𝑡

𝑡
+ ln 𝑡 ∗ 𝑠𝑒𝑐2𝑡] + ln 𝑡 ∗ 𝑡𝑔 𝑡 ∗ 2𝑡. 

 

3. Hallar  
𝜕𝑢

𝜕𝑟
,
𝜕𝑢

𝜕𝑠
,  si    𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2   donde    𝑥 = 3𝑟 − 𝑠     𝑦 = 𝑟 + 2𝑠. 

 

Solución:  

 

a) Utilizando la regla de la cadena. 

Encontramos las derivadas parciales, ponemos todas en función de r  y  s  y 

luego reemplazamos en las expresiones  (4). 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥 = 2(3𝑟 − 𝑠). 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦 = −2(𝑟 + 2𝑠).  

𝜕𝑥

𝜕𝑟
= 3;   

𝜕𝑥

𝜕𝑠
= −1;   

𝜕𝑦

𝜕𝑟
= 1;   . 

𝜕𝑦

𝜕𝑠
= 2. 

 

𝑅𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜:  

𝜕𝑢

𝜕𝑟
= 2(3𝑟 − 𝑠) ∗ 3 − 2(𝑟 + 2𝑠) ∗ 1 = 16𝑟 − 8𝑠. 

𝜕𝑢

𝜕𝑠
= 2(3𝑟 − 𝑠) ∗ (−1) − 2(𝑟 + 2𝑠) ∗ 2 = −10𝑟 − 6𝑠. 
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b) Formando primero la función compuesta. 

 

Formamos la función compuesta y luego derivamos. 

𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2 →  𝑢(𝑟, 𝑠) = (3𝑟 − 𝑠)2 − (𝑟 + 2𝑠)2. 

𝑢(𝑟, 𝑠) = 8𝑟2 − 10𝑟𝑠 − 3𝑠2 

𝜕𝑢

𝜕𝑟
= 2(3𝑟 − 𝑠) ∗ 3 − 2(𝑟 + 2𝑠) ∗ 1 = 16𝑟 − 10𝑠. 

𝜕𝑢

𝜕𝑠
= 2(3𝑟 − 𝑠) ∗ (−1) − 2(𝑟 + 2𝑠) ∗ 2 = −10𝑟 − 6𝑠. 

  

4. Hallar  
𝜕𝑢

𝜕𝑟
,
𝜕𝑢

𝜕𝑠
,  si    𝑢 = 𝑥2𝑦 𝑧;   donde    𝑥 =

𝑟

𝑠
;  𝑦 = 𝑟𝑒𝑠;    𝑧 = 𝑟𝑒−𝑠. 

 

Solución:  

a) Utilizando la regla de la cadena. 

 

Encontramos las derivadas parciales, ponemos todas en función de t y luego 

reemplazamos en la expresión (2). 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2 𝑥𝑦 𝑧 = 2 ∗

𝑟

𝑠
∗ 𝑟𝑒𝑠 ∗ 𝑟𝑒−𝑠 = 2 ∗

𝑟3

𝑠
. 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥2 𝑧 = (

𝑟

𝑠
)
2

∗ 𝑟𝑒−𝑠 =
𝑟3∗ 𝑒−𝑠

𝑠2
.  

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑥2  𝑦 = (

𝑟

𝑠
)
2

∗ 𝑟𝑒𝑠 = 
𝑟3∗ 𝑒𝑠

𝑠2
 

𝜕𝑥

𝜕𝑟
=

1

𝑠
;   
𝜕𝑥

𝜕𝑠
=

−𝑟

𝑠2
;    

𝜕𝑦

𝜕𝑟
= 𝑒𝑠;   . 

𝜕𝑦

𝜕𝑠
= 𝑟𝑒𝑠;     

𝜕𝑧

𝜕𝑟
= 𝑒−𝑠;   

𝜕𝑧

𝜕𝑠
= −𝑟𝑒−𝑠. 

 

𝑅𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜:  

𝜕𝑢

𝜕𝑟
= 2 ∗

𝑟3

𝑠
∗
1

𝑠
+
𝑟3∗𝑒−𝑠

𝑠2
∗ 𝑒𝑠 +

𝑟3∗𝑒𝑠

𝑠2
∗ 𝑒−𝑠 =

4𝑟3

𝑠2
. 

𝜕𝑢

𝜕𝑠
= 2 ∗

𝑟3

𝑠
∗
−𝑟

𝑠2
+
𝑟3∗𝑒−𝑠

𝑠2
∗ 𝑟 𝑒𝑠 −

𝑟3∗𝑒𝑠

𝑠2
∗ 𝑟 𝑒−𝑠 =

−2𝑟4

𝑠3
. 
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b) Formando primero la función compuesta. 

 

Formamos la función compuesta y luego derivamos. 

 

𝑢 = 𝑥2𝑦 𝑧  → 𝑢(𝑟, 𝑠) = (
𝑟

𝑠
)
2

∗ 𝑟 𝑒𝑠 ∗ 𝑟 𝑒−𝑠 =
𝑟4

𝑠2
. 

𝜕𝑢

𝜕𝑟
=

4 𝑟3

𝑠2
;       

𝜕𝑢

𝜕𝑠
=

−2 𝑟4

𝑠3
.  

 

5. Encontrar  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,
𝑑𝑧

𝑑𝑥
   si  𝑧 = 𝑥𝑦, donde 𝑦 = 𝑔(𝑥). 

Solución: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑦 𝑧𝑦−1. 

𝑧 = 𝑥𝑔(𝑥)  → 𝑙𝑛(𝑧) = 𝑔(𝑥) 𝑙𝑛(𝑥)  →
1

𝑧
∗
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑔´(𝑥)𝑙𝑛(𝑥) +

𝑔(𝑥)

𝑥
. 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑧 (𝑔´(𝑥)𝑙𝑛(𝑥) +

𝑔(𝑥)

𝑥
) = 𝑥𝑔(𝑥) (𝑔´(𝑥)𝑙𝑛(𝑥) +

𝑔(𝑥)

𝑥
). 

 

6. Determinar   
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,
𝜕𝑧

𝜕𝑦
   si  𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣)  donde 𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2;    𝑣 = 𝑒𝑥𝑦 

Solución: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑓´𝑥(𝑢, 𝑣) ∗ 2𝑥 + 𝑓´𝑦(𝑢, 𝑣) ∗ 𝑦𝑒

𝑥𝑦. 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑓´𝑥(𝑢, 𝑣) ∗ −2 𝑦 + 𝑓´𝑦(𝑢, 𝑣) ∗ 𝑥𝑒

𝑥𝑦. 

 

7. Demostrar, que si 

 

 𝑢 = 𝜑(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2);  𝑥 = 𝑅 cos 𝜃 cos 𝛽, 𝑦 = 𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑠𝑒𝑛 𝛽, 𝑧 = 𝑅𝑠𝑒𝑛 𝜃  

Entonces:  
𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 0    𝑦   

𝜕𝑢

𝜕𝛽
= 0 

 

Solución: 

Encontramos todas las derivadas que necesitamos: 
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1. 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) ∗ 2𝑥; 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) ∗ 2𝑦; 

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 +

𝑧2) ∗ 2𝑧  

𝜕𝑥

𝜕𝜃
= −𝑅𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝛽 ; 

𝜕𝑥

𝜕𝛽
= −𝑅 cos 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝛽 

𝜕𝑦

𝜕𝜃
= −𝑅𝑠𝑒𝑛 𝜃 sen𝛽 ; 

𝜕𝑦

𝜕𝛽
= 𝑅 cos 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛽 

𝜕𝑧

𝜕𝜃
= 𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃;                       

𝜕𝑧

𝜕𝛽
= 0 

 

2. Demostraciones:   
𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 0 

 

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)[(2𝑅 cos 𝜃 cos 𝛽)(−𝑅𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝛽)

+ (2𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑠𝑒𝑛 𝛽)(−𝑅𝑠𝑒𝑛 𝜃 sen𝛽) + (2𝑅𝑠𝑒𝑛 𝜃)(𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃)] 

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)[(−2𝑅2 sen θ cos 𝜃 cos2 𝛽) + (−2𝑅2𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑠𝑒𝑛2 𝛽)

+ (2𝑅2𝑠𝑒𝑛𝜃 cos 𝜃)] 

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)[−2𝑅2 sen θ cos 𝜃(𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑠𝑒𝑛2𝛽) + 2𝑅2𝑠𝑒𝑛𝜃 cos 𝜃] 

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)[0] = 0 𝐿𝑞𝑞𝑑. 

  

𝜕𝑢

𝜕𝛽
= 0 

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)[(2𝑅 cos 𝜃 cos𝛽)(−𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃 sen𝛽)

+ (2𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑠𝑒𝑛 𝛽)(𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃 cos 𝛽) + (2𝑅𝑠𝑒𝑛 𝜃) ∗ 0] 

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)[(−2𝑅2𝑐𝑜𝑠2𝜃 cos 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽)

+ (2𝑅2 𝜃𝑐𝑜𝑠2 𝜃 cos 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽)] 

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 𝜑´(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)[0] = 0 𝐿𝑞𝑞𝑑. 
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1.6 DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLICITAS 

 

1.6.1 Caso de una variable independiente 

 

Si f es una función diferenciable de la variable x, tal que y = f (x) y f está definida 

implícitamente por la ecuación  𝐹(𝑥, 𝑦) = 0, y si  F es diferenciable, y además   

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦) ≠ 0 entonces la derivada 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 se calcula por la fórmula: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦)

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦)
; 𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦) ≠ 0 (𝟏) 

 

 

1.6.2 Caso de dos variables independientes 

 

Si f es una función diferenciable de las variable x e y, tal que z = f (x,y)  y  f  está 

definida implícitamente por la ecuación  𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, y si  F es diferenciable, 

y además   𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠ 0 entonces las derivada parciales 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 𝑦 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
   se calcula 

por las fórmulas: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)
;         

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)
. (𝟐). 

 

Otro procedimiento para hallar las derivadas de la función z es el siguiente: 

diferenciando la ecuación 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, obtenemos:    

 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
 𝑑𝑧 = 0 

 

De donde podemos determinar dz, y por consiguiente 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
  𝑦  

𝜕𝑧

𝜕𝑦
. 
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Ejemplos: 

 

1. Hallar  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  𝑦  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
  de la función implícita  𝑥3 + 𝑦3 = 8𝑥𝑦. 

 

Solución: 

 

Formamos la función F y encontramos sus derivadas parciales. 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦3 − 8𝑥𝑦  

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 − 8𝑦  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦) = 3𝑦2 − 8𝑥. 

 

Utilizando la fórmula (1). 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= − 

3𝑥2−8𝑦

3𝑦2−8𝑥
. 

 

Para encontrar la segunda derivada, procedemos normalmente como en el cálculo 

de una variable.  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −(

(3𝑦2−8𝑥)(6𝑥−8 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)−(3𝑥2−8𝑦)(6𝑦 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−8)

(3𝑦2−8𝑥)2
)  

 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −(

(3𝑦2−8𝑥)(6𝑥−8 (− 
3𝑥2−8𝑦

3𝑦2−8𝑥
))−(3𝑥2−8𝑦)(6𝑦(−  

3𝑥2−8𝑦

3𝑦2−8𝑥
)−8)

(3𝑦2−8𝑥)2
) 

        
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −(

(3𝑦2−8𝑥)(6𝑥(3𝑦2−8𝑥)−8 (3𝑥2−8𝑦))

(3𝑦2−8𝑥)
  −  

(3𝑥2−8𝑦)(6𝑦(−3𝑥2+8𝑦)−8(3𝑦2−8𝑥))

(3𝑦2−8𝑥)

(3𝑦2−8𝑥)2
)   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −(

(3𝑦2−8𝑥)(6𝑥(3𝑦2−8𝑥)−8 (3𝑥2−8𝑦))  −  (3𝑥2−8𝑦)(6𝑦(−3𝑥2+8𝑦)−8(3𝑦2−8𝑥))

(3𝑦2−8𝑥)2(3𝑦2−8𝑥)
).  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= (

384(𝑥3+𝑦3)+(90𝑥4𝑦+432 𝑥2 𝑦2− 54𝑥 𝑦4)

(3𝑦2−8𝑥)3
).  
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2. Determinar  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  si y está determinada por la función   𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 

𝑦

𝑥
 . 

Solución: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 
𝑦

𝑥
. 

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦) =
1

√𝑥2+𝑦2
∗

𝑥

√𝑥2+𝑦2
− 𝑎 ∗

𝑥2

𝑥2+𝑦2
∗ −

𝑦

𝑥2
=

𝑥+𝑎 𝑦

𝑥2+𝑦2
.  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦) =
1

√𝑥2 + 𝑦2
∗

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
− 𝑎 ∗

𝑥2

𝑥2 + 𝑦2
∗
1

𝑥
=
𝑦 − 𝑎 𝑥

𝑥2 + 𝑦2
;  𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦) ≠ 0 

 

Utilizando la fórmula (1). 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= − 

𝑥+𝑎 𝑦

𝑥2+𝑦2

𝑦−𝑎 𝑥

𝑥2+𝑦2

  →   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥+𝑎 𝑦

𝑎𝑥−𝑦
. 

 

3. Hallar   
𝜕𝑧

𝜕𝑥
   𝑦   

𝜕𝑧

𝜕𝑦
,  si la función z de las variables x e y se da por la ecuación: 

𝑥 cos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑧 + 𝑧 cos 𝑥 = 1. 

 

Solución:   

 

1er procedimiento: 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑥 cos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑧 + 𝑧 cos 𝑥 − 1  

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = cos 𝑦 − 𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑥  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦 + cos 𝑧  

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧 + cos 𝑥 ;  𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠ 0  

 

Utilizando la fórmula (2) tenemos:  

 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

cos𝑦−𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑥 

−𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧+cos𝑥
;               

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

−𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦+cos 𝑧

−𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧+cos𝑥
.   

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

cos𝑦−𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑥 

𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧−cos𝑥
;                    

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦−cos 𝑧

cos𝑥−𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧
.  
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2do procedimiento: 

 

Diferenciamos ambos lados de la ecuación dada. 

𝑥 cos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑧 + 𝑧 cos 𝑥 = 1 

−𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦 + cos 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧 𝑑𝑧 + cos 𝑧 𝑑𝑦 − 𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥 + cos 𝑥 𝑑𝑧 = 0  

 (cos 𝑥 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧)𝑑𝑧 + (cos 𝑦 − 𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑥)𝑑𝑥 + (cos 𝑧 − 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦)𝑑𝑦 = 0  

𝑑𝑧 = −
(cos 𝑦 − 𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑥)𝑑𝑥 + (cos 𝑧 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦)𝑑𝑦

cos 𝑥 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧
. 

𝑑𝑧 = −
(cos 𝑦 − 𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑥)

cos 𝑥 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧
 𝑑𝑥 −

(cos 𝑧 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦)

cos 𝑥 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧
 𝑑𝑦 

Comparándole con la fórmula de la diferencial total, podemos, vemos que: 

  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

cos𝑦−𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑥 

𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧−cos𝑥
;                 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦−cos 𝑧

cos𝑥−𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧
 

 

4. La función z viene dado por la ecuación   𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 − 𝑥𝑦 = 0. Hallar  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
   𝑦   

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

para el sistema de valores x = -1, y = 0   y   z = 1.  

 

Solución: 

 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 − 𝑥𝑦  

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥 − 𝑦  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑦 − 𝑥  

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑧  

Utilizando la fórmula (2) tenemos:  

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

2𝑥−𝑦 

−2𝑧
=

2𝑥−𝑦 

2𝑧
;               

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

2𝑦−𝑥

−2𝑧
=

2𝑦−𝑥

2𝑧
.   

𝜕𝑧

𝜕𝑥
(−1; 0; 1) =

−2

2
= −1;                   

𝜕𝑧

𝜕𝑦
(−1; 0; 1) =

1

2
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5. Demostrar, que si 

 𝑢 = 𝜑(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2);  𝑥 = 𝑅 cos 𝜃 cos 𝛽, 𝑦 = 𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑠𝑒𝑛 𝛽, 𝑧 = 𝑅𝑠𝑒𝑛 𝜃  

Entonces:  
𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 0    𝑦   

𝜕𝑢

𝜕𝛽
= 0 

 

 

1.7 DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES 

 

A continuación, vamos a generalizar la definición de derivada parcial, con el fin de 

obtener una tasa de variación respecto a cualquier dirección, este procedimiento se conoce 

como la derivada direccional.  

 

1.7.1 Definición de derivada direccional de una función de dos variables 

 

Sea f una función de dos variables x e y. Si U es el vector unitario  𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑖 +

𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑗 , entonces la derivada direccional de U, denotada por 𝐷𝑈𝑓, está definida 

por: 

 

𝐷𝑈𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 𝑦 + ℎ 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
 

 Si este límite existe. 

 

Figura 34 

Derivada direccional de una función de dos variables 
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Observando la definición podemos concluir que la derivada direccional, es como un 

conjunto universo de las derivadas parciales. Así si U = i, el ángulo 𝜃 = 0°, por lo que el 

cos 0 = 1  𝑦  𝑠𝑒𝑛 0 = 0, así tenemos: 

 

𝐷𝑖𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ ∗ 1, 𝑦 + ℎ ∗ 0) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
= lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
. 

 

Que es la derivada parcial de f respecto a x.     

 

U = j, el ángulo 𝜃 = 90°, entonces cos 90° = 0  𝑦  𝑠𝑒𝑛 90° = 1, si reemplazando 

en la definición se tiene: 

 

𝐷𝑗𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ ∗ 0, 𝑦 + ℎ ∗ 1) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
= lim
ℎ→0

𝑓(𝑥, 𝑦 + ℎ) − 𝑓(𝑥, 𝑦)

ℎ
 

 

Que no es que la derivada parcial de f respecto a y. 

 

De este modo, 𝑓´𝑥, 𝑓´𝑦  son casos especiales de la derivada direccional en las 

direcciones de los vectores unitarios i y j, respectivamente.   

 

Si la función f es una función diferenciable en x e y, y    𝑈 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑖 + 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑗, 

entonces la derivada direccional se puede calcular por medio de la fórmula: 

 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) cos 𝜃 + 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) 𝑠𝑒𝑛 𝜃 . (𝐴) 

 

De acuerdo con la fórmula (A), podemos ver que a la derivada direccional le 

podemos expresar como producto punto de dos vectores, un vector que contenga las 

derivadas parciales y el otro el vector unitario U así: 

 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) cos 𝜃 + 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) 𝑠𝑒𝑛 𝜃 = 〈𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦); 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦)〉. 〈cos 𝜃, 𝑠𝑒𝑛 𝜃〉  ∴ 

  

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) = 〈𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦); 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦)〉. 〈cos 𝜃, 𝑠𝑒𝑛 𝜃〉.   
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El vector que contiene las derivadas parciales es muy importante, se denomina vector 

gradiente o gradiente de la función f, y no es más que el vector, cuyas proyecciones sobre 

los ejes de coordenadas son las correspondientes derivadas parciales de dicha función, se 

denota como ∇𝑓, y se lee como “del f”, en ocasiones también se emplea la abreviación 

grad f.    

 

1.7.2 Definición del gradiente de una función de dos variables 

 

Si f es una función de dos variables x e y, y  𝑓´𝑥 , 𝑓´𝑦 existen, entonces el gradiente 

de f, denotado por ∇𝑓, está definido por: 

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) 𝒊 + 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) 𝒋. 

Como el gradiente también es una función, podemos evaluarle en cualquier 

punto (𝑥0, 𝑦0) y luego proceder a representarle en el plano “xy”, su punto inicial 

será el punto  (𝑥0, 𝑦0). 

  

De la definición, la ecuación (A) se puede escribir como: 

 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑼 . 𝛁𝒇(𝒙, 𝒚)       (𝑩). 

 

Esta fórmula es la más conveniente, al momento de calcular la derivada 

direccional. Otros conceptos importantes se pueden determinar, partiendo de la 

definición de ángulo entre vectores. 

 

Si se tiene el punto (𝑥0, 𝑦0), y el ángulo entre el vector unitario U y el vector 

gradiente 𝛁𝒇 es 𝛼 en radianes, el ángulo entre ellos se calcula por: 

 

cos 𝛼 =
𝑼 . 𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)

‖𝑼‖‖𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)‖
 →  𝑼 . 𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = ‖𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)‖. cos  𝛼  

 

Como 𝑼 . 𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦)  𝑠𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒:   

 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) =  ‖𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)‖. cos  𝛼  𝑑𝑒 𝑎𝑞𝑢𝑖:  
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Si   𝛼 = 0,   el vector U y  𝛁𝒇  tiene la misma dirección entonces: 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) =  ‖𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)‖. cos  0 → 𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) =  ‖𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)‖. 

 

En palabras, la derivada direccional es igual al módulo del gradiente y será 

el valor máximo, o la máxima tasa de variación de f que se obtenga en el 

punto (𝑥0, 𝑦0).  

 

Si   𝛼 = 𝜋,   el vector U y  𝛁𝒇  tiene direcciones opuestas entonces: 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) =  ‖𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)‖. cos  𝜋 → 𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) =  − ‖𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)‖ 

 

En este caso la derivada direccional es igual a menos el valor absoluto del 

gradiente, el valor es el mínimo o también la tasa de variación minina de f que se 

obtenga en el punto (𝑥0, 𝑦0). 

 

 Si   𝛼 =
𝜋

2
,   el vector U y  𝛁𝒇  son perpendiculares entonces: 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) =  ‖𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)‖. cos  
𝜋

2
→ 𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) =  0 

 

En este caso la derivada direccional es igual cero. 

 

De una manera análoga se define a la derivada direccional y gradiente de 

una función de tres variables. 

 

Fórmula para encontrar la derivada direccional: 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛼 + 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑓´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑐𝑜𝑠 𝛾 .  (𝑫)  

 

Donde  cos 𝛼, 𝑐𝑜𝑠 𝛽  𝑦   𝑐𝑜𝑠 𝛾 son los cosenos directores del vector unitario 

U, que está definido por: 

𝑈 = cos 𝛼 𝒊 + cos 𝛽 𝒋 + cos 𝛾 𝒌 

 

Una relación importante entre los cosenos directores que debemos tener en 

cuenta es:  𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = 1  (II). 
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Expresión para determinar el gradiente: 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝒊 + 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝒋 + 𝑓´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝒌 .    (𝑬) 

 

Ejemplos: 

 

1. Utilizando la definición, encontrar la derivada direccional de la función 𝑓(𝑥, 𝑦) =

12 − 𝑥2 − 4𝑦2 en la dirección del vector unitario  𝑈 =
1

2
√3 𝒊 +

1

2
 𝒋. 

 

Solución: 

 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+
1

2
√3ℎ; 𝑦+

1

2
ℎ )−𝑓(𝑥,𝑦)

ℎ
  

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) = lim
ℎ→0

12−(𝑥+
1

2
√3 ℎ)

2
−4(𝑦+

1

2
ℎ)

 2
−12+𝑥2+4𝑦2

ℎ
  

                   = lim
ℎ→0

12−𝑥2−√3 𝑥 ℎ− 
3

4
ℎ2−4𝑦2−4 𝑦 ℎ− 

1

4
ℎ2−12+𝑥2+4𝑦2

ℎ
  

                   = lim
ℎ→0

ℎ(−√3 𝑥−4𝑦−ℎ)

ℎ
  

                   = −√3 𝑥 − 4𝑦.  

 

2. Utilizando la definición, encontrar la derivada direccional de la función 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

3𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑧2 en la dirección del vector unitario 𝑈 = cos
1

3
𝜋 𝒊 + cos

1

4
𝜋 𝒋 +

cos
2

3
𝜋 𝒌. 

 

Solución: 

 

Como   𝑈 = cos
1

3
𝜋 𝒊 + cos

1

4
𝜋 𝒋 + cos

2

3
𝜋 𝒌 =

1

2
 𝒊 +

√2

2
 𝒋 −

1

2
 𝒌. 

 

      𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦 𝑧) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ cos𝛼;𝑦+cos𝛽;𝑧+ℎ cos𝛾)−𝑓(𝑥,𝑦,𝑧)

ℎ
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𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = lim
ℎ→0

3(𝑥+
1

2
ℎ)

2
+(𝑦+

√2

2
 ℎ)

2

−4(𝑧−
1

2
ℎ)

2
−3𝑥2−𝑦2+4𝑧2

ℎ
  

      𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = lim
ℎ→0

3𝑥2+3 𝑥ℎ+
3

4
ℎ2+𝑦2+√2 𝑦 ℎ+

1

2
ℎ2−4𝑧2+4 𝑧ℎ−ℎ2−3𝑥2−𝑦2+4𝑧2

ℎ
  

              = lim
ℎ→0

3 𝑥ℎ+
3

4
ℎ2+√2 𝑦 ℎ+

1

2
ℎ2+4 𝑧ℎ−ℎ2

ℎ
   

 

                            = lim
ℎ→0

ℎ(3 𝑥+√2 𝑦+4𝑧+
1

4
ℎ)

ℎ
= 3𝑥 + √2𝑦 + 4𝑧. 

 

3.  Determinar la derivada de la función  𝑧 = 𝑥3 − 2𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 1 en el punto (1, 2), 

en la dirección que va desde éste al punto (4,6). 

 

Solución:   

 

Encontramos el vector unitario entre los dos puntos. 

𝑈 =
〈4−1,6−2〉

‖〈3,4〉‖
=

〈3,4〉

√32+42
=

〈3,4〉

√25
=

3

5
 𝒊 +

4

5
 𝒋.  P1=(1,2);  P2=(4,6)→ 𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (4 − 1,6 −

2). 

 

Aplicando la fórmula (A) encontramos la derivada direccional. 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) = (3𝑥2 − 4𝑥𝑦 + 𝑦2)
3

5
+ (−2𝑥2 + 2𝑥𝑦)

4

5
  

𝐷𝑢𝑓(1,2) = (3 − 4 ∗ 1 ∗ 2 + 4)
3

5
+ (−2 + 2 ∗ 1 ∗ 2)

4

5
=

1

5
(−3 + 8) =

5

5
= 1.  

 

4. Encontrar la derivada de la función  𝑢 = 𝑥2 − 3𝑦𝑧 + 5 en el punto (1, 2, −1) en la 

dirección que forma ángulos iguales con todos los ejes de coordenadas. 

 

Solución:   

Encontramos el vector unitario. 

La condición nos dice que tienen que formar ángulos iguales con los ejes de 

coordenadas es decir que   𝛼 = 𝛽 = 𝛾 ∴   𝑣𝑎𝑙𝑖é𝑛𝑑𝑜𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 (𝐼𝐼).  
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Tenemos: 

𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = 1  ∴     3𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 1  ∴  cos 𝛼 =
1

√3
. 

𝑈 =
1

√3
 𝒊 +

1

√3
 𝒋 +

1

√3
 𝒌  

 

Aplicando la fórmula (D) encontramos la derivada direccional. 

𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥)
1

√3
+ (−3𝑧)

1

√3
+ (−3𝑦)

1

√3
  

𝐷𝑢𝑓(1,2, −1) = 2 ∗
1

√3
+ 3 ∗

1

√3
− 6 ∗

1

√3
= −

1

√3
. 

 

5. Hallar la derivada direccional utilizando la fórmula (B) de la función  𝑧 =

𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2 en el punto (1, 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 

coordenado. 

 

Solución:  

Determinamos el vector unitario. 

Por la condición del ejemplo el ángulo es   
𝜋

4
  (45°). 

𝑈 = cos
𝜋

4
 𝒊 + 𝑠𝑒𝑛 

𝜋

4
 𝒋 =

√2

2
 𝒊 +

√2

2
 𝒋. 

 

Encontramos el gradiente en el punto (1, 1). 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = (
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
) 𝒊 + (

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
)  𝒋. 

∇𝑓(1,1) = (
1

1 + 1
) 𝒊 + (

1

1 + 1
)  𝒋 =

1

2
 𝒊 +

1

2
 𝒋. 

 

Calculamos le derivada direccional con la fórmula (B). 

𝐷𝑢𝑓(1,1) = 〈
√2

2
; 
√2

2
〉 . 〈
1

2
; 
1

2
〉 =

√2

4
+
√2

4
=
√2

2
. 
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6. Calcule el valor de la derivada direccional en el punto (
𝜋

12
; 0; 0), de la función 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = cos 2𝑥  cos 3𝑦  𝑠ℎ 4𝑧    en dirección de  𝑈 =
1

√3
𝒊 −

1

√3
 𝒋 +

1

√3
 𝒌.  

 

Solución: 

 

Hallamos el gradiente en el punto (
𝜋

12
; 0; 0). 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−2 𝑠𝑒𝑛 2𝑥  cos 3𝑦  𝑠ℎ 4𝑧)𝒊 + (−3 cos 2𝑥  𝑠𝑒𝑛 3𝑦  𝑠ℎ 4𝑧) 𝒋 +

                                                                                        (4 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 𝑐𝑜𝑠 3𝑦 𝑐ℎ 4𝑧)𝒌.  

∇𝑓 (
𝜋

12
; 0; 0) = (−2 𝑠𝑒𝑛 2 (

𝜋

12
)  cos 3 (0) 𝑠ℎ 4(0)) 𝒊 +

(−3 cos 2 (
𝜋

12
)   𝑠𝑒𝑛 3(0)  𝑠ℎ 4(0)) + (4 𝑐𝑜𝑠 2 (

𝜋

12
)  𝑐𝑜𝑠 3(0) 𝑐ℎ 4(0)) . 

 ∇𝑓 (
𝜋

12
; 0; 0) = (−2 ∗ 1 ∗ 0)𝑖 + (−3 ∗ 0 ∗ 0)𝑗 + (4 ∗

1

2
∗ 1 ∗ 1) 𝑘  

       ∇𝑓 (
𝜋

12
; 0; 0) = 2 𝑘.  

 

Encontramos la derivada direccional con un alcance a la fórmula (B). 

𝐷𝑢𝑓 (
𝜋

12
; 0; 0) = 〈

1

√3
;  −

1

√3
;  
1

√3
〉 . 〈0;  0; 2〉 =

2

√3
. 

 

7. Determinar y construir el gradiente de la función  𝑧 = 𝑥2𝑦   en el punto  (2,1).  

 

Solución: 

Encontramos el gradiente en el punto (2,1). 

 

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = (2𝑥𝑦)𝒊 + (𝑥2) 𝒋  

∇𝑓(2,1) = 4𝒊 + 4 𝒋. 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

92 
 

Figura 35 

Gradiente de la función  𝑧 = 𝑥2𝑦 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Hallar la magnitud y la dirección del gradiente en el punto (2, −2, 1),  si  𝑢 = 𝑥2 +

𝑦2 + 𝑧2. 

 

Solución:  
 

Encontramos el gradiente en el punto (2, −2, 1). 

∇𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥)𝒊 + (2𝑦) 𝒋 + (2𝑧)𝒌.  

∇𝑓(2, −2,1) = (2 ∗ 2)𝒊 + (2 ∗ −2) 𝒋 + (2 ∗ 1)𝒌.  

∇𝑓(2, −2,1) = 4𝒊 − 4 𝒋 + 2𝒌.  

 

Encontramos el módulo. 

‖∇𝑓(2,−2,1)‖ = √42 + (−4)2 + 22 = √16 + 16 + 4 . 

‖∇𝑓(2,−2,1)‖ = 6.  

 

Dirección del gradiente. 

〈4; −4;2〉

6
=

2

3
 𝒊 −

2

3
 𝒋 +

1

3
𝒌.  
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9. La densidad en cualquier punto de una placa rectangular situada en el plano xy es 

𝜌(𝑥, 𝑦) kilogramos por metro cuadrado, donde  𝜌(𝑥, 𝑦) =
1

√𝑥2+𝑦2+3
. Calcular: 

 

a) La tasa de variación de la densidad en el punto (3, 2) en la dirección del vector 

unitario 𝑈 = cos
2

3
𝜋 𝒊 + 𝑠𝑒𝑛 

2

3
𝜋 𝒋. 

b) Determine la dirección y la intensidad (módulo) de la máxima tasa de variación 

de 𝜌 en (3, 2). 

 

Solución: 

 

Encontramos la derivada direccional en ese punto. 

𝐷𝜌(𝑥, 𝑦) = 〈−
1

2
;  
√3

2
〉 . 〈

𝑥

√𝑥2+𝑦2+3
,

𝑦

√𝑥2+𝑦2+3
〉  

𝐷𝜌(3,2) = 〈−
1

2
;  
√3

2
〉 . 〈

3

√9+4+3
,

2

√9+4+3
〉 = 〈−

1

2
;  
√3

2
〉 . 〈

3

4
,
1

2
〉.   

𝐷𝜌(3,2) = −
3

8
+
√3

4
=

2√3− 3

8
  kilogramo por metro. 

 

Hallamos el gradiente en el punto (3,2). 

∇𝜌(𝑥, 𝑦) =
𝑥

√𝑥2+𝑦2+3
 𝒊 +

𝑦

√𝑥2+𝑦2+3
 𝒋.  

∇𝜌(3,2) =
3

4
 𝒊 +

2

4
 𝒋.  

 

Encontramos el módulo que es la intensidad máxima pedida. 

 ‖∇𝜌(3,2)‖ = √(
3

4
)
2

+ (
2

4
)
2

=
√13

4
  kilogramos por metro. 

 

Determinamos la dirección, para que la intensidad sea máxima la dirección debe 

ser la misma que la del gradiente. 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 |
3 4⁄

2 4⁄
| = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 |

3

2
| = 56,31° = 0,313𝜋.  
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10. En cualquier punto del plano xy el potencial eléctrico es  𝑉(𝑥, 𝑦) volts, y se define 

por  𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝑒−2𝑥 cos 2𝑦. La distancia se mide en pies. a)  Calcule la tasa de 

variación del potencial en el punto (0,
𝜋

4
) en la dirección del vector unitario  

cos
1

6
𝜋 𝒊 + 𝑠𝑒𝑛 

1

6
𝜋 𝒋.   b) La dirección y la intensidad (o módulo) de  la  máxima tasa 

de variación  de   V   en (0,
𝜋

4
).      

 

Solución: 

a) Encontramos la derivada direccional en ese punto. 

𝐷𝜌(𝑥, 𝑦) = 〈
√3

2
;
1

2
 〉 . 〈−2𝑒−2𝑥 cos 2𝑦 ,−2𝑒−2𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝑦〉  

𝐷𝜌 (0,
𝜋

4
) = 〈

√3

2
;
1

2
〉 . 〈−2 𝑒−2∗0 cos 2

𝜋

4
, −2𝑒−2∗0 𝑠𝑒𝑛 2

𝜋

4
〉 = 〈

√3

2
;
1

2
〉 . 〈0, −2〉.   

𝐷𝜌 (0,
𝜋

4
) = 0 − 1 = − 1 Volt por pie. 

 

b) Hallamos el gradiente en el punto (0,
𝜋

4
). 

∇𝑉(𝑥, 𝑦) = −2𝑒
−2𝑥 cos 2𝑦 𝒊 − 2𝑒−2𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝑦 𝒋.  

∇𝑉 (0,
𝜋

4
) = 0 𝒊 − 2 𝒋.  

 

c) Encontramos el módulo que es la intensidad máxima pedida. 

 ‖∇𝑉 (0,
𝜋

4
)‖ = √0 + (−2)2 = 2 Volts por pie. 

 

d) Determinamos la dirección, para que la intensidad sea máxima la dirección debe 

ser la misma que la del gradiente. 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 |
−2

0
| = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 |−∞| =

3 𝜋

2
   o  − 𝒋. 
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1.8 DIFERENCIALES EXACTAS 

 

1.8.1 Condición de diferencial exacta 

 

Para que un diferencial de la forma 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, en que las funciones 

𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑦 𝑁(𝑥, 𝑦) son continuas juntamente con sus derivadas parciales de primer orden 

en una región conexa R, representa de por sí, en la región, la diferencial exacta de una 

función determinada  𝑢(𝑥, 𝑦), y es necesario y suficiente que se cumpla la condición   

𝜕𝑀

𝜕𝑦
≡

𝜕𝑁

𝜕𝑥
. 

 

Ejemplo 1.- Comprobar que la expresión (2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑦 es una diferencial 

exacta de una función, hallar dicha función. 

 

Solución: 

Debemos comprobar que el diferencial sea exacto:  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
≡

𝜕𝑁

𝜕𝑥
  

𝑀(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 𝑦;   
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 1   

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 2𝑦;   
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 1   

 

Conclusión: como las derivadas parciales son iguales, el diferencial es exacto, por lo que 

podemos encontrar la función de donde proviene. 

o 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 𝑦     (1) 

o 𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 2𝑦      (2)  

 

Procedimiento: 

a. Integramos (1) con respecto a “x”, permaneciendo “y” constante. 

∫𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = ∫(2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦) 
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𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑔(𝑦)  (3) 

b. Derivamos (3) parcialmente con respecto a “y” 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑔´(𝑦)  (4) 

c. Igualamos las ecuaciones (4) y (2) los segundos miembros: 

𝑥 + 𝑔´(𝑦) = 𝑥 + 2𝑦     ∴    𝑔´(𝑦) = 2𝑦  (5) 

d. Integrar (5): 

∫𝑔´(𝑦) = ∫2𝑦 𝑑𝑦   →   𝑔(𝑦) = 𝑦2 + 𝐾  (6) 

e. Para hallar la función debemos reemplazar (6) en (3): 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝐾 

 

Procedimiento alterno: 

o 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 𝑦     (1) 

o 𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 2𝑦      (2)  

 

1. Integramos (1) con respecto a “x”, permaneciendo “y” constante 

∫𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = ∫(2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑔(𝑦)  (3) 

 

2. Integramos (2) con respecto a “y”, permaneciendo “x” constante 

∫𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = ∫(𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥 + ℎ(𝑥) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 + 𝑦2 + ℎ(𝑥)  (4) 

 

3. Cogemos la ecuación (3) todo y le reemplazamos a g(y) con las funciones solo de “y” 

de la ecuación (4), esa es la función buscada. 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝐾 
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Ejemplo:  

 

Comprobar que la expresión (cos 𝑥 + 3𝑥2𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥3 − 𝑦2)𝑑𝑦 es una diferencial exacta 

de una función, hallar dicha función. 

 

Solución: 

 

o Debemos comprobar que el diferencial sea exacto:  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
≡

𝜕𝑁

𝜕𝑥
  

𝑀(𝑥, 𝑦) = cos 𝑥 + 3𝑥2𝑦 ;   
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 3𝑥2   

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 𝑦2;              
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 3𝑥2   

Conclusión: como las derivadas parciales son iguales, el diferencial es exacto, por lo que 

podemos encontrar la función de donde proviene. 

 

o 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = cos 𝑥 + 3𝑥2𝑦     (1) 

o 𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 𝑦2                (2)  

 

Procedimiento: 

 

a. Integramos (1) con respecto a “x”, permaneciendo “y” constante. 

∫𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = ∫(cos 𝑥 + 3𝑥2𝑦)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 + 𝑥3𝑦 + 𝑔(𝑦)  (3) 

 

b. Derivamos (3) parcialmente con respecto a “y” 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥
3 + 𝑔´(𝑦)  (4) 

 

c. Igualamos las ecuaciones (4) y (2) los segundos miembros: 

𝑥3 + 𝑔´(𝑦) = 𝑥3 − 𝑦2      ∴    𝑔´(𝑦) = −𝑦2  (5) 
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d. Integrar (5): 

∫𝑔´(𝑦) = ∫−𝑦2 𝑑𝑦   →   𝑔(𝑦) = −
1

3
𝑦3 + 𝐾  (6) 

 

e. Para hallar la función debemos reemplazar (6) en (3): 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 + 𝑥3𝑦 −
1

3
𝑦3 + 𝐾     

 

Procedimiento alterno: 

o 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = cos 𝑥 + 3𝑥2𝑦     (1) 

o 𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 𝑦2              (2) 

 

Integramos (1) con respecto a “x”, permaneciendo “y” constante 

∫𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = ∫(cos 𝑥 + 3𝑥2𝑦)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 + 𝑥3𝑦 + 𝑔(𝑦)    (3) 

 

Integramos (2) con respecto a “y”, permaneciendo “x” constante 

∫𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = ∫(𝑥3 − 𝑦2)𝑑𝑦 + ℎ(𝑥) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 − 𝑦3 + ℎ(𝑥)  (4) 

Cogemos la ecuación (4) todo y le reemplazamos a h(x) con las funciones solo de “x” 

de la ecuación (3), esa es la función buscada. 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 − 𝑦3 + 𝑠𝑒𝑛 𝑥 + 𝐾 

 

Ejemplo:  

 

Determinar las constantes a y b de tal forma, que la expresión  

 

(𝑎𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥 − (𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2)𝑑𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
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Sea diferencial exacta de una función f(x,y), hallar esta última. 

 

(𝑎𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑥 − 

(𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑦 

 

Solución: 

 

o Encontramos las derivadas parciales de la condición: 

 

𝑀(𝑥, 𝑦) =
(𝑎𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
;      

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
(𝑥2 + 𝑦2)2(2𝑥 + 2𝑦) − 2(𝑎𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2)(𝑥2 + 𝑦2)2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)4
 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
(𝑥2 + 𝑦2)[2𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 + 2𝑦3 − 4(𝑎𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 + 𝑦3)]

(𝑥2 + 𝑦2)4
 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
[2𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 + 2𝑦3 − 4𝑎𝑥2𝑦 − 8𝑥𝑦2 − 4𝑦3]

(𝑥2 + 𝑦2)3
 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
[2𝑥3 + 𝑥2𝑦(2 − 4𝑎) − 6𝑥𝑦2 − 2𝑦3]

(𝑥2 + 𝑦2)3
 (1) 

 

𝑁(𝑥, 𝑦) = −
(𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
;      

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= −

(𝑥2 + 𝑦2)2(2𝑥 + 2𝑦) − 2(𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2)(𝑥2 + 𝑦2)2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)4
 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= −

(𝑥2 + 𝑦2)[2𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 + 2𝑦3 − 4(𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 𝑏𝑥𝑦2)]

(𝑥2 + 𝑦2)4
 

2
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= −

[2𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 + 2𝑦3 − 8𝑥2𝑦 − 4𝑏𝑥𝑦2]

(𝑥2 + 𝑦2)3
 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
[2𝑥3 + 6𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2(2 − 4𝑏) − 2𝑦3]

(𝑥2 + 𝑦2)3
 (2) 
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o Debemos comprobar que el diferencial sea exacto:  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
≡

𝜕𝑁

𝜕𝑥
  

 

(1) = (2): 

 

[2𝑥3 + 𝑥2𝑦(2 − 4𝑎) − 6𝑥𝑦2 − 2𝑦3]

(𝑥2 + 𝑦2)3
=
[2𝑥3 + 6𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2(2 − 4𝑏) − 2𝑦3]

(𝑥2 + 𝑦2)3
 

(2 − 4𝑎) = 6    ∴    𝑎 = −1  

−6 = −2 + 4𝑏 ∴    𝑏 = −1 

 

o Entonces la diferencial quedaría: 

 

(𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 𝑥2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑥 − 

(𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑦 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) =     
(−𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
      (1) 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = − 
(𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
    (2)  

 

Procedimiento alterno: 

 

Integramos (1) con respecto a “x”, permaneciendo “y” constante 

∫𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = ∫
(−𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫
(2𝑥𝑦)

(𝑥2 + 𝑦2)2
+∫

𝑦2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦)    (3) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+∫

(𝑦2 − 𝑦2 tan2 𝜃) ∗  𝑦 ∗  𝑠𝑒𝑐2𝜃

𝑦4(𝑠𝑒𝑐2𝜃)2
+ 𝑔(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+
1

𝑦
∫
(1 − tan2 𝜃)𝑠𝑒𝑐2𝜃

(𝑠𝑒𝑐2𝜃)2
+ 𝑔(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+
1

𝑦
∫
(𝑠𝑒𝑐2 𝜃) 𝑠𝑒𝑐2𝜃

(𝑠𝑒𝑐2𝜃)2
+ 𝑔(𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+
1

𝑦
 (𝜃) + 𝑔(𝑦) 
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V.V.O:    

𝑓(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+
1

𝑦
 (𝑎𝑟𝑐 tan

𝑥

𝑦
) + 𝑔(𝑦) 

 

 

o Integramos (2) con respecto a “y”, permaneciendo “x” constante 

∫𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = −∫  
(𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
𝑑𝑦 + ℎ(𝑥) 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2
+
1

𝑥
 (𝑎𝑟𝑐 tan

𝑦

𝑥
) + ℎ(𝑥)  (4) 

 

Solución: 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥 − 𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+ 𝐶;   𝑎 = −1,    𝑏 = −1  

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) =
(𝑥2 + 𝑦2) ∗ 1 − (𝑥 − 𝑦)2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
=
𝑦2 + 𝑥2 − 2𝑥2 + 2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) =
−𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)2
 

 

 

1.8.2 Para el caso de tres variables 

 

Si 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧, en que las funciones 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧);   𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)  𝑦 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 son funciones continuas en las variables 𝑥, 𝑦  𝑦  𝑧,  

representan de por sí, la diferencial exacta de una función determinada  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), en un 

recinto simplemente convexo D del espacio, cuando, y sólo cuando cumpla las 

condiciones necesarias y suficientes siguientes: 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
≡
𝜕𝑁

𝜕𝑥
;   
𝜕𝑀

𝜕𝑧
≡
𝜕𝑅

𝜕𝑥
;    
𝜕𝑁

𝜕𝑧
≡
𝜕𝑅

𝜕𝑦
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Ejemplos:   

 

Después de comprobar que las expresiones dadas, son diferenciales exactas de ciertas 

funciones, hallar éstas: 

 

(𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒚𝟐 + 𝟑𝒛)𝒅𝒙 + (𝟒𝒙𝒚 + 𝟐𝒚 − 𝒛)𝒅𝒚 + (𝟑𝒙 − 𝒚 − 𝟐)𝒅𝒛 

 

Solución: 

o Debemos comprobar que el diferencial sea exacto:   

 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
≡
𝜕𝑁

𝜕𝑥
;   
𝜕𝑀

𝜕𝑧
≡
𝜕𝑅

𝜕𝑥
;    
𝜕𝑁

𝜕𝑧
≡
𝜕𝑅

𝜕𝑦
 

 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧;           
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 4𝑦;    

𝜕𝑀

𝜕𝑧
= 3   

𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥𝑦 + 2𝑦 − 𝑧;              
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 4𝑦;     

𝜕𝑁

𝜕𝑧
= −1      

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥 − 𝑦 − 2;              
𝜕𝑅

𝜕𝑥
= 3;     

𝜕𝑅

𝜕𝑦
= −1      

 

Conclusión: como las derivadas parciales son iguales, el diferencial es exacto, por lo que 

podemos encontrar la función de donde proviene. 

 

o 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥
2 + 2𝑦2 + 3𝑧       (1) 

o 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥𝑦 + 2𝑦 − 𝑧           (2) 

o 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥 − 𝑦 − 2                (3) 

 

Procedimiento: 

 

a. Integramos (1) con respecto a “x”, permaneciendo “y  y  z” constantes. 

∫𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫(3𝑥
2 + 2𝑦2 + 3𝑧)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦, 𝑧) 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3 + 2𝑥𝑦2 + 3𝑥𝑧 + 𝑔(𝑦, 𝑧)  (4) 
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b. Derivamos (4) parcialmente con respecto a “y” 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥𝑦 + 𝑔𝑦´(𝑦, 𝑧)  (5) 

 

c. Igualamos las ecuaciones (5) y (2) los segundos miembros: 

4𝑥𝑦 + 𝑔𝑦´(𝑦, 𝑧)  = 4𝑥𝑦 + 2𝑦 − 𝑧     ∴    𝑔´𝑦(𝑦, 𝑧) = 2𝑦 − 𝑧  (6) 

 

d. Integrar (6) respecto a “y”, que “z” es constante: 

∫𝑔´𝑦(𝑦, 𝑧) = ∫(2𝑦 − 𝑧) 𝑑𝑦   →   𝑔(𝑦, 𝑧) = 𝑦2 − 𝑦𝑧 + ℎ(𝑧)  (7) 

 

e. Ponemos ecuación (7) en la ecuación (4): 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3 + 2𝑥𝑦2 + 3𝑥𝑧 + 𝑦2 − 𝑦𝑧 + ℎ(𝑧)  (8) 

 

f. Derivamos parcialmente respecto a “z” la ecuación (8). 

𝑓´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥 − 𝑦 + ℎ´(𝑧) (9) 

 

g. Igualamos las ecuaciones (9) y (3) los segundos miembros: 

3𝑥 − 𝑦 + ℎ´(𝑧) = 3𝑥 − 𝑦 − 2  ∴    ℎ´(𝑧) = −2  (10)     

 

h. Integramos (10): 

   ℎ(𝑧) = −2𝑧 + 𝐾  (11) 

 

i. La solución será: Poniendo la ecuación (10) en la ecuación (8): 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3 + 2𝑥𝑦2 + 3𝑥𝑧 + 𝑦2 − 𝑦𝑧 − 2𝑧 + 𝐾 

 

 

o (
𝟏

𝒚
−

𝒛

𝒙𝟐
)𝒅𝒙 + (

𝟏

𝒛
−

𝒙

𝒚𝟐
)𝒅𝒚 + (

𝟏

𝒙
−

𝒚

𝒛𝟐
)𝒅𝒛 

 

Solución: 

 

o Debemos comprobar que el diferencial sea exacto:   
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𝜕𝑀

𝜕𝑦
≡
𝜕𝑁

𝜕𝑥
;   
𝜕𝑀

𝜕𝑧
≡
𝜕𝑅

𝜕𝑥
;    
𝜕𝑁

𝜕𝑧
≡
𝜕𝑅

𝜕𝑦
 

 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

𝑦
−
𝑧

𝑥2
;            

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= −

1

𝑦2
;     
𝜕𝑀

𝜕𝑧
= −

1

𝑥2
   

𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

𝑧
−
𝑥

𝑦2
;               

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= −

1

𝑦2
;      

𝜕𝑁

𝜕𝑧
= −

1

𝑧2
      

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

𝑥
−
𝑦

𝑧2
;               

𝜕𝑅

𝜕𝑥
= −

1

𝑥2
;      

𝜕𝑅

𝜕𝑦
= −

1

𝑧2
      

 

Conclusión: como las derivadas parciales son iguales, el diferencial es exacto, por lo que 

podemos encontrar la función de donde proviene. 

 

o 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

𝑦
−

𝑧

𝑥2
       (1) 

o 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

𝑧
−

𝑥

𝑦2
        (2)  

o 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

𝑥
−

𝑦

𝑧2
        (3)    

 

Procedimiento: 

 

a. Integramos (1) con respecto a “x”, permaneciendo “y  y  z” constantes. 

 

∫𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫(
1

𝑦
−
𝑧

𝑥2
) 𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦, 𝑧) 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑥

𝑦
+
𝑧

𝑥
+ 𝑔(𝑦, 𝑧)  (4) 

 

b. Derivamos (4) parcialmente con respecto a “y” 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
𝑥

𝑦2
+ 𝑔𝑦´(𝑦, 𝑧)  (5) 

 

c. Igualamos las ecuaciones (5) y (2) los segundos miembros: 

−
𝑥

𝑦2
+ 𝑔𝑦´(𝑦, 𝑧)  =

1

𝑧
−
𝑥

𝑦2
    ∴    𝑔´𝑦(𝑦, 𝑧) =

1

𝑧
 (6) 

 



 
 
 

 
 

105 
 

d. Integramos (6) respecto a “y”, significa que “z” es constante: 

∫𝑔´𝑦(𝑦, 𝑧) = ∫(
1

𝑧
)  𝑑𝑦   →   𝑔(𝑦, 𝑧) =

𝑦

𝑧
+ ℎ(𝑧)  (7) 

 

e. Ponemos ecuación (7) en La ecuación (4): 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑥

𝑦
+
𝑧

𝑥
+
𝑦

𝑧
+ ℎ(𝑧)    (8) 

 

f. Derivamos parcialmente respecto a “z” la ecuación (8). 

𝑓´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

𝑥
−
𝑦

𝑧2
+ ℎ´(𝑧)   (9) 

 

g. Igualamos las ecuaciones (9) y (3) los segundos miembros: 

1

𝑥
−
𝑦

𝑧2
+ ℎ´(𝑧) =

1

𝑥
−
𝑦

𝑧2
  ∴    ℎ´(𝑧) = 0 (10)     

 

h. Integramos (10): 

 ℎ(𝑧) = 𝐾  (11) 

 

i. La solución será: Poniendo la ecuación (11) en la ecuación (8): 

 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑥

𝑦
+
𝑧

𝑥
+
𝑦

𝑧
+ 𝐾     

 

o Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes de coordenadas: 

𝑋 =
𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
;    𝑌 =

𝜆𝑥

(𝑥 + 𝑦)2
 

 

Donde λ es una magnitud constante. ¿Cuál debe ser el coeficiente λ, para que la fuerza 

tenga potencial? 

 

Solución: 

 

o Formamos el diferencial y encontramos las derivadas parciales de la condición: 
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𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
 𝑑𝑥 +

𝜆𝑥

(𝑥 + 𝑦)2
𝑑𝑦 

 

𝑀(𝑥, 𝑦) =
𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
;     

 
𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
(𝑥 + 𝑦)2 ∗ 1 − 𝑦 ∗ 2 ∗ (𝑥 + 𝑦) ∗ 1

(𝑥 + 𝑦)4
 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
(𝑥 + 𝑦)(𝑥 + 𝑦 − 2𝑦)

(𝑥 + 𝑦)4
 ∴   

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝑥 − 𝑦

(𝑥 + 𝑦)3
 

 

𝑁(𝑥, 𝑦) =
𝜆𝑥

(𝑥 + 𝑦)2
;      

𝜕𝑁

𝜕𝑥
=
(𝑥 + 𝑦)2 ∗ 𝜆 − 𝜆𝑥 ∗ 2(𝑥 + 𝑦) ∗ 1

(𝑥 + 𝑦)4
 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
(𝑥 + 𝑦)(𝜆𝑥 + 𝜆𝑦 − 2𝜆𝑥)

(𝑥 + 𝑦)4
   ∴   

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜆𝑦 − 𝜆𝑥

(𝑥 + 𝑦)3
   

 

o Debemos comprobar que el diferencial sea exacto:  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
≡

𝜕𝑁

𝜕𝑥
  

(2) = (2): 

𝑥 − 𝑦

(𝑥 + 𝑦)3
=
𝜆𝑦 − 𝜆𝑥

(𝑥 + 𝑦)3
  →     𝑥 − 𝑦 = 𝜆𝑦 − 𝜆𝑥 

1 = −𝜆 ∴    𝜆 = −1  

−1 =  𝜆 ∴   𝜆 = −1   

Entonces la diferencial quedaría: 

 

o 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) =     
𝑦

(𝑥+𝑦)2
          (1) 

o 𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) =    − 
𝑥

(𝑥+𝑦)2
      (2)  

 

Procedimiento alterno: 

 

Integramos (1) con respecto a “x”, permaneciendo “y” constante 

∫𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦) 
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𝑓(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥 + 𝑦
+ 𝑔(𝑦)    (3) 

 

Integramos (2) con respecto a “y”, permaneciendo “x” constante 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −∫
𝑥

(𝑥 + 𝑦)2
𝑑𝑦 + ℎ(𝑥)  ∴   𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥

𝑥 + 𝑦
+ ℎ(𝑥)    (4) 

 

La solución de la ecuación es: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −
𝑦

𝑥 + 𝑦
+

𝑥

𝑥 + 𝑦
+ 𝐾 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥 − 𝑦

𝑥 + 𝑦
+ 𝐾 

 

 

 

1.9 DERIVADAS Y DIFERENCIALES DE ÓRDENES SUPERIORES  

 

1.9.1 Derivadas parciales de órdenes superiores 

 

Si f es una función de dos variables, por lo general las derivadas parciales de 

primer orden también van a ser funciones de dos variables, y si las derivadas 

parciales de estas funciones existen, se denominan segundas derivadas 

parciales de f. En contraste, 𝐷1𝑓  𝑦  𝐷2𝑓 reciben el nombre de primeras 

derivadas parciales de f. Existen cuatro segundas derivadas parciales de una 

función de dos variables, análogamente se determinan las derivadas parciales de 

orden superior al segundo. 

 

Si f es una función de dos variables x e y, las segundas derivadas parciales 

se denotan por: 

𝐷2(𝐷1𝑓) = 𝐷12𝑓 = 𝑓´12(𝑥, 𝑦) = 𝑓´𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥. 𝜕𝑦
 

 



 
 
 

 
 

108 
 

Las cuales expresan la segunda derivada parcial de f que se obtiene al 

derivar parcialmente f con respecto a x y después derivar parcialmente el 

resultado respecto a y. 

 

Las notaciones:  

𝐷1(𝐷1𝑓) = 𝐷11𝑓 = 𝑓´11 = 𝑓´𝑥𝑥 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
 

𝐷2(𝐷2𝑓) = 𝐷22𝑓 = 𝑓´22 = 𝑓´𝑦𝑦 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
 

 

Expresan la segunda derivada parcial de f que se obtiene al derivar 

parcialmente dos veces con respecto a x  y dos veces respecto a y respectivamente, 

análogamente se designan a las derivadas de orden superior al segundo. 

 

Si las derivadas parciales que hay que calcular son continuas, el resultado 

de la derivación sucesiva no depende del orden de dicha derivación.   

 

Como una aplicación de las derivadas parciales de orden superior al uno, 

tenemos al grupo de ecuaciones de la física matemática, que ligan fenómenos 

físicos importantes con modelos matemáticos, dentro de estas podemos citar a las 

ecuaciones de Laplace en dos y tres variables, vibraciones de la cuerda, 

conducción calorífica, etc. 

 

El número derivadas parciales mayores al orden uno, se puede calcular con 

la expresión. 

Si tenemos la función: 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦);   𝑛 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎 𝑠𝑜𝑛: 𝑛 = 22 = 4; 

𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑡𝑒𝑟𝑐𝑒𝑟𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎𝑠: 𝑛 = 32 = 9 𝑦 𝑎𝑠í 𝑠𝑢𝑠𝑐𝑒𝑠𝑖𝑣𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 

 

Si queremos determinar el número de derivadas parciales de orden cinco: 𝑛 =

52 = 25, poniendo general tendríamos: 

 𝑛 = 𝑚𝑢; 𝑚 = 0𝑟𝑑𝑒𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎, 𝑢 =

 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 
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1.9.2 Diferenciales de órdenes superiores 

 

Recibe el nombre de diferencial de segundo orden de una función f de dos 

variables x e y, la diferencial de la diferencial de primer orden de dicha función: 

 

𝑑2𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑑𝑓(𝑥, 𝑦)). 

 

Análogamente se determinan   las diferenciales de la función f de orden 

superior al segundo, por ejemplo:  

 

𝑑3𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑑2𝑓(𝑥, 𝑦)) 

Y en general,   

𝑑𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑑𝑛−1𝑓(𝑥, 𝑦)). 

 

Si 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), donde x e y son variables independientes y la función f 

tiene derivadas parciales continuas de segundo grado, la diferencial de 2do orden 

de la función z se calcula por la fórmula 

𝑑2𝑧 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 𝑑𝑥2 + 2 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
𝑑𝑥 𝑑𝑦 +

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 𝑑𝑦2   (1). 

En general, cuando existen las correspondientes derivadas se verifica la 

fórmula simbólica 

𝑑𝑛𝑧 = (𝑑𝑥 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑑𝑦 

𝜕𝑦

𝜕𝑥
)
𝑛

𝑧, 

  

Que formalmente se desarrolla según la ley binomial. 

 

Si 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), donde los argumentos x e y son a su vez funciones de una 

o varias variables independientes tendremos:  

𝑑2𝑧 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 + 2

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
𝑑𝑥 𝑑𝑦 +

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 𝑑𝑦2 +

𝜕𝑧

𝜕𝑥
 𝑑2𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 𝑑2𝑦 (2). 

 

Si  x  e  y  son variables independientes, 𝑑2𝑥 = 0,  𝑑2𝑦 = 0  y la fórmula (2) se 

hace equivalente a la fórmula (1). 
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Ejemplos: 

 

1. Hallar    
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
,

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
,
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
,    si  𝑧 = ln(𝑥2 + 𝑦). 

 

Solución: 

Encontramos las primeras derivadas parciales. 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1

𝑥2+𝑦
∗ 2𝑥 =

2𝑥

𝑥2+𝑦
. 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

1

𝑥2+𝑦
.  

 

Determinamos las segundas derivadas parciales. 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
=

(𝑥2+𝑦)∗2−2𝑥∗2𝑥

(𝑥2+𝑦)2
=

2(𝑦−𝑥2)

(𝑥2+𝑦)2
.  

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
= −

2𝑥

(𝑥2+𝑦)2
.  

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= − 

1

(𝑥2+𝑦)2
.  

 

2. Determinar todas las derivadas parciales de 2do orden de la función 𝑢 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 +

𝑥𝑧. 

 

Solución: 

 

Hallamos las primeras derivadas parciales. 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑦 + 𝑧;     

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥 + 𝑧;    

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑦 + 𝑥      

 

 

Encontramos las segundas derivadas parciales. 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0;     

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦
= 1;    

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑧
= 1;               

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0;     

𝜕2𝑢

𝜕𝑦 𝜕𝑥
= 1;    

𝜕2𝑢

𝜕𝑦 𝜕𝑧
= 1  

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0;     

𝜕2𝑢

𝜕𝑧 𝜕𝑥
= 1;    

𝜕2𝑢

𝜕𝑧 𝜕𝑦
= 1.  
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3. Evaluar: 

 𝑓´´𝑥𝑥(0,0);  𝑓´´𝑥𝑦  (0,0);   𝑓´´𝑦𝑦(0,0)      si       𝑓(𝑥, 𝑦) = (1 + 𝑥)𝑚(1 + 𝑦)𝑛. 

 

Solución: 

 

Determinamos las primeras derivadas. 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑚(1 + 𝑥)𝑚−1(1 + 𝑦)𝑛;       𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑛(1 + 𝑥)
𝑚(1 + 𝑦)𝑛−1        

 

Hallamos las segundas derivadas y la evaluamos en el punto   (0,0).  

𝑓´´𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑚(𝑚 − 1)(1 + 𝑥)𝑚−2(1 + 𝑦)𝑛    →   𝑓´´𝑥𝑥(0,0) = 𝑚(𝑚 − 1).   

𝑓´´𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑛 (1 + 𝑥)𝑚−1(1 + 𝑦)𝑛−1     →    𝑓´´𝑥𝑦(0,0) = 𝑚𝑛.    

𝑓´´𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑛(𝑛 − 1)(1 + 𝑥)𝑚(1 + 𝑦)𝑛−2    →    𝑓´´𝑦𝑦(0,0) = 𝑛(𝑛 − 1).      

 

 

4. Demostrar, que    𝑓´´𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =  𝑓´´𝑦𝑥  (𝑥, 𝑦),  si   𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦. 

Solución: 

Encontramos las primeras derivadas parciales. 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑦 𝑥𝑦−1.  

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 ln(𝑥).  

 

Hallamos las segundas derivadas parciales. 

𝑓´´𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =  𝑥
𝑦−1 + 𝑦 𝑥𝑦−1 ln(𝑥)   ∴    𝑓´´𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) =  𝑥

𝑦−1(1 + 𝑦 𝑙𝑛 (𝑥)). 

𝑓´´𝑦𝑥(𝑥, 𝑦) =  𝑦 𝑥
𝑦−1 ln(𝑥) + 𝑥𝑦 ∗

1

𝑥
  ∴    𝑓´´𝑦𝑥(𝑥, 𝑦) =  𝑥

𝑦−1(1 + 𝑦 𝑙𝑛 (𝑥)).  

 

Comparando: 

𝑓´´𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑓´´𝑦𝑥(𝑥, 𝑦) =  𝑥
𝑦−1(1 + 𝑦 𝑙𝑛 (𝑥)) 𝐿𝑐𝑞𝑑.  
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5. Demostrar, que la función   𝑢 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 
𝑦

𝑥
,  satisface a la ecuación de Laplace 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 

Solución: 

Hallamos las primeras derivadas parciales. 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝑥2

𝑥2+𝑦2
∗ −

𝑦

𝑥2
= − 

𝑦

𝑥2+𝑦2
.  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝑥2

𝑥2+𝑦2
∗
1

𝑥
=

𝑥

𝑥2+𝑦2
 . 

Encontramos las segundas derivadas parciales. 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 

2𝑥𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
;         

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 

− 2𝑥𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
.  

 

Reemplazamos en la ecuación: 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0   ∴    

2𝑥𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
−

 2𝑥𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
= 0   ∴ 0 = 0 𝐿𝑐𝑞𝑑.  

 

Cuando una función satisface la ecuación de Laplace, a esta ese le conoce como 

función armónica. 

 

6. Demostrar, que todas las derivadas parciales cruzadas que se manifiestan en una 

función de tres variables independientes son iguales si 𝑢 = 𝑥 𝑦 𝑧. 

 

Solución: 

Determinamos las primeras derivadas parciales. 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑦 𝑧;    

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥 𝑧;      

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑥 𝑦 . 
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Encontramos las segundas derivadas parciales. 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0;    

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦
=  𝑧;     

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑧
=  𝑦. 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0;    

𝜕2𝑢

𝜕𝑦 𝜕𝑥
=  𝑧;     

𝜕2𝑢

𝜕𝑦 𝜕𝑧
=  𝑥. 

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0;    

𝜕2𝑢

𝜕𝑧 𝜕𝑥
=  𝑦;     

𝜕2𝑢

𝜕𝑧 𝜕𝑦
=  𝑥. 

 

Realizamos las comparaciones. 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑦 𝜕𝑥
=  𝑧;      

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑧
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑧 𝜕𝑥
=  𝑦;       

𝜕2𝑢

𝜕𝑦 𝜕𝑧
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑧 𝜕𝑦
=  𝑥.   𝐿𝑐𝑞𝑑.       

 

7. Hallar los diferenciales totales de 1° y 2° órdenes de la función: 

                                                         𝑧 = 𝑥 cos 𝑦 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑥.            

Solución: 

1er procedimiento  

Encontramos todas las derivadas parciales que se necesitan para rellenar las fórmulas. 

𝑑2𝑧 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 𝑑𝑥2 + 2 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
𝑑𝑥 𝑑𝑦 +

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 𝑑𝑦2 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= cos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑥;       

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦 + 𝑠𝑒𝑛 𝑥. 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= −𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑥;    

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
= −𝑠𝑒𝑛 𝑦 + cos 𝑥;   

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= −𝑥 cos 𝑦.        

 

Reemplazando en las fórmulas de   𝑑𝑧   𝑦    𝑑2𝑧   tenemos: 

𝑑𝑧 = (cos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑥)𝑑𝑥 + (−𝑥 𝑠𝑒𝑛𝑦 + 𝑠𝑒𝑛𝑥)𝑑𝑦.  

𝑑2𝑧 = −𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥2 + 2 (cos 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 − 𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑦2.     
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2° procedimiento  

Diferenciando dos veces tenemos. 

                                                         𝑧 = 𝑥 cos 𝑦 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑥.      

   𝑑𝑧 = 𝑐𝑜𝑠 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑦 + 𝑦 cos 𝑥 𝑑𝑥   ∴  

      𝑑𝑧 = (cos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑥)𝑑𝑥 + (𝑠𝑒𝑛 𝑥 − 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦)𝑑𝑦 . 

 

Volviendo a diferenciar y recordando que dx y dy no dependen de x e y. 

𝑑2𝑧 = (−𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦 + cos 𝑥 𝑑𝑦 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥)𝑑𝑥 + (cos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑥)𝑑2𝑥 +  

+(cos 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑦)𝑑𝑦 + (𝑠𝑒𝑛 𝑥 − 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦)𝑑2𝑦 

𝑑2𝑧 = −𝑦 𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑑𝑥2 + (cos 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 − 𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑦2 + (cos 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦. 

𝑑2𝑧 = −𝑦 𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑑𝑥2 + 2(cos 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 − 𝑥 cos 𝑦 𝑑𝑦2.  

 

8. Determinar   𝑑3𝑧,   si    𝑧 = 𝑒𝑥 cos 𝑦. 

Solución: 

𝑑𝑧 = 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑒𝑥𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦  ∴   𝑑𝑧 = 𝑒𝑥(𝑐𝑜𝑠 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦). 

𝑑2𝑧 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 𝑑2𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑2𝑦 − cos 𝑦 𝑑𝑦2) +  

+ (𝑐𝑜𝑠 𝑦 𝑑𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦)𝑒𝑥𝑑𝑥. 

𝑑2𝑧 = 𝑒𝑥[cos 𝑦 𝑑𝑥2 − 2 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 − cos 𝑦 𝑑𝑦2]. 

𝑑3𝑧 = 𝑒𝑥[2 cos 𝑦 𝑑2𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑥2𝑑𝑦 − 2 𝑠𝑒𝑛 𝑦(𝑑2𝑥 𝑑𝑦 + 𝑑𝑥 𝑑2𝑦)

− 2 cos 𝑦  𝑑𝑥 𝑑𝑦2 

            −2 cos 𝑦 𝑑2𝑦 + 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦3] + (cos 𝑦 𝑑𝑥2 − 2 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 −

cos 𝑦 𝑑𝑦2)𝑒𝑥𝑑𝑥.  

𝑑3𝑧 = 𝑒𝑥[−𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑥2𝑑𝑦 − 2 cos 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦2 + 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦3 + cos 𝑦 𝑑𝑥3 −

2𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑥2𝑑𝑦  

 − 𝑐𝑜𝑠𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦2]. 

𝑑3𝑧 = 𝑒𝑥[cos 𝑦 𝑑𝑥3 − 3 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑥2 𝑑𝑦 − 3 cos 𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦2 + 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦3]. 
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9. Determinar la diferencial de 3er orden, utilizando la fórmula simbólica de la 

siguiente función: 

𝑧 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑥. 

 

Solución: 

 

Desarrollamos la fórmula para n = 3.  

 

𝑑3𝑧 = (𝑑𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑑𝑦

𝜕

𝜕𝑦
)
3

𝑧 =
𝜕3𝑧

𝜕𝑥3
𝑑𝑥3 + 3

𝜕3𝑧

𝜕𝑥2𝜕𝑦
 𝑑𝑥2𝑑𝑦 + 3

𝜕3𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦2
 𝑑𝑥𝑑𝑦2 +

𝜕3𝑧

𝜕𝑦3
𝑑𝑦3  

 

Encontramos todas las derivadas parciales para rellenar la fórmula. 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= cos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑥;    

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= −𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑥;    

𝜕3𝑧

𝜕𝑥3
= −𝑦 cos 𝑥.  

𝜕3𝑧

𝜕𝑥 2𝜕𝑦
= −𝑠𝑒𝑛 𝑥;   

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
= −𝑠𝑒𝑛 𝑦 + cos 𝑥;    

𝜕3𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦2
= −cos 𝑦.   

 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −𝑥 sen 𝑦 + sen 𝑥;    

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= −𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦;    

𝜕3𝑧

𝜕𝑦3
= 𝑥 sen y.  

𝑑3𝑧 = −cos 𝑦 𝑑𝑥3 − 3 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥2𝑑𝑦 − 3 cos 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦2 + 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦 𝑑𝑦3.  

 

10. La ecuación de Laplace en R3 es:    

                                                         
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0 

Pruebe que la función 𝑢(𝑥, 𝑦 , 𝑧) = (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)−1 2⁄  satisface a la ecuación. 

 

Solución: 

Encontramos todas las derivadas parciales para sustituir en la fórmula. 
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

− 𝑥

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄
  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄ ∗−1+(𝑥2+𝑦2+𝑧2)1 2⁄ ∗3𝑥2

[(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄ ]
2 =

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)1 2⁄ (−𝑥2−𝑦2−𝑧2+3𝑥2)

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3
   ∴  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

2𝑥2−𝑦2−𝑧2

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)5 2⁄
.  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

− 𝑦

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄
  

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄ ∗−1+(𝑥2+𝑦2+𝑧2)1 2⁄ ∗3𝑦2

[(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄ ]
2 =

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)1 2⁄ (−𝑥2−𝑦2−𝑧2+3𝑦2)

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3
   ∴  

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

−𝑥2+2𝑦2−𝑧2

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)5 2⁄
.  

 

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

− 𝑧

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄
  

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
=

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄ ∗−1+(𝑥2+𝑦2+𝑧2)1 2⁄ ∗3𝑧2

[(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3 2⁄ ]
2 =

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)1 2⁄ (−𝑥2−𝑦2−𝑧2+3𝑧2)

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)3
   ∴  

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
=

−𝑥2−𝑦2+2𝑧2

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)5 2⁄
.  

 

Reemplazamos en la ecuación dada. 

 

 
2𝑥2−𝑦2−𝑧2

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)5 2⁄
+ 

−𝑥2+2𝑦2−𝑧2

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)5 2⁄
+  

−𝑥2−𝑦2+2𝑧2

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)5 2⁄
= 0           

 

 
2𝑥2−𝑦2−𝑧2−𝑥2+2𝑦2−𝑧2−𝑥2−𝑦2+2𝑧2

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)5 2⁄
= 0  ∴    0 = 0 𝑙𝑞𝑞𝑑.  
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Como conclusión podemos decir que esta función es una función armónica. 

 

 

1.10 APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES 

 

 

Las derivadas parciales se aplican fundamentalmente para encontrar planos 

tangentes y rectas normales a una superficie, así como también para el cálculo de 

extremos absolutos y relativos de las funciones. 

 

1.10.1 Planos tangentes y rectas normales a una superficie 

 

Supongamos que 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) tiene derivadas parciales continuas, y que S:  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑐  es una de las superficies de nivel de f, y que x = x(t), y = y(t), z = z(t) es una curva 

diferenciable en S que pase por el punto P0 en S. entonces,  

 

𝑓(𝑥(𝑡); 𝑦(𝑡); 𝑧(𝑡)) = 𝑐 

 

Para cada valor de t. Derivando ambos lados de esta ecuación respecto a t y aplicando 

la regla de la cadena al primer miembro, resulta: 

 

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑥(𝑡); 𝑦(𝑡); 𝑧(𝑡)) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑐) = 0 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑧
 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 0 

 

O sea 

 

                                                                       ∇𝑓. 𝑣 = 0 
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Donde v es el vector velocidad de la curva. En consecuencia, el gradiente es 

perpendicular al vector velocidad de toda curva diferenciable en S que pase por P0. Por 

tanto,  ∇𝑓 es perpendicular a la recta tangente de toda curva diferenciable en S que pase 

por P0. Estas rectas pertenecen, pues, a un solo plano, este plano que pasa por P0 y es 

normal a  ∇𝑓 es el plano tangente a S en P0. 

 

 

Figura 36.  

Plano tangente a una superficie en el punto P0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.10.2 Definición de plano tangente 

 

Si una ecuación de una superficie S es 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, F es diferenciable y Fx, Fy, 

y Fz no son todas cero en el punto P0  de S, entonces el plano tangente de S en el 

punto P0, es el plano que pasa por P0 y tiene a ∇𝑓 como un vector normal. 

 

Una ecuación para determinar el plano tangente es: 

𝑭𝒙(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟎) + 𝑭𝒚(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎)(𝒚 − 𝒚𝟎) + 𝑭𝒛(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎)(𝒛 − 𝒛𝟎)

= 𝟎 (𝟏). 

 

La ecuación vectorial del plano tangente en función del gradiente que tiene 

como punto inicial P0 es: 

∇𝐹(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎). [(𝒙 − 𝒙𝟎)𝒊 + (𝒚 − 𝒚𝟎)𝒋 + (𝒛 − 𝒛𝟎)𝒌] = 𝟎   (𝟐). 
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1.10.3 Definición de recta normal a una superficie 

 

La recta normal a una superficie S en un punto P0 de S es la recta que pasa por P0 

y tiene como un conjunto de números directores a las componentes de cualquier 

vector normal a S en P0.  

De esta definición, si una ecuación de una superficie S es 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,  

entonces las ecuaciones simétricas de la recta normal de S en P0 son:  

𝑥 − 𝑥0
𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

=
𝑦 − 𝑦0

𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
=

𝑧 − 𝑧0
𝐹𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

 (3). 

 

Debido a que los denominadores son los componentes de ∇𝐹(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)   

el cual es un vector normal a S en (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). 

 

O también en forma paramétrica: 

 {

𝑥 = 𝑥0 + 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑡,                

𝑦 = 𝑦0 + 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑡, (4)

𝑧 = 𝑧0 + 𝐹𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑡                  

 

 

Ejemplos: 

 

Escríbanse las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie de nivel 

dada en el punto P0 de las siguientes funciones:  

 

1. 𝑧2 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0,      𝑃0(3, 4, −5). 

 

Solución: 

 

Hallamos primero el vector gradiente en P0. 

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑥   ∴   𝐹´𝑥(3,4, −5) = −6.  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑦   ∴   𝐹´𝑦(3,4, −5) = −8.  

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑧     ∴   𝐹´𝑧(3,4, −5) = −10.  

 

∇𝐹(3, 4, −5) = −6 𝒊 − 8 𝒋 − 10 𝒌. 
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Según ecuación (2) el plano tangente a la superficie en P0 es:  

 

∇𝐹(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎). [(𝒙 − 𝒙𝟎)𝒊 + (𝒚 − 𝒚𝟎)𝒋 + (𝒛 − 𝒛𝟎)𝒌] = 𝟎 

〈−6,−8,−10〉. 〈𝑥 − 3, 𝑦 − 4, 𝑧 + 5〉 = 0 

−6𝑥 + 18 − 8𝑦 + 32 − 10𝑧 − 50 = 0   ∴   −3𝑥 − 8𝑦 − 10𝑧 = 0 

3𝑥 + 8𝑦 + 10𝑧 = 0. 

 

Por (4) la normal a la superficie en P0 es: 

 

𝑥 − 3

−6
=
𝑦 − 4

−8
=
𝑧 + 5

−10
 

 

𝑥 = 3 − 6𝑡;    𝑦 = 4 − 8𝑡;      𝑧 = −5 − 10𝑡. 

 

Figura 37.  

Plano tangente al sólido 𝑧2 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0 en el punto 𝑃0(3, 4, −5). 

 

 

2. (𝑥 + 𝑦)2 + 𝑧2 = 25,      𝑃0(1, 2, 4). 

 

Solución: 

Encontramos el vector gradiente en P0. 

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(𝑥 + 𝑦)    ∴   𝐹´𝑥(1,2,4) = 6.  



 
 
 

 
 

121 
 

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(𝑥 + 𝑦)    ∴   𝐹´𝑦(1,2,4) = 6.  

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑧               ∴   𝐹´𝑧(1,2,4) = 8.  

∇𝐹(1, 2, 4) = 6 𝒊 + 6 𝒋 + 8 𝒌. 

 

Según ecuación (2) el plano tangente a la superficie en P0 es: 

 

∇𝐹(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎). [(𝒙 − 𝒙𝟎)𝒊 + (𝒚 − 𝒚𝟎)𝒋 + (𝒛 − 𝒛𝟎)𝒌] = 𝟎 

〈6, 6, 8〉. 〈𝑥 − 1, 𝑦 − 2, 𝑧 − 4〉 = 0 

 

6𝑥 − 6 + 6𝑦 − 12 + 8𝑧 − 32 = 0   ∴   6𝑥 + 6𝑦 + 8𝑧 = 50 

3𝑥 + 3𝑦 + 4𝑧 = 25. 

Por (4) la normal a la superficie en P0 es 

 

𝑥 − 1

6
=
𝑦 − 2

6
=
𝑧 − 4

8
 

𝑥 = 1 + 6𝑡;    𝑦 = 2 + 6𝑡;      𝑧 = 4 + 8𝑡. 

 

Figura 38.  

Plano tangente a la superficie (𝑥 + 𝑦)2 + 𝑧2 = 25 en el punto 𝑃0(1, 2, 4). 

 

 

3. 
𝑥2

16
+
𝑦2

9
−
𝑧2

8
= 0,         𝑃0(4,3,4). 
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Solución: 

Encontramos las derivadas parciales en P0. 

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

8
𝑥   ∴   𝐹´𝑥(4,3,4) =

1

2
.  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
2

9
𝑦   ∴   𝐹´𝑦(4,3,4) =

2

3
.  

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
1

4
𝑧  ∴   𝐹´𝑧(4,3,4) = −1.  

 

Según ecuación (1) el plano tangente a la superficie en P0 es: 

∇𝐹(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎). [(𝒙 − 𝒙𝟎)𝒊 + (𝒚 − 𝒚𝟎)𝒋 + (𝒛 − 𝒛𝟎)𝒌] = 𝟎 

1

2
(𝑥 − 4) +

2

3
(𝑦 − 3) − (𝑧 − 4) = 0 

3𝑥 − 12 + 4𝑦 − 12 − 6𝑧 + 24 = 0 ∴   3𝑥 + 4𝑦 − 6𝑧 = 0. 

 

Por (3) la normal a la superficie en P0 es: 

𝑥 − 4

3
=
𝑦 − 3

4
=
𝑧 − 4

−6
 

𝑥 = 4 + 3𝑡;    𝑦 = 3 + 4𝑡;      𝑧 = 4 − 6𝑡. 

 

Figura 39.  

      Plano tangente a la superficie 
𝑥2

16
+
𝑦2

9
−
𝑧2

8
= 0  en el punto 𝑃0(4, 3, 4). 

 

 

4. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2,     𝑃0(1, −2,5).        
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Solución: 

Formamos la función   𝐹(𝑥, 𝑦 , 𝑧) = 0  y luego procedemos como los ejercicios 

anteriores.      𝑧 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0. 

Encontramos las derivadas parciales en P0. 

 

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑥      ∴   𝐹´𝑥(1, −2,5) = −2.  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑦   ∴   𝐹´𝑦(1, −2,5) = 4.  

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1        ∴   𝐹´𝑧(1, −2,5) = 1.  

 

Según ecuación (1) el plano tangente a la superficie en P0 es: 

 

−2(𝑥 − 1) + 4(𝑦 + 2) + (𝑧 − 5) = 0  

−2𝑥 + 2 + 4𝑦 + 8 + 𝑧 − 5 = 0 ∴   2𝑥 − 4𝑦 − 𝑧 = 5.  

 

Por (3) la normal a la superficie en P0 es: 

𝑥−1

2
=

𝑦+2

−4
=

𝑧−5

−1
.  

      𝑥 = 1 − 2𝑡; 𝑦 = −2 + 4𝑡;   𝑧 = 5 + 𝑡  

 

Figura 40.  

Plano tangente a la superficie 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2,   en el punto 𝑃0(1, −2, 5). 
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5. Dada la superficie  𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 21, trazar a ella planos tangentes que sean 

paralelos al plano 𝑥 + 4𝑦 + 6𝑧 = 0. 

 

Solución: 

Formamos la función: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0;         𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 − 21 = 0 

 

Encontramos las derivadas parciales, y las evaluamos en 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 ). 

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥   ∴   𝐹´𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝑥0.  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑦   ∴   𝐹´𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 4𝑦0.  

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 6𝑧  ∴   𝐹´𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 6𝑧0.  

 

Según ecuación (1) el plano tangente a la superficie en P0 es 

2𝑥0(𝑥 − 𝑥0) + 4𝑦0(𝑦 − 𝑦0) + 6𝑧0(𝑧 − 𝑧0) = 0  

2𝑥0𝑥 − 2𝑥0
2 + 4𝑦0𝑦 − 4𝑦0

2 + 6𝑧0𝑧 − 6𝑧0
2 = 0 ∴   

2𝑥0𝑥 + 4𝑦0𝑦 + 6𝑧0𝑧 = 2𝑥0
2 + 4𝑦0

2 + 6𝑧0
2   / 2.  

𝑥0𝑥 + 2𝑦0𝑦 + 3𝑧0𝑧 = 𝑥0
2 + 2𝑦0

2 + 3𝑧0
2.   

 

Por ser planos paralelos: 

𝑥0 = 1; 2𝑦0 = 4 → 𝑦0 = 2; 3𝑧0 = 6 → 𝑧0 = 2 ∴     𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑠: (1,2,2)  

 

 𝑥 + 4𝑦 + 6𝑧 = 1 + 8 + 12  ∴   𝑥 + 4𝑦 + 6𝑧 = 21.  
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Figura 41.  

Plano tangente a la superficie 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 21 y paralelo al plano 𝑥 + 4𝑦 +
6𝑧 = 0. 

 

6. Demostrar, que la ecuación del plano tangente a la superficie central de 2° orden 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑧2 = 𝑘. En su punto  𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 )   tiene la forma 𝑎𝑥0𝑥 + 𝑏𝑦0𝑦 +

𝑐𝑧0𝑧 = 𝐾. 

 

Solución: 

Encontramos las derivadas parciales, y las evaluamos en 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 ): 

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑎𝑥   ∴   𝐹´𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝑎𝑥0.  

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑏𝑦   ∴   𝐹´𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝑏𝑦0.  

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑐𝑧  ∴   𝐹´𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝑐𝑧0.  

 

Según ecuación (1) el plano tangente a la superficie en P0 es 

2𝑎𝑥0(𝑥 − 𝑥0) + 2𝑏𝑦0(𝑦 − 𝑦0) + 2𝑐𝑧0(𝑧 − 𝑧0) = 0  

2𝑎𝑥0𝑥 − 2𝑎𝑥0
2 + 2𝑏𝑦0𝑦 − 2𝑏𝑦0

2 + 2𝑐𝑧0𝑧 − 2𝑐𝑧0
2 = 0 ∴   

2𝑎𝑥0𝑥 + 2𝑏𝑦0𝑦 + 2𝑐𝑧0𝑧 = 2𝑎𝑥0
2 + 2𝑏𝑦0

2 + 2𝑐𝑧0
2   / 2.  

𝑎𝑥0𝑥 + 𝑏𝑦0𝑦 + 𝑐𝑧0𝑧 = 𝑎𝑥0
2 + 𝑏𝑦0

2 + 𝑐𝑧0
2.      𝑠𝑖   𝑎𝑥0

2 + 𝑏𝑦0
2 + 𝑐𝑧0

2 = 𝐾,   

Tenemos: 

𝑎𝑥0𝑥 + 𝑏𝑦0𝑦 + 𝑐𝑧0𝑧 = 𝐾 𝐿𝑞𝑞𝑑. 
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7. Hallar la tangente a la curva C en el punto (1, 2, 2), siendo C la curva donde se cortan 

las superficies 

 

𝐹: 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 1;        𝐺:  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 5 

 

Solución: 

 

La tangente es normal tanto ∇𝐹  como  a  ∇𝐺  en  (1, 2, 2). Por tanto,  𝑢 = ∇𝐹  X ∇𝐺  

será un vector paralelo a la recta. Para escribir las ecuaciones de la recta, utilizamos 

las componentes de u y las coordenadas de (1, 2, 2). Tenemos: 

 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥 𝑖 + 2𝑦 𝑗 − 2𝑧 𝑘   ∴    ∇𝐹(1,2,2) = 2 𝑖 + 4 𝑗 − 4 𝑘 

∇𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑖 + 𝑗 + 𝑘      ∴         ∇𝐺(1,2,2) = 𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘. 

 

Por tanto: 

u = ∇F x ∇𝐺 = |
𝑖         𝑗       𝑘
2       4   − 4
1      1         1

| =  8 𝑖 − 6 𝑗 − 2 𝑘 

 

Entonces la recta tangente es: 

 

𝑥 = 1 + 8𝑡;      𝑦 = 2 − 6𝑡;     𝑧 = 2 − 2𝑡. 

 

𝑥 − 1

8
=
𝑦 − 2

−6
=
𝑧 − 2

−2
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Figura 42.  

Tangente a la curva C en el punto (1,2,2) 

 

 

8. Demostrar que las esferas      𝐹:   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4     𝑦   𝐺:   (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 + 𝑧2 =

1. Son tangentes en el punto  (2, 0, 0). 

 

Solución: 

 

Para que dos superficies sean tangentes en un punto, el gradiente de una de ellas 

debe ser igual a la otra gradiente multiplicada por un escalar así: 

 

∇𝐹(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝐾 ∇𝐺(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). 

 

En nuestro ejemplo tenemos: 

∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥 𝑖 + 2𝑦 𝑗 + 2𝑧 𝑘            ∴     ∇𝐹(2,0, 0) = 4 𝑖 

∇𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(𝑥 − 1) 𝑖 + 2𝑦 𝑗 + 2𝑧 𝑘    ∴     ∇𝐺(2,0, 0) = 2 𝑖. 

 

En conclusión: se observa que  ∇𝐹 = 2∇𝐺 es decir  4 𝑖 = 2(2 𝑖), por tanto, estas 

dos superficies si son tangentes en ese punto (figura 127). 
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Figura 43.  

Esferas 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4     𝑦   (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1  tangentes en el punto  
(2, 0, 0) en 2D. 

 

 

Figura 44.  

Esferas 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4     𝑦   (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1  tangentes en el punto  
(2, 0, 0) en 3D. 

 

1.10.4 Extremos de funciones de dos variables. 

 

Una de las aplicaciones importantes de la derivada de una función de una sola 

variable estaba relacionada con los valores extremos de una función, los cuales nos 

llevaron a una gran variedad de aplicaciones. En este tema vamos a extender la teoría a 

funciones de dos variables, y se observara que el procedimiento es similar.  
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En este procedimiento estará involucradas las primeras y segundas derivadas 

parciales, a partir de las cuales se determinarán los valores máximos y mínimos relativos 

de una función, luego se incluyeran los valores extremos relativos como posibles 

extremos absolutos. Para iniciar vamos a mencionar las definiciones de extremos relativos 

y absolutos de una función de dos variables.  

 

Definición de extremos absolutos de funciones de dos variables 

 

i. Se dice que la función f de dos variables tiene un valor máximo absoluto en su 

dominio D del plano xy si existe algún punto   (𝑥0, 𝑦0)    en D tal que                 

𝑓(𝑥0, 𝑦0)  ≥ 𝑓(𝑥, 𝑦) para todos los puntos  (𝑥, 𝑦) de D. 

En tal caso, 𝑓(𝑥0, 𝑦0) es el valor máximo absoluto de f en D.  

 

ii. Se dice que la función f de dos variables tiene un valor mínimo absoluto en su 

dominio D del plano xy si existe algún punto   (𝑥0, 𝑦0)    en D tal que                 

𝑓(𝑥0, 𝑦0)  ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) para todos los puntos  (𝑥, 𝑦) de D. 

En tal caso, 𝑓(𝑥0, 𝑦0) es el valor mínimo absoluto de f en D.  

 

Definición de extremos relativos de funciones de dos variables 

 

i.  Se dice que la función f de dos variables tiene un valor máximo relativo en el 

punto   (𝑥0, 𝑦0)  si existe un intervalo abierto en el plano xy tal que        𝑓(𝑥0, 𝑦0)  ≥

𝑓(𝑥, 𝑦) para todos los puntos  (𝑥, 𝑦) en el intervalo. 

ii. Se dice que la función f de dos variables tiene un valor mínimo relativo en el 

punto   (𝑥0, 𝑦0)  si existe un intervalo abierto en el plano xy tal que 𝑓(𝑥0, 𝑦0)  ≤

𝑓(𝑥, 𝑦) para todos los puntos  (𝑥, 𝑦) en el intervalo. 
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Figura 45.  

Máximos y mínimos relativos  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La función  𝑧 = cos 𝑥 cos 𝑦 𝑒−√𝑥
2+𝑦2 tiene muchos máximos y mínimos relativos. 

 

1.10.4.1 Análisis de los valores extremos. 

 

1. Hallar puntos críticos y puntos frontera  

 

Como sabemos, una función continua  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) alcanza un valor máximo 

y un mínimo absolutos en cualquier región R. cerrada y acotada en que está 

definida. Además, estos y cualesquiera otros máximos y mínimos relativos sólo 

pueden darse en: 

 

1) Puntos de frontera de R 

2) Puntos interiores de R en los que 𝑓´𝑥 = 𝑓´𝑦 = 0, o puntos donde 𝑓´𝑥, 𝑓´𝑦  

no exista.  

 

A los cuales les llamamos puntos críticos o estacionarios de f. 

Normalmente sólo hay unos cuantos puntos de este tipo, de manera que 

podemos calcular f en todos ellos y elegir los valores mayor y menor. Si lo 

que deseamos es hallar el máximo y el mínimo absolutos, no se requiere otro 

criterio. 
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2. Buscar puntos críticos si no hay puntos de frontera 

 

Una función  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  definida en una región R sin puntos frontera (como el 

interior de un disco, de un triángulo o de un rectángulo, un cuadrante menos los 

ejes o todo el plano) puede carecer de máximos y mínimos relativos en R. Sin 

embargo, de tenerlos, deben encontrarse en puntos de R donde   𝑓´𝑥 = 𝑓´𝑦 = 0, o 

bien donde una o ambas derivadas no exista (como ocurre con  𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2  en 

(0,0)).  

 

Este concepto lo deducimos de la aplicación geométrica de las derivadas parciales, 

ya que estas son la pendiente de la recta tangente a la curva de la intersección de 

un plano constante con la superficie en un punto (𝑥0, 𝑦0), donde éstas son rectas 

horizontales que tienen pendiente igual a cero. 

 

Figura 46.  

Rectas tangentes a la curva de la intersección de un plano constante con la superficie en 

un punto (𝑥0, 𝑦0) 

 

 

3. Criterio de la segunda derivada 

 

Este criterio puede aplicarse en los puntos interiores en que 𝑓´𝑥 = 𝑓´𝑦 = 0  y 

donde las derivadas de primer y segundo orden son continuas. 

El hecho de que 𝑓´𝑥 = 𝑓´𝑦 = 0  en un punto interior de (𝑥0, 𝑦0)  no garantiza que 

f tenga en él un valor extremo. Sin embargo, existe un criterio de la segunda 
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derivada que puede ayudar a identificar el comportamiento de f en  (𝑥0, 𝑦0). Este 

criterio es el siguiente: 

 

𝑆𝑖      𝑓´𝑥(𝑥0, 𝑦0)  = 𝑓´𝑦(𝑥0, 𝑦0)  = 0,  entonces: 

 

1)  Si  𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 > 0 en  (𝑥0, 𝑦0), la función f tiene un máximo 

relativo en este punto si 𝑓´´𝑥𝑥 < 0      0     𝑓´´𝑦𝑦 < 0. 

2) Si  𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 > 0 en  (𝑥0, 𝑦0), la función f tiene un mínimo 

relativo en este punto si 𝑓´´𝑥𝑥 > 0      0     𝑓´´𝑦𝑦 > 0. 

3) Si  𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 < 0 en  (𝑥0, 𝑦0), la función f tiene un punto de silla 

en (𝑥0, 𝑦0). 

4) Este criterio no es claro ni concluyente cuando 𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 = 0 en  

(𝑥0, 𝑦0), lo cual indica que debemos continuar el estudio para determinar el 

comportamiento de f en este punto. 

 

A la expresión   𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2
 se le conoce con el nombre de 

discriminante de f, una manera de poder recordar esta expresión es poniéndole 

en forma de determinante: 

𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 = |

𝑓´´𝑥𝑥 𝑓´´𝑥𝑦
𝑓´´𝑦𝑥 𝑓´´𝑦𝑦

|. 

 

O poniendo en la forma  𝐴 ∗ 𝐶 − 𝐵2, donde: 

 

     𝐴 =  𝑓´´𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0),    𝐵 = 𝑓´´𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)       𝑦     𝐶 = 𝑓´´𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0).   

 

Ejemplos: 

1. Determínese los valores extremos de la función 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 4.  

Solución: La función está definida y es diferenciable para todo x e y, por tanto, sólo 

tiene valores extremos en los puntos donde se anulan las primeras derivadas parciales 

simultáneamente así: 
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𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 2𝑥 − 2 = 0  (1),       𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 2𝑦 − 2 = 0   (2).   

 

Resolviendo el sistema. 

(1) ∗ 2 + (2)        2𝑦 − 4𝑥 − 4 + 𝑥 − 2𝑦 − 2 = 0   ∴      𝑥 = −2    𝑦     𝑦 = −2 

 

Por tanto, la función tiene sólo un punto crítico en (−2,−2) que puede tomar un valor 

extremo, por medio del discriminante comprobamos esto. 

 

Encontramos las segundas derivadas parciales. 

𝑓´´𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −2   ∴   𝑓´´𝑥𝑥(−2,−2) = −2     

𝑓´´𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 1  ∴   𝑓´´𝑥𝑦(−2,−2) =  1    

𝑓´´𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −2   ∴   𝑓´´𝑦𝑦(−2,−2) = −2. 

 

Entonces el discriminante es: 

𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 = (−2) ∗ (−2) − 1 = 3.   ∴   𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦

2 > 0.   

 

Y con la combinación 𝑓´´𝑥𝑥 < 0, el punto (−2 − 2) es un máximo relativo. El valor 

máximo que toma f en el punto es: 

 

𝑓(−2,−2) = 4 − 4 − 4 + 4 + 4 + 4 = 8. 

 

Figura 47.  

Valores extremos de la función: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 4.  
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2. Determine los valores máximos y mínimos absolutos de 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 + 2𝑥 + 2𝑦 −

𝑥2 − 𝑦2 . 

En la placa triangular del primer cuadrante acotada por las rectas x = 0, y = 0, y = 9 – 

x. 

 

Figura 48.  

Placa triangular del primer cuadrante, formada por las rectas: y=9-x , x=0, y=0. 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución: 

 

Los únicos lugares donde f puede tener estos valores son los puntos en la frontera del 

triángulo (figura 131) y en los puntos interiores a él, donde 𝑓´𝑥  = 𝑓´𝑦  = 0. 

 

En los puntos interiores: 

𝑓´𝑥 = 2 − 2𝑥 = 0 (1);   𝑓´𝑦 = 2 − 2𝑦 = 0  (2).  

 

Resolviendo el sistema.       𝑥 = 1    𝑦      𝑦 = 1,   𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑠 (1,1) 

 

En donde:           𝑓(1,1) = 2 + 2 + 2 − 1 − 1 = 4 . 

 

1) En el segmento OA, y = 0. La función  

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 0) = 2 + 2𝑥 − 𝑥2 . 

 

Puede considerarse como una función de x definida en el intervalo cerrado 0 ≤

𝑥 ≤ 9. 
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Sus valores extremos pueden darse en los puntos extremos. 

                              𝑥 = 0         𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒  𝑓(0,0) = 2  

𝑥 = 9         𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒   𝑓(9,0) = 2 + 18 − 81 = −61. 

 

Y en los puntos interiores donde 

𝑓´(𝑥, 0) = 2 − 2𝑥 = 0. 

 

El único punto interior en el que 𝑓´(𝑥, 0) = 0 es x  = 1, donde 

𝑓(𝑥, 0) = 𝑓(1,0) = 2 + 2 − 1 = 3. 

 

2) En el segmento OB, x = 0 y  

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(0, 𝑦) = 2 + 2𝑦 − 𝑦2 . 

 

Por la simetría de f en x e y, y según el análisis que hemos hecho, podemos 

asegurar que en este segmento las posibilidades son 

 

𝑓(0,0) = 2,        𝑓(0,9) = −61      𝑓(0,1) = 3. 

 

3) Ya hemos indicado los valores de f en los puntos extremos de AB, así que sólo 

quedan por ver los puntos interiores de este segmento. Con   𝑦 = 9 − 𝑥  𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 9 − 𝑥) = 2 + 2𝑥 + 2(9 − 𝑥) − 𝑥2 − (9 − 𝑥)2     ∴ 

𝑓(𝑥, 9 − 𝑥) = −61 + 18𝑥 − 2𝑥2. 

 

Encontrando la derivada e igualando a cero 

𝑓´(𝑥, 9 − 𝑥) = 18 − 4𝑥 = 0 

 

Obtenemos 

𝑥 =
18

4
=
9

2
. 

 

En este valor de x,   y    será:  

𝑦 = 9 −
9

2
=
9

2
. 
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Y la función tomará el valor: 

𝑓 (
9

2
,
9

2
) = 2 + 2 (

9

2
) + 2 (

9

2
) − (

9

2
)
2

− (
9

2
)
2

= − 
41

2
. 

 

4) Realizamos el resumen de valores y sacamos las conclusiones. 

4,     2,    − 61,     3,    −
41

2
.      

 

El valor máximo es 4, valor que toma f en (1,1).  El mínimo es  - 61, alcanzado 

en (0, 9)   𝑦   (9, 0).  

 

Figura 49.  

Máximos y mínimos absolutos de la función:  𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 + 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2 . 

 

 

3. Encontrar los máximos, mínimos y puntos de silla de las siguientes superficies. 

Calcúlense los valores de la función en estos puntos. 

 

a) 𝑧 = 𝑥4 + 4𝑥𝑦 + 𝑦4 − 2𝑥2 − 2𝑦2.   
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Solución: 

 

La función está definida y es diferenciable para todo x e y, por tanto, sólo tiene 

valores extremos en los puntos donde se anulan las primeras derivadas parciales 

simultáneamente. 

 

o Calculamos las primeras derivadas parciales e igualamos a cero:  

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 4𝑥3 + 4𝑦 − 4𝑥 = 0  (1),

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 4𝑦3 + 4𝑥 − 4𝑦 = 0  (2).   

 

Resolviendo el sistema. 

{
4𝑥3 − 4𝑥 + 4𝑦 = 0  (1)

4𝑦3 + 4𝑥 − 4𝑦 = 0  (2)
 

(1) + (2)        4𝑥3 + 4𝑦3 = 0  →   𝑥3 = −𝑦3  ∴      𝑥 = −𝑦  (3).   

(3)  𝑒𝑛  (2)   4𝑦3 − 4𝑦 − 4𝑦 = 0   ∴   4𝑦(𝑦2 − 2) = 0  ∴   𝑦 = 0;    𝑦 = ±√2.     

 

o Determinamos los puntos críticos:      

(0,0), (−√2, √2),   (√2,−√2). 

 

o Encontramos las segundas derivadas parciales, y calculamos el discriminante en cada 

uno de los puntos para ver su comportamiento. 

𝑓´´ 𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 12𝑥
2 − 4;    𝑓´´ 𝑥𝑥(0,0) = −4;   

𝑓´´ 𝑥𝑥(−√2,√2) = 24 − 4 = 20;   𝑓´´ 𝑥𝑥(√2,−√2) = 20. 

𝑓´´ 𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 4;    𝑓´´ 𝑥𝑦(0,0) = 4 

𝑓´´ 𝑥𝑦(−√2,√2) = 4;    𝑓´´ 𝑥𝑦(−√2, √2) = 4. 

𝑓´´ 𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 12𝑦
2 − 4;    𝑓´´ 𝑦𝑦(0,0) = −4; 

𝑓´´ 𝑦𝑦(−√2,√2) = 20;   𝑓´´ 𝑦𝑦(√2,−√2) = 20 
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Determinamos los discriminantes: 

 

Punto  (0,0). 

𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 = (−4)(−4) − 4 = 12 ∴   𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦

2 > 0 

Conclusión, Existe extremo relativo y como 𝑓´´𝑥𝑥 < 0, 𝑒 𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑠 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜. 

 

Punto  (−√2, √2). 

𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 = 20 ∗ 20 − 4 = 396 ∴   𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦

2 > 0 

Conclusión, en este punto hay un extremo relativo, como 𝑓´´𝑥𝑥 > 0 el punto es un 

mínimo. 

 

Punto  (√2, −√2). 

𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 = 20 ∗ 20 − 4 = 396 ∴   𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦

2 > 0 

Conclusión, en este punto hay un extremo relativo, como 𝑓´´𝑥𝑥 > 0 el punto es un 

mínimo. Esta superficie tiene dos puntos mínimos y un punto máximo. 

 

Figura 50.  

Máximo, mínimo y punto silla de la función 𝑧 = 𝑥4 + 4𝑥𝑦 + 𝑦4 − 2𝑥2 − 2𝑦2.   

 

En la Figura 50. se observa: 

𝑧 = 𝑥4 + 4𝑥𝑦 + 𝑦4 − 2𝑥2 − 2𝑦2. 
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Punto de silla: 

𝑧(0; 0) = 0,        𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜   (0,0, 0). 

 

Punto mínimo: 

 𝑧(−√2, √2) = 4 − 8 + 4 − 4 − 4 = −8, 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜  (−√2, √2,−8). 

 

Punto mínimo: 

 𝑧(√2,−√2) = 4 − 8 + 4 − 4 − 4 = −8, 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜  (−√2, √2,−8). 

 

b) 𝑧 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦 

 

Solución: 

 

La función está definida y es diferenciable para todo x e y, por tanto, sólo tiene valores 

extremos en los puntos donde se anulan las primeras derivadas parciales 

simultáneamente.  

 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 − 3𝑦 = 0  ∴  𝑥2 − 𝑦 = 0  ∴   𝑦 = 𝑥2  (1).          

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 3𝑦2 − 3𝑥 = 0  ∴   𝑦2 − 𝑥 = 0  (2). 

 

Resolviendo el sistema: 

(1) 𝑒𝑛 (2)        𝑥4 − 𝑥 = 0   ∴      𝑥(𝑥3 − 1) = 0  ∴   𝑥 = 0;   𝑥 = 1.     

 

De donde los puntos críticos son:     (0,0), (1, 1). 

 

Encontramos las segundas derivadas parciales, y calculamos el 

discriminante en cada uno de los puntos para ver su comportamiento. 

𝑓´´ 𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 6𝑥;    𝑓´´ 𝑥𝑥(0,0) = 0;   𝑓´´ 𝑥𝑥(1,1) = 6   

𝑓´´ 𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = −3;    𝑓´´ 𝑥𝑦(0,0) = −3;    𝑓´´ 𝑥𝑦(1,1) = −3 

𝑓´´ 𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 6𝑦;    𝑓´´ 𝑦𝑦(0,0) = 0;    𝑓´´ 𝑦𝑦(1,1) = 6   

Determinamos los discriminantes: 
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Punto  (0,0). 

𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 = 0 − 9 ∴   𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦

2 < 0 

Conclusión, este punto es punto de silla. 

 

Punto  (1,1). 

𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦
2 = 6 ∗ 6 − 9 = 35 ∴   𝑓´´𝑥𝑥 ∗ 𝑓´´𝑦𝑦 − 𝑓´´𝑥𝑦

2 > 0 

Conclusión, en este punto hay un extremo relativo, como 𝑓´´𝑥𝑥 > 0 el punto es un 

mínimo. 

 

c) 𝒛 = 𝒙𝟑 + 𝒚𝟑 − 𝟑𝒙𝒚 

 

Valores de la función: 

Punto de silla.   

𝑧(0,0) = 0,        𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜   (0,0, 0). 

Punto mínimo. 

 𝑧(1,1) = 1 + 1 − 3 = −1,     𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜  (1, 1, −1). 

Esta superficie tiene un punto mínimo y un punto de silla.  

 

Figura 51.  

Mínimo y punto silla de la función: 𝑧 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 

(1 ,1, −1) Punto mínimo. 

(0, 0, 0) Punto de silla. 
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4. Determine los valores máximos y mínimos absolutos de 𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 + 𝑥𝑦 . 

En la región acotada por la parábola  𝑦 = 𝑥2   y   la recta   y = 4. 

 

Solución: 

 

Los únicos lugares donde f puede tener estos valores son los puntos en la frontera de 

la región y en los puntos interiores a ella, donde 𝑓´𝑥  = 𝑓´𝑦  = 0. 

 

En los puntos interiores: 

𝑓´𝑥 = 6𝑥 + 𝑦 = 0  (1);   𝑓´𝑦 = 𝑥 = 0  (2).  

 

Resolviendo el sistema.       (2)  𝑒𝑛  (1)   𝑦 = 0,   𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑠 (0,0) 

 

       En donde:           𝑓(0,0) = 0. 

 

1) En la recta y = 4. La función  

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 4) = 3𝑥2 + 4𝑥 . 

Puede considerarse como una función de x definida en el intervalo cerrado −2 ≤

𝑥 ≤ 2. 

 

Sus valores extremos pueden darse en los puntos extremos. 

                              𝑥 = −2        𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒  𝑓(−2,4) = 4  

𝑥 = 2         𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒   𝑓(2,4) = 12 + 8 = 20. 

 

Y en los puntos interiores donde 

𝑓´(𝑥, 4) = 6𝑥 + 4 = 0   ∴    𝑥 = −
2

3
. 

 

El único punto interior en el que 𝑓´(𝑥, 4) = 0 es  x = −
2

3
, donde 

𝑓(𝑥, 4) = 𝑓 (−
2

3
, 4) =

12

9
−
8

3
= −

4

3
. 
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2) En la parábola  𝑦 = 𝑥2. La función 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑥2) = 3𝑥2 + 𝑥3 . 

Puede considerarse como una función de x definida en el intervalo cerrado −2 ≤

𝑥 ≤ 2. 

 

Sus valores extremos pueden darse en los puntos extremos. 

                                     𝑥 = −2        𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒  𝑓(−2,4) = 4  

𝑥 = 2         𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒   𝑓(2,4) = 12 + 8 = 20. 

 

Y en los puntos interiores donde     

𝑓´(𝑥, 𝑥2) = 6𝑥 + 3𝑥2 = 0   ∴   3𝑥(2 + 𝑥) = 0  ∴ 𝑥 = 0,   𝑥 = −2 

 

Los puntos interiores en el que 𝑓´(𝑥, 𝑥2) = 0     son (0,0), (0,4). 

𝑓(𝑥, 𝑥2) = 𝑓(0,0) = 0. 

𝑓(𝑥, 𝑥2) = 𝑓(−2,4) = 4. 

 

Realizamos el resumen de valores y sacamos las conclusiones. 

4,     20, − 
4

3
,     0,      

El valor máximo es 20, valor que toma f en (2,4).  El mínimo es  − 
4

3
, alcanzado 

en (−
2

3
, 4) .  

 

Figura 52.  

Área formada por: 𝑦 = 𝑥2 y 𝑦 = 4. 
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Figura 53.  

Máximos y mínimos absolutos de la función: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 + 𝑥𝑦 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo:  𝑧 = 𝑒𝑥−𝑦(𝑥2 − 2𝑦2). 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 0;  𝑒𝑥−𝑦 ∗ 2𝑥 + (𝑥2 − 2𝑦2)𝑒𝑥−𝑦 ∗ 1 = 0 

𝑒𝑥−𝑦(2𝑥 + 𝑥2 − 2𝑦2) = 0  ∴  𝑥2 + 2𝑥 − 2𝑦2 = 0 (1) 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0;  𝑒𝑥−𝑦 ∗ −4𝑦 + (𝑥2 − 2𝑦2)𝑒𝑥−𝑦 ∗ (−1) = 0 

𝑒𝑥−𝑦(−4𝑦 − 𝑥2 + 2𝑦2) = 0  ∴  −𝑥2 − 4𝑦 + 2𝑦2 = 0   (2) 

 

Resolvemos (1) y (2):  sumamos (1) + (2):    2𝑥 − 4𝑦 = 0  ∴    𝑦 =
1

2
𝑥  (3) 

(3) en (1): 

    𝑥2 + 2𝑥 − 2 (
1

2
𝑥)

2

= 0  ∴   
1

2
𝑥2 + 2𝑥 = 0  ∴ 𝑥 (

1

2
𝑥 + 2) = 0 →   𝑥 = 0   𝑦   𝑥 =

−4 

 

Puntos críticos:  𝑃1(0,0); 𝑃2(−4,−2) 

 

Encontramos las segundas derivadas: 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
=  𝑒𝑥−𝑦(2 + 2𝑥 + 2𝑥 + 𝑥2 − 2𝑦2) = 𝑒𝑥−𝑦(𝑥2 + 4𝑥 + 2 − 2𝑦2) 
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𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=   𝑒𝑥−𝑦(−4𝑦 + 2𝑥 + 𝑥2 − 2𝑦2) = 𝑒𝑥−𝑦(𝑥2 + 2𝑥 − 4𝑦 − 2𝑦2) 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
=  𝑒𝑥−𝑦(−4 + 4𝑦 + 4𝑦 + 𝑥2 − 2𝑦2) = 𝑒𝑥−𝑦(−4 + 8𝑦 + 𝑥2 − 2𝑦2) 

 

Evaluamos en los puntos críticos las segundas derivadas.  

 (0,0);    𝐴 = 2;    𝐵 = 0;   𝐶 = −4 

(−4,−2);    𝐴 = 𝑒−4+2(−42 + 4(−4) + 2 − 2(−2)2) = −38𝑒−2 

𝐵 = 𝑒−4+2(−42 + 2(−4) − 4(−2) − 2(−2)2) = −24 𝑒−2 

𝐶 = 𝑒−4+2(−4 + 8(−2) + (−4)2 − 2(−2)2) = −12𝑒−2 

Formamos el discriminante:  𝐴 ∗ 𝐶 − 𝐵2 

Punto (0,0):    2 ∗ (−4) − 02 = −8 < 0;  𝑁𝑜 𝑒𝑠𝑡á 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

 

Punto (-4,- 2):  

   −38𝑒−2 ∗ −24 𝑒−2 − (12𝑒−2)2 = (912 − 144) ∗ 𝑒−4  > 0;  

 

Conclusión: Existe un valor relativo y como A<0, este es un máximo. 

 

Determinamos el valor de z en el punto (-4, -2): 

 𝑧 = 𝑒−4+2((−4)2 − 2(−2)2) = 8𝑒−2;  Entonces el punto es: (−4,−2, 8𝑒−2). 

 

Figura 54.  

Máximo de la función: 𝑧 = 𝑒𝑥−𝑦(𝑥2 − 2𝑦2) 

.  
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1.10.4.2 Extremos condicionados 

 

Se llama extremo condicionado de una función 𝑓(𝑥, 𝑦), en el caso más simple, al 

máximo y mínimo de esta función, alcanzado con la condición de que estos argumentos 

estén ligados o condicionados por la ecuación 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 (que se llama ecuación de 

enlace). Para encontrar el extremo condicionado de la función 𝑓(𝑥, 𝑦), con la ecuación 

de enlace 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 utilizamos el procedimiento llamado Multiplicadores de Lagrange. 

Procedimiento que enunciaremos a continuación. 

 

Análogamente se hallan los extremos condicionados de las funciones de tres y más 

variables, cuando existen una o más ecuaciones de enlace (cuyo número debe ser menor 

que el número de variables). En este caso, hay que incluir en la función de Lagrange 

tantos multiplicadores indeterminados como ecuaciones de enlace haya.  

 

Procedimiento: 

1) Definimos la función auxiliar F (función de Lagrange) de las tres variables x, y  y 𝜏. 

(𝜏 es un multiplicador de Lagrange constante e indeterminado) 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜏 𝑔(𝑥, 𝑦) 

2) Consideramos el sistema de ecuaciones que se forma al igualar a cero las tres 

primeras derivadas parciales de F. 

 {

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 0                 

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 0                  

𝐹´𝜏(𝑥, 𝑦 , 𝜏) = 𝑔(𝑥. 𝑦) = 0

 

3) Resolvemos el sistema de ecuaciones del paso 2, para determinar los puntos críticos 

de F.  

4) Entre las primeras dos coordenadas de los puntos críticos de F, obtenidos en el paso 

3, se encuentran los valores de x e y que proporcionan los extremos condicionados 

deseados.  

5) Si  𝐹´´𝑥𝑥 ∗ 𝐹´´𝑦𝑦 − 𝐹´´𝑥𝑦
2 > 0  en  (𝑥0, 𝑦0), la función f tiene un máximo 

condicionado en este punto si 𝐹´´𝑥𝑥 < 0      0     𝐹´´𝑦𝑦 < 0. 

6) Si  𝐹´´𝑥𝑥 ∗ 𝐹´´𝑦𝑦 − 𝐹´´𝑥𝑦
2 > 0 en  (𝑥0, 𝑦0), la función f tiene un mínimo 

condicionado en este punto si 𝑓´´𝑥𝑥 > 0      0     𝑓´´𝑦𝑦 > 0. 
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Ejemplos: 

 

1. Determinar los extremos condicionado de la función   𝑧 = 𝑥 + 2𝑦,  si   𝑥2 + 𝑦2 = 5. 

 

Solución: 

1) Definimos la función de Lagrange. 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 𝑥 + 2𝑦 + 𝜏(𝑥2 + 𝑦2 − 5). 

 

2) Formamos el sistema de ecuaciones. 

{
 
 

 
 𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0,   1 + 2𝑥𝜏 = 0   ∴    𝜏 = −

1

2𝑥
 (1)

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0,   2 + 2𝑦𝜏 = 0   ∴     𝜏 = −
1

𝑦
  (2)

𝐹´𝜏(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0,    𝑥2 + 𝑦2 − 5 = 0   (3).

 

 

3) Resolvemos el sistema anterior. 

(1) = (2)  −
1

2𝑥
= −

1

𝑦
   ∴   𝑥 =

𝑦

2
  (4)    

(4)  𝑒𝑛 (3)   (
𝑦

2
)
2

+ 𝑦2 − 5 = 0  ∴   5𝑦2 = 20  ∴    𝑦 = 2, (5)       𝑦 =

−2   (6)  

(5) 𝑒𝑛 (4)    𝑥 = 1,        (6) 𝑒𝑛 (4)    𝑥 = −1.  

(5) 𝑒𝑛 (2)   𝜏 = −
1

2
,        (6)  𝑒𝑛   (2)    𝜏 =

1

2
.   

 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜𝑠:       (1,2, −
1

2
) ;   (−1,−2,

1

2
).  

 

4) Los puntos (1,2)  𝑦   (−1,−2), son los únicos puntos posibles para los cuales z 

tiene un extremo condicionado.  𝑧 = 𝑥 + 2𝑦, entonces 

𝑧 |
(1, 2)

= 1 + 4 = 5        𝑦       𝑧 |
(−1,−2)

= −1 − 4 = −5        

 

Por lo que el mínimo condicionado de z   es – 5 y el máximo condicionado es 5. 
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Figura 55.  

Extremos condicionados de la función: 𝑧 = 𝑥 + 2𝑦. 

 

Figura 56.  

Función 𝑥2 + 𝑦2 = 5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Hallar los extremos condicionados de la función  𝑧 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑦,  si  𝑦 − 𝑥 =
𝜋

4
.  

Solución: 

 

1) Definimos la función de Lagrange. 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑦 + 𝜏 (𝑦 − 𝑥 −
𝜋

4
). 

2) Formamos el sistema de ecuaciones. 

{

𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0, −2𝑠𝑒𝑛 𝑥 cos 𝑥 − 𝜏 = 0   ∴    𝜏 = −𝑠𝑒𝑛 2𝑥 (1)

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0, −2𝑠𝑒𝑛𝑦 cos 𝑦 + 𝜏 = 0   ∴     𝜏 = 𝑠𝑒𝑛 2𝑦     (2)

𝐹´𝜏(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0,    𝑦 − 𝑥 −
𝜋

4
= 0      ∴     𝑦 = 𝑥  +

𝜋

4
                     (3).

 

𝑧 = 𝑥 + 2𝑦 
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3) Resolvemos el sistema anterior. 

(1) = (2) – 𝑠𝑒𝑛 2𝑥 =  𝑠𝑒𝑛 2𝑦   ∴  𝑠𝑒𝑛 2𝑥 = −𝑠𝑒𝑛 2𝑦 (4) 

(3)  𝑒𝑛 (4)   𝑠𝑒𝑛 2𝑥 = −𝑠𝑒𝑛 2 (𝑥 +
𝜋

4
)   ∴   𝑠𝑒𝑛 2𝑥 = − cos 2𝑥   ÷ cos 2𝑥 

𝑡𝑔 2𝑥 = −1  →  2𝑥 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(−1)   → 2𝑥 =  
3𝜋

4
    𝑦    2𝑥 =

7𝜋

4
  ∴ 

𝑥 =
3𝜋

8
+ 𝑘𝜋    (5)    𝑦     𝑥 =

7𝜋

8
+ 𝑘𝜋  (6);  𝑘 = 0, 1, …. 

 

(5) 𝑒𝑛 (3)    𝑦 =
3𝜋

8
+ 𝑘𝜋 +

𝜋

4
   ∴   𝑦 =

5𝜋

8
+ 𝑘𝜋 

(6) 𝑒𝑛 (3)    𝑦 =
7𝜋

8
+ 𝑘𝜋 +

𝜋

4
   ∴   𝑦 =

9𝜋

8
+ 𝑘𝜋 

(5) 𝑒𝑛 (1)   𝜏 = −
√2

2
,        (6) 𝑒𝑛 (1)    𝜏 =

√2

2
. 

 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜𝑠:       (
3𝜋

8
+ 𝑘𝜋,

5𝜋

8
+ 𝑘𝜋 , −

√2

2
) ;   (

7𝜋

8
+ 𝑘𝜋,

9𝜋

8
+ 𝑘𝜋 ,

√2

2
).  

 

4) Los puntos (
3𝜋

8
+ 𝑘𝜋,

5𝜋

8
+ 𝑘𝜋)   𝑦   (

7𝜋

8
+ 𝑘𝜋,

9𝜋

8
+ 𝑘𝜋), son los únicos puntos 

posibles para los cuales z tiene un extremo condicionado. Entonces 

 

𝑧 (
3𝜋

8
,
5𝜋

8
) =

2 − √2

2
           𝑦            𝑧 (

7𝜋

8
,
9𝜋

8
) =

2 + √2

2
   

 

Por lo que el mínimo condicionado de z   es  
2−√2

2
  y el máximo condicionado es  

2+√2

2
. 
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Figura 57.  

Extremos condicionados de 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑦. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 58.  

Función 𝑦 − 𝑥 =
𝜋

4
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦 = 𝑥 +
𝜋

4
 

𝑧 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑦 
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Figura 59.  

Extremos de 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑠𝑒𝑛2𝑦, condicionados por 𝑦 − 𝑥 =
𝜋

4
. 

 

 

 

3. Encontrar los extremos condicionados de la función  𝑢 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧,  si 𝑥2 + 𝑦2 = 2  

y 𝑦 + 𝑧 = 2    (𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0).  

 

1) Definimos la función de Lagrange. 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜏, 𝜇) = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝜏(𝑥2 + 𝑦2 − 2) + 𝜇(𝑦 + 𝑧 − 2). 

 

 

2) Formamos el sistema de ecuaciones. 

{
  
 

  
 𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝜏, 𝜇) = 0, 𝑦 + 2𝑥𝜏 = 0   ∴       𝜏 = −

𝑦

2𝑥
       (1)

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝜏, 𝜇) = 0, 𝑥 + 𝑧 + 2𝑦𝜏 + 𝜇 = 0                        (2)

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦, 𝜏, 𝜇) = 0,          𝑦 + 𝜇 = 0   ∴    𝜇 = −𝑦                  (3)

𝐹´𝜏(𝑥, 𝑦, 𝜏, 𝜇) = 0,     𝑥2 + 𝑦2 − 2 = 0  ∴   𝑥 = √2 − 𝑦2  (4)

𝐹´𝜇(𝑥, 𝑦, 𝜏, 𝜇) = 0,              𝑦 + 𝑧 − 2 = 0  ∴   𝑧 = 2 − 𝑦    (5).

 

 

3) Resolviendo el sistema anterior. 

(1), (3), (4) 𝑦 (5) 𝑒𝑛 (2)   √2 − 𝑦2 + 2 − 𝑦 + 2𝑦 (−
𝑦

2√2 − 𝑦2
) − 𝑦 = 0 

∴   2 − 𝑦2 + (2 − 2𝑦)√2 − 𝑦2 − 𝑦2 = 0  ∴  2(1 − 𝑦2) + 2(1 − 𝑦)√2 − 𝑦2 = 0 
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(1 + 𝑦)(1 − 𝑦) + (1 − 𝑦)√2 − 𝑦2 = 0  ∴   (1 − 𝑦) (1 + 𝑦 + √2 − 𝑦2) = 0 

∴ 1 − 𝑦 = 0 →  𝑦 = 1 (6)     𝑦    1 + 𝑦 + √2 − 𝑦2 = 0 (7). 

 

(7) Ecuación que tendrá raíces extrañas, datos que no sirven para nuestro análisis. 

(6)  𝑒𝑛 (4)  𝑥 = 1;  (6)  𝑒𝑛 (5)  𝑧 = 1;   (6)  𝑒𝑛 (1) 𝜏 = −
1

2
;   (6)  𝑒𝑛 (3) 𝜇 = −1  

 

Ú𝑛𝑖𝑐𝑜 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜:       (1,1 , 1, −
1

2
, −1).  

 

4) El punto (1,1 , 1)  , es el único punto posible para el cual u tiene un extremo relativo. 

Entonces 

𝑢(1; 1; 1) = 2 

 

Por lo que el máximo condicionado de u es  2. 

 

Figura 60.  

Extremos condicionados de la función  𝑢 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧,  si 𝑥2 + 𝑦2 = 2  y 𝑦 + 𝑧 =

2    (𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0). 
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4. Encontrar los extremos condicionados de la función  𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2,  si   
𝑥

2
+
𝑦

3
= 1  

 

1) Definimos la función de Lagrange. 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝜏 ( 
𝑥

2
+
𝑦

3
− 1). 

 

2) Formamos el sistema de ecuaciones. 

{
 
 

 
 𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 0;   2𝑥 +

1

2
𝜏 = 0 →  𝜏 = −4𝑥 (1)

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 0;   2𝑦 +
1

3
𝜏 = 0 →  𝜏 = −6𝑦 (2)

𝐹´𝜏(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 0;   
𝑥

2
+
𝑦

3
− 1 = 0     (3)

 

 

3) Resolviendo el sistema anterior. 

(1) = (2); −4𝑥 = −6𝑦   → 𝑦 =
2

3
𝑥  (4)   

(4)𝑒𝑛 (3); 
𝑥

2
+
2

9
𝑥 − 1 = 0  → 9𝑥 + 4𝑥 − 18 = 0 → 𝑥 =

18

13
  (5)      

(5)𝑒𝑛 (4);   𝑦 =
2

3
∗
18

13
=

12

13
 (6)    

(5)𝑒𝑛 (1);  𝜏 = −4 ∗
18

13
= −

72

13
 (7)  

Ú𝑛𝑖𝑐𝑜 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜:       (
18

13
,
12

13
 , −

72

13
).  

4) El punto (
18

13
,
12

13
 , −

72

13
)  , es el único punto posible para el cual z tiene un extremo 

condicionado. Entonces 

𝑧 = 𝑓(𝑥. 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 

𝑧  =  𝑓 (
18

13
,
12

13
) = (

18

13
)
2

+ (
12

13
)
2

=
468

169
 

Por lo que el máximo condicionado de z es 
468

169
. 
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Figura 61.  

Extremos condicionados de la función  𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2,  si   
𝑥

2
+
𝑦

3
= 1 . 

 

 

1.10.4.3 Problemas de aplicación sobre máximos y mínimos absolutos. 

 

Como sabemos el cálculo diferencial es una poderosa herramienta para resolver 

problemas que exigen maximizar o minimizar una función. A continuación, citaremos un 

procedimiento sencillo para poder encontrar su solución. 

 

Procedimiento: 

1) Cuando sea posible, dibújese una figura para ilustrar el problema, inclúyase 

las partes importantes del mismo. Téngase en cuenta que letras representan 

constantes y cuales representan variables. 

2) Defínase la ecuación de la cantidad que va a ser maximizada o minimizada (a 

esta se le conoce como la función objetivo). Es importante expresarla en 

términos de dos variables independientes. Esto puede requerir algo de 

manipulación algebraica o la utilización de las condiciones del ejemplo. 

3) Encuentre los puntos críticos aplicando la teoría de máximos y mínimos de 

funciones. 

4) Por lo general en estos problemas, fácilmente podemos determinar cuál valor 

es máximo y cual mínimo, y cuando no es posible nos valemos del criterio de 

la segunda derivada. 

5) Determinamos el valor máximo o mínimo pedido en el problema. 
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Ejemplos: 

 

1. Encuentre las dimensiones relativas de una caja rectangular, sin tapa que tiene un 

volumen V dado, si se desea emplear la mínima cantidad de material en su 

elaboración. 

 

Solución: 

 

1) Realizamos la figura. 

 

Figura 62.  

Caja rectangular, sin tapa que tiene un volumen V dado 

 

 

2) Definimos la función objetivo, en este caso será el área de la caja S en unidades 

cuadradas. 

𝑆 = 𝑥𝑦 + 2𝑥𝑧 + 2𝑦𝑧 (1). 

 

Como podemos observar, la función definida es de tres variables independientes, por 

lo que será necesario recurrir a la condición extra del problema para ponerlo en función 

de dos variables solamente, la condición en este caso nos dice que el volumen de la caja 

es V (constante), por lo que luego de definirlo, despejamos z como función de x, y  y  V,  

para reemplazarlo en la función objetivo. 

 

𝑉 = 𝑥 𝑦 𝑧   ∴    𝑧 =
𝑉

𝑥 𝑦
. (2) 

(2)  𝑒𝑛 (1). 
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𝑆 = 𝑥𝑦 + 2𝑥 (
𝑉

𝑥𝑦
) + 2𝑦 (

𝑉

𝑥𝑦
)    ∴    𝑆 = 𝑥𝑦 +

2𝑉

𝑦
+
2𝑉

𝑥
(𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑜𝑏𝑗𝑒𝑡𝑖𝑣𝑜). 

 

3) Encontramos los puntos críticos. 

 

Hallamos las derivadas parciales y les igualamos a cero, formando el sistema. 

𝜕𝑆

𝜕𝑥
= 0;    𝑦 −

2𝑉

𝑥2
= 0 ∴    𝑥2𝑦 − 2𝑉 = 0  ∴   2𝑉 =   𝑥2𝑦  (3). 

𝜕𝑆

𝜕𝑦
= 0;  𝑥 −

2𝑉

𝑦2
= 0  ∴    𝑥𝑦2 − 2𝑉 = 0  ∴  2𝑉 = 𝑥𝑦2  (4). 

 

Resolvemos el sistema formado por (3)  y  (4). 

(3) = (4)    𝑥2𝑦 =   𝑥𝑦2    ∴    𝑥 = 𝑦  (5) 

(5)  𝑒𝑛  (3)     2𝑉 = 𝑦3    ∴    𝑦 = √2𝑉
3

 (6). 

 (6) 𝑒𝑛 (5)   𝑥 = √2𝑉
3

 

 

Entonces el punto crítico es: 

(√2𝑉
3

 ; √2𝑉
3

  ). 

 

4) En este problema podemos fácilmente deducir que el valor encontrado es el 

solicitado, pues es el único. Para comprobar vamos a utilizar el criterio de la 

segunda derivada. 

𝜕2𝑆

𝜕𝑥2
=
4𝑉

𝑥3
=

4𝑉

(√2𝑉
3

)
3 = 2𝑉;    

𝜕2𝑆

𝜕𝑦2
=
4𝑉

𝑦3
=

4𝑉

(√2𝑉
3

)
3 = 2𝑉;    

𝜕2𝑆

𝜕𝑥 𝜕𝑦
= 1  

 

Formamos el discriminante. 

𝜕2𝑆

𝜕𝑥2
∗
𝜕2𝑆

𝜕𝑦2
− (

𝜕2𝑆

𝜕𝑥 𝜕𝑦
)

2

= 2𝑉 ∗ 2𝑉 − 1 = 4𝑉2 − 1 > 0 

 

Como V tiene un valor positivo diferente de cero, concluimos que el 

discriminante es mayor a cero, condición necesaria para la existencia de extremos 

y como  
𝜕2𝑆

𝜕𝑥2
> 0, el punto crítico representa un mínimo. 
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Encontramos el valor de la profundidad z. 

(5)  𝑦  (6) 𝑒𝑛  (2)   𝑧 =
𝑉

(√2𝑉
3

)
2     ∴    𝑧 =

√2𝑉
3

2
. 

 

5) En conclusión, la caja debe tener base cuadrada y una profundidad del medio de 

la longitud de uno de sus lados, el área mínima de material a usar en la 

construcción será: 

𝑆 = √2𝑉
3

∗ √2𝑉
3

+ 2√2𝑉
3

∗
√2𝑉
3

2
+ 2√2𝑉

3
∗
√2𝑉
3

2
= 3(√2𝑉

3
)
2
 𝑢2. 

 

 

2. Hay que dividir el número 12 en tres sumandos no negativos de manera que el 

producto de estos sea máximo. 

 

Solución: 

 

1) Realizamos el gráfico haciendo un análisis del sentido del problema, por lo que la 

función 𝑓(𝑥, 𝑦) debemos examinarle dentro del triángulo cerrado 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0,

𝑥 + 𝑦 ≤ 12. Luego definimos los sumandos del número 12.  

 

Figura 63.  

Triángulo cerrado 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 12. 

 

Sumandos del número 12:     x, y, 12 – x – y (1). 
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2) Definimos la función objetivo. Según la condición del problema tenemos: 

 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ (12 − 𝑥 − 𝑦). (2) 

  

3) Encontramos los puntos críticos. 

Hallamos las derivadas parciales y les igualamos a cero, formando el sistema. 

𝑓´𝑥(𝑥, 𝑦) = 0 = −𝑥𝑦 + 12𝑦 − 𝑥𝑦 − 𝑦
2  ∴    𝑦(12 − 2𝑥 − 𝑦) = 0    (3). 

𝑓´𝑦(𝑥, 𝑦) = 0 = −𝑥𝑦 + 12𝑥 − 𝑥𝑦 − 𝑥
2  ∴    𝑥(12 − 𝑥 − 2𝑦) = 0    (4). 

 

Resolvemos el sistema formado por (3) y (4). 

De (3)  𝑦 = 0       𝑜     12 − 2𝑥 − 𝑦 = 0 (5) 

De (4)   𝑥 = 0      𝑜     12 − 𝑥 − 2𝑦 = 0 (6). 

(5) + (6) ∗ (−2)  12 − 2𝑥 − 𝑦 − 24 + 2𝑥 + 4𝑦 = 0  ∴   𝑦 = 4 (7).    

(7) 𝑒𝑛 (5)  12 − 2𝑥 − 4 = 0  ∴     𝑥 = 4. 

 

Entonces los puntos críticos son: 

(0, 0); (4 ; 4 ). 

 

4) En este problema podemos fácilmente deducir que el valor que nos conviene es el 

punto (4 ; 4 ). Para comprobar vamos a utilizar el criterio de la segunda derivada. 

Encontramos las segundas derivadas. 

𝑓´´ 𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −2𝑦  ∴   𝑓´´ 𝑥𝑥(4, 4) = −8;     

𝑓´´ 𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 12 − 2𝑥 − 2𝑦  ∴      𝑓´´ 𝑥𝑦(4, 4) = −4; 

𝑓´´ 𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −2𝑥 ∴   𝑓´´ 𝑦𝑦(4, 4) = −8;     

 

Formamos el discriminante. 

𝑓´´ 𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) ∗ 𝑓´´ 𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) − (𝑓´´ 𝑥𝑦(𝑥, 𝑦))
2

= (−8) ∗ (−8) + 4 = 68 > 0 

 

Como el discriminante es mayor a cero, condición necesaria para la 

existencia de extremos y como 𝑓´´ 𝑥𝑥(4, 4) < 0, el punto crítico representa un 

máximo. 
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5) En conclusión, los sumandos del número 12 son:    4, 4   y   4. Y como en el 

contorno del triángulo 𝑓(𝑥, 𝑦) =0, este máximo, será el máximo absoluto de dicha 

función.  Por lo que el producto máximo es: 

 

𝑝(𝑚á𝑥) = 4 ∗ 4 ∗ 4 = 64. 

 

 

3. La temperatura en un punto (𝑥, 𝑦) de una placa de metal es  𝑇 = 4𝑥2 − 4𝑥𝑦 + 𝑦2. 

Una hormiga camina sobre la placa alrededor del círculo de radio 5 con centro en el 

origen. ¿Cuáles son las temperaturas mayor y menor que encuentra la hormiga? 

 

Solución: 

Este problema de aplicación se resuelve, aplicando la teoría de los extremos 

condicionados. 

 

1) Definimos la función de Lagrange. 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜏) = 4𝑥2 − 4𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝜏(𝑥2 + 𝑦2 − 25). 

 

2) Formamos el sistema de ecuaciones. 

{
 
 

 
 𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0, 8𝑥 − 4𝑦 + 2𝑥 𝜏 = 0   ∴    𝜏 =

2𝑦 − 4𝑥

𝑥
    (1)

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0, −4𝑥 + 2𝑦 + 2𝑦 𝜏 = 0   ∴     𝜏 =
2𝑥 − 𝑦

𝑦
  (2)

𝐹´𝜏(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0,    𝑥2 + 𝑦2 − 25 = 0                                                 (3).

 

3) Resolvemos el sistema anterior. 

 

(1) = (2) 
2𝑦−4𝑥

𝑥
= 

2𝑥−𝑦

𝑦
  ∴  2𝑦2 − 4𝑥𝑦 = 2𝑥2 − 𝑥𝑦 ∴ 2𝑥2 + 3𝑥𝑦 − 2𝑦2 = 0    

(2𝑥+4𝑦)(2𝑥−𝑦)

2
= 0  ∴   (𝑥 + 2𝑦)(2𝑥 − 𝑦) = 0  ∴ 𝑥 = −2𝑦  (4)  𝑜  𝑥 =

𝑦

2
 (5)  

(4)  𝑒𝑛  (3) (−2𝑦)2 + 𝑦2 = 25  ∴   5𝑦2 = 25   ∴    𝑦 = ±√5  (6).  

 (6) 𝑒𝑛 (4)  𝑥 = ∓2√5  (7). 

(5) 𝑒𝑛 (3)    (
𝑦

2
)
2

+ 𝑦2 = 25  ∴   5𝑦2 = 100   ∴    𝑦 = ± 2√5 (8).           

(8) 𝑒𝑛 (5)   𝑥 = ±√5  (9).  
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(6) 𝑦 (7)  𝑒𝑛 (1)   𝜏 =
2(±√5)−4(∓ 2√5)

∓ 2√5
   ∴   𝜏 = 3 (10).          

(8) 𝑦 (9)  𝑒𝑛 (1)   𝜏 =
2(±2√5)−4(±√5)

±√5
   ∴   𝜏 = 0 (11).  

 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜𝑠:      [±(2√5,−√5 , ), 3] ;    [±(√5, 2√5 , ), 0].  

 

4) Los puntos ±(2√5,−√5)  𝑦   ± (√5, 2√5 ), son los únicos puntos posibles para 

los cuales z tiene un extremo condicionado. entonces 

𝑧[±(2√5,−√5 )] = 125|= 125        𝑦           𝑧[±(√5, 2√5 )] = 0      

 

Por lo que el mínimo condicionado de z   es  0   en los puntos ±(√5, 2√5 ), 

y el máximo condicionado  125 en los puntos ±(2√5,−√5). 

 

4. Se trata de montar un radiotelescopio en un planeta recién descubierto. Para minimizar 

la interferencia se desea emplazarlo donde el campo magnético del planeta sea más 

débil. El planeta es esférico, con un radio de 6 unidades. La fuerza del campo 

magnético viene dada por 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 6𝑥 − 𝑦2 + 𝑥𝑧 + 60 basado en un sistema de 

coordenadas cuyo origen está en el centro del planeta. ¿Dónde habrá que ubicar el 

radiotelescopio?  

 

Solución: 

 

Este problema de aplicación se resuelve, utilizando la teoría de los extremos 

condicionados. 

 

1) Definimos la función de Lagrange. 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏) = 6𝑥 − 𝑦2 + 𝑥𝑧 + 60 + 𝜏(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 36). 
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2) Formamos el sistema de ecuaciones. 

{
 
 

 
 
𝐹´𝑥(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0, 6 + 𝑧 + 2𝑥 𝜏 = 0   ∴    𝑧 = −6 −   2𝑥 𝜏  (1)

𝐹´𝑦(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0, −2𝑦 + 2𝑦 𝜏 = 0   ∴     𝜏 = 1                     (2)

𝐹´𝑧(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0,       𝑥 + 2𝑧𝜏 = 0   ∴     𝑧 = − 
𝑥

2𝜏
                       (3)

𝐹´𝜏(𝑥, 𝑦 𝜏) = 0,    𝑥
2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 36 = 0                                     (4).

 

 

3) Resolvemos el sistema anterior. 

(2)  𝑒𝑛  (1)  𝑧 = −6 − 2𝑥 (5);     (2)  𝑒𝑛  (3)    𝑧 = − 
𝑥

2
  (6)    

(5) = (6) − 6 − 2𝑥 = − 
𝑥

2
   ∴   3𝑥 = −12   ∴    𝑥 = −4  (7)  

(7)  𝑒𝑛  (6) 𝑧 = − (
−4

2
)   ∴   𝑧 = 2 (8)      

 (7) 𝑦 (8) 𝑒𝑛  (4)  (−4)2 + 𝑦2 + (2)2 − 36 = 0  ∴   𝑦2 = 16  ∴ 𝑦 = ± 4  (9). 

 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜𝑠:      (−4, 4, 2, 1) ;    (−4,−4, 2, 1).  

 

4) Los puntos (−4, 4, 2)   𝑦   (−4, 4, 2 ), son los únicos puntos posibles para los 

cuales M tiene un extremo condicionado. entonces 

𝑀(−4, 4, 2) = 12    𝑦  𝑀(−4,−4, 2) = 12     

 

Como podemos ver en el ejemplo en los dos puntos tenemos el mismo valor de 

M. Por lo que, para concluir, diríamos que cualquiera de los dos puntos es bueno 

para la ubicación del radiotelescopio.  
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Figura 64.  

Esfera x2 + y2 + z2 =36 

 

 

1.11 PROBLEMAS PROPUESTOS 

 

A. Determinar y representar los campos de existencia de las siguientes funciones 

1. 𝑧 = 𝑦 + √𝑥. 

2. 𝑧 = √16 − (𝑥2 + 𝑦2). 

3. 𝑧 =
1

√3−𝑥2−𝑦2
. 

4.  𝑧 = √5 − 𝑥2 + √𝑦2 − 5. 

5.  𝑧 = √(9 − 𝑥2 − 𝑦2)(𝑥2 + 𝑦2 − 4). 

6.  𝑧 = √
𝑥2+𝑦2−𝑥

2𝑥−(𝑥2+𝑦2)
. 

7. 𝑧 = 𝑙𝑛√1 − 𝑥2 − 𝑦2. 

8. 𝑧 =
1

4𝑥2+9𝑦2−36
. 

9. 𝑧 = ln(𝑥2 + 𝑦2). 

10.   𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 
𝑥

𝑦2
+ 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (1 − 𝑦). 

11. 𝑧 = √𝑠𝑒𝑛 (𝑥2 + 𝑦2). 

12. 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐 cos
𝑧

√𝑥2+𝑦2
. 

13. 𝑢 = ln(𝑥𝑦𝑧). 

14.  𝑢 = ln√−1 − 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2. 
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15. Hallar 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓(−𝑥 − 𝑦), 𝑓 (
1

𝑥
,
1

𝑦
) ,

1

𝑓(𝑥,𝑦)
  𝑠𝑖   𝑧 = √

𝑥2+𝑦2−𝑥

2𝑥−(𝑥2+𝑦2)
. 

16. Encontrar el valor de la función 𝑧 =
4−𝑥2−𝑦2

4𝑥4+8𝑥2𝑦2+4𝑦2
 en los puntos de la circunferencia 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2. 

17. Determinar 𝑓 (1,
𝑦

𝑥
)   si     𝑓(𝑥, 𝑦) =

2𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
. 

18. Hallar 𝑓(𝑥),  si   𝑓 (
𝑦

𝑥
) =

√𝑥2+𝑦2

𝑥
  (𝑥 > 0).  

 

B. Realizar las gráficas y las curvas de nivel de las siguientes funciones 

1. 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2. 

2. 𝑧 = 𝑥 + 𝑦. 

3. 𝑧 = √𝑥𝑦. 

4.  𝑧 = (1 + 𝑥 + 𝑦)2. 

5. 𝑧 = 1 − |𝑥| − |𝑦|. 

6. 𝑧 =
2𝑥

𝑥2+𝑦2
. 

 

C. Evaluar los siguientes límites 

 

1. lim
(𝑥,𝑦)→(2,1)

𝑥−2𝑦

𝑥4−16𝑦4
. 

2. lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

√1−𝑥− √1−𝑦

𝑥3−𝑦3
. 

3.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

3𝑥2−𝑦2+5

𝑥2+𝑦2+2
. 

4.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 
1

√𝑥2+𝑦2
. 

5.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑐𝑜𝑠 
𝑥2+𝑦2

𝑥+𝑦+1
. 

6.  lim
(𝑥,𝑦)→(1,1)

𝑐𝑜𝑠 √|𝑥𝑦| − 1
3

. 

7.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑦 𝑠𝑒𝑛 (
1

𝑥
) . 

8.  lim
(𝑥,𝑦)→(∞,∞)

𝑥+𝑦

𝑥2−𝑥𝑦+𝑦2
. 

9.  lim
(𝑥,𝑦)→(∞,∞)

𝑥2+𝑦2

𝑥4+𝑦4
. 
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10.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑠𝑒𝑛 𝑥𝑦

𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥𝑦
. 

11.  lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥2−𝑦2

𝑥2+𝑦2
. 

12. lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥𝑦2

𝑥2+𝑦2
 

 

D. Encontrar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones 

1. 𝑧 =
1

√𝑥2+𝑦2−5
. 

2. 𝑧 =
𝑥𝑦

𝑥+𝑦
. 

3. 𝑧 =
1

𝑠𝑒𝑛 𝑥  𝑠𝑒𝑛 𝑦
. 

4. 𝑧 = 𝑙𝑛 (2 − 𝑥2 − 𝑦2). 

5. 𝑧 =
𝑥+𝑦

𝑥2+𝑦2
. 

6. 𝑢 =
1

√16−𝑥2−𝑦2−𝑧2
.  

7. Determinar si es continua la función  

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
√1 − 𝑥2 − 𝑦2,   𝑠𝑖  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

                 0       ,   𝑠𝑖  𝑥2 + 𝑦2 < 1.
 

 

8. Determine en las funciones, si la discontinuidad es removible o esencial. Si la 

discontinuidad es removible, redefina la función, de forma que se transforme en 

continua en el punto (0, 0). 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦

𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2
. 

b)  𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦)𝑠𝑒𝑛 
𝑥

𝑥2+𝑦2
. 

c)  𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥2𝑦2

𝑥2+𝑦2
. 

d) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥3−4𝑥𝑦2

𝑥2+𝑦2
. 
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E. Problemas sobre derivadas parciales 

 

1. Utilizando la definición, calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones. 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 − 3𝑥 

b)  𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2. 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥+2𝑦

𝑥2−𝑦
. 

d) 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥 + 𝑦 − 2𝑥𝑦. 

e) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦). 

f) 𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑐𝑜𝑠 (3𝑥 + 𝑦2). 

g) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠𝑒𝑛 (𝑥𝑦 + 𝑧). 

 

2. Aplicando los teoremas de derivación común, encuentre las derivadas parciales de las 

funciones. 

a) 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (
𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
). 

b) 𝑧 = (𝑥2 + 𝑦2) 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (
𝑥

𝑦
). 

c) 𝑧 = 𝑒−𝑦 𝑥⁄ + ln (
𝑥

𝑦
) . 

d) 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 √
𝑥2−𝑦2

𝑥2+𝑦2
. 

e) 𝑧 = 𝑥2 𝑠𝑒𝑛 (𝑥 − 𝑦). 

f) 𝑧 =
𝑦

√𝑥2+𝑦2
. 

g) 𝑢 =
cos𝑥 𝑧

𝑦
. 

h) 𝑢 = 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2). 

i) 𝑢 = (
𝑦

𝑥
)
𝑧

. 

j) 𝑢 = 𝑧  𝑥 
𝑦
 

k) Demostrar, que 𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑥𝑦 + 𝑧, si  𝑧 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑒

𝑦

𝑥 . 

l) El área de un trapecio de bases A, B    y de altura H es igual a 𝑆 =
(𝐴+𝐵)

2
∗ 𝐻. 

Hallar 
𝜕𝑆

𝜕𝐴
,
𝜕𝑆

𝜕𝐵
,
𝜕𝑆

𝜕𝐻
 y mediante un dibujo, esclarecer su sentido geométrico.   
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3. Calcule las derivadas parciales indicadas.  

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥3 − 3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2;      𝑓𝑥𝑥;  𝑓𝑥𝑦  𝑦   𝑓𝑦𝑦. 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) =  
𝑥

√𝑥2+𝑦2
;     𝑓𝑥𝑥;  𝑓𝑥𝑦  𝑦   𝑓𝑦𝑦. 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 
2𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2
;     𝑓𝑥𝑥;  𝑓𝑥𝑦  𝑦   𝑓𝑦𝑦. 

d)  𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 
𝑦

𝑥
+

𝑥

𝑥2+𝑦2
;    

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 ;   

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
   𝑦 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 

e) 𝑧 = ln cos(𝑥 − 𝑦);  
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 ;   

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
   𝑦 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 . 

f) 𝑢 = 𝑥3 𝑠𝑒𝑛 𝑦 + 𝑦3 𝑠𝑒𝑛 𝑥; 
𝑑6𝑢

𝜕𝑥3 𝜕𝑦3
. 

g) 𝑢 = (𝑥 − 𝑎)𝑚(𝑦 − 𝑏)𝑛;   
𝜕𝑚+𝑛𝑢

𝜕𝑥𝑚 𝜕𝑥𝑛
. 

h) 𝑢 = 𝑥𝑦𝑧𝑥+𝑦+𝑧;   
𝜕3𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦 𝜕𝑧
. 

 

4. Demostrar, que la función 𝑢 = 𝑙𝑛√(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2  (a y b constantes) satisface 

a la ecuación de Laplace 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0. 

5. Comprobar, que la función 𝑢 =
1

2𝑎√𝜋𝑡
 𝑒
 – 
(𝑥−𝑏)2

4𝑎2𝑡   (a y b constantes) satisface la 

ecuación del calor    
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
. 

 

6. Demostrar, que la función 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴 𝑠𝑒𝑛 (𝑎 𝜏 𝑡 + 𝛽)𝑠𝑒𝑛 𝜏𝑥 satisface a la ecuación 

de la vibración de la cuerda   
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
. 

 

7. Determine la pendiente de la recta tangente a la curva de intersección de la superficie 

36𝑥2 − 9𝑦2 + 4𝑧2 + 36 = 0  con el plano x  = 1 en el punto (1, √12,−3). Interprete 

está pendiente como una derivada parcial. 

 

8. Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva de intersección de las superficies 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 0  con el plano y = 2 en el punto (1, 2, 2). Encuentre la ecuación de 

la tangente. 
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F. Problemas sobre diferenciales totales 

 

1. Hallar las diferenciales de primero y segundo orden de las siguientes funciones. 

a) 𝑧 = 𝑥𝑝 𝑦𝑞 . 

b)  𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2. 

c)  𝑢 = 𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2. 

d) 𝑢 = √
𝑦

𝑥

𝑧
. 

e) 𝑢 =
𝑥

𝑦2+𝑧2
. 

f) 𝑧 = 𝑥 𝑙𝑛(𝑦 𝑥). 

 

2. Encontrar las diferenciales totales del orden indicado en los siguientes ejercicios. 

a) 𝑑3𝑧,       𝑠𝑖       𝑧 = 𝑠𝑒𝑛 (𝑥3 + 𝑦3). 

b) 𝑑3𝑢,      𝑠𝑖       𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2 − 3𝑥𝑦(𝑥 − 𝑦).  

c) 𝑑5𝑧,      𝑠𝑖       𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥 + 𝑦). 

d) 𝑑4𝑧,      𝑠𝑖       𝑧 = cos 𝑥 𝑐ℎ 𝑦. 

e) 𝑑3𝑢,     𝑠𝑖       𝑢 = 𝑥𝑦𝑧. 

f)  𝑑4𝑢,    𝑠𝑖      𝑢 = 𝑙𝑛(𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧).       

 

3. Sustituyendo el incremento de la función por el diferencial calcular 

aproximadamente.  

a) 2,071.03. 

b) 𝑠𝑒𝑛 21° 𝑡𝑔 43°. 

c) √(1.04)2 + (1,09)2 . 

d)  
(1.03)2

√2.07 √1.053
43

 

4. ¿Cuánto variará la diagonal y el área de un rectángulo de lados a = 9m   y  b = 12m, 

si el primer lado se disminuye en 3mm y el segundo aumenta 7mm? 

5. El ángulo central de un sector circular 𝜃 = 45° disminuye 1.5°. ¿Cuánto hay que 

aumentar al radio del sector 𝑅 = 15 𝑐𝑚, para que su área permanezca constante? 
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6. Un recipiente en forma de cilindro circular recto, cuyas dimensiones exteriores son 

radio igual a 15cm y altura 25cm, está hecho de una plancha de 
1

4
 de pulgada de 

espesor. Calcular el volumen exacto y aproximado del material que se gasto en su 

construcción.  

7. La resistencia R producida por otras dos en paralelo de x e y ohms puede calcularse 

mediante la fórmula 
1

𝑅
=

1

𝑥
+

1

𝑦
. ¿En qué porcentaje aproximado cambiará R si x crece 

de 25 a 25.2 ohms, e  y  decrece de 30 a 20.9 ohm?  

8. Supongamos que 𝑢 = 𝑥𝑒𝑦 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑧  y que x, y, z pueden medirse con errores 

máximos posibles ±0.2, ±0.6   𝑦     ±
𝜋

180
, respectivamente. Estimase el error 

máximo posible cometido al calcular u a partir de los valores x = 3,  y = ln 3,  z = 
𝜋

2
. 

 

G. Problemas sobre la regla de la cadena, derivadas direccionales y gradientes  

 

1. Determine la derivada parcial indicada por medio de dos métodos: a) utilice la regla 

de la cadena; b) sustituya x e y antes de derivar. 

a) 𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2;  𝑥 = 3𝑡 − 𝑟;  𝑦 = 𝑡 + 2𝑟; 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
;  
𝜕𝑢

𝜕𝑟
.  

b) 𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2; 𝑥 = 𝑐ℎ 𝑟 cos 𝑡;   𝑦 = 𝑠ℎ 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑡;
𝜕𝑢

𝜕𝑡
;  
𝜕𝑢

𝜕𝑟
 . 

c)  𝑉 = 𝜋 𝑅2𝐻;  𝑅 = 𝑐𝑜𝑠 𝑧 𝑠𝑒𝑛 𝑡; 𝐻 = 𝑧2𝑒𝑡;  
𝜕𝑉

𝜕𝑧
;  
𝜕𝑉

𝜕𝑡
. 

d) 𝑢 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧;   𝑥 = 𝑟𝑠; 𝑦 = 𝑟2 − 𝑠2;   𝑧 = (𝑟 − 𝑠)2;   
𝜕𝑢

𝜕𝑟
;  
𝜕𝑢

𝜕𝑠
. 

e) 𝑤 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2; 𝑥 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜑 cos 𝜃; 𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜑 𝑠𝑒𝑛 𝜃; 𝑧 =

𝑟 cos𝜑;  
𝜕𝑤

𝜕𝑟
;  
𝜕𝑤

𝜕𝜑
;  
𝜕𝑤

𝜕𝜃
. 

 

2. Encuentre la derivada total   
𝑑𝑢

𝑑𝑡 
  mediante dos métodos: a) utilice la regla de la cadena; 

b) realice la sustitución de x e y antes de derivar. 

 

a) 𝑢 = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑒𝑦𝑥; 𝑥 = cos 𝑡;   𝑦 = 𝑠𝑒𝑛 𝑡. 

b) 𝑢 = ln 𝑦𝑥 + 𝑥2; 𝑥 = 𝑒−𝑡;   𝑦 = 𝑒𝑡 . 

c)  𝑢 =
𝑒𝑥+𝑡

𝑦−𝑒𝑡
; 𝑥 = 3 𝑠𝑒𝑛 𝑡;   𝑦 = ln 𝑡. 
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d)  𝑢 =
𝑧

√𝑥2+𝑦2
; 𝑥 = 𝑅 cos 𝑡;   𝑦 = 𝑅 𝑠𝑒𝑛 𝑡;   𝑧 = 𝐻. 

 

3. Demostrar, que si 𝑢 = 𝐺(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2), donde  𝑥 = 𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜑 cos 𝜃;  𝑦 =

𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑠𝑒𝑛 𝜃 

Y  𝑧 = 𝑅 𝑠𝑒𝑛𝜑, entonces,  
𝜕𝑢

𝜕𝜑
= 0     𝑦     

𝜕𝑢

𝜕𝜃
= 0. 

4. Hallar 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
  𝑦   

𝜕𝑦

𝜕𝑥
,   si  𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 

𝑦

𝑥
,  donde  𝑥 = 𝑢 cos 𝑣,   𝑦 = 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣. 

5. Hallar    
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
;  
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
;  

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
,   si 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣),  donde   𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2;   𝑣 = 𝑥𝑦 

6. Se introduce agua en un tanque que tiene forma de cilindro circular recto a una tasa 

de 
3

5
𝜋 𝑚

3

𝑚𝑖𝑛⁄ . El tanque se ensancha de modo que, aún cuando conserva su forma 

cilíndrica su radio se incrementa a una tasa de 0.18 cm/min. ¿Qué tan rápido sube la 

superficie del agua cuando el radio es de 1?5 m y el volumen del agua en el tanque es 

15𝜋 𝑚3?   

7. Una cantidad de gas obedece a la ley del gas ideal con k = 1.2, y el gas está encerrado 

en un recipiente que se calienta a una tasa de 4° K/min. Si en el instante en que la 

temperatura es de 310° K, la presión es de 5 atm y decrece a la tasa de 0.1 atm/min, 

calcule la tasa de variación del volumen en este instante. 

8. Una pared de retención forma un ángulo de 120° con el suelo. Una escalera de 7 m de 

longitud esta recargada contra la pared y su parte superior se desliza hacia abajo sobre 

la pared a una tasa de 75 cm/sg. ¿Qué tan rápido varía el área del triángulo formado 

por la escalera, la pared y el piso cuando la escalera forma un ángulo de 30° con el 

suelo? 

9. Aplicando la definición encontrar la derivada direccional de la función f en la 

dirección que se indica. 

 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = √4𝑥2 + 9𝑦2;    𝜃 = 45°. 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 5𝑥3𝑦 + 3𝑥𝑦2;   𝜃 = 60°. 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥2 + 3𝑦2 − 8𝑧2;     𝛼 =
𝜋

3
, 𝛽 =

𝜋

4
    𝑦     𝛾 =

2𝜋

3
. 
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d)  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥2 − 5𝑥𝑦 + 3𝑦𝑧;    𝑼 =
3

7
 𝒊 +

2

7
 𝒋 +

6

7
 𝒌. 

e)  𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥2+𝑦2
;     𝑼 =

𝟑

𝟓
 𝒊 −

4

5
 𝒋. 

 

10. Halle el valor de la derivada direccional en el punto 𝑃0 para la función en la dirección 

de U. 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 2𝑥𝑦2;  𝑼 = cos 𝜋 𝒊 + 𝑠𝑒𝑛 𝜋 𝒋;  𝑷𝟎(1, −2). 

b) ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 𝑡𝑔2𝑥 ;   𝑼 = − 
1

2
√3 𝒊 +

1

2
 𝒋;   𝑷𝟎 (

𝜋

3
, 2). 

c) 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑥𝑦;   𝑼 = cos
𝜋

3
 𝒊 + 𝑠𝑒𝑛 

𝜋

3
 𝒋;  𝑷𝟎(2, 0). 

d) 𝑓(𝑥, 𝑦 , 𝑧) = 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2);  𝑼 =
1

√3
 𝒊 −  

1

√3
 𝒋 −  

1

√3
 𝒌; 𝑷𝟎(1,3, 2). 

e) 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = cos(𝑥𝑦) + 𝑠𝑒𝑛 (𝑦𝑧);   𝑼 = − 
1

3
 𝒊 +

2

3
 𝒋 +

2

3
 𝒌;   𝑷𝟎(2, 0, −3). 

 

 

11. Encuentre el gradiente de la función. 

a) 𝑔(𝑥, 𝑦) =
𝑥 𝑦2

𝑥2+𝑦2
. 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2 − 9. 

c) ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 
𝑥 𝑦

𝑥2+𝑦2
. 

d) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 𝑒−2𝑦 sec 𝑧. 

e)  𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒2𝑧(𝑠𝑒𝑛 𝑥 − cos 𝑦). 

 

12. Calcule la gradiente y la tasa de variación de la función, en la dirección de U en P. 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2;  𝑷(−2, 2);  𝑼 =
1

2
 𝒊 +

√3

2
 𝒋. 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛√𝑥2 + 𝑦2 − 9;𝑷(2, 5);   𝑼 = − 
1

2
 𝒊 +

√3

2
 𝒋. 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦𝑧;  𝑷(−2, 1, −3);   𝑼 =
2

7
 𝒊 − 

6

7
 𝒋 +

3

7
 𝒌. 

d) 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = cos 3𝑥 cos 5𝑥 𝑠ℎ 6𝑧;   𝑷 (
𝜋

12
, 0,0) ;  𝑼 =

1

√3
 𝒊 − 

1

√3
 𝒋 −  

1

√3
𝒌. 

13. Dibuje un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel de la función 𝑔(𝑥, 𝑦) =

𝑒2𝑥𝑦, para   𝑒8, 𝑒4, 1, 𝑒−4 𝑦 𝑒−8. También muestre la representación de ∇𝑓(2, 1) cuyo 

punto inicial es (2, 1). 
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14.  Construir un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel de la función 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 4𝑦, para 8, 4, 0, -4 y -8. También muestre la representación de 

∇𝑓(−2, 2) cuyo punto inicial es (−2, 2). 

15. Hallar la derivada de la función 𝑧 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑒𝑦𝑠𝑒𝑛 𝑥 en el punto 𝑃(1, 0), en la 

dirección que va desde éste al punto 𝑀(−3, 3). 

16. Encuentre la derivada de la función 𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥𝑧 en el punto 𝑄(3, 1, −2), en 

la dirección que va desde éste al punto 𝑅(−6, 3, 4). 

17. Calcule la derivada direccional de la función 𝑢 = 2𝑥2 − 6𝑦𝑧 + 10 en el punto 

𝑅(2, 4, −2)  en la dirección que forma ángulos iguales con todos los ejes de 

coordenadas. 

18. Determine la dirección a partir del punto (1,3) para el cual el valor de f permanece 

constante si 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒3𝑦𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (
𝑦

2𝑥
). 

19. Hallar la derivada de la función 𝑢 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 en el punto 𝐴(2, 2) en la dirección 

que forma un ángulo 𝜃 con la dirección positiva del eje “x”. ¿En qué dirección esta 

derivada: a) alcanza el valor máximo; b) alcanza el valor mínimo; c) es igual a 0? 

20. Una ecuación de la superficie de una montaña es 𝑢 = 1200 − 3𝑥2 − 2𝑦2 donde la 

distancia se mide en metros, el eje “x” apunta hacia el este y el eje y hacia el norte. 

Una alpinista se encuentra en el punto que corresponde a (−10, 5, 850). a) ¿Cuál es 

la dirección de máxima inclinación? b) Si la alpinista se desplaza en la dirección este, 

¿ella asciende o desciende, y a que tasa? c) Si la alpinista se desplaza en la dirección 

suroeste, ¿ella asciende o desciende, y a que tasa? d) ¿En qué dirección recorre la 

alpinista una curva de nivel?    

  

H. Problemas sobre derivadas implícitas 

 

1. Determinar  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
   𝑦   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
, de las siguientes funciones dadas en forma implícita. 

a) 1 + 𝑥𝑦 = ln(𝑒𝑥𝑦 + 𝑒−𝑥𝑦). 

b) 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑎𝑥𝑦 = 0. 

c) 𝑦 = 1 + 𝑦𝑥. 

d) cos(𝑥 + 𝑦) = 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝑥. 



 
 
 

 
 

171 
 

2. Halle 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
  𝑦   

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 de las siguientes funciones dadas en forma implícita. 

a) 5𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 3𝑥𝑦 + 4𝑥𝑧 − 15 = 0. 

b)  𝑧 = (𝑥3 + 𝑦3)𝑠𝑒𝑛 2𝑥𝑧. 

c)  𝑦𝑒𝑥𝑦𝑧 cos 5𝑥𝑧 = 5. 

d)  𝑧𝑒𝑦𝑧 + 2𝑥𝑒𝑥𝑧 − 4𝑒𝑥𝑦 = 3. 

3. Calcular   
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,
𝜕𝑧

𝜕𝑥
,
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
,

𝜕2𝑧

𝜕𝑥 𝜕𝑦
,
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
, 𝑠𝑖   

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 1. 

4. Determinar dz  y  𝑑2𝑧,  para el sistema de valores x =2, y = 0  y  z = 1, si z es una 

función de las variables x e y determinada por la ecuación 

2𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 − 8𝑥𝑧 − 𝑧 + 8 = 0. 

 

I. Problemas sobre aplicaciones de las derivadas parciales 

 

1. Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y de las rectas normales a las siguientes 

superficies en los puntos que se indican. 

a) 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 22; (3, −3, 2). 

b) 𝑥2 + 𝑦2 − 5𝑧 = 10; (−4, 3, 3). 

c) 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 4;  (2, −3, 3). 

d)  𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑧;  (1, 𝑒, 0). 

e) 𝑧 = 𝑒3𝑥𝑠𝑒𝑛 3𝑦;  (0,
𝜋

6
, 1). 

f) 𝑥2 3⁄ + 𝑦2 3⁄ + 𝑧2 3⁄ = 14;   (−8, 27, 1). 

g) 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑅𝑧; (𝑅 cos 𝛼 , 𝑅 𝑠𝑒𝑛 𝛼, 𝑅). 

h)  𝑧 = 𝑦 + ln
𝑥

𝑧
;    (1, 1, 1). 

i) 2𝑥 𝑧⁄ + 2𝑦 𝑧⁄ = 8;   (2, 2, 1). 

j) 𝑧 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (
𝑦

𝑥
) ;   (1,1,

𝜋

4
). 
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2. ¿En qué puntos del elipsoide  
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 1 la normal forma ángulos iguales con 

los ejes coordenados? 

3. Hallar en la superficie 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑥𝑧 + 4𝑦𝑧 = 8, los puntos en los 

que los planos tangentes son paralelos a los planos coordenados. 

4. Si las superficies 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧 = 8;  𝑥 − 𝑦2 + 𝑧2 = −2, se intersecan en una curva, 

determine las ecuaciones de la recta tangente a la curva en el punto de intersección 

(2, −2, 0).  

5.  Si las superficies  𝑥 = 2 + cos𝜋𝑦𝑧 ;  𝑦 = 1 + 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥𝑧, se intersecan en una curva, 

determine las ecuaciones de la recta tangente a la curva en el punto de intersección 

(3, 1, 2). 

6. Pruebe que las esferas 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2   𝑦   (𝑥 − 𝑏)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = (𝑏 − 𝑎)2 son 

tangentes en el punto(𝑎, 0, 0). 

7. Demuestre que las superficies  4𝑥2 + 𝑦2 + 9𝑧2 = 108   𝑦   𝑥𝑦𝑧 = 36 son tangentes 

en el punto (3, 6, 2). 

8. Se dice que dos superficies son perpendiculares en un punto de intersección P0 si los 

vectores normales a las superficies en P0 son ortogonales. Demuestre que en el punto 

(1, −1, 2) la superficie  𝑥2 − 2𝑦𝑧 + 𝑦3 = 4 es perpendicular a cada miembro de la 

familia de superficies  𝑥2 + (4𝑐 − 2)𝑦2 − 𝑐𝑧2 + 1 = 0. 

9. Encuentre los extremos relativos y los puntos de silla si existen, de las siguientes 

funciones.   

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)2 + 2𝑦2. 

b)  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦2(6 − 𝑥 − 𝑦), (𝑥 > 0, 𝑦 > 0). 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦√1 − 
𝑥2

16
− 

𝑦2

9
. 

d) 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2) 𝑒−(𝑥
2+𝑦2). 

e) 𝑧 = √25 − 𝑥2 − 𝑦2. 

f) 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 8𝑦 + 9. 

g) 𝑧 = 2 + 2𝑥 + 6𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2. 
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h) 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 + 1. 

i) 𝑧 = 4𝑥𝑦2 − 2𝑥2𝑦 − 𝑥. 

j) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑦. 

 

10. Determine los extremos condicionados de las funciones. 

a) 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2,     𝑠𝑖    
𝑥

2
+
𝑦

3
= 1. 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 4𝑥2 + 2𝑦2 + 5,    𝑠𝑖   𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 = 0. 

c) 𝑧 = 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2,   𝑠𝑖  𝑥2 + 𝑦2 = 1. 

d) 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠2𝑦 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥,   𝑠𝑖   𝑥 − 𝑦 =
𝜋

4
. 

e) 𝑢 = 𝑥𝑦𝑧,   𝑐𝑜𝑛 𝑙𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠:   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 5  𝑦   𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 8. 

f) 𝑢 = 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧,   𝑠𝑖   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1. 

g) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑠𝑖  3𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 − 4 = 0. 

h) 𝑢 = 𝑥𝑦𝑧, 𝑠𝑖  𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑧2 = 4. 

 

11. Obtenga los extremos absolutos de la función cuyo dominio es la región acotada y 

cerrada R del plano xy. 

 

a) 𝑧 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 2𝑦;  R esta acotada por:  𝑦 = 4 − 𝑥2 y el eje x. 

 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦3 − 3𝑦; R es la región limitada por la circunferencia (𝑦 − 1)2 +

𝑥2 = 1. 

 

c) 𝑧 = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 + 𝑠𝑒𝑛 𝑦; 𝑅 es la región acotada por el cuadrado cuyos vértices son 

(0, 0), (𝜋, 0), (0, 𝜋) 𝑦 (𝜋, 𝜋). 
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12. Determine los tres números positivos cuya suma sea 36 de modo que su producto sea 

el mayor posible. 

13. Obtenga tres números positivos cuyo producto sea 36 de manera que su suma sea la 

más pequeña posible. 

 

14. Encuentre los puntos de la curva de intersección del elipsoide 𝑥2 + 4𝑦2 + 4𝑧2 = 4  𝑦 

el plano 𝑥 = 𝑧 + 4  𝑦 que estén más cerca del origen, y calcule la distancia mínima. 

 

15. Suponga que t horas después de la inyección de s miligramos de adrenalina la 

respuesta es R unidades, y  𝑅 = 𝑡 𝑒−𝑡(𝑎 − 𝑠)𝑠,   donde a es una constante positiva. 

¿Qué valores de s y t producirán la respuesta máxima? 

 

16.  Se construye una caja rectangular cerrada con un volumen de 500 cm3 empleando 

tres tipos de materiales. El costo del material para el fondo y la tapa es de $ 0,09 por 

cada centímetro cuadrado, el costo del material para el frente y la parte posterior es 

de $0.07 por centímetro cuadrado. Calcule las dimensiones de la caja de modo que el 

costo de los materiales sea el mínimo. 

 

17. La temperatura T en grados en cualquier punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑒 la esfera de radio 9, está 

dado por 𝑇 = 110𝑥 𝑦2𝑧. Calcule los puntos de la esfera donde la temperatura es la 

máxima y también los puntos donde es mínima. Además, determine la temperatura en 

estos puntos. 

 

18. Un trozo de alambre de L unidades de longitud se corta en tres partes, una parte se 

dobla en forma de circunferencia, otra se dobla en forma de cuadrado y la tercera parte 

en forma de triángulo equilátero. ¿Cómo debe cortarse el alambre para que a) el área 

combinada de las tres figuras sea la mínima posible, y b) el área combinada sea 

máxima? 

 

19. Determine la distancia mayor y menor desde el origen a la curva de intersección de 

las superficies  𝑥2 + 3𝑦2 + 2𝑧2 = 30    𝑦     2𝑧 =
𝑥2

𝑦
. 
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20. Los puntos M y N están situados en diferentes medios ópticos, separados el uno del 

otro por una línea recta (figura 141). La velocidad de propagación de la luz en el 

primer medio es v1, en el segundo, a v2. Aplicando el principio de “Fermat”, según el 

cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la línea MON, para cuyo recorrido 

necesita el mínimo de tiempo, deducir la ley de refracción del rayo de luz. 
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UNIDAD 2 

INTEGRALES MÚLTIPLES 

 

 

2.1. INTRODUCCIÓN 

 

El propósito especifico de esta unidad, es extender el concepto de integral definida 

de funciones de una variable independiente, a funciones de varias variables. Se estudiará 

las definiciones de integrales dobles en coordenadas rectangulares y polares, así como 

también sus aplicaciones geométricas y físicas. Posteriormente extenderemos estos 

conceptos a la integral triple y de la misma forma veremos sus aplicaciones.  

Para poder simplificar algunos ejemplos de integrales dobles y triples que cumplen 

algunas condiciones específicas, es necesario recordar otros sistemas de coordenadas para 

el espacio bidimensional y tridimensional, tales sistemas son los de coordenadas 

cilíndricas y coordenadas esféricas, con lo cual iniciaremos este capítulo. 

 

2.2.  COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS 

 

2.2.1. Coordenadas cilíndricas 

 

Su nombre proviene del hecho de que la gráfica de r = c es un cilindro circular recto. 

Este sistema es una extensión de las coordenadas polares a tres dimensiones. La 

representación de un punto en coordenadas cilíndricas es (𝑟, 𝜃, 𝑧), donde r y 𝜃 representan 

las coordenadas polares de la proyección de P en el plano polar y z es la distancia dirigida 

desde el plano polar hasta P. Se les aplica con frecuencia en problemas físicos en los que 

tienen un eje de simetría.  
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Figura 65.   

Cilindro circular recto en coordenadas rectangulares y cilíndricas  

 

 

Como no puede ser de otra manera existen relaciones entre coordenadas 

rectangulares y coordenadas cilíndricas, como observamos en la figura 65 estas relaciones 

vienen dadas por las siguientes ecuaciones: 

 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃;           𝑦 = 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃;              𝑧 = 𝑧   (1).  

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2;         𝑡𝑔 𝜃 =
𝑦

𝑥
   𝑠𝑖  𝑥 ≠ 0;       𝑧 = 𝑧     (2).   

Ejemplos: 

 

1. Encuentre una ecuación en coordenadas cilíndricas para cada una de las siguientes 

superficies cuyas ecuaciones se dan en coordenadas cartesianas. 

 

 

a) 𝑥2 + 𝑦2 + 5𝑧2 = 25. 

 

Solución: 

Reemplazamos a  𝑥2 + 𝑦2  𝑝𝑜𝑟  𝑟2  𝑦 𝑑𝑒𝑠𝑝𝑒𝑗𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑧  se observa la gráfica en la 

figura 66. 

 

𝑟2 + 5𝑧2 = 25  ∴    𝑧2 =
1

5
(25 − 𝑟2)   ∴   𝑧 = ±√

25−𝑟2

5
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Figura 66. 

Esfera en coordenadas rectangulares 

 

 

b) 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑧. 

 

Solución: 

Reemplazamos a  𝑥      𝑝𝑜𝑟    𝑟 𝑐𝑜𝑠  𝜃    𝑦   𝑎    𝑦    𝑝𝑜𝑟   𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃,  y luego 

simplificamos hasta despejar z, obsérvese en la Figura 67. 

 

(𝑟 cos 𝜃)2 − (𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃)2 = 𝑧  →   𝑟2(𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃) = 𝑧  

→   𝑟2 cos 2𝜃 = 𝑧  ∴ 

 

 𝑧 = 𝑟2 cos 2𝜃   

 

Figura 67. 

Hiperboloide elíptico  
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2. Determine el conjunto principal de coordenadas cilíndricas del punto que tiene las 

coordenadas cartesianas indicadas. 

 

a) (4, 4, −2). 

 

Solución: 

Encontramos el valor de   r   y   𝜃 de la siguiente manera. 

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2   ∴   𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2   ∴   𝑟 = √16 + 16 = 4√2. 

 

Se toma sólo el positivo ya que r indica distancia y esta no puede ser negativa, lo 

que se modifica es el ángulo. 

 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (
𝑦

𝑥
) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (

4

4
) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (1)   ∴   𝜃 =

𝜋

4
   𝑦  𝜃 =

5𝜋

4
. 

 

Como valores principales del ángulo, por lo que los puntos serian: 

𝑃1 (4√2,
𝜋

4
,−2)     𝑦     𝑃2 (4√2,

5𝜋

4
,−2). 

 

b) (−3√3, 3, 6). 

 

Solución: 

Encontramos el valor de   r   y   𝜃 de la siguiente manera. 

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2   ∴   𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2   ∴   𝑟 = √27 + 9 = √36 = 6. 

 

Se toma sólo el positivo ya que r indica distancia y esta no puede ser negativa, lo 

que se modifica es el ángulo. 

 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (
𝑦

𝑥
) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (

3

−3√3
) = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 (− 

√3

3
)   ∴   𝜃 =

11𝜋

6
   𝑦  𝜃

=
5𝜋

6
. 
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Como valores principales del ángulo, por lo que los puntos serian: 

𝑃1 (6,
5𝜋

6
, 6)     𝑦     𝑃2 (6,

11𝜋

6
, 6). 

 

3. Encuentre una ecuación en coordenadas cartesianas para la superficie cuya ecuación 

se da en coordenadas cilíndricas. 

 

a) 𝑟 = 3 cos 𝜃. 

 

Solución: 

Multiplicando ambos lados de la ecuación dada por r se obtiene: 

𝑟2 = 3𝑟 cos 𝜃 

 

Como  𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2    y   𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, tenemos:       𝑥2 + 𝑦2 = 3𝑥   ∴    

(𝑥2 − 3𝑥 +
9

4
) + 𝑦2 =

9

4
      ∴     (𝑥 −

3

2
)
2

+ 𝑦2 =
9

4
. 

 

Que es la ecuación de un cilindro circular recto, figura 68, cuya sección transversal 

está en el plano “xy” y es la circunferencia de centro (
3

2
, 0)  𝑦  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 =

3

2
. 

Figura 68. 

Vista espaciales cilindro circular recto 
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b) 𝑟(3 cos 𝜃 + 2 𝑠𝑒𝑛 𝜃) + 6𝑧 = 0. 

 

Solución: 

Multiplicando por r se obtiene: 

3𝑟 cos 𝜃 + 2𝑟 𝑠𝑒𝑛𝜃 + 6𝑟𝑧 = 0 

 

Como  𝑥 = 𝑟 cos 𝜃  𝑒  𝑦 = 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃, tenemos:       3𝑥 + 2𝑦 + 6𝑧 = 0.  

 

Que es la ecuación de un plano que pasa por el origen y tiene el vector (3, 2, 6) 

como un vector normal. 

 

Figura 69. 

Plano 3x+2y+6z=0 

 

4. Determine las coordenadas cartesianas del punto que viene dado en coordenadas 

cilíndricas. 

 

a) (3,
𝜋

2
, 5). 

 

Solución: 

Utilizando las fórmulas tenemos: 

 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃     ∴      𝑥 = 3 cos
𝜋

2
    ∴     𝑥 = 0. 

𝑦 = 𝑟 sen 𝜃     ∴      𝑦 = 3 sen
𝜋

2
    ∴     𝑦 = 3. 
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𝑧 = 𝑧    ∴     𝑧 = 5. 

Por lo tanto, en la figura 69, el punto en coordenadas cartesianas es: (0, 3, 5). 

 

b) (1, 1, 1). 

 

Solución: 

Utilizando las fórmulas tenemos: 

 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃     ∴      𝑥 = 1 cos(1)     ∴     𝑥 = 0. 540 

𝑦 = 𝑟 sen 𝜃     ∴      𝑦 = 1 sen(1)     ∴     𝑦 = 0.841 

𝑧 = 𝑧    ∴     𝑧 = 1. 

 

Por lo que el punto en coordenadas cartesianas es: (0.540; 0.841;  1). 

 

2.2.2. Coordenadas esféricas 

 

Como su nombre indica, proviene de que la gráfica 𝜌 = 𝑐 es una esfera. En un 

sistema de coordenadas esféricas se tiene un plano polar y un eje z perpendicular al plano 

polar, con el origen del eje como el polo del plano polar. La representación de un punto 

en coordenadas esféricas se representa por medio de tres números, por lo que P está 

representado por (𝜌, 𝜃, 𝜑), donde 𝜌 = |𝑂𝑃̅̅ ̅̅ |,   𝜃 es la medida en radianes del ángulo polar 

de la proyección de P en el plano polar, y 𝜑 es la medida en radianes no negativa del 

ángulo menor medido desde la parte positiva del eje z a la recta OP que se observa en la 

Figura 6. El origen en coordenadas esféricas se toma como (0, 𝜃, 𝜑),  donde 𝜃  𝑦  𝜑  

pueden asumir cualquier valor. Si el punto P no está en el origen, entonces 𝜌 > 0   𝑦   0 ≤

𝜑 ≤ 𝜋, donde  𝜑 = 0 si P está en la parte positiva del eje z   y  𝜑 = 𝜋 si P se encuentra 

en la parte negativa de z.  
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Figura 70. 

Coordenadas esféricas 

  

 

Las coordenadas esféricas se utilizan frecuentemente cuando en un problema físico 

se tiene un punto como centro de simetría.   

 

Si colocamos juntos a los dos sistemas de referencia, podremos deducir las relaciones 

entre unas y otras de un punto P de la siguiente manera: 

 

𝑥 = |𝑂𝑄|̅̅ ̅̅ ̅̅ cos 𝜃;                𝑦 = |𝑂𝑄|𝑠𝑒𝑛 𝜃           𝑧 = |𝑄𝑃̅̅ ̅̅ |  (1). 

 

Como |𝑂𝑄| = 𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑    𝑦   |𝑄𝑃̅̅ ̅̅ | = 𝜌 cos𝜑,  las ecuaciones anteriores quedan de la 

siguiente manera: 

 

𝑥 = 𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃;                𝑦 =𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑠𝑒𝑛 𝜃           𝑧 = 𝜌 cos 𝜑  (2). 

 

Elevando al cuadrado las expresiones anteriores y sumando los miembros 

correspondientes tenemos: 

 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝜌2 𝑠𝑒𝑛2𝜑 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝜌2 𝑠𝑒𝑛2𝜑 𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝜌2 𝑐𝑜𝑠2𝜑 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝜌2 𝑠𝑒𝑛2𝜑 (𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃)  + 𝜌2 𝑐𝑜𝑠2𝜑 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝜌2 (𝑠𝑒𝑛2𝜑 + 𝑐𝑜𝑠2𝜑)   

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝜌2  (3) 
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Convenio internacional 

 

La mayoría de los físicos, ingenieros y matemáticos no norteamericanos escriben: 

 𝜑 , el azimutal: de 0° a 360° 

 𝜃, la colatitud: de 0° a 180° 

 

La variación de estos elementos en coordenadas esféricas son los siguientes: 

 

0 ≤ 𝜌 ≤ ∞;     0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋;     0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋 

Ejemplos: 

 

1.  Determine las coordenadas cartesianas del punto que viene dado en coordenadas 

esféricas. 

 

a) (6,
𝜋

4
,
𝜋

6
). 

 

Solución: 

Utilizando las fórmulas tenemos: 

 

𝑥 = 𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃   ∴      𝑥

= 6 𝑠𝑒𝑛 
𝜋

4
 cos

𝜋

6
    ∴   𝑥 = 6 ∗

√2

2
∗  
√3

2
   ∴   𝑥 =

3√6

2
 

 

𝑦 = 𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 sen 𝜃   ∴      𝑦

= 6 𝑠𝑒𝑛 
𝜋

4
 sen 

𝜋

6
    ∴   𝑦 = 6 ∗

√2

2
∗ 
1

2
   ∴   𝑦 =

3√2

2
 

 

𝑧 = 𝜌 cos𝜑     ∴     𝑧 = 6 cos
𝜋

4
     ∴   𝑧 = 6 ∗

√2

2
    ∴     𝑧 = 3√2. 

 

Por lo tanto, el punto en coordenadas cartesianas es: (
3√6

2
,
3√2

2
, 3√2). 
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b) (8,
𝜋

2
,
𝜋

3
). 

 

Solución: 

Utilizando las fórmulas tenemos: 

 

𝑥 = 𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃   ∴      𝑥 = 8 𝑠𝑒𝑛 
𝜋

2
 cos

𝜋

3
    ∴   𝑥 = 8 ∗ 1 ∗  

1

2
   ∴   𝑥 = 4 

 

𝑦 = 𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 sen 𝜃   ∴      𝑦

= 8 𝑠𝑒𝑛 
𝜋

2
 sen 

𝜋

3
    ∴   𝑦 = 8 ∗ 1 ∗  

√3

2
   ∴   𝑦 = 4√3 

 

𝑧 = 𝜌 cos𝜑     ∴     𝑧 = 8 cos
𝜋

2
     ∴   𝑧 = 8 ∗ 0    ∴     𝑧 = 0. 

 

Por lo tanto, el punto en coordenadas cartesianas es: (4, 4√3, 0). 

 

2. Determine el conjunto principal de coordenadas esféricas del punto que tiene las 

coordenadas cartesianas indicadas. 

 

a) (1,−1,−√2). 

 

Solución: 

Encontramos el valor de   𝜌   y   𝜃 de la siguiente manera. 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝜌2     ∴     𝜌 = √12 + (−1)2 + (−√2)
2
   ∴    𝜌 = 2. 

 

Se toma sólo el positivo ya que 𝜌 indica distancia y esta no puede ser negativa, lo 

que se modifica es el ángulo. 

 

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 (
𝑧

𝜌
) = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 (

−√2

2
)    ∴   𝜑 =

3𝜋

4
 . 
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 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 cos (
𝑥

𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑
) = 𝑎𝑟𝑐 cos(

1

2 ∗ 𝑠𝑒𝑛 
3𝜋
4

)   ∴   𝜃 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋. 

 

Como valores principales del ángulo, por lo que los puntos serian: 

 

𝑃1 (2; 
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋; 

3𝜋

4
)  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 = 0, 1, 2, … ..   

 

b) (2, 2, 2). 

 

Solución: 

Encontramos el valor de   r   y   𝜃 de la siguiente manera. 

 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝜌2     ∴     𝜌 = √22 + 22 + 22    ∴    𝜌 = 2√3. 

 

Se toma sólo el positivo ya que 𝜌 indica distancia y esta no puede ser negativa, lo 

que se modifica es el ángulo. 

 

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 (
𝑧

𝜌
) = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 (

2

2√3
)    ∴     𝜑 = 0.3 𝜋. 

 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 cos (
𝑥

𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑
) = 𝑎𝑟𝑐 cos (

2

2√3 ∗ 𝑠𝑒𝑛 (0.3𝜋)
)   ∴   𝜃 =

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋. 

 

Como valores principales del ángulo, por lo que los puntos serian: 

 

𝑃𝑘 (2√3; 
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋;  0.3𝜋)  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 = 0, 1,2, … .. 

 

3. Encuentre una ecuación en coordenadas cartesianas para la superficie cuya ecuación 

se da en coordenadas esféricas. 

 

a) 𝜌 = 9. 



 
 
 

 
 

188 
 

    Solución: 

Como  𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 →  𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2   por lo que tenemos:        

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9      ∴     𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 81. 

 

Cuya gráfica es una esfera de centro en el origen y radio 9 observada en la Figura 

71. 

Figura 71.  

Esfera de centro en el origen y radio 9 

 

 

 

b) 𝜌 = 4 cos𝜑. 

 

Solución: 

Como  𝑧 = 𝜌 cos𝜑 → cos𝜑 =
𝑧

𝜌
  reemplazando en la ecuación dada tenemos: 

𝜌 = 4 ∗
𝑧

𝜌
  ∴   𝜌2 = 4𝑧    𝑝𝑒𝑟𝑜   𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2    ∴ 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑧  ∴   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑧 = 0   ∴ 

𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 2)2 = 4.    

 

La gráfica de la ecuación es una esfera de centro en el punto (0,0, 2)  y radio 

r = 2, figura 72. 
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Figura 72. 

Esfera de centro desplazado (0,0,2) y radio 2 

 

 

                           

4. Encuentre una ecuación en coordenadas esféricas para la superficie cuya ecuación se 

da en coordenadas cartesianas. 

 

a) 𝑥2 + 𝑦2 = 9. 

 

Solución: 

Reemplazando a x   por  𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃    y   a     y     por   𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑠𝑒𝑛 𝜃 tenemos: 

Figura 73. 

(𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃)2 + (𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 sen 𝜃)2 = 9   ∴    

 𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃) = 9  ∴  𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑 = 9   ∴    𝜌 = 3 csc𝜑.  

 

Figura 73.  

Cilindro circular recto radio 3 
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b) 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2. 

 

Solución: 

Reemplazando a x   por  𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃,  a     y     por   𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑠𝑒𝑛 𝜃  y  a   𝑧    por 

𝜌 cos𝜑  tenemos:  Figura 74. 

(𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃)2 + (𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 sen 𝜃)2 = (𝜌 cos𝜑)2    ∴    

 

 𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃) = 𝜌2𝑐𝑜𝑠2𝜑  ∴  𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑 = 𝜌2𝑐𝑜𝑠2𝜑    ∴   

 

 𝑡𝑔2𝜑 = 1.  

Figura 74.  

Cono elíptico  
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2.3. INTEGRALES DOBLES 

 

2.3.1. Definición de integral doble 

 

Sea f una función de dos variables x e y, definida en una región rectangular cerrada 

R. La integral doble de f en R, denotada por∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴
𝑅

, está definida por: 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = lim
‖∆‖→0

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑖𝐴     (1).

𝑛

𝑖=1𝑅

 

Demostración: 

 

Considere la región rectangular cerrada observada en la Figura 11, la cual se denotará 

por R, y sea f una función definida sobre R. La región R se considerará como una región 

de integración. Lo primero que debemos hacer para el estudio de la integral doble es 

definir una partición ∆ en R. Esto conseguimos trazando rectas paralelas a los ejes “x” e 

“y” con lo que se obtiene una red de subregiones rectangulares, la norma de esta partición 

denotada como ‖∆‖, está definida por la diagonal más grande de las subregiones 

rectangulares de la partición.  

 

Figura 75.  

Región rectangular cerrada 
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Elegimos la longitud de la diagonal por que representa la distancia más grande entre 

dos puntos cualesquiera de una subregión rectangular. Numeramos las subregiones de 

manera arbitraria y consideramos que en total es n. Denotamos el ancho de la i-ésima 

subregión por ∆𝑖𝑥  y su longitud por ∆𝑖𝑦. Ahora bien, si ∆𝑖𝐴 unidades cuadradas es el 

área de la i-ésima subregión rectangular tenemos:   

 

∆𝑖𝐴 = ∆𝑖𝑥 ∗ ∆𝑖𝑦. 

 

Sea (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) un punto arbitrario de la i-ésima subregión, y sea 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) el valor de la 

función en este punto. Consideremos el producto  𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑖𝐴. Asociado con cada una 

de las n subregiones se tiene uno de estos productos, y su suma es: 

 

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑖𝐴

𝑛

𝑖=1

 

 

Llamada sumatoria de Riemann de una función de dos variables. Si obtenemos el 

límite de esta sumatoria conforme la norma de la partición de R se aproxima a cero, nos 

conduce a la definición de integral doble así tenemos que: 

 

lim
‖∆‖→0

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑖𝐴 =

𝑛

𝑖=1

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅

  𝐿𝑐𝑞𝑑. 

 

Si una función de dos variables es continua en una región rectangular cerrada R, es 

condición suficiente para que la integral doble exista, entonces se dice que f es integrable 

en R.  

 

Generalizando la definición de integral doble a una región más general, como la que 

se muestra en la figura 75 y siguiendo el mismo procedimiento de demostración del caso 

de una región rectangular, podemos concluir que la definición no tendrá ninguna 

modificación ya que el límite de la sumatoria de Riemann es el mismo sin importar como 

se subdivida R. 
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Así como la interpretación geométrica de la integral de una función de una sola 

variable, está en términos del área de una región plana, la integral doble puede 

interpretarse geométricamente en términos del volumen de un sólido tridimensional, 

limitado en la parte superior por la gráfica de f y en la parte inferior por la región R del 

plano “xy”. 

 

Figura 76. 

Región irregular cerrada 

 

 

2.3.2. Definición del volumen de un sólido 

 

Sea f una función de dos variables y continua en una región cerrada R del plano xy 

tal que 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 para todo (𝑥, 𝑦) de R. Si V unidades cúbicas es el volumen del sólido 

s que tiene la región R como su base y cuya altura es 𝑓(𝑥, 𝑦) unidades en el punto (𝑥, 𝑦) 

de R, entonces: 

 

𝑉 = lim
‖∆‖→0

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑖𝐴 =∬𝑓(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅

𝑛

𝑖=1

 

 

Demostración: 

 

Supongamos que la función f es continua en una región cerrada R de R2. Y que 

𝑓(𝑥, 𝑦) es no negativa en R. La gráfica de la ecuación 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) es una superficie que 
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se encuentra por arriba del plano xy, como se muestra en la figura 13. Esta figura presenta 

una subregión particular de R, cuyas dimensiones son ∆𝑖𝑥  𝑦   ∆𝑖𝑦. La figura muestra 

también un sólido rectangular que tiene esta subregión como base, y    

𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) como medida de su altura. Entonces el volumen del sólido rectangular está 

determinado por: 

∆𝑖𝑉 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑖𝐴 

 

El número ∆𝑖𝑉 es la medida del sólido referencial, de modo que la suma de las 

medidas de los volúmenes de los n sólidos como este es: 

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑖𝐴

𝑛

𝑖=1

 

Por lo que llevando al límite esta suma, nos da el volumen del solido limitado por la 

parte superior por la gráfica de f y en la parte inferior por la región R en el plano “xy”.  

𝑉 = lim
‖∆‖→0

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑖𝐴 =∬𝑓(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅

𝑛

𝑖=1

 𝐿𝑐𝑞𝑑. 

Figura 77. 

Sólido rectangular subdividido 

 



 
 
 

 
 

195 
 

 

2.3.3. Propiedades de la integral doble. 

 

1. Si c es una constante y la función f es integrable en una región cerrada R, entonces 

c*f es integrable en R  y 

∬𝑐 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = 𝑐∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅𝑅

 

 

2. Si las funciones f y g son integrables en una región cerrada R, entonces la función 

f + g es integrable en R  y 

 

∬ [𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦)]𝑑𝐴 = ∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 +∬𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

𝑅

.

𝑅𝑅

 

 

𝑃𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑.  

 

3. Si las funciones f y g son integrables en una región cerrada R y además  𝑓(𝑥, 𝑦) ≥

𝑔(𝑥, 𝑦) para todo (𝑥, 𝑦) de R, entonces 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 ≥ ∬𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅𝑅

 

 

4. Sea f una función integrable en una región cerrada R, y suponga que m y M son 

dos números tales que 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥. 𝑦) ≤ 𝑀 para todo (𝑥. 𝑦) de R. Si A es la medida 

del área de la región R, entonces 

 

𝑚𝐴 ≤∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 ≤ 𝑀𝐴.

𝑅
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5. Suponga que la función f es continua en la región cerrada R y que la región R se 

compone de dos subregiones R1 y R2 que no tienen puntos en común excepto 

algunos puntos en parte de sus fronteras. Entonces 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 =∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 +∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

𝑅2

.

𝑅1𝑅

 

 

2.3.4. Integral Iterada 

 

Así como para encontrar el valor de la integral de una función de una sola variable, 

existe el segundo teorema fundamental del cálculo, para calcular el valor de la integral 

doble tenemos el teorema de Fubbini, que establece que las integrales dobles sobre 

regiones cerradas rectangulares o de otras formas con valores positivos o negativos en el 

caso de una función f pueden ser calculadas como integrales iteradas. Esto quiere decir 

que podemos calcular una integral doble integrando una sola variable cada vez, utilizando 

para eso las técnicas de integración ya conocidas. Además, dice también que la integral 

doble puede calcularse integrándose en cualquier orden. 

 

2.3.5. Teorema de Fubbini. 

 

1. Si 𝑓(𝑥, 𝑦) es continua en la región rectangular R: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 

entonces 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = ∫∫𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐𝑅

∫∫𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥.

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

 

2. Sea 𝑓(𝑥, 𝑦) continua en una región R. 

 

a) Si R está definida por 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓2(𝑥), con   𝑓1   𝑦   𝑓2  

continuas en [𝑎, 𝑏], entonces 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 =

𝑅

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

𝑏

𝑎

.

𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

𝑏

𝑎
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b) Si R está definida por 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝑔1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝑔2(𝑦), con   𝑔1   𝑦   𝑔2  

continuas en [𝑐, 𝑑], entonces 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 =

𝑅

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑔2(𝑦)

𝑔1(𝑦)

𝑑

𝑐

𝑔2(𝑦)

𝑔1(𝑦)

𝑑

𝑐

 

 

Figura 78. 

Tipos de regiones en integrales iteradas 

 

 

2.3.6. Determinación de los límites de integración 

 

A veces en el cálculo de una integral doble, lo que más difícil se hace es determinar 

los límites de integración, por lo que a continuación les ilustramos un buen procedimiento. 

a) Si la región nos permite integrar primero respecto a y y después respecto a x, 

procedemos como sigue: 

 

i. Imaginemos una recta vertical L que corta a R según la dirección creciente 

de y. 

ii. Integramos desde el valor de y del punto donde L entra en R (límite inferior 

de la integral) hasta el valor de y del punto de salida (límite superior). 

iii. Elegimos los límites en x donde se incluya a todas las rectas verticales que 

pasan por R. 
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Figura 79. 

Límites superior e inferior de Integrales iteradas 

 

 

 

 

 

 

b) Si la región nos permite integrar primero respecto a x y después respecto a y, 

procedemos como sigue: 

 

i. Imaginemos una recta horizontal L que corta a R según la dirección 

creciente de x. 

ii. Integramos desde el valor de x del punto donde L entra en R (límite 

inferior del l integral) hasta el valor de x del punto de salida (límite 

superior). 

iii. Elegimos los límites en y donde se incluya a todas las rectas horizontales 

que pasan por R. 

 

Ejemplos: 

1. Obtenga un valor aproximado de la integral doble   

∬(3𝑦 − 2𝑥2)𝑑𝐴

𝑅

 

Donde R es la región rectangular Figura 80, que tiene vértices en (−1,1) 𝑦 (2, 3). 

Considere una partición de R generada por las rectas x = 0, x = 1  y  x = 2, y tome el 

centro de la i-ésima subregión como (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). 

 

Solución: 
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Figura 80. 

Región rectangular subdividida en i-ésima parte 

 

Refiriéndonos a la figura 80, en la cual se muestra la región R dividida en seis 

subregiones que son cuadrados cuyos lados miden i unidad.  

 

Así, para cada i, ∆𝑖𝐴 = 1. En cada subregión el punto (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) es el centro del 

cuadrado. 

 

Una aproximación de la integral seria: 

 

∬(3𝑦 − 2𝑥2)𝑑𝐴 = 𝑓(−0.5, 1.5) ∗ 1 + 𝑓(0.5, 1.5) ∗ 1 + 𝑓(1.5, 1.5) ∗ 1 +

𝑅

 

                                                𝑓(1.5, 2.5) ∗ 1 + 𝑓(0.5, 2.5) ∗ 1 + 𝑓(−𝑜. 5, 2.5) ∗ 1  

 

                                           = 4 ∗ 1 + 4 ∗ 1 + 0 ∗ 1 + 3 ∗ 1 + 7 ∗ 1 + 7 ∗ 1 

                                                  = 25.  

2. Obtenga un valor aproximado de la integral doble   

∬(𝑦2 − 4𝑥)𝑑𝐴

𝑅

 

Donde R es la región rectangular que tiene vértices en (−1,0) 𝑦 (1, 3). Considere una 

partición de R generada por las rectas x = 0, y = 1  e  y = 2, y tome el centro de la i-

ésima subregión como (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). 

 

Solución: 
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Figura 81. 

Región rectangular subdividida en i-ésima parte 

 

Refiriéndonos a la figura 81, en la cual se muestra la región R dividida en seis sub 

regiones que son cuadrados cuyos lados miden 1 unidad. Así, para cada i, ∆𝑖𝐴 = 1. 

En cada subregión el punto (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) es el centro del cuadrado. 

Una aproximación de la integral seria: 

∬(𝑦2 − 4𝑥)𝑑𝐴 = 𝑓(−0.5, 2.5) ∗ 1 + 𝑓(0.5, 2.5) ∗ 1 + 𝑓(−0.5, 1.5) ∗ 1 +

𝑅

 

𝑓(0.5, 1.5) ∗ 1 + 𝑓(−0.5, 0.5) ∗ 1 + 𝑓(0.5, 0.5) ∗ 1 

 

= 8.25 ∗ 1 + 4.25 ∗ 1 + 4.25 ∗ 1 + 0.25 ∗ 1 + 2.25 ∗ 1 − 1. .75 ∗ 1 

= 17.5. 

 

3. Aplicando el teorema de Fubbini calcular las siguientes integrales dobles. 

 

a) ∫ ∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑥 ∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦.
1

0

1

0

1

0

1

0
 

 

Solución: 

Aplicando el teorema, en el ejemplo primero integramos respecto a y, donde x 

permanece constante, luego integramos respecto a x y encontramos la respuesta. 

 

∫ 𝑑𝑥 ∫ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 = ∫ [𝑥𝑦 +
1

2
𝑦2] |

1
0
𝑑𝑥 = ∫ (𝑥 +

1

2
) 𝑑𝑥.

1

0

1

0

1

0

1

0
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                ∫ (𝑥 +
1

2
)𝑑𝑥

1

0
= [

1

2
𝑥2 +

1

2
𝑥] |

1
0
=

1

2
+
1

2
= 1.    

 

b) ∫ ∫ 𝑥 𝑦2𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑥 𝑦2𝑑𝑦 .
𝑥

𝑥2
1

0

𝑥

𝑥2
1

0
 

 

Solución: 

Aplicando el teorema, en este ejemplo primero integramos respecto a y, donde x 

permanece constante, luego integramos respecto a x y encontramos la solución. 

 

∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑥 𝑦2𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫ [𝑥 ∗ 
1

3
𝑦3] |

𝑥
𝑥2
𝑑𝑥 =

1

3
∫ (𝑥4 − 𝑥7)𝑑𝑥
1

0

1

0
.

𝑥

𝑥2
1

0
  

 

                
1

3
∫ (𝑥4 − 𝑥7)𝑑𝑥
1

0
=

1

3
[
1

5
𝑥5 −

1

8
𝑥8] |

1
0
=

1

3
[
1

5
−
1

8
] =

1

40
.    

 

c) ∫ ∫ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝑦 ∫ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥.
5

𝑦2−4

3

−3

5

𝑦2−4

3

−3
 

 

Solución: 

Aplicando el teorema, en este ejemplo primero integramos respecto a x, donde y 

permanece constante, luego integramos respecto a y y encontramos la solución. 

 

∫ 𝑑𝑦 ∫ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥 = ∫ [
1

2
𝑥2 + 2𝑥𝑦] |

5
𝑦2 − 4

𝑑𝑦 =
3

−3

5

𝑦2−4

3

−3
  

 

= ∫ [
25

2
+ 10𝑦 −

1

2
(𝑦2 − 4)2 − 2𝑦(𝑦2 − 4)] 𝑑𝑦 =

3

−3
  

 

= ∫ (
9

2
+ 18𝑦 + 4𝑦2 − 2𝑦3 −

1

2
𝑦4) 𝑑𝑦 = [

9

2
𝑦 + 9𝑦2 +

4

3
𝑦3 −

1

2
𝑦4 −

3

−3

1

10
𝑦5] |

3
−3

  

 

       = (
27

2
+ 81 + 36 −

81

2
−
243

10
) − (− 

27

2
+ 81 − 36 −

81

2
+
243

10
) = 50.4 
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d) ∫ ∫ 𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝜃 𝑑𝑟 .
3 cos𝜃

0

𝜋 2⁄

−𝜋 2⁄

3 cos𝜃

0

𝜋 2⁄

−𝜋 2⁄
 

 

Solución: 

Aplicando el teorema, en este ejemplo primero integramos respecto a r, donde 𝜃 

permanece constante, luego integramos respecto a 𝜃  y hallamos la solución. 

 

 

∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝜃 𝑑𝑟 = ∫ [
1

3
 𝑟3 𝑠𝑒𝑛2𝜃]

𝜋 2⁄

−𝜋 2⁄
|
3 cos 𝜃
0

𝑑𝜃 =
3cos𝜃

0

𝜋 2⁄

−𝜋 2⁄
  

 

=
1

3
∫ [ 27 𝑐𝑜𝑠3𝜃  𝑠𝑒𝑛2𝜃]𝑑𝜃
𝜋 2⁄

−𝜋 2⁄
= 9∫ [ (1 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃) 𝑠𝑒𝑛2𝜃] cos 𝜃 𝑑𝜃 =

𝜋 2⁄

−𝜋 2⁄
  

 

= 9 [
1

3
𝑠𝑒𝑛3𝜃 −

1

5
𝑠𝑒𝑛5𝜃] |

𝜋 2⁄

−𝜋 2⁄
= 9 [

1

3
−
1

5
+
1

3
−
1

5
] = 9 (

4

15
) =

12

5
.  

 

4. Colocar los límites de integración, en uno y otro orden, en la integral doble 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅

 

Para las regiones R que se dan a continuación. 

 

a) R es un rectángulo cuyos vértices son: (0, 0), (2,0), (2,1)  𝑦 (0, 1). 

 

Solución: 

En todos los ejercicios es importante primero hacer la gráfica se observa en la Figura 

82, para poder colocar los límites de integración de forma correcta, sino no se 

grafica no se puede adivinar la secuencia de estos. 

 

i. La primera integral a calcular respecto a “y”  

∫𝑑𝑥∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = ∫   ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥.

1

0

2

0

1

0

2

0

 

 

ii. La primera integral para determinar será respecto a “x”  
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∫𝑑𝑦∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = ∫   ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

2

0

1

0

2

0

1

0

 

Figura 82. 

Rectángulo formado por puntos para integración. 

 

 

 

b) R es un paralelogramo cuyos vértices son:  (1, 2), (2, 4), (2,7)  𝑦 (1, 5).  

 

Solución: 

 

Figura 83. 

Paralelogramo de integración. 

 

 

i. La primera integral para calcular es respecto a “y”, según la figura 83.  
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∫𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = ∫   ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥.

2𝑥+3

2𝑥

2

1

2𝑥+3

2𝑥

2

1

 

 

ii. La primera integral para calcular será respecto a “x”  

∫𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + ∫𝑑𝑦∫𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + ∫𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥.

2

1
2
(𝑦−3)

7

5

2

1

5

4

1
2
𝑦

1

4

2

 

 

c) R es la circunferencia   𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2.  

 

Solución: 

 

i. La primera integral a calcular es respecto a “y”  

∫𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + ∫  𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 .

√𝑎2−𝑥2

− √𝑎2−𝑥2

𝑎

0

√𝑎2−𝑥2

− √𝑎2−𝑥2

0

−𝑎

 

 

ii. La primera integral a determinar será respecto a “x”   

∫𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + ∫  𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 .

√𝑎2−𝑦2

− √𝑎2−𝑦2

𝑎

0

√𝑎2−𝑦2

− √𝑎2−𝑦2

0

−𝑎

 

Figura 84. 

Circunferencias de integración. 
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En este ejemplo según la figura 84, usando la simetría de la región con los ejes x e y, los 

integrales quedarían. 

𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑜 𝑎𝑙 𝑒𝑗𝑒 "𝑦"        4∫  𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 .

√𝑎2−𝑥2

0

𝑎

0

 

𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑜 𝑎𝑙 𝑒𝑗𝑒 "x"          4∫  𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 .

√𝑎2−𝑦2

0

𝑎

0

 

 

d) R está limitada por la hipérbola  𝑦2 − 𝑥2 = 1 y por la circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 = 9  

Solución:   

 

i. La primera integral a calcular es respecto a “y”   

∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + ∫  𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 + 

√1+𝑥2

– √1+𝑥2

2

−2

√9−𝑥2

− √9−𝑥2

−2

−3

 

+  ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦.

√9−𝑥2

− √9−𝑥2

 

3

2

 

 

ii. La primera integral a calcular respecto a “x”   

∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + ∫  𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 

√9−𝑦2

 √𝑦2−1

√5

1

− √𝑦2−1

− √9−𝑦2

√5

1

 

 

∫  𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 

√9−𝑦2

− √9−𝑦2

1

−1

∫  𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 

− √𝑦2−1

− √9−𝑦2

−1

−√5

 

 

+ ∫  𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥.

√9−𝑦2

 √𝑦2−1

−1

−√5
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Figura 85. 

Intersección hipérbola y parábola de integración. 

 

Utilizando la simetría tendríamos, observando la figura 85: 

 

Primera integral respecto a “y”. 

   

4∫𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 + 4∫  𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 .

√9−𝑥2

0

3

2

√1+𝑥2

0

2

0

 

 

Primera integral respecto a “x”. 

 

4∫𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 4∫  𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 .

√9−𝑦2

√𝑦2−1

√5

1

√9 −𝑦2

0

1

0

 

 

5. Invertir el orden de integración en las siguientes integrales dobles. 

 

a)    

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦.

12𝑥

3𝑥2

4

0

12𝑥

3𝑥2

4

0
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Solución: 

Para “x”.    {
𝑥1 = 0;     𝑦1 = 0        

𝑥2 = 4;    𝑦2 = 2√2   
             Para “y”.     {

𝑦1 = 3𝑥2;    𝑥1 = √
𝑦

3

𝑦2 = 12𝑥;    𝑥2 =
𝑦

12

  

Figura 86. 

Intersección parábola y recta a integrar con diferentes ejes. 

 

 

La integral al visualizar la Figura 86,  con el orden de integración invertido es:  

∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥.

√
𝑦
3

𝑦
12

48

0

 

b) ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥.
√3−𝑦2

𝑦2 2⁄

1

0
 

 

Solución: 

En la gráfica 87, se puede observar: 

Para “y”.  {
𝑦1 = 0
𝑦2 = 1.

            Para “x”.  {
𝑥1 =

𝑦2

2

𝑥2 = √3 − 𝑦2.
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Figura 87. 

Área a integrar, intersecada dos parábolas. 

 

 

 

La integral con el orden de integración invertido es:  

∫𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 + ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦.

√3−𝑥2

0

√3

1

√2𝑥

0

1

0

 

 

6. Calcular la integral doble  

∬
𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑅

 

Donde R es un segmento parabólico, limitado por la parábola 𝑦 =
𝑥2

2
  y por la recta 

𝑦 = 𝑥. 

 

Solución: 

Hacemos el gráfico Figura 88, para poner los límites de integración y calcular. 
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Figura 88. 

Área a integrar, formada por parábola. 

 

 

 

∫𝑑𝑦 ∫
𝑥 𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑦2
= ∫[

1

2
𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2)] |√2𝑦

𝑦
= ∫

1

2
[𝑙𝑛(2𝑦 + 𝑦2) − 𝑙𝑛(2𝑦2)]𝑑𝑦

2

0

2

0

√2𝑦

𝑦

2

0

 

=
1

2
 ∫ 𝑙𝑛(2𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑦 −

1

2

2

0

∫𝑙𝑛(2𝑦2)𝑑𝑦  𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠:

2

0

 

1

2
[𝑦 𝑙𝑛(2𝑦 + 𝑦2) − 2(𝑦 −  𝑙𝑛(𝑦 + 2))] |

2
0
−
1

2
[𝑦 𝑙𝑛(2𝑦2) − 2𝑦] |

2
0
= 

=
1

2
[2𝑙𝑛(8)—4 + 2𝑙𝑛(4) − 2𝑙𝑛(2) − 2𝑙𝑛(8) + 4] = ln 2. 

 

Ejemplo. -  Resolver la integral doble  

∬
 𝑑𝑥 𝑑𝑦

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑅

 

 

Donde la región (R) es la parte del círculo de radio a, con centro en el punto (0, 0), 

situado en el primer cuadrante. 
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Figura 89. 

Círculo de radio a con centro en el origen. 

 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2   →    𝑦 = √𝑎2 − 𝑥2 

 

Solución:  En la figura 89, observamos: 

∫𝑑𝑥 ∫
 𝑑𝑦

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2
=

√𝑎2−𝑥2

0

𝑎

0

∫ [𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (
𝑦

√𝑎2 − 𝑥2
)]√𝑎

2 − 𝑥2

0
 𝑑𝑥

𝑎

0

 

 

= ∫𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (
√𝑎2 − 𝑥2

√𝑎2 − 𝑥2
)𝑑𝑥 = ∫𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (1)𝑑𝑥 =

𝜋

2
∫𝑑𝑥

𝑎

0

𝑎

0

 

𝑎

0

 

 

=
𝜋

2
∫𝑑𝑥

𝑎

0

=
𝜋

2
[𝑥]
𝑎
0
=
 𝜋

2
𝑎. 

 

Ejemplo. -  Resolver la integral doble  

∬𝑥𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑅

 

Donde la región (R) está limitada por la parábola 𝑦2 = 2𝑝𝑥 y por la recta 𝑥 = 𝑝. 
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Figura 90. 

Parábola vértice en el origen lado recto paralelo al eje Y. 

 

 

 

o En la figura 90, encontramos las intersecciones:  Reemplazamos en (1):  x = p 

 

𝑦2 = 2𝑝2   ∴   𝑦 = ±√2𝑝  

 

o Ponemos los límites:  

∫𝑑𝑥 ∫ 𝑦2𝑑𝑦

√2𝑝𝑥

−√2𝑝𝑥

2

0

 

Como la figura es simétrica tenemos: 

 

2∫𝑑𝑥 ∫ 𝑦2𝑑𝑦 =
2

3
∫[𝑦3]√2𝑝𝑥

0
 𝑑𝑥 =

2

3
∫(𝑥√2𝑝𝑥)𝑑𝑥

2

0

2

0

√2𝑝𝑥

0

2

0

 

=
2

3
[
2

5
 √2  𝑝𝑥5/2]

2
0
=
32

15
 

 

 

 

 

𝑦2 = 2𝑝𝑥 (1) 

x = p 

(2, −√2𝑝) 

(2, √2𝑝) 
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2.4. INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES 

 

Al definir la integral de una función f(x, y) sobre una región R, dividíamos esta 

región con rectángulos. Los rectángulos son fáciles de describir en coordenadas 

rectangulares, y sus áreas fáciles de calcular. Sin embargo, cuando se trabaja en 

coordenadas polares es más fácil subdividir R en “rectangulares polares”, de la manera 

que describimos ahora. 

 

Supongamos una región R acotada por los rayos  𝜃 = 𝛼   𝑦   𝜃 = 𝛽, y las 

circunferencias 𝑟 = 𝑎  𝑦   𝑟 = 𝑏, como muestra la figura. Sea ∆ la partición que se obtiene 

al dibujar rayos que pasen por el polo y circunferencias con centro en el mismo. La cual 

muestra una red de subregiones denominadas “rectángulos polares”. La norma ‖∆‖ de la 

partición es la longitud de la mayor diagonal de los rectángulos. Sea n el número de 

subregiones y   ∆𝑖𝐴 unidades cuadradas el área del i-ésimo rectángulo.  

 

Como el área de la subregión es la diferencia de las áreas de dos sectores circulares, 

entonces 

 

∆𝑖𝐴 =
1

2
𝑟𝑖+1

2(𝜃𝑖+1 − 𝜃𝑖) −
1

2
𝑟𝑖
2(𝜃𝑖+1 − 𝜃𝑖) =

1

2
(𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖)(𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖)(𝜃𝑖+1 − 𝜃𝑖) 

Sea 𝑟 �̅� =
1

2
(𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖);  ∆𝑖𝑟 = 𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖;    𝑦    ∆𝑖𝜃 = 𝜃𝑖+1 − 𝜃𝑖. Entonces  

        ∆𝑖𝐴 = �̅� 𝑖 ∆𝑖𝑟 ∆𝑖𝜃. 

Sea (�̅� 𝑖, �̅� 𝑖) un punto arbitrario de la i-ésima subregión, donde 𝜃𝑖 ≤ �̅� 𝑖 ≤ 𝜃𝑖+1 y sea 

𝑓(�̅� 𝑖, �̅� 𝑖) el valor de la función en ese punto. Considerando la suma del producto 

𝑓(�̅� 𝑖, �̅� 𝑖) ∆𝑖𝐴 tenemos: 

∑𝑓(�̅� 𝑖, �̅� 𝑖) ∆𝑖𝐴 =∑𝑓(�̅� 𝑖, �̅� 𝑖) �̅� 𝑖 ∆𝑖𝑟 ∆𝑖𝜃

𝑛

𝑖=1

𝑛

1=1
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Se puede demostrar que, si f es continua en la región R, el límite de esta suma, 

conforme ‖∆‖ tiende a cero, existe y se considerará como la integral doble de f en R. De 

modo que se puede escribir 

lim
‖∆‖→0

∑𝑓(�̅� 𝑖, �̅� 𝑖) ∆𝑖𝐴 =∬𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴

𝑅

𝑛

1=1

 ↔ 

lim
‖∆‖→0

∑𝑓(�̅� 𝑖, �̅� 𝑖) �̅� 𝑖 ∆𝑖𝑟 ∆𝑖𝜃 =∬𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃.

𝑅

𝑛

1=1

 

 

Figura 91. 

Región R acotada por radios. 

 

 

 

Observando la figura 91, la definición en coordenadas polares, nos damos cuenta de 

que el diferencial del área es 𝑑𝐴 = 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃, lo que en determinados momentos nos va a 

permitir resolver ejercicios que en coordenadas rectangulares es imposible calcularles, 

realizando un cambio de variable. 

 

De la misma manera que en coordenadas rectangulares, la integral doble es igual a 

una integral iterada que tiene una de las dos formas posibles: 

 

(�̅� 𝑖, �̅� 𝑖) 
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∬𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴

𝑅

= ∫𝑑𝜃∫𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟 𝑑𝑟 = ∫𝑑𝑟 ∫ 𝑟 𝑑𝜃.

𝛽

𝛼

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝛽

𝛼

 

 

Generalizando el concepto la integral doble iterada en coordenadas polares, a una 

región R limitada por las curvas  𝑟 = 𝑓1(𝜃)  𝑦  𝑟 = 𝑓2(𝜃), donde f1 y f2 son funciones 

continuas y por las rectas 𝜃 = 𝛼  𝑦  𝜃 = 𝛽, donde  𝑓1(𝜃)   ≤ 𝑓2(𝜃), para todo 𝜃 del 

intervalo cerrado [𝛼, 𝛽] tenemos: 

 

∬𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑟 𝑑𝑟.

𝑓2(𝜃)

𝑓1(𝜃)

𝛽

𝛼𝑅

 

´ 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =∬𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴 = ∫ ∫ 𝑟 𝑑𝜃𝑑𝑟.

𝑓2(𝜃)

𝑓1(𝜃)

𝛽

𝛼𝑅𝑅

 

 

Si la región está limitada observamos Figura 92, por las curvas 𝜃 = 𝑔1(𝑟)  𝑦  𝜃 =

𝑔2(𝑟), donde g1  y g2 son funciones continuas y por las circunferencias  𝑟 = 𝑎  𝑦  𝑟 = 𝑏, 

donde  𝑔1(𝑟)   ≤ 𝑔2(𝑟), para todo r del intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] tenemos: 

∬𝑓(𝑟, 𝜃)𝑑𝐴 = ∫𝑑𝑟 ∫ 𝑟 𝑑𝜃.

𝑔2(𝑟)

𝑔1(𝑟)

𝑏

𝑎𝑅
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Figura 92. 

Área de integración curvilínea. 

 

 

 

Haciendo un análisis similar a la interpretación geométrica de la integral doble en 

coordenadas rectangulares, podríamos definir a esta integral doble como la medida del 

volumen de un sólido empleando coordenadas cilíndricas, según la figura 93, limitado 

superiormente por la superficie 𝑧 = 𝑓(𝑟. 𝜃) , y como base la región del plano coordenado 

polar, para  𝑓(𝑟. 𝜃) ≥ 0 tenemos: 

 

Figura 93. 

Volumen del paralelepípedo  

 

 

       

                                       𝑉 = ∬𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃

𝑅

 

 

 

 

 

𝑟 = 𝑓1(𝜃)   

𝑟 = 𝑓2(𝜃)   
𝜃 = 𝑔1(𝜃) 

𝜃 = 𝑔2(𝜃) 

 

(�̅� 𝑖 , �̅� 𝑖) (�̅� 𝑖 , �̅� 𝑖) 

 

(�̅� 𝑖 , �̅� 𝑖) 
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Ejemplos: 

 

1. Pasando a coordenadas polares calcular las siguientes integrales dobles. 

 

a) ∬ √𝑥2 + 𝑦2 + 1
𝑅

; si R está limitada por la circunferencia   𝑥2 + 𝑦2 = 9. 

 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃,   𝑦 = 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2,    arctan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 

 

Solución: 

Figura 94. 

Circunferencias en coordenadas polares y rectangulares. 

 

 

 

Pasando a coordenadas polares la función integrable y la región figura 94: 

 

√𝑥2 + 𝑦2 + 1 = √𝑟2 + 1;    𝑥2 + 𝑦2 = 9 ∴  𝑟2 = 9  ∴  𝑟 = 3   𝑦  0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋,  

tomamos positivo en el sentido contrario a las manecillas del reloj. 

∫ 𝑑𝜃∫√𝑟2 + 1

3

0

𝑟 𝑑𝑟 = 4∫𝑑𝜃∫√𝑟2 + 1 𝑟 𝑑𝑟 =
4

3
∫(𝑟2 + 1)3 2⁄

𝜋
2

0

3

0

𝜋
2

0

2𝜋

0

|
3
0
𝑑𝜃 = 
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=
4

3
∫(103 2⁄ − 1)𝑑𝜃 =

4

3
[10√10 − 1]𝜃 |

𝜋 2⁄
0

=

𝜋
2

0

2𝜋

3
(10√10 − 1). 

 

 

b) ∬ 𝑒−(𝑥
2+𝑦2)𝑑𝐴

𝑅
,   

 

Donde R está en el primer cuadrante y está limitada por la circunferencia                      

𝑥2 + 𝑦2 = 25  y los ejes coordenados. 

 

Solución: 

 

Figura 95. 

Primer cuadrante de la circunferencia de radio 5. 

 

 

 

 

 

 

Pasando a coordenadas polares la función integrable y la región figura 95: 

𝑒−(𝑥
2+𝑦2) = 𝑒−𝑟

2
;        𝑥2 + 𝑦2 = 25  ∴   𝑟2 = 25  ∴  𝑟 = 5   𝑦  0 ≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
 ; 

𝑑𝐴 = 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃  

 

∫𝑑𝜃∫𝑒−𝑟
2

5

0

𝑟 𝑑𝑟 = −
1

2
∫ 𝑒−𝑟

2

𝜋
2

0

𝜋
2

0

||
5
0
𝑑𝜃 = − 

1

2
∫(𝑒−25 − 𝑒0)𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

 

= −
1

2
∫(𝑒−25 − 1)𝑑𝜃 = −

1

2
[𝑒−25 − 1]𝜃 |

𝜋 2⁄
0

=

𝜋
2

0

−
𝜋

4
(𝑒−25 − 1). 
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2. Evaluar la integral doble de la función 𝑓(𝑟, 𝜃) = 1 sobre la región limitada por el 

cardiode 𝑟 = 2(1 + cos 𝜃) y la circunferencia 𝑟 = 2. (se considera el recinto que no 

contiene el polo). 

 

Solución:  

Figura 96. 

Cardioide intersecado con circunferencia. 

 

Encontramos los límites de integración para 𝜃,  resolviendo el sistema figura 96: 

{
𝑟 = 2(1 + cos 𝜃)   (1)

𝑟 = 2                      (2).   
 

 

(2)  en (1)  2(1 + cos 𝜃) = 2 ∴ cos 𝜃 = 0 ∴  𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 cos 0 → 𝜃 =
𝜋

2
  𝑦  𝜃 =

3𝜋

2
=

−
𝜋

2
. 

∫𝑑𝜃 ∫ 1 ∗ 𝑟𝑑𝑟 = 2∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟𝑑𝑟 = ∫
𝑟2

2
|2
(1 + cos 𝜃)

2
 𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

2(1+cos𝜃)

2

𝜋
2

0

2(1+cos𝜃)

2

𝜋
2

−
𝜋
2

 

= ∫[4(1 + cos 𝜃)2 − 4]𝑑𝜃 = 4∫(2 cos 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃)𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

= 4 [2 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +
𝜃

2
+
1

4
𝑠𝑒𝑛 2𝜃] |

𝜋

2
0
= 4 (2 +

𝜋

4
) = 8 + 𝜋. 
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2.5. INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS CURVILINEAS 

 

En el caso más general, si en la integral doble ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

  se quiere pasar de 

las variables x, y a variables u, v, relacionadas con aquellas por medio de las expresiones 

continuas y diferenciables 𝑥 = 𝜑(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝜔(𝑢. 𝑣), que establecen una 

correspondencia biunívoca y continua en ambos sentidos, entre los puntos de la región R 

del plano XOY y los puntos de un recinto determinado R´ del plano UO´V, al mismo 

tiempo que el Jacobiano: 

𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

| 

 

Conserva invariable su signo en la región R, será válida la fórmula 

 

Encontrando el Jacoviano para coordenadas polares tenemos: 

 

𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑟, 𝜃)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃

| = |
cos 𝜃 −𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃
𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜃

| = 𝑟𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑟𝑠𝑒𝑛2𝜃 = 𝑟 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =∬𝑓[𝜑(𝑟, 𝜃),𝜔(𝑟, 𝜃)] 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑅´𝑅

 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =∬𝑓[𝜑(𝑢, 𝑣), 𝜔(𝑢. 𝑣)] |𝐽| 𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑅´𝑅

 

Los límites de esta nueva integral se determinan de acuerdo con las reglas generales, 

sobre la base de la forma que tenga el recinto R´. 
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Ejemplo 1. 

Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas polares: 

 

∫𝑑𝑥 ∫ √𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑦

√𝑎2−𝑥2

0

𝑎

𝑜

 

Solución: 

Figura 97. 

Circunferencia de radio a. 

 

 

o Pasamos a coordenadas polares la función integrable y la región figura 97: 

 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃;    𝑦 = 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃 ;  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2;    𝑡𝑔 𝜃 =
𝑦

𝑥
  

 

√𝑥2 + 𝑦2 = √𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝜃 = √𝑟2(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃) = 𝑟 

 

𝑦 = √𝑎2 − 𝑥2 → 𝑦2 = 𝑎2 − 𝑥2  →   𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2   →   𝑟 = 𝑎 

 

El Jacobiano:  𝑥 = 𝑟 cos 𝜃;    𝑦 = 𝑟 𝑠𝑒𝑛𝜃 
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𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑟, 𝜃)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃

| = |
cos 𝜃 −𝑟𝑠𝑒𝑛 𝜃
 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑟 cos 𝜃

| = 𝑟 

𝐽 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑟𝑠𝑒𝑛2𝜃 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃)  ∴  𝐽 = 𝑟 

∫𝑑𝑥 ∫ √𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑦

√𝑎2−𝑥2

0

𝑎

𝑜

= ∫𝑑𝜃∫ 𝑟 ∗ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃 =

𝑎

0

𝜋
2

𝑜

 

= ∫𝑑𝜃∫𝑟 ∗ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃 =
1

3
∫𝑟3|

𝑎
0
𝑑𝜃 =

1

3
∫ 𝑎3𝑑𝜃 =

𝑎3

3
[𝜃]
𝜋

2
0
=

𝜋
2

0

𝜋
2

0

𝑎

0

𝜋
2

𝑜

𝑎3

3
∗
𝜋

2
=
𝑎3𝜋

6
 

 

Ejemplo 2. 

Resolver la integral doble ∬ (𝑥 + 𝑦)2𝑒𝑥−𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

, en la región determinada por las 

siguientes curvas: 𝑥 + 𝑦 = 1;   𝑥 + 𝑦 = 4;  𝑥 − 𝑦 = −1;  𝑥 − 𝑦 = 1.  

 

Figura 98. 

Región de integración limitada por: 𝑥 + 𝑦 = 1;   𝑥 + 𝑦 = 4;  𝑥 − 𝑦 = −1;  𝑥 − 𝑦 = 1 

 

Basado en la figura 98: 

o Cambiamos de variables:   𝑥 + 𝑦 = 𝑢  (1)      𝑦       𝑥 − 𝑦 = 𝑣 (2) 

o Ponemos a 𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑣); 𝑠𝑢𝑚𝑎𝑚𝑜𝑠 (1) + (2):  2𝑥 = 𝑢 + 𝑣 ∴   𝑥 =
𝑢+𝑣

2
  (3)   

o Ponemos a 𝑦 = 𝑓(𝑢, 𝑣); 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎𝑚𝑜𝑠 (1) − (2):  2𝑦 = 𝑢 − 𝑣 ∴   𝑦 =
𝑢−𝑣

2
  (4)   
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o Encontramos la región R´: 

 

1 ≤ 𝑢 ≤ 4;  −1 ≤ 𝑣 ≤ 1 

 

Figura 99. 

Región formada en u y v. 

 

o Integral doble en coordenadas curvilíneas: 

 

∬𝑓[(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢. 𝑣)) ]|𝐽| 𝑑𝑢 𝑑𝑣

𝑅´

 

 

 La cantidad sub integral:  

   

(𝑥 + 𝑦)2𝑒𝑥−𝑦;   𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑖𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑠: 𝑢2𝑒𝑣  

 

 La variación de “u” y “v”: 

 

1 ≤ 𝑢 ≤ 4;  −1 ≤ 𝑣 ≤ 1 

 Determinamos el Jacobiano: 

 

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝑑𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

| = |

1

2

1

2
1

2
−
1

2

| = −
1

4
−
1

4
= −

1

2
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𝐼 = ∫𝑑𝑢 ∫𝑢2𝑒𝑣 |−
1

2
|  𝑑𝑣

1

−1

4

1

 

 

o Integrar dos veces tomando en consideración el orden de integración: 

𝐼 =
1

2
∫[𝑒𝑣]

1
−1
𝑑𝑢 =

1

2
∫[𝑒1 − 𝑒−1]𝑑𝑢 =

4

1

4

1

1

2
(
𝑒2 − 1

𝑒1
) [𝑢]

4
1
=
3

2
(
𝑒2 − 1

𝑒1
) 

 

Ejemplo 3.  

Resolver la integral doble ∬ 𝑒−𝑥𝑦/2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

, en la región determinada por las siguientes 

curvas: 𝑦 =
𝑥

4
;   𝑦 = 2𝑥;   𝑦 =

1

𝑥
;    𝑦 =

4

𝑥
. Utilizar el siguiente cambio de variable 𝑥 =

√
𝑣

𝑢
;   𝑦 = √𝑢 𝑣. 

 

Figura 100. 

Región limitada por 𝑦 =
𝑥

4
;   𝑦 = 2𝑥;   𝑦 =

1

𝑥
;    𝑦 =

4

𝑥
. 

 

 

Basados en la Figura 100, tenemos: 

o Cambiamos de variables:   𝑥 = √
𝑢

𝑣
  (1)      𝑦      𝑦 = √𝑢 𝑣   (2) 

o Ponemos a 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦)    𝑦    𝑣(𝑥, 𝑦);   
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(1) 𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑎𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜;   𝑥2 =
𝑣

𝑢
 →    𝑣 = 𝑢𝑥2   (3)    

(2) 𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑎𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜;   𝑦2 = 𝑢 𝑣 →    𝑣 =
𝑦2

𝑢
 (4)    

𝐼𝑔𝑢𝑎𝑙𝑎𝑚𝑜𝑠 (3)  𝑐𝑜𝑛 (4):  𝑢𝑥2 =
𝑦2

𝑢
  →   𝑢 =

𝑦

𝑥
  (5)    

𝑅𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 (5)𝑒𝑛 (3):  𝑣 =
𝑦

𝑥
∗ 𝑥2  ∴   𝑣 = 𝑥𝑦 (5)  

 

o Encontramos la región R´: 

 

𝑦 =
𝑥

4
 →    

𝑦

𝑥
=
1

4
;   𝑦 = 2𝑥  →  

𝑦

𝑥
= 2;   𝑦 =

1

𝑥
 →   𝑥𝑦 = 1;    𝑦 =

4

𝑥
 → 𝑥𝑦 = 4 

  

1

4
≤ 𝑢 ≤ 2;   1 ≤ 𝑣 ≤ 4 

 

Figura 101.  

Región convertida en u y v. 

 

 

Basados en la figura 101 tenemos: 
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o Integral doble en coordenadas curvilíneas: 

 

∬𝑓[(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢. 𝑣)) ]|𝐽| 𝑑𝑢 𝑑𝑣

𝑅´

 

 

 La cantidad sub integral:  

   

𝑒−𝑥𝑦/2;   𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑖𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑠: 𝑒−𝑣/2  

 

 Determinamos el Jacobiano: 

𝑥 = √
𝑣

𝑢
; 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑚𝑜𝑠:   

𝜕𝑥

𝜕𝑢
=
1

2
√
𝑢

𝑣
∗ −

𝑣

𝑢2
;    
𝜕𝑥

𝜕𝑣
=
1

2
√
𝑢

𝑣
∗ (
1

𝑢
) 

 

𝜕𝑥

𝜕𝑢
= −

𝑢−
3
2 𝑣

1
2

2
;                                 

𝜕𝑥

𝜕𝑣
=

1

2𝑢1/2𝑣1/2
 

  

𝑦 = √𝑢𝑣; 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑚𝑜𝑠:   
𝜕𝑦

𝜕𝑢
=
1

2

1

√𝑢 𝑣
∗ 𝑣;   

𝜕𝑦

𝜕𝑣
=
1

2

1

√𝑢𝑣
∗ 𝑢 

 

𝜕𝑦

𝜕𝑢
=
𝑣1/2

2𝑢1/2
;                                              

𝜕𝑦

𝜕𝑣
=
𝑢1/2

2𝑣1/2
 

 

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝑑𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

| 

 

 

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |
|
−
𝑢−

3
2 𝑣

1
2

2

1

2𝑢1/2𝑣1/2

𝑣1/2

2𝑢1/2
𝑢1/2

2𝑣1/2

|
| = −

1

4𝑢
−
1

4𝑢
= −

1

2𝑢
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𝐼 = ∫𝑑𝑢

2

1/4

∫𝑒−𝑣/2  |−
1

2𝑢
| 𝑑𝑣

4

1

 

 

o Integrar dos veces tomando en consideración el orden de integración: 

 

𝐼 =
1

2
∫ [

−2𝑒−𝑣/2

𝑢
]
4
1
 𝑑𝑢

2

1/4

=
1

2
(−2𝑒−2 + 2𝑒−1/2)[ln 𝑢]

2
1

4

 

𝐼 = (𝑒−1/2 − 𝑒−2) ( ln 2 − ln
1

4
) = (𝑒−1/2 − 𝑒−2)(3 ln 2) 

Ejemplo 4. 

Resolver la integral doble ∬ 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

, en la región determinada por el triángulo limitado 

por los puntos:  𝐴(0,0); 𝐵(3,1); 𝑐(−2,1). Utilizar el siguiente cambio de variable 𝑥 =

3𝑣+2𝑢

5
;   𝑦 =

𝑣−𝑢

5
. 

 

Figura 102.  

Región limitada por: 𝐴(0,0); 𝐵(3,1); 𝐶(−2,1). 

 

 

Solución: 

o Basados en la Figura 102, cambiamos de variables: 

   

𝑥 =
3𝑣 + 2𝑢

5
  →   5𝑥 = 3𝑣 + 2𝑢  (1)        𝑦        𝑦 =

𝑣 − 𝑢

5
   →    5𝑦 = 𝑣 − 𝑢  (2) 
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o Ponemos a  𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦)    𝑦    𝑣(𝑥, 𝑦);   

 

(1) + (2) ∗ [2];   5𝑥 − 10𝑦 = 5𝑣   →    𝑣 =  𝑥 + 2𝑦  (3)   

 

(1) − (2) ∗ [−3];   5𝑥 − 15𝑦 = 5𝑢 →    𝑢 =  𝑥 − 3𝑦  (4)   

 

o Encontramos la región R´:  𝑣 =  𝑥 + 2𝑦  ;    𝑢 =  𝑥 − 3𝑦       

 

Lo hacemos con los puntos:  𝐴(0,0); 𝐵(3,1); 𝐶(−2,1) 

 

(𝑥, 𝑦) →  (𝑢, 𝑣) 

 

(0, 0)    →  (0, 0) 

(3, 1)    →  (0, 5) 

(−2, 1)  →  (−5, 0) 

 

Figura 103. 

Región trasformada y limitada u y v. 

 

 

Observando la Figura 104 tenemos: 

 

o Integral doble en coordenadas curvilíneas: 
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∬𝑓[(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢. 𝑣)) ]|𝐽| 𝑑𝑢 𝑑𝑣

𝑅´

 

 

 La cantidad sub integral:  

   

𝑦;   𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑖𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑠: 
𝑣 − 𝑢

5
  

 En la región R´ la recta es:  𝑣 − 5 = 1 ∗ 𝑢 →   𝑣 = 𝑢 + 5     𝑜   𝑢 = 𝑣 − 5  

 Determinamos el Jacobiano: 

 

𝑥 =
3𝑣 + 2𝑢

5
;                      𝑦 =

𝑣 − 𝑢

5
                

 

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

2

5

3

5

−
1

5

1

5

| =
1

25
+
3

25
=
4

25
 

 

𝐼 = ∫𝑑𝑣

5

0

∫
𝑣 − 𝑢

5
 |
4

25
| 𝑑𝑢

0

𝑣−5

 

 

o Integrar dos veces tomando en consideración el orden de integración: 

 

𝐼 =
4

125
∫ [𝑣 𝑢 −

1

2
𝑢2]

0
𝑣 − 5

𝑑𝑣

5

0

=
4

125
∫ [−𝑣2 + 5𝑣 +

1

2
(𝑣2 − 10𝑣 + 25)] 𝑑𝑣

5

0

 

𝐼 =
2

125
∫[−𝑣2 + 25]𝑑𝑣 =

2

125
[−
1

3
𝑣3 + 25𝑣]

5
0

5

0

 

𝐼 =
2

125
[−
125

3
+ 125] =

2 ∗ 250

3 ∗ 125
=
4

3
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2.6.  APLICACIONES GEOMÉTRICAS DE LAS INTEGRALES DOBLES 

 

2.6.1. Cálculo de volúmenes.  

 

Es la aplicación directa de la interpretación geométrica de la integral doble, por lo 

que las expresiones para calcular el volumen en coordenadas rectangulares y polares 

serian: 

 

i. En coordenadas rectangulares. 

 

𝑉 = ∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

𝑅

 

 

ii. En coordenadas polares. 

𝑉 =∬𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃.

𝑅

 

Ejemplos: 

1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide elíptico 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2 + 1, 

el plano  𝑥 + 𝑦 = 1  y los planos coordenados. 

 

Solución: 

Realizamos el gráfico en R2, figura 104, para colocar los límites de la región y en R3 

para poder observar el volumen en su totalidad.  
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Figura 104. 

Paraboloide elíptico. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 105. 

Paraboloide elíptico, región del prisma rectangular visto en R2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Calculamos el volumen, basados en la Figura 104 y 105. 

𝑉 = ∫𝑑𝑥 ∫ (2𝑥2 + 𝑦2 + 1)𝑑𝑦 = ∫(2𝑥2𝑦 +
1

3
𝑦3 + 𝑦) |

1 − 𝑥
0

𝑑𝑥 =

1

0

1−𝑥

0

1

0

 

= ∫(2𝑥2(1 − 𝑥) +
1

3
(1 − 𝑥)3 + 1 − 𝑥) 𝑑𝑥 =

1

0

  

= (
2

3
𝑥3 −

1

2
𝑥4 −

1

12
(1 − 𝑥)4 + 𝑥 −

𝑥2

2
) |
1
0
= (

2

3
−
1

2
+ 1 −

1

2
+
1

12
) =

1

4
𝑢3. 

𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2 + 1 
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2. Determinar el volumen de un cuerpo limitado por el cilindro 𝑥2 + 𝑧2 = 𝑎2 y los 

planos 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑦 = 𝑥. 

 

 Solución: 

Realizamos el gráfico en R2  Figura 107, para colocar los límites de la región y en R3   

Figura 106, para poder observar el volumen en su totalidad.  

 

Figura 106. 

Cilindro intersecado por los planos 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑦 = 𝑥 , vista en R2. 

 

 

Figura 107. 

Vista en R2 Cilindro intersecado por los planos 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑦 = 𝑥 
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Calculamos el volumen. 

∫𝑑𝑥∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑦 = ∫(√𝑎2 − 𝑥2) |
𝑥
0
𝑑𝑥 =

𝑎

0

𝑥

0

𝑎

0

−
1

3
(𝑎2 − 𝑥2)3 2⁄ |

𝑎
0
=
𝑎3

3
𝑢3. 

 

3. Calcular el volumen limitado por las superficies  2𝑎𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 =

𝑎2,  𝑧 = 0.    

 

Solución: 

 

Primero encontramos la sección transversal en el plano “xy”.  

 

{
2𝑎𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2        (1)

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 𝑎2 (2).
 

En (2) 𝑧 = 0  ∴   𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2.  La sección transversal es una circunferencia de 

centro en el origen de coordenadas y radio igual 𝑎. 

 

Figura 108. 

Región limitada por: 2𝑎𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 𝑎2,  𝑧 = 0.    

 

 

 

Calculamos el Volumen, observando la Figura 108, pasando a coordenadas polares 

porque resulta más fácil calcular. 
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Sección transversal:   𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2  ∴   𝑟2 = 𝑎2   ∴   𝑟 = ±𝑎  ∴   𝑟 = 𝑎,  Tomamos 

sólo el valor positivo. 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 𝑎2  ∴   𝑟2 − 𝑧2 = 𝑎2  ∴  𝑧 = √𝑟2 − 𝑎2 

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑧  ∴   𝑟2 = 2𝑎𝑧  ∴  𝑧 =
𝑟2

2𝑎
 .  El ángulo 𝜃 varía entre   0    y  2𝜋. 

∫ 𝑑𝜃∫ [
𝑟2

2𝑎
− √𝑟2 − 𝑎2]  𝑟𝑑𝑟 =  ∫ [

𝑟4

8𝑎
−
1

3
(𝑟2 − 𝑎2)3 2⁄ ] |

𝑎
0
 𝑑𝜃 =

2𝜋

0

𝑎

0

2𝜋

0

 

= ∫ (
𝑎4

8𝑎
+
𝑎3

3
)𝑑𝜃 =

𝑎3

6
(𝜃) |

2𝜋
0
=
𝑎3

6
∗ 2𝜋 =

𝜋 𝑎3

3
 𝑢3.

2𝜋

0

 

4. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies  𝑧 = 𝑟,  el cardiode 𝑟 =

2(1 + cos 𝜃) y la circunferencia 𝑟 = 2. (se considera la región que no contiene el 

polo). 

 

Solución:  

Figura 109. 

Región limitada por el cardioide y la circunferencia. 
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Encontramos los límites de integración para 𝜃, en la Figura 109 observamos y  

resolviendo el sistema: 

 

{
𝑟 = 2(1 + cos 𝜃)   (1)

𝑟 = 2                      (2).   
 

 

(2)  en (1)  2(1 + cos 𝜃) = 2 ∴ 2 + 2cos 𝜃 = 2 ∴ cos 𝜃 = 0 → 

 

→ 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 cos 0 → 𝜃 =
𝜋

2
    𝑦   𝜃 =

3𝜋

2
= −

𝜋

2
  

 

 

𝑉 = ∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟 ∗ 𝑟𝑑𝑟 = 2∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟2𝑑𝑟 = ∫
𝑟3

3
|2
(1 + cos 𝜃)

2
 𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

2(1+cos𝜃)

2

𝜋
2

0

2(1+cos𝜃)

2

𝜋
2

−
𝜋
2

 

=
2

3
∫[8(1 + cos 𝜃)3 − 8]𝑑𝜃 =

16

3
∫(1 + 3 cos 𝜃 + 3𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠3𝜃 − 1)𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

=
16

3
∫ [3 cos 𝜃 +

3

2
(1 + cos 2𝜃) + (1 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃) cos 𝜃] 𝑑𝜃

𝜋
2

0

= 

=
16

3
[3 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +

3

2
𝜃 +

3

4
 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛 𝜃 −

1

3
 𝑠𝑒𝑛3𝜃] |

𝜋

2
0
= 

=
16

3
(3 +

3

4
𝜋 + 1 −

1

3
) =

16

3
(
3 𝜋

4
+
11

3
) 𝑢3. 
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5. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies: 

 𝑦 = √𝑥;   𝑦 = 2√𝑥;   𝑥 + 𝑧 = 6     𝑦    𝑧 = 0. 

 

Figura 110. 

Volumen limitado por: 𝑦 = √𝑥;   𝑦 = 2√𝑥;   𝑥 + 𝑧 = 6     𝑦    𝑧 = 0. 

 

 

 

 

Solución: 

 En la figura 110, se puede observar los límites de integración son: 

𝑉 = ∫𝑑𝑥

6

0

∫ (6 − 𝑥)𝑑𝑦 = ∫[6𝑦 − 𝑥𝑦]
2√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥

6

0

2√𝑥

√𝑥

 

 

𝑉 = ∫(12√𝑥 − 2𝑥√𝑥 − 6√𝑥 + 𝑥√𝑥)𝑑𝑥 = ∫(6√𝑥 − 𝑥√𝑥)𝑑𝑥

6

0

6

0

 

𝑉 = [4(𝑥)3/2 −
2

5
 (𝑥)5/2]

6
0
= 24√6 −

72√6

5
=
48 √6

5
  𝑢3. 
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2.6.2. Cálculo de áreas.    

 

Si en la definición de la integral doble sobre una región R, si ésta viene dada en 

coordenadas rectangulares hacemos que 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1, y si R está dada en coordenadas 

polares hacemos 𝑓(𝑟, 𝜃) = 1, la definición nos permite calcular el área de la región R y 

se define como:  

𝐴 =∬𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑅

∬𝑑𝐴.

𝑅

 

Ejemplos: 

1. Hallar el área de la figura limitada por las curvas   𝑦 =  𝑠𝑒𝑛 𝑥   𝑒     𝑦 = cos 𝑥, en el 

intervalo 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋.  

 

Solución: 

Encontramos la intersección de las curvas, resolviendo el sistema. 

{
𝑦 = 𝑠𝑒𝑛 𝑥   (1)

𝑦 = cos 𝑥   (2).
 

(1) = (2)   𝑠𝑒𝑛 𝑥 = cos 𝑥  ∴   𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 cos 𝑥 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠: 

 
𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑥 𝑥
=
cos 𝑥

cos 𝑥
  ∴ 𝑡𝑔 𝑥 = 1 ∴ 𝑥 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(1)   ∴  𝑥 =

𝜋

4
(3). 

 (3)   𝑒𝑛  (2)   𝑦 = cos
𝜋

4
  ∴   𝑦 =

√2

2
. 

Realizamos el gráfico y observamos en la Figura 111. 

Figura 111. 

Región limitada por: 𝑦 =  𝑠𝑒𝑛 𝑥   𝑒     𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 
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Calculamos el área: 

Según la figura 111, tenemos que hallar el área total como una suma de las áreas de 

la R1 + R2  

𝐴 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 + ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 = ∫[𝑦] |
cos 𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝑥
𝑑𝑥 + ∫[𝑦] |

𝑠𝑒𝑛 𝑥

cos 𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋

𝜋
4

𝜋
4

0

𝑠𝑒𝑛 𝑥

cos𝑥

𝜋

𝜋
4

cos𝑥

𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝜋
4

0

 

= ∫(cos 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑥)𝑑𝑥 + ∫(𝑠𝑒𝑛 𝑥 − cos 𝑥)𝑑𝑥 =

𝜋

𝜋
4

𝜋
4

0

 

= [𝑠𝑒𝑛 𝑥 + cos 𝑥] |

𝜋

4

0

+ [− cos 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛 𝑥] |

𝜋

𝜋

4

= (√2 − 1) + (1 + √2) = 2√2𝑢2. 

 

2. Calcular el área de la figura limitada por las curvas   𝑥 = 𝑦2,   𝑥 = 2𝑦 − 𝑦2. 

 

Solución: 

Hallamos la intersección de las curvas, resolviendo el sistema. 

{
𝑥 = 𝑦2            (1)

𝑥 = 2y−𝑦2   (2).
 

(1) = (2)   𝑦2 = 2y − y2   ∴   2𝑦2 − 2𝑦 = 0 ∴ 2𝑦(𝑦 − 1) = 0 ∴  𝑦 = 0   𝑒  𝑦 = 1. 

 𝑠𝑖   𝑦 = 0  𝑒𝑛  (1)  𝑥 = 0     𝑦    𝑠𝑖     𝑦 = 1, 𝑥 = 1. 

Figura 112. 

Región limitada por: 𝑥 = 𝑦2,   𝑥 = 2𝑦 − 𝑦2 
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Encontramos el área basados en la Figura 112: 

𝐴 = ∫𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑥

2𝑦−𝑦2

𝑦2

1

0

= ∫𝑥 |
2𝑦 − 𝑦2

𝑦2
𝑑𝑦 = ∫(2𝑦 − 𝑦2 − 𝑦2)𝑑𝑦 = 2∫(𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑦 =

1

0

1

0

1

0

 

= 2 [
1

2
𝑦2 −

1

3
𝑦3] |

1
0
= 2 (

1

2
−
1

3
) = 2 ∗

1

6
=
1

3
 𝑢2. 

 

3. Determinar el área limitada por las parábolas  

 

𝑦2 = 10𝑥 + 25   𝑒    𝑦2 = −6𝑥 + 9. 

Solución: 

Hallamos la intersección de las curvas, resolviendo el sistema. 

{
𝑦2 = 10𝑥 + 25            (1)

𝑦2 = −6x+9                (2).
 

(1) = (2)   10𝑥 + 25 = −6x + 9   ∴   16𝑥 = −16 ∴ 𝑥 = −1 (3). 

 (3) 𝑒𝑛 (2)   𝑦2 = 6 + 9 ∴   𝑦2 = 15  ∴     𝑦 = ±√15. 

 

Figura 113. 

Región limitada por las parábolas. 
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Calculamos el área observando la Figura 113.  

Utilizando la simetría tenemos: 

𝐴 = 2 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑥 = 2 ∫ [
1

6
(9 − 𝑦2) −

1

10
(𝑦2 − 25)] 𝑑𝑦 =

√15

0

1
6
(9−𝑦2)

1
10
(𝑦2−25)

√15

0

 

= 2∫ (4 −
8

30
𝑦2) 𝑑𝑦 = 2

√15

0

[4𝑦 −
8

90
𝑦3] |√15

0
= 2(4√15 −

8 ∗ 15√15

90
)  ∴ 

𝐴 =
16

3
√15 𝑢2. 

4. Encuentre el área encerrada por la lemniscata     𝑟2 = 2𝑎2 cos 2𝜃. 

𝑟 = 𝑎√2cos 2𝜃. 

Dominio: 2 cos 2𝜃 ≥ 0  →  cos 2𝜃 ≥ 0  → 2𝜃 ≥ 𝑎𝑟𝑐𝑜 cos 0 → 2𝜃 ≥
𝜋

2
  →  𝜃 ≥

𝜋

4
 

𝑟 (
𝜋

4
) = 𝑎√2 cos(2 ∗

𝜋

4
) = 0 

 

Solución: 

Figura 114. 

Área formada por: lemniscata 𝑟2 = 2𝑎2 𝑐𝑜𝑠 2𝜃. 
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Hallamos el área, basado en la Figura 114, determinamos los límites: 

 

Utilizando la simetría tenemos: 

 

𝐴 = 2 ∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟 𝑑𝑟 = ∫ 𝑟2 ||𝑎√2 cos 2𝜃
0

𝑑𝜃 = ∫ 2𝑎2 cos 2𝜃 𝑑𝜃  ∴

𝜋
4

− 
𝜋
4

𝜋
4

− 
𝜋
4

𝑎√2cos2𝜃

0

𝜋
4

− 
𝜋
4

 

 𝐴 = 𝑎2 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 |

𝜋

4

−
𝜋

4

= 𝑎2[1 − (−1)] = 2𝑎2 𝑢2. 

 

5. Hállese el área de la región común a los cardiodes   𝑟 = 1 + cos 𝜃    𝑦    𝑟 = 1 −

cos 𝜃. 

 

Solución: 

Hallamos la intersección de las curvas, resolviendo el sistema. 

{
𝑟 = 1 + cos 𝜃                (1)

𝑟 = 1 − cos θ                 (2).
 

(1) = (2)   1 + cos 𝜃 = 1 − cos θ   ∴   2 cos 𝜃 = 0 ∴  𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 cos(0)   ∴ 

 𝜃 =
𝜋

2
   𝑜   𝜃 =

3𝜋

2
= − 

𝜋

2
.  

 

Figura 115. 

Área formada por: 𝒓 = 𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝜽    𝒚    𝒓 = 𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝜽 
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Encontramos el área, observamos los límites en la Figura 116. 

 

Utilizando la simetría tenemos: 

𝐴 = 4∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟 𝑑𝑟 = 2∫ 𝑟2 ||
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃

0
= 2∫(1 − cos 𝜃)2

𝜋
2

0

𝜋
2

0

1−cos𝜃

0

𝜋
2

0

𝑑𝜃 = 

= 2∫[1 − 2 cos 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃]𝑑𝜃 = 2∫ [1 − 2 cos 𝜃 +
1

2
(1 + cos 2𝜃)]

𝜋
2

0

𝑑𝜃  ∴

𝜋
2

0

 

𝐴 = 2 [𝜃 − 2 𝑠𝑒𝑛𝜃 +
𝜃

2
+
1

4
𝑠𝑒𝑛 2𝜃] |

𝜋

2

0

= 2 (
𝜋

2
− 2 +

𝜋

4
) = (

3𝜋

2
− 4)𝑢2. 

 

6. Utilice integración doble para obtener el área de la región en el primer cuadrante 

limitada por la parábola 𝑦2 = 4𝑥, la circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 = 5, y el eje “x” 

mediante dos métodos: a) integre primero con respecto a “x”; b) integre primero con 

respecto a “y”. Compare los resultados. 

 

Figura 116. 

Área de integración intersección parábola 𝑦2 = 4𝑥, la circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 = 5 . 

 

 

R 
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Solución: 

a) Integral primero con respecto de “x”. 

 

Figura 117.  

Integral respecto al eje X, parábola 𝑦2 = 4𝑥, la circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 = 5. 

 

 Intersección entre curvas: 

 Despejamos a “x” como función de “y”. 

𝑦2 = 4𝑥  ∴  𝑥1 =
𝑦2

4
;       𝑥2 + 𝑦2 = 5    ∴   𝑥2 = √5 − 𝑦2  

 Cálculo de los límites: 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 2 

 Calculamos el área: 

Marco teórico: 

𝐴 =∬𝑑𝐴

𝑅

 

 

𝐴 = ∫𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑥 = ∫[𝑥]
√5 − 𝑦2

𝑦2

4

=

2

0

∫[√5 − 𝑦2 −
𝑦2

4
] 𝑑𝑦

2

0

√5−𝑦2

𝑦2

4

2

0

 

𝐴 = [
𝑦

2
√5 − 𝑦2 +

5

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 

𝑦

√5
−
𝑦3

12
]
2
0
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𝐴 = [
2

2
√5 − 4 +

5

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 

2

√5
−
23

12
] = 1 +

1

2
∗
11

2
−
2

3
≈ 3,08 𝑢2 

 

b) Primera integral en “y”. 

 

Figura 118. 

Región integrada con respecto al eje Y, parábola 𝑦2 = 4𝑥, la circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 =

5. 

 

 

 Intersección entre curvas: 

 Despejamos a “y” como función de “x”. 

𝑦2 = 4𝑥  ∴   𝑦 = 2√𝑥;   𝑥2 + 𝑦2 = 5  ∴   𝑦 = √5 − 𝑥2  

 Cálculo de los límites: 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 1, 𝑥4 = √5 

 Calculamos el área: 

Marco teórico: 

𝐴 =∬𝑑𝐴

𝑅
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𝐴 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 + ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦

√5−𝑥2

0

√5

1

2√𝑥

0

1

0

 

𝐴 = ∫[2√𝑥]𝑑𝑥 + ∫ √5 − 𝑥2𝑑𝑥 = 2 ∗
2

3
[(𝑥)

3
2]
1
0
+ [
𝑥

2
√5 − 𝑥2 +

5

2
 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 

𝑥

√5
] √5
1

√5

1

1

0

 

𝐴 =
4

3
+
√5

2
∗ 0 +

5

2
∗
𝜋

2
−
1

2
∗ 2 −

5

2
 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 

1

√5
 

𝐴 =
4

3
+
5𝜋

4
− 1 −

5

2
∗  0,46 ≈ 3,11 𝑢2 

 

2.7.  APLICACIONES FÍSICAS DE LAS INTEGRALES DOBLES 

 

2.7.1. Masa.  

 

Físicamente se define como el producto del área multiplicado por la densidad, que 

puede ser constante o variable. 

 

Si el elemento representativo de masa dm de una masa distribuida continuamente 

sobre alguna región R del plano “xy”, y valiéndonos de la definición física se toma como: 

 

𝑑𝑚 = 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦    𝑜     𝑑𝑚 = 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴. 

 

Donde 𝜕(𝑥. 𝑦) es la densidad variable en el punto (𝑥. 𝑦) de la región R, entonces 

podemos utilizar una integral doble para calcular, dicha expresión está definida como: 

 

𝑚 =∬𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅
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Figura 119. 

Masa de una superficie 

 

2.7.2. Primeros momentos o momentos estáticos de la masa.  

 

Estos momentos se obtienen, multiplicando la masa por la distancia x o y “brazo de 

palanca” al respectivo eje así, figura 120: 

 

a) Respecto a “x”. 

𝑀𝑥 =∬𝑦 ∗ 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅

 

b) Respecto a “y”. 

𝑀𝑦 =∬𝑥 ∗ 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅

 

 

c) Coordenadas del centro de masas. 

 

�̅� =
∑𝑀𝑦

∑𝑚
=
∬ 𝑥 ∗ 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.
𝑅

∬ 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.
𝑅

          𝑦         �̅� =
∑𝑀𝑥

∑𝑚

=
∬ 𝑦 ∗ 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.
𝑅

∬ 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝐴.
𝑅

. 
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2.7.3. Segundos momentos o momentos de inercia de la masa.  

 

Estos momentos se definen, multiplicando la masa por el cuadrado de las distancias 

x o y “brazo de palanca”. Así, los momentos de inercia denotados por 𝐼𝑙, donde l es el 

subíndice del eje con respecto al cual se va a tomar el momento, tenemos: 

 

a) Momento de inercia respecto al eje “x”, denotado como 𝐼𝑥 y definido por: 

𝐼𝑥 =∬𝑦2 ∗ 𝜕(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅

 

 

b) Momento de inercia respecto al eje “y” denotado por 𝐼𝑦  y  definido así: 

𝐼𝑦 =∬𝑥2 ∗ 𝜕(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴.

𝑅

 

 

c) También es importante el momento de inercia polar, que es el momento de 

inercia respecto al origen, viene denotado como 𝐼0 y definido por: 

𝐼0 =∬𝑟2 ∗ 𝜕(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

𝑅

=∬(𝑥2 + 𝑦2) ∗ 𝜕(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦.

𝑅

 

 

En estos integrales, los límites de integración se ponen como si se tratare de calcular 

únicamente el área de R.  

 

También vale aclarar, que las figuras geométricas en el plano se consideran como 

objetos de densidad constante 𝛿 = 1. Los momentos de dichas figuras se llaman 

momentos de área, y el centro de masas se llama centroide de la figura. Los cuerpos físicos 

en cambio tienen momentos de masa, y su centro de masas se llama centro de gravedad. 
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2.7.4. Radio de giro de la masa m. 

 

Es la distancia del eje donde podría concentrarse la masa para dar el mismo momento 

de inercia. En nuestro caso tendremos radios de giro respecto a “x”, a “y” y al origen y 

vienen definidos de la siguiente manera: 

 

𝑅𝑥 = √
𝐼𝑥
𝑚
;              𝑅𝑦 = √

𝐼𝑦

𝑚
;                     𝑦                   𝑅0 = √

𝐼0
𝑚
. 

 

Estas expresiones son muy útiles, ya que el momento de inercia de una masa, está en 

función de la masa y una longitud.  

 

Centro de masas (Centroide): 

𝑥 =
∑𝑀𝑦

∑𝐴
;             𝑦 =

∑𝑀𝑥

∑𝐴
 

 

Ejemplos: 

 

1. Encuentre los primeros momentos de una placa delgada de densidad uniforme  𝜕  

limitada por   𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑒   𝑦 = 4 − 𝑥2. 

Solución: 

 

Figura 120. 

Placa delgada de densidad uniforme de forma parabólica. 
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Calculamos los momentos en base a la Figura 121: 

 

𝑀𝑥 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝜕 ∗ 𝑦 ∗ 𝑑𝑦 =
𝜕

2
∫(𝑦2) |4 − 𝑥

2

0
𝑑𝑥 =

𝜕

2
∫(4 − 𝑥2)2𝑑𝑥  ∴

2

−2

2

−2

4−𝑥2

0

2

−2

 

 𝑀𝑥 = 𝜕 [16𝑥 −
8

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5] |

2
−2

= 𝜕 (32 −
64

3
+
64

5
+ 32 −

64

3
+
64

5
)

= 140.8 𝜕. 

 

𝑀𝑦 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝜕 ∗ 𝑥 ∗ 𝑑𝑦 = 𝜕 ∫𝑥 (𝑦) |4 − 𝑥
2

0
𝑑𝑥 = 𝜕 ∫𝑥(4 − 𝑥2)𝑑𝑥  ∴

2

−2

2

−2

4−𝑥2

0

2

−2

 

 

𝑀𝑦 = 𝜕 [2𝑥2 −
1

4
𝑥4] |

2
−2

= 𝜕(8 − 4 − 8 + 4) = 0. 

 

El valor del momento es cero, cuando la región es simétrica respecto al eje que se 

está determinando el momento, en el ejemplo es el momento respecto a “y”, por la 

simetría de la región R con este eje.  

 

 

2. Calcúlese el centroide de la región limitada por la curva  𝑦2 + 𝑥 = 0  y  la recta 𝑦 =

𝑥 + 2. 

 

Solución: 

Determinamos la intersección de las curvas, resolviendo el sistema. 

 

{
𝑦2 + 𝑥 = 0   ∴      𝑥 = −𝑦2            (1)

𝑦 = x+2   ∴    𝑥 = 𝑦 − 2                (2).
 

(1) = (2)   − 𝑦2 = 𝑦 − 2  ∴   𝑦2 + 𝑦 − 2 = 0 ∴  (𝑦 + 2)(𝑦 − 1) = 0 ∴ 

 𝑦 = −2 (3)  𝑒  𝑦 = 1(4).       (3) 𝑒𝑛 (2)   𝑥 = −4   𝑦  (4) 𝑒𝑛 (2)  𝑥 = −1.   
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Figura 121. 

Centroide de la región limita por: 𝒚𝟐 + 𝒙 = 𝟎   

 

 

 

Cuando se trata de una figura geométrica se toma  𝜕(𝑥, 𝑦) = 1. 

 

Hallamos la masa, en la figura 121 se tiene que: 

𝑚 = ∫𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑥 = 𝑘 ∫[𝑥]
−𝑦2

𝑦 − 2
𝑑𝑦 = ∫(−𝑦2 − 𝑦 + 2)𝑑𝑦  ∴

1

−2

1

−2

−𝑦2

𝑦−2

1

−2

 

 𝑚 = [−
1

3
𝑦3 −

1

2
𝑦2 + 2𝑦]

1

−2
= 𝑘 (−

1

3
−
1

2
+ 2 −

8

3
+ 2 + 4) =

9

2
 . 

 

Encontramos los momentos. 

𝑀𝑥 = ∫𝑑𝑦 ∫ 𝑦 𝑑𝑥 = ∫𝑦[𝑥]
−𝑦2

𝑦 − 2
𝑑𝑦 = 𝑘 ∫(−𝑦3 − 𝑦2 + 2𝑦)𝑑𝑦 ∴

1

−2

1

−2

−𝑦2

𝑦−2

1

−2

 

𝑀𝑥 = [−
1

4
𝑦4 −

1

3
𝑦3 + 𝑦2]

1

−2
= 𝑘 (−

1

4
−
1

3
+ 1 + 4 −

8

3
− 4) = − 

9

4
. 

 

𝑀𝑦 = ∫𝑑𝑦 ∫ 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
∫[𝑥2]

−𝑦2

𝑦 − 2
𝑑𝑦 =

1

2
∫[𝑦4 − (𝑦 − 2)2]𝑑𝑦  ∴ 

1

−2

1

−2

−𝑦2

𝑦−2

1

−2

 

 𝑀𝑦 =
1

2
[
1

5
𝑦5 −

1

3
(𝑦 − 2)3]

1

−2
=
1

2
(
1

5
+
1

3
+
32

5
−
64

3
) = −

72

10
. 
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Calculamos el centroide. 

 

�̅� =
𝑀𝑦

𝑚
=
−72 10⁄

9
2⁄

= −
16

5
= −1.6;    �̅� =  

𝑀𝑥

𝑚
=
−9 4⁄

9
2⁄
= −

1

2
= −0.5 

𝑐 = (−1.6; −0.5). 

 

3. Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante acotada por la 

circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 = 4 y la recta 𝑥 + 𝑦 = 2. La densidad superficial en cualquier 

punto es xy kilogramos por metro cuadrado. Encontrar el centro de masas. 

 

Solución: 

Determinamos la intersección de las curvas, resolviendo el sistema. 

 

{
𝑥2 + 𝑦2 = 4                                         (1)

𝑥 + 𝑦 = 2    ∴    𝑥 = 2 − 𝑦                 (2).
 

(2) 𝑒𝑛 (1)  (2 − 𝑦)2 − 𝑦2 = 4  ∴   2𝑦2 − 4𝑦 = 0 ∴  2𝑦(𝑦 − 2) = 0 ∴ 

 𝑦 = 0 (3)  𝑒  𝑦 = 2 (4).       (3) 𝑒𝑛 (2)   𝑥 = 2   𝑦   (4) 𝑒𝑛 (2)  𝑥 = 0.   

Figura 122. 

Centros de masa de la lámina interseca por la circunferencia y la recta. 
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Hallamos la masa utilizando la Figura 122, encontramos los límites. 

𝑚 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑦

√4−𝑥2

2−𝑥

2

0

=
1

2
∫𝑥[𝑦2]

√4 − 𝑥2

2 − 𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
∫[4𝑥 − 𝑥3 − 𝑥(2 − 𝑥)2]𝑑𝑥 

2

0

2

0

 

 𝑚 =
1

2
∫(4𝑥2 − 2𝑥3)𝑑𝑥 =

2

0

1

2
[
4

3
𝑥3 −

1

2
𝑥4]

2

0
=
1

2
(
32

3
− 8) =

4

3
 . 

 

Encontramos los momentos. 

𝑀𝑥 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥 𝑦2 𝑑𝑦 =
1

3
∫𝑥[𝑦3]

√4 − 𝑥2

2 − 𝑥
𝑑𝑥 =

2

0

√4−𝑥2

2−𝑥

2

0

 

=
1

3
∫𝑥 [(4 − 𝑥2)

3
2 − (2 − 𝑥)3] 𝑑𝑥

2

0

=
1

3
∫ [(4 − 𝑥2)

3
2 ∗ 𝑥 − 8𝑥 + 12𝑥2 − 6𝑥3 + 𝑥4] 𝑑𝑥

2

0

 

𝑀𝑥 =
1

3
[−
1

5
(4 − 𝑥2)

5
2 − 4𝑥2 + 4𝑥3 −

3

2
𝑥4 +

1

5
𝑥5]

2

0
   ∴ 

 

 𝑀𝑥 =
1

3
(−16 + 32 − 24 +

32

5
+
32

5
) =

1

3
(
24

5
) =

8

5
. 

𝑀𝑦 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥2𝑦 𝑑𝑦

√4−𝑥2

2−𝑥

2

0

=
1

2
∫𝑥2[𝑦2]

√4 − 𝑥2

2 − 𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
∫[4𝑥2 − 𝑥4 − 𝑥2(2 − 𝑥)2]𝑑𝑥 

2

0

2

0

 

 

 𝑀𝑦 =
1

2
∫(4𝑥3 − 2𝑥4)𝑑𝑥 =

2

0

1

2
[𝑥4 −

2

5
𝑥5]

2

0
=
1

2
(16 −

64

5
) =

1

2
(
16

5
) =

8

5
. 
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Calculamos el centroide. 

�̅� =
𝑀𝑦

𝑚
=

8
5
4
3

=
6

5
= 1.2;    �̅� =  

𝑀𝑥

𝑚
=

8
5
4
3

= 1.2 

𝐶𝑚 = (1.2;  1.2). 

 

4. Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante limitada por la parábola 

𝑦 = 𝑥2, la recta  𝑦 = 1 y el eje “y”. La densidad superficial en cualquier punto es 

(𝑥 + 𝑦) kilogramos por metro cuadrado. Hallar: a) El momento de inercia con 

respecto al eje “x”, b) El momento de inercia respecto al eje “y”, c) Los radios de giro 

con respecto a “x” e “y”, d) El momento polar de inercia. 

Figura 123. 

Momentos de inercia de la lámina formada por la parábola, recta y eje y. 

 

 

 

Calculamos los momentos de inercia en función a la figura 123 tenemos: 

 

Momento de inercia respecto a “x”. 

𝐼𝑥 = ∫𝑑𝑥 ∫𝑦2 (𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦

1

𝑥2

1

0

= ∫[
1

3
𝑥𝑦3 +

1

4
𝑦4]

1

𝑥2
𝑑𝑥 =

1

0

∫(
1

3
𝑥 +

1

4
−
1

3
𝑥7 −

1

4
𝑥8) 𝑑𝑥

1

0

∴ 



 
 
 

 
 

253 
 

 𝐼𝑥 = [
1

6
𝑥2 +

1

4
𝑥 −

1

24
𝑥8 −

1

36
𝑥9]

1

0
=
1

6
+
1

4
−
1

24
−
1

36
=
12 + 18 − 3 − 2

72

=
25

72
. 

 

Momento de inercia respecto a “y”. 

𝐼𝑦 = ∫𝑑𝑥 ∫𝑥
2 (𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦

1

𝑥2

1

0

= ∫𝑥2 [𝑥𝑦 +
1

2
𝑦2]

1

𝑥2
𝑑𝑥 =

1

0

∫(𝑥3 +
1

2
𝑥2 − 𝑥5 −

1

2
𝑥6) 𝑑𝑥

1

0

∴ 

 

 𝐼𝑦 = [
1

4
𝑥4 +

1

6
𝑥3 −

1

6
𝑥6 −

1

14
𝑥7]

1

0
=
1

4
+
1

6
−
1

6
−
1

14
=
7 − 2

28
=
5

28
. 

 

Hallamos la masa. 

𝑚 = ∫𝑑𝑥 ∫  (𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦 = ∫[𝑥𝑦 +
1

2
𝑦2]

1

𝑥2
𝑑𝑥 =

1

0

1

𝑥2

1

0

∫(𝑥 +
1

2
− 𝑥3 −

1

2
𝑥4) 𝑑𝑥

1

0

∴ 

 

 𝑚 = [
1

2
𝑥2 +

1

2
𝑥 −

1

4
𝑥4 −

1

10
𝑥5]

1

0
=
1

2
+
1

2
−
1

4
−
1

10
=
20 − 5 − 2

20
=
13

20
. 

 

Encontramos los radios de giro. 

 

Radio de giro respecto a “x” 

𝑅𝑥 = √
25

72⁄

13
20⁄

= √
25 ∗ 20

72 ∗ 13
=
5

3
√
5

26
. 
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Radio de giro respecto a “y”. 

 

𝑅𝑦 = √
5
28⁄

13
20⁄

= √
5 ∗ 20

28 ∗ 13
=

5

√91
. 

Momento de inercia polar. 

𝐼0 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦 =
25

72
+
5

28
=
175 + 90

504
=
265

504
. 

 

5. Calcular el momento de inercia respecto a la recta 𝑦 = 4, de una lámina que tiene la 

forma de la región acotada por la parábola  𝑦 = 2𝑥 − 𝑥2  𝑦   𝑒𝑙 𝑒𝑗𝑒 "𝑥", si la densidad 

superficial varía con la distancia desde la recta  𝑥 = 1. La masa se mide en kilogramos 

y la distancia en metros.  

 

Figura 124. 

Momentos de inercia con respecto a una recta paralela al eje. 

 

 

 

Hallamos el Momento de inercia respecto a la recta y = 4, figura 124. 

 

La densidad superficial es: 𝜕(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 1 

𝐼𝑦=4 = ∫𝑑𝑥 ∫ (4 − 𝑦)2 (𝑥 − 1)𝑑𝑦 = −
1

3
∫(𝑥 − 1)[(4 − 𝑦)3]

2𝑥 − 𝑥2

0
𝑑𝑥 =

2

0

2𝑥−𝑥2

0

2

0
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𝐼𝑦=4 = −
1

3
∫(𝑥 − 1)[(4 − 2𝑥 + 𝑥2)3 − 64]𝑑𝑥  ∴

2

0

 

𝐼𝑦=4 = −
1

3
[
1

8
(4 − 2𝑥 + 𝑥2)4 − 64 (

1

2
𝑥2 − 𝑥)]

2

0
= −

1

3
[
1

8
(4 − 4 + 4)4 − 256]  ∴ 

 

𝐼𝑦=4 = −
1

3
(32 − 256) =

224

3
. 

 

6. Encontrar el momento de inercia respecto al eje “x”, de la placa delgada acotada en 

el primer cuadrante por los ejes coordenados y el círculo 𝑥2 + 𝑦2 = 1, si la densidad 

superficial varía con el cuadrado de la distancia al origen. 

 

Solución: 

 

Figura 125. 

Momento de inercia respecto al eje X, círculo 𝑥2 + 𝑦2 = 1 . 

 

 

 

Determinamos el momento de inercia, basados en la figura 125. 

La densidad es  𝜕(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2. 

Cambiamos todo a coordenadas polares. 

La región: 𝑥2 + 𝑦2 = 4   ∴   𝑟2 = 4    ∴     𝑟 = 2. 

La densidad: 𝜕(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2  ∴   𝜕(𝑟, 𝜃) = 𝑟2. 
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El ángulo:   0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
. 

La distancia:  𝑦 = 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜃.  

 

𝐼𝑥 = ∫𝑑𝜃∫𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝜃 ∗ 𝑟2 ∗ 𝑟 𝑑𝑟 =

2

0

𝜋
2

0

1

5
∫ 𝑠𝑒𝑛2𝜃[𝑟5]

2

0
𝑑𝜃 =

32

5
∫ 𝑠𝑒𝑛2𝜃 𝑑𝜃  ∴

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

𝐼𝑥 =
32

5
[
1

2
𝜃 −

1

4
𝑠𝑒𝑛 2𝜃]

𝜋
2

0
=
32

5
(
𝜋

4
) =

8𝜋

5
. 

 

7. Encontrar el centroide de la región interior al cardiode  𝑟 = 2(1 + cos 𝜃)  y exterior 

al circulo 𝑟 = 2. 

 

Solución: 

Encontramos los límites de integración para 𝜃,  resolviendo el sistema: 

{
𝑟 = 2(1 + cos 𝜃)   (1)

𝑟 = 2                      (2).   
 

 

(2)  en (1)  2(1 + cos 𝜃) = 2 ∴ cos 𝜃 = 0 ∴  𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 cos 0 → 𝜃 =
𝜋

2
  𝑦  𝜃 =

3𝜋

2
=

−
𝜋

2
 

Figura 126. 

Centroide de la región limitada por el cardiode 𝑟 = 2(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃). 
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Calculamos la masa. 

𝑚 = 2∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟 𝑑𝑟

2(1+cos𝜃)

2

𝜋
2

0

= ∫[𝑟2]
2(1 + cos 𝜃)

2
𝑑𝜃 = 4∫[(1 + cos 𝜃)2 − 1]𝑑𝜃 ∴

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

 𝑚 = 4∫(2 cos 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃)𝑑𝑜 = 4 [2 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +
1

2
𝜃 +

1

4
 𝑠𝑒𝑛 2𝜃]

𝜋
2

0
= 4 (2 +

𝜋

4
)

𝜋
2

0

= 8 + 𝜋. 

 

Determinamos los momentos estáticos. 

𝑀𝑥 = 0, Porqué la región es simétrica respecto al eje “x”, por lo tanto  �̅� = 0.  

Figura 126. 

 𝑀𝑦 = 2∫𝑑𝜃 ∫ 𝑥 ∗ 𝑟 𝑑𝑟 = 2∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟 cos 𝜃 ∗ 𝑟 𝑑𝑟 =

2(1+cos𝜃)

2

𝜋
2

0

2(1+cos𝜃)

2

𝜋
2

0

 

= 2∫𝑑𝜃 ∫ cos 𝜃 ∗ 𝑟2 𝑑𝑟 =
2

3
∫ cos 𝜃[𝑟3]

2(1 + cos 𝜃)

2
𝑑

𝜋
2

0

2(1+cos𝜃)

2

𝜋
2

0

𝜃 ∴ 

𝑀𝑦 =
16

3
∫ cos 𝜃[(1 + cos 𝜃)3 − 1]𝑑𝜃

𝜋
2

0

=
8

3
∫ cos 𝜃[1 + 3 cos 𝜃 + 3𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠3𝜃 − 1]𝑑𝜃 ∴

𝜋
2

0

 

 

𝑀𝑦 =
16

3
∫ [

3

2
(1 + cos  2𝜃)

𝜋
2

0

+ 3(1 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃) cos 𝜃 +
1

4
(1 + 2 cos 2𝜃 +

1

2
+
1

2
cos 4𝜃)] 𝑑𝜃  ∴ 
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 𝑀𝑦 =
16

3
[
3

2
𝜃 +

3

4
𝑠𝑒𝑛 2𝜃 + 3 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑠𝑒𝑛3𝜃 +

1

4
𝜃 +

1

4
𝑠𝑒𝑛 2𝜃 +

1

8
𝜃

+
1

32
 𝑠𝑒𝑛 4𝜃]

𝜋
2⁄

0
 ∴ 

 

𝑀𝑦 =
16

3
(
3𝜋

4
+ 3 − 1 +

𝜋

8
+
𝜋

16
) =

16

3
(
15𝜋

16
+ 2) =

15𝜋 + 32

3
. 

 

Coordenadas del centroide. 

�̅� =
𝑀𝑦

𝑚
=

15𝜋 + 32
3

8 + 𝜋
≈ 2.4,     �̅� = 0. 

 

8. Hallar el momento de inercia y el radio de giro del cardiode  𝑟 = 𝑎(1 + cos 𝜃) con 

respecto al eje “y”. 

 

Solución: 

Figura 127. 

Momento de inercia y radio de giro 𝑟 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃). 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Cuando se trata de una figura geométrica se toma  𝜕(𝑥, 𝑦) = 1. 

 

𝐼𝑦 =∬𝑥2𝜕(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

𝑅

 

 

Con    𝑥 = 𝑟 cos 𝜃    𝑦     𝑑𝐴 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃. 

L 
x 
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𝐼𝑦 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ (𝑟 cos 𝜃)2 𝑟 𝑑𝑟 =

𝑎(1+cos𝜃)

0

2𝜋

0

∫ 𝑑𝜃 ∫ (cos 𝜃)2 𝑟3 𝑑𝑟 =

𝑎(1+cos𝜃)

0

2𝜋

0

 

=
1

4
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝜃[𝑎4(1 + cos 𝜃)4]𝑑𝜃 =

𝑎4

4
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝜃 (1 + cos 𝜃)4𝑑𝜃   ∴

2𝜋

0

2𝜋

0

 

𝐼𝑦 =
𝑎4

4
∫ (𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 4𝑐𝑜𝑠3𝜃 + 6𝑐𝑜𝑠4𝜃 + 4𝑐𝑜𝑠5𝜃 + 𝑐𝑜𝑠6𝜃) 𝑑𝜃 ∴ (𝐼).

2𝜋

0

 

 

Para resolver los integrales utilizamos la fórmula de reducción 

∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃 𝑑𝜃 =
𝑛 − 1

𝑛
∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛−2𝜃 𝑑𝜃.

2𝜋

0

2𝜋

0

 

 

 

Así tenemos: 

∫ 𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃 =
1

2
∫ 𝑑𝜃 =

1

2
[𝜃]

2𝜋

0
=
1

2
(2𝜋) = 𝜋.

2𝜋

0

2𝜋

0

 

 

∫ 𝑐𝑜𝑠3𝜃 𝑑𝜃 =
2

3
∫ cos 𝜃 𝑑𝜃 =

2

3
[𝑠𝑒𝑛 𝜃]

2𝜋

0
=
2

3
(0) = 0.

2𝜋

0

2𝜋

0

  

 

∫ 𝑐𝑜𝑠4𝜃 𝑑𝜃 =
3

4
∫ cos2 𝜃 𝑑𝜃 =

3 𝜋

4
.

2𝜋

0

2𝜋

0

 

 

∫ 𝑐𝑜𝑠5𝜃 𝑑𝜃 =
4

5
∫ cos3 𝜃 𝑑𝜃 = 0.

2𝜋

0

2𝜋

0

 

 

∫ 𝑐𝑜𝑠6𝜃 𝑑𝜃 =
5

6
∫ cos4 𝜃 𝑑𝜃 =

15𝜋

24
=
5𝜋

8
.

2𝜋

0

2𝜋

0
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Esto remplazando en (I), encontramos la respuesta.  

𝐼𝑦 =
𝑎4

4
[𝜋 +

18 𝜋

4
+
5𝜋

8
] =

49𝜋𝑎4

32
. 

 

Calculamos la masa. 

𝑚 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑟 𝑑𝑟 =
1

2
∫ [𝑟2]

𝑎(1 + cos 𝜃)

0
𝑑𝜃 =

𝑎2

2
∫ (1 + cos 𝜃)2𝑑𝜃 ∴

2𝜋

0

2𝜋

0

𝑎(1+cos𝜃)

0

2𝜋

0

 

 

𝑚 =
𝑎2

2
∫ (1 + 2𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃)𝑑𝜃 =

𝑎2

2
[𝜃 + 2𝑠𝑒𝑛 𝜃 +

1

2
𝜃 +

1

4
𝑠𝑒𝑛 2𝜃]

2𝜋

0
 ∴

2𝜋

0

 

 

𝑚 = 
𝑎2

2
(2𝜋 + 𝜋) =

3𝜋𝑎2

2
. 

 

 

Determinamos el radio de giro. 

 

𝑅𝑦 = √
𝐼𝑦

𝑚
= √

49𝜋𝑎3

32
3𝜋𝑎2

2

=
7

4
√
𝑎

3
. 

 

9. Una lámina que tiene la forma de un semicírculo, donde la medida de la densidad 

superficial de la lámina en cualquier punto es proporcional a la medida de la distancia 

del punto a partir del diámetro. Si la masa se mide en kilogramos y la distancia en 

metros, calcule el radio de giro de la lámina con respecto al eje “x”. Considere la parte 

superior, la ecuación de la circunferencia es: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 
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Figura 128. 

Radio de giro de la lámina con respecto al eje X. 

 

 

 

Solución: 

Marco teórico: 

𝑅𝑥 = √
𝐼𝑥
𝑚

 

o Calculamos la masa: 

𝑚 =∬𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅

 

 

o Determinamos la densidad:  𝜕(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑦 

o Límites en “x” y en “y”:    𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝑎;  𝑦1 = 0,   𝑦2 = √𝑎2 − 𝑥2 

 

𝑚 = ∫𝑑𝑥 ∫ (𝑘 𝑦) 𝑑𝑦

√𝑎2−𝑥2

0

=
𝑘

2
∫[𝑦2]√𝑎

2 − 𝑥2

0
 𝑑𝑥 =

𝑘

2
∫[𝑎2 − 𝑥2]𝑑𝑥

𝑎

0

𝑎

0

𝑎

0

 

𝑚 =
𝑘

2
(𝑎2𝑥 −

1

3
𝑥3)

𝑎
0
=
𝑘

2
(𝑎3 −

1

3
𝑎3) =

𝑎3

3
 𝑘. 

 

o Calculamos el momento de Inercia: 

 

𝐼𝑥 =∬𝑦2 ∗ 𝜕(𝑥. 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑅
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o Determinamos la densidad:  𝜕(𝑥, 𝑦) = 𝑘𝑦 

o Límites en “x” y en “y”:    𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝑎;  𝑦1 = 0,   𝑦2 = √𝑎2 − 𝑥2 

 

𝐼𝑥 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑦2(𝑘𝑦) 𝑑𝑦

√𝑎2−𝑥2

0

=
𝑘

4
∫[𝑦4]√𝑎

2 − 𝑥2

0
 𝑑𝑥 =

𝑘

4
∫[𝑎2 − 𝑥2]2𝑑𝑥

𝑎

0

𝑎

0

𝑎

0

 

𝐼𝑥 =
𝑘

4
(𝑎4𝑥 −

2𝑎2

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5)

𝑎
0
=
𝑘

4
(𝑎5 −

2

3
𝑎5 +

1

5
𝑎5) =

53

100
 𝑎5 𝑘 

 

o Calculamos el radio de giro: 

𝑅𝑥 = √
𝐼𝑥
𝑚

 

 

𝑅𝑥 = √

53
100 𝑎

5 𝑘

𝑎3

3  𝑘
= √

3 ∗ 53

100
𝑎2 ≈

√159

10
 𝑎. 
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2.8.  CÁLCULO DE ÁREAS DE SUPERFICIE 

 

Supongamos que f y sus primeras derivadas parciales son continuas en la región 

cerrada R del plano “xy”. Si 𝜎 unidades cuadradas es el área de la superficie 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

que se encuentra sobre R, entonces 

𝜎 = ∬√(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)
2

+ 1

𝑅

 𝑑𝐴. 

Ejemplos: 

1. Encuentre el área de la superficie en el primer octante cortada en el cilindro 𝑥2 +

𝑧2 = 16 por los planos 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = 0  𝑒  𝑦 = 3.  

Solución: 

 

Figura 129. 

Área de la superficie del primer octante cortada en el cilindro 𝑥2 + 𝑧2 = 16 por los 

planos 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = 0  𝑒  𝑦 = 3. 

 

 

 

Hallamos el área, figura 129, la región es un rectángulo en el primer cuadrante del 

plano “xy”, limitado por las rectas 𝑥 = 2  𝑒    𝑦 = 3. 

 

𝑧 = √16 − 𝑥2 
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Despejando z de la superficie tenemos: 𝑧 = √16 − 𝑥2. De aquí encontramos las 

derivadas parciales. 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

−2𝑥

2√16 − 𝑥2
= − 

𝑥

√16 − 𝑥2
;              

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0. 

Reemplazando en la fórmula de área tenemos: 

 

𝜎 = ∫𝑑𝑦∫√(− 
𝑥

√16 − 𝑥2
)
2

+ 0 + 1  𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑦∫√
𝑥2 + 16 − 𝑥2

16 − 𝑥2
 𝑑𝑥

2

0

3

0

2

0

3

0

 ∴ 

  

𝜎 = ∫𝑑𝑦∫
4

√16 − 𝑥2
  𝑑𝑥 = 4∫ [𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (

𝑥

4
)]
2

0
𝑑𝑦 = 4∫

𝜋

6
 𝑑𝑦  ∴ 

3

0

3

0

2

0

3

0

 

 

𝜎 =
2𝜋

3
[𝑦]

3

0
=
2𝜋

3
∗ 3 = 2𝜋 𝑢2. 

 

2. Determinar el área de la superficie cortada en el plano  2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4  por los planos 

𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0  𝑒  𝑦 = 1. 

 

Solución: 

Figura 130. 

Área de la superficie plana formada por los planos 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4  . 
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Hallamos el área, la región es un rectángulo  figura 130, en el primer cuadrante 

del plano “xy”, limitado por las rectas 𝑥 = 1  𝑒    𝑦 = 1. 

 

Despejando z de la superficie tenemos: 𝑧 = 4 − 2𝑥 − 𝑦. De aquí encontramos las 

derivadas parciales. 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
== −2;             

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −1. 

 

Reemplazando en la fórmula de área tenemos: 

𝜎 = ∫𝑑𝑦∫√4 + 1 + 1  𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑦∫√6 𝑑𝑥

1

0

1

0

1

0

1

0

 ∴ 

  

𝜎 = √6∫[𝑥]
1

0
𝑑𝑦 = √6∫𝑑𝑦 = √6[𝑦]

1

0
= √6 𝑢2.

1

0

1

0

 

 

3. Determinar el área de la parte del cono 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2, comprendida dentro del 

cilindro  𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥.  

Solución: 

Figura 131. 

Área de la parte del cono 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 comprendida dentro de  𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥.  
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Solución:  

Despejando z de la superficie tenemos: 𝑧 = 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2. De aquí encontramos 

las derivadas parciales, figura 131. 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
;              

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
. 

 

Marco teórico: 

𝜎 = ∬√(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)
2

+ 1

𝑅

 𝑑𝐴 

𝜎 = 2∫𝑑𝑥∫√4 + 1 + 1  𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑦∫√6 𝑑𝑥

1

0

1

0

1

0

2

0

 ∴ 

  

𝜎 = √6∫[ ]
1

0
𝑑𝑦 = √6∫𝑑𝑦 = √6[𝑦]

1

0
= √6 𝑢2.

1

0

1

0

 

 

 

2.9. INTEGRALES TRIPLES 

 

La extensión del concepto de integral doble a la integral triple es análoga a la 

extensión de la integral simple a la integral doble. 

 

2.9.1. Definición de integral triple en coordenadas rectangulares.  

 

Sea f una función de tres variables x, y  y  z, definida sobre el recinto S más simple 

en R3 (un paralelepípedo rectangular). La integral triple de f en S, denotada como 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
𝑉

, está definida por: 

 

 ∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉

𝑆

= lim
‖∆‖→0

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)∆𝑖𝑉.

𝑛

𝑖=1
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Figura 132. 

Volumen del paralelepípedo. 

 

 

Demostración: 

 

Tomamos la región más simple en R3 figura 132, que es un paralelepípedo 

rectangular limitado por seis planos 𝑥 = 𝑎1, 𝑥 = 𝑎2, 𝑦 = 𝑏1, 𝑦 = 𝑏2, 𝑧 = 𝑐1   𝑦   𝑧 =

𝑐2,  con 𝑎1 < 𝑎2,  𝑏1 < 𝑏2  𝑦  𝑐1 < 𝑐2.  Sea f una función de tres variables y supongamos 

que f es continua en una región S de este tipo. Una partición de esta región se forma al 

dividir S en cajas rectangulares mediante planos paralelos a los planos coordenados. 

Denotamos a la partición por ∆ y supongamos que se tiene n cajas.  Sean ∆𝑖𝑉 unidades 

cúbicas el volumen de la i-ésima caja. Se elige un punto arbitrario  (𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) en la i-

ésima caja, y formamos el producto 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)∆𝑖𝑉 en cada una de ellas, como son n 

cajas se forma la suma 

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)∆𝑖𝑉

𝑛

𝑖=1

 

Que no es más que una suma de Riemann, si a esta suma se le aproxima a un límite 

conforme ‖∆‖ (norma de la partición, representa la longitud de la diagonal más grande 

de las cajas) tiende a cero para cualesquiera elecciones de los puntos 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖), 

entonces a este límite le llamamos integral triple de f en S si existe y se denota como: 

lim
‖∆‖→0

∑𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)∆𝑖𝑉 =

𝑛

𝑖=1

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉

𝑆

. 𝐿𝑐𝑞𝑑. 

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) 
(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) 

 

(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) 

 

∆𝑖𝑧 

∆𝑖𝑦 

 

∆𝑖𝑥 

 

S 
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Una condición suficiente para que exista la integral triple de f en S es que f sea 

continua en S. Rara vez se calcula la integral triple a partir de su definición como límite. 

En lugar de eso, se aplica la versión tridimensional del teorema de Fubbini, que nos 

permite calcularlas mediante repetidas integraciones simples. 

 

Cuando S es el paralelepípedo rectangular, y f es continua en S, se tiene entonces 

 

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉

𝑆

= ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥

𝑐2

𝑐1

𝑏2

𝑏1

𝑎2

𝑎1

. 

 

Esta es una de las seis órdenes posibles de integración de la integral triple que en 

estos casos existen sin reparo. 

 

Está misma definición podemos extenderle a una función continua de tres variables 

en una región S cerrada de R3 diferente al de un paralelepípedo rectangular. Sea la región 

S cerrada y limitada por los planos 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏,   𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜𝑠  𝑦 = 𝑓1(𝑥, 𝑦)  𝑒  𝑦 =

𝑓2(𝑥, 𝑦),  y las superficies 𝑧 = 𝐹1(𝑥, 𝑦)   𝑦  𝑧 = 𝐹2(𝑥, 𝑦) donde las funciones 𝑓1,  𝑓2,

𝐹1  𝑦  𝐹2 son continuas en la región. Esto concepto podemos definirlo con una de las 

siguientes integrales iteradas. 

 

Figura 133. 

Integrales Iteradas  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑧 = 𝐹2(𝑥, 𝑦) 

𝑧 = 𝐹1(𝑥, 𝑦) 

 

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) 

∆𝑖𝑥 

∆𝑖𝑦 

 

∆𝑖𝑧 
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∬𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 = ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥. 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥

𝐹2(𝑥,𝑦)

𝐹1(𝑥,𝑦)

𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

𝑏

𝑎𝑆

. 

 

Ejemplos: 

Evaluar las siguientes integrales triples. 

1. ∫ ∫ ∫ 𝑥 𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥
1+𝑦2

2𝑦

1−𝑥

0

1

0
= ∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦

1−𝑥

0
∫ 𝑥 𝑑𝑧
1+𝑦2

2𝑦

1

0
 . 

 

Solución: 

∫ ∫ ∫ 𝑥 𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥

1+𝑦2

2𝑦

1−𝑥

0

1

0

= ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥[𝑧]
1 + 𝑦2

2𝑦
𝑑𝑦 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥(1 + 𝑦2 − 2𝑦)𝑑𝑦 =  

1−𝑥

0

1

0

1−𝑥

0

1

0

 

 

= ∫𝑥 (𝑦 +
1

3
𝑦3 − 𝑦2)

1 − 𝑥

0
𝑑𝑥 = ∫𝑥 [(1 − 𝑥) +

1

3
(1 − 𝑥)3 − (1 − 𝑥)2] 𝑑𝑥

1

0

1

0

= 

 

=
1

3
∫(𝑥 − 𝑥4)𝑑𝑥 =

1

3
[
1

2
𝑥2 −

1

5
𝑥5]

1

0
=
1

3
(
1

2
−
1

5
) =

1

3
(
5 − 2

10
) =

1

10
𝑢2.

1

0

 

 

2. ∫ ∫ ∫ 𝑦 ln 𝑧 𝑡𝑔 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑧 𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧 ∫ 𝑦 ln 𝑧 𝑡𝑎𝑔 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

3
0

2𝑒

𝑒

0

−1

𝜋
3⁄

0

2𝑒

𝑒

0

−1
 

 

Solución: 

∫∫ ∫ 𝑦 ln 𝑧 𝑡𝑔 𝑥  𝑑𝑥 𝑑𝑧 𝑑𝑦

𝜋
3⁄

0

2𝑒

𝑒

0

−1

= ∫𝑑𝑦∫ 𝑦 ln 𝑧 [− ln(cos 𝑥)]
𝜋
3⁄

0
𝑑𝑧 =

2𝑒

𝑒

0

−1
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= ∫𝑑𝑦∫ 𝑦 ln 𝑧 [− ln (
1

2
) + ln 1] 𝑑𝑧 = ln 2 ∫𝑦[𝑧(ln 𝑧 − 1)]

2𝑒

𝑒

0

−1

2𝑒

𝑒

0

−1

𝑑𝑦 = 

 

= ln 2 ∫𝑦[2𝑒(ln 2𝑒 − 1) − 𝑒(ln 𝑒 − 1)]𝑑𝑦 = ln 2 ∫𝑦[2𝑒(𝑙𝑛2)]𝑑𝑦 =

0

−1

0

−1

 

= ln 2 ∗ 2𝑒(𝑙𝑛2) ∫𝑦𝑑𝑦 = 2𝑒 (ln 2)2 [
1

2
𝑦2]

0

−1
= 2𝑒 (ln 2)2 (−

1

2
) = −𝑒

0

−1

(ln 2)2. 

 

3.  Calcular la integral triple   ∭ 𝑥𝑑𝑉
𝑆

, si la región S es un cilindro limitado por las 

superficies  𝑥2 + 𝑦2 = 16,   𝑧 = 0   𝑦   𝑧 = 4.   

 

Solución: 

El procedimiento para calcular los límites de integración es análogo a la integral 

doble, vale recordar la importancia de realizar el gráfico en R3 y en R2, para de esa 

manera tener claro la colocación y cálculo de los límites de las respectivas integrales 

definidas. 

 

Figura 134. 

Región S es un cilindro limitado por las superficies  𝑥2 + 𝑦2 = 16,   𝑧 = 0   𝑦   𝑧 = 4. 

 

 

 

 

  

 

 

 

Primero calculamos los límites de la región en el plano “xy”, y luego observando la 

figura 134, en R3 ponemos los límites para “z”. Por simetría: 
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4∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦∫𝑥 𝑑𝑧 = 4∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥[𝑧]
4

0
𝑑𝑦 = 16

√16−𝑥2

0

4

0

4

0

√16−𝑥2

0

4

0

∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥𝑑𝑦  ∴

√16−𝑥2

0

4

0

 

  

16∫𝑥[𝑦]
 √16 − 𝑥2

0
𝑑𝑥 = 16∫ [√16 − 𝑥2]  𝑥𝑑𝑥 =

4

0

4

0

− 8 ∗
2

3
[(16 − 𝑥2)

3
2⁄ ]
4

0
 ∴ 

 

=
1024

3
. 

 

4. Evaluar la integral triple   ∭ 𝑥𝑑𝑉
𝑆

, si la región S está limitado por las superficies  

𝑧2 − 4𝑥 + 𝑦2 = 0,   𝑥 = 2,    𝑥 = 0,   𝑦 = 0,   𝑦 = 2√𝑥,    𝑦   𝑧 = 0.   

 

Solución: 

 

Figura 135. 

Volumen limitado por las superficies  𝑧2 − 4𝑥 + 𝑦2 = 0,   𝑥 = 2,    𝑥 = 0,   𝑦 = 0,   𝑦 =

2√𝑥,    𝑦   𝑧 = 0.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Basados en la figura 135, determinamos los límites de integración y evaluamos. 
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Calculamos la integral: 

 

∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑥 𝑑𝑧 = ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥[𝑧]
√4𝑥 − 𝑦

2

2
0

𝑑𝑦 =

2√𝑥

0

2

0

√4𝑥−𝑦
2

2

0

2√𝑥

0

2

0

∫𝑑𝑥 ∫ 𝑥√
4𝑥 − 𝑦2

2
𝑑𝑦

2√𝑥

0

2

0

= 

  

=
1

√2
∫𝑥 [

𝑦

2
√4𝑥 − 𝑦2 +

4𝑥

2
𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (

𝑦

2√𝑥
)]
 2√𝑥

0
𝑑𝑥 =

2

0

1

√2
∫𝑥 (2𝑥 ∗

𝜋

2
)𝑑𝑥 =

2

0

 

 

=
𝜋

√2
∫𝑥2𝑑𝑥 =

𝜋

√2
[
1

3
𝑥3]

2

0
=
8𝜋

3√2
=
4√2 𝜋

3

2

0

. 

 

2.9.2. Cambio de variable en la Integral triple. 

 

Si en la integral triple ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑆

  se quiere pasar de las variables x, y, z 

a variables u, v y w relacionadas con aquellas por medio de las expresiones continuas y 

diferenciables 𝑥 = 𝜑(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦 = 𝜔(𝑢. 𝑣, 𝑤), 𝑧 = 𝜒(𝑢, 𝑣, 𝑤), que establecen una 

correspondencia biunívoca y continua en ambos sentidos, entre los puntos de la región S 

del plano OXYZ y los puntos de un recinto de integración determinado S´ del espacio 

O´UVW, al mismo tiempo que el Jacobiano: 

 

𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐷(𝑢, 𝑣, 𝑤)
=
|

|

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑤

|

|
 

 

Conserva invariable su signo en la región S, será válida la fórmula 
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∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝑆

∭𝑓[𝜑(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝜔(𝑢. 𝑣, 𝑤), 𝜒(𝑢, 𝑣, 𝑤)]|𝐽|𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤

𝑆´

 

 

Los límites de esta nueva integral se determinan de acuerdo con las reglas generales, 

sobre la base de la forma que tenga el recinto S´. 

 

2.9.3. Integral triple en coordenadas cilíndricas. 

 

 

En coordenadas cilíndricas el Jacobiano es 𝐽 = 𝑟 . Las coordenadas cilíndricas se 

utilizan con mayor frecuencia en aquellas aplicaciones que incluyen cilindros, referidos 

al eje “z” y planos que contienen o son perpendiculares a dicho eje, estas superficies 

tienen ecuaciones sencillas de valores coordenados constantes como 

𝑟 = 5,           𝜃 =
𝜋

6
,         𝑧 = 3. 

Si se trata de un sólido que tiene eje de simetría, a menudo es posible simplificar los 

cálculos tomando el eje de simetría al eje “z”. 

El elemento de volumen para subdividir una región en el espacio con coordenadas 

cilíndricas es   

𝑑𝑉 = 𝑟𝑑𝑧 𝑑𝑟 𝑑𝜃. 

Como muestra la figura. Por lo que la integral triple en coordenadas cilíndricas está 

definida por: 

∭𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑧)|𝑟| 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑧.

𝑆
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Figura 136. 

Volumen en coordenadas cilíndricas. 

 

 

                                                

En coordenadas cilíndricas, figura 136, también se calcula las integrales triples como 

integrales iteradas, una de las seis formas de estas ponemos a continuación. 

 

∭𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑧)𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑟 𝑑𝑟 ∫ 𝑑𝑧.

𝐹2(𝑟,𝜃)

𝐹1(𝑟,𝜃)

𝜑2(𝜃)

𝜑1(𝜃)

𝛽

𝛼𝑆

  

 

Ejemplos: 

1. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas cilíndricas,  

 

∭𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧,

𝑆

 

 

Donde S es el recinto limitado por las superficies  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑅𝑧,  𝑥2 + 𝑦2 =

𝑧2 y que contiene el punto (0,0, 𝑅). 

 

(𝑟𝑖, 𝜃𝑖, 𝑧𝑖) 

∆𝑖𝑧 

(𝑟𝑖, 𝜃𝑖, 0) 

 

∆𝑖𝑟 

 

∆𝑖𝜃 

 

𝜃 =
𝜋

2
 

𝜃 = 0 
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Solución: 

Figura 137 

Volumen limitado por las superficies  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑅𝑧,  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cambiamos todo a coordenadas cilíndricas, figura 137. 

 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑅𝑧  ∴    𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 𝑅)2 = 𝑅2  ∴  𝑟2 + (𝑧 − 𝑅)2 = 𝑅2  ∴ 

 𝑧 = 𝑅 ± √𝑅2 − 𝑟2. 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 ∴  𝑟2 = 𝑧2   ∴   𝑧 = 𝑟. 

 

Sección transversal en “xy”:     𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2  ∴   𝑟2 = 𝑅2   ∴    𝑟 = 𝑅, 𝑦   0 ≤ 𝜃 ≤

2𝜋.  

 

∭𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = 4∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧, 𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑐𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠𝑖𝑎𝑛𝑎𝑠.

𝑅+√𝑅2−𝑥2−𝑦2

√𝑥2+𝑦2

√𝑅2−𝑥2

0

𝑅

0𝑆

 

 

En coordenadas cilíndricas. 

∭𝑑𝑉 = 4∫𝑑𝜃∫ 𝑟 𝑑𝑟 ∫ 𝑑𝑧 = 4

𝑅+√𝑅2−𝑟2

𝑟

𝑅

0

𝜋
2

0𝑆

∫𝑑𝜃∫[𝑧]
𝑅 + √𝑅2 − 𝑟2

𝑟
𝑟 𝑑𝑟 =

𝑅

0

𝜋
2

0
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= 4∫𝑑𝜃∫ [𝑅 + √𝑅2 − 𝑟2 − 𝑟] 𝑟 𝑑𝑟

𝑅

0

𝜋
2

0

= 4∫ [
1

2
𝑅 𝑟2 −

1

3
(𝑅2 − 𝑟2)

3
2⁄ −

1

3
𝑟3]

𝑅

0
𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

 

 

= 4∫ [
1

2
𝑅3 −

1

3
𝑅3 +

1

3
𝑅3] 𝑑𝜃 = 2𝑅3∫𝑑𝜃 = 2𝑅3[𝜃]

𝜋
2

0
= 2𝑅3 (

𝜋

2
) = 𝜋𝑅3.

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

 

2. Calcular 

∫𝑑𝑥

2

0

∫ 𝑑𝑦

√2𝑥−𝑥2

0

∫𝑧 √𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑧,

𝑎

0

 

 

Transformándole previamente a coordenadas cilíndricas. 

Figura 138. 

Sección transversal en el plano “xy” 

 

 

 

Cambiamos todo a coordenadas cilíndricas, figura 138. 

𝑓(𝑥. 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2   ∴    𝑓(𝑟, 𝜃) = √𝑟2  ∴    𝑓(𝑟, 𝜃) = 𝑟.  

 𝑧 = 𝑧 
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Sección transversal en “xy”:      

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥 ∴   𝑟2 = 2 𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜃  ∴    𝑟 = 2 cos 𝜃   𝑦  −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤ 0.  

 

En coordenadas cilíndricas. 

 

∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟 𝑑𝑟∫ 𝑧 𝑟 𝑑𝑧 = ∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟2 [
𝑧2

2
]
𝑎

0
𝑑𝑟 =

𝑎2

2
∫𝑑𝜃 ∫ 𝑟2 𝑑𝑟 =

2 cos𝜃

0

𝜋
2

0

2 cos𝜃

0

𝜋
2

0

𝑎

0

2 cos𝜃

0

𝜋
2

0

 

 

=
𝑎2

2
∫ [

𝑟3

3
]
2 cos 𝜃

0
𝑑𝜃 =

8𝑎2

6
∫ 𝑐𝑜𝑠3𝜃 𝑑𝜃 =

4𝑎2

3
∫[1 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃]

𝜋
2

0

𝜋
2

0

𝜋
2

0

cos 𝜃 𝑑𝜃 = 

 

=
4𝑎2

3
[𝑠𝑒𝑛 𝜃 −

1

3
𝑠𝑒𝑛3𝜃]

𝜋
2

0
=
4𝑎2

3
(1 −

1

3
) =

8

9
𝑎2. 

 

Regiones:  R2    

 

{
𝑥1 = 0;   𝑦1 = 0                                                                                                         

𝑥2 = 2;   𝑦2 = √2𝑥 − 𝑥2 → 𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 = 1 ∴ (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1
 

 

Regiones:  R3    

{
𝑧1 = 0
𝑧2 = 𝑎

 

 

2.9.4. Integral triple en coordenadas esféricas. 

 

El Jacobiano en coordenadas esféricas es 𝐽 = 𝜌2 cos𝜑. Como las coordenadas 

cilíndricas son útiles en aquellas aplicaciones que incluyen cilindros, las coordenadas 

esféricas son útiles en aplicaciones que incluyen formas acotadas por esferas con centro 

en el origen, planos que pasan por el eje “z” y conos con vértices en el origen cuyos ejes 
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coincidan con el eje “z”.  estas superficies están determinadas por ecuaciones simples de 

valores constantes como 

𝜌 = 𝑟,          𝜑 =
𝜋

6
,        𝜃 =

𝜋

4
. 

Si se trata de una forma simétrica respecto a un punto, a menudo es posible facilitar 

el trabajo eligiendo ese punto como origen del sistema de coordenadas esféricas. 

 

El elemento de volumen en coordenadas esféricas es 

𝑑𝑉 = 𝜌2𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜌 𝑑𝜑 𝑑𝜃 

Véase la figura, por lo que las integrales triples en coordenadas esféricas toman la 

forma: 

∭𝑓(𝜌,𝜑, 𝜃)𝑑𝑉 =∭𝑓(𝜌, 𝜑, 𝜃) 𝜌2𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜌 𝑑𝜑 𝑑𝜃.

𝑆𝑆

 

Una manera práctica de calcular estas integrales lo mencionamos a continuación: 

1. La primera integral que calculamos es respecto a 𝜌, esto da un rayo que parte del 

origen, 𝜑   𝑦   𝜃 permanecen fijos. 

2. Integramos entre el valor  𝜌 donde el rayo entra en S y el valor de 𝜌 donde sale. 

3. Mantener  𝜃 fija e incrementar  𝜑. (Esto origina una familia de rayos en forma de 

“abanico”.) Integrar sobre los valores de   𝜑 para los cuales los rayos pasan por S. 

4. Elegir los límites de 𝜃 que incluyan todos los abanicos que intersecan a S. 

 

Ejemplos: 

1. Calcular  

∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑧,

√𝑅2−𝑥2−𝑦2

0

√𝑅2−𝑥2

− √𝑅2−𝑥2

𝑅

−𝑅

 

 

Pasando previamente a coordenadas esféricas. 
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Solución: 

Figura 139. 

Sección transversal esfera de radio r.  

 

 

 

 

 

 

                                                                 

Pasando a coordenadas esféricas. 

Según la gráfica 139: 

−2𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 0,    −
𝜋

2
≤ 𝜑 ≤ 0. 

 

Superficies: 

𝑧 = √𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2   ∴   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2  ∴  𝜌2 = 𝑅2  ∴    𝜌 = 𝑅. 

 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2     ∴   𝑓(𝜌, 𝜃, 𝜑) = 𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃) = 𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑. 

 

La integral triple en coordenadas esféricas será: 

 

= 4∫𝑑𝜃∫𝑑𝜑∫𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑 ∗ 𝜌2𝑠𝑒𝑛 𝜑

𝑅

0

 𝑑𝜌

𝜋
2

0

𝜋
2

0

=
4

5
∫ 𝑑𝜃∫ 𝑠𝑒𝑛3𝜑[𝜌5]

𝑅

0
𝑑𝜑 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

 

=
4

5
∫𝑑𝜃∫ 𝑠𝑒𝑛3𝜑[𝑅5]𝑑𝜑 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

4

5
𝑅5∫𝑑𝜃∫[1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜑]𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜑 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0
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=
4

5
𝑅5∫ [−cos𝜑 +

1

3
𝑐𝑜𝑠3𝜑]

𝜋
2

0
𝑑𝜃 =

4

5
𝑅5∫(1 −

1

3
)𝑑𝜃 =

8𝑅5

15
[𝜃]

𝜋
2

0
=
4

15
𝑅5.

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

 

2. Calcular  

∭√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑉

𝑆

, 

Donde S es la parte interna de la esfera   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑥. 

 

Solución: 

Sección transversal en el plano “xy”. 

 

En la ecuación  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑥 hacemos 𝑧 = 0, por lo que la sección transversal 

sería  (𝑥 −
1

2
)
2

+ 𝑦2 ≤
1

4
. 

Figura 140.  

Esferoide de centro movido. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Pasando a coordenadas esféricas. 

 

Según la figura 140: 

𝜋 ≥ 𝜃 ≥ 0,     𝜋 ≥ 𝜑 ≥ 0. 
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Superficies: 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑥 ∴   𝜌2 ≤ 𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃   ∴   𝜌 ≤ 𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃. 

 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2     ∴   𝑓(𝜌, 𝜃, 𝜑) = √𝜌2 = 𝜌 

 

La integral triple en coordenadas esféricas será: 

 

4∫ 𝑑𝜃∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝜌 ∗ 𝜌2𝑠𝑒𝑛 𝜑

𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos𝜃

0

 𝑑𝜌

𝜋
2

0

𝜋
2

0

= ∫𝑑𝜃∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜑 [𝜌4]
𝑠𝑒𝑛 𝜑 cos 𝜃

0
𝑑𝜑 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

= ∫𝑑𝜃∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑠𝑒𝑛4 𝜑 cos4 𝜃 𝑑𝜑

𝜋
2

0

𝜋
2

0

=∫𝑑𝜃∫ 𝑐𝑜𝑠4𝜃[1 − 2𝑐𝑜𝑠2𝜑 + 𝑐𝑜𝑠4𝜑]𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜑 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

= ∫ [−cos𝜑 +
2

3
𝑐𝑜𝑠3𝜑 −

1

5
𝑐𝑜𝑠5𝜑]

𝜋
2

0
𝑐𝑜𝑠4𝜃 𝑑𝜃 = ∫ (1 −

2

3
+
1

5
) 𝑐𝑜𝑠4𝜃 𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

𝜋
2

0

 

=
8

15
∫ 𝑐𝑜𝑠4𝜃 𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

8

15
∫ [

1

2
(1 + cos 2𝜃)]

2

𝑑𝜃

𝜋
2

0

=
2

15
∫ [1 + 2 cos 2𝜃 +

1

2
(1 + cos 4𝜃)] 𝑑𝜃 =

𝜋
2

0

 

 

=
2

15
[𝜃 + 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 +

1

2
𝜃 +

1

8
𝑠𝑒𝑛 4𝜃]

𝜋
2

0
=
2

15
(
𝜋

2
+
𝜋

4
) =

2

15
(
3𝜋

4
) =

𝜋

10
. 
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2.10  APLICACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES 

 

2.10.1. Aplicaciones geométricas. (Cálculo de Volúmenes). 

 

De la misma forma que la integral doble puede interpretarse como la medida del área 

de una región plana cuando 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 en R, la integral triple puede definirse como la 

medida de volumen de una región tridimensional si  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 en S, por lo que la 

definición de integral triple se transforma en: 

lim
‖∆‖→0

∆𝑖𝑉 =∭𝑑𝑉.

𝑆

 

Expresión que nos permite calcular el volumen de la región S.  

 

Ejemplos: 

1. Determinar el volumen del sólido que se encuentra sobre el plano “xy” y está limitado 

por el paraboloide elíptico  𝑧 = 𝑥2 + 4𝑦2  y el cilindro 𝑥2 + 4𝑦2 = 4. 

 

Solución: 

Figura 141. 

Volumen del sólido limitado por un paraboloide y un cilindro 
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Observando la figura 141, determinamos los límites y planteamos el volumen. 

 

𝑉 = 4∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧 = 4∫𝑑𝑥 ∫ [𝑧]
𝑥2 + 4𝑦2

0
𝑑𝑦 =

1
2
√4−𝑥2

0

2

0

𝑥2+4𝑦2

0

1
2
√4−𝑥2

0

2

0

 

= 4∫𝑑𝑥 ∫ [𝑥2 + 4𝑦2]𝑑𝑦 = 4∫ [𝑥2𝑦 +
4

3
𝑦3]

1
2√4 − 𝑥

2

0
𝑑𝑥 =

2

0

1
2
√4−𝑥2

0

2

0

 

= 4∫ [𝑥2 ∗
1

2
√4 − 𝑥2 +

1

6
(4 − 𝑥2)

3
2⁄ ] 𝑑𝑥

2

0

= 4∫ [
1

6
√4 − 𝑥2(3𝑥2 + 4 − 𝑥2)] 𝑑𝑥 ∴

2

0

 

𝑉 =
4

6
∫2(𝑥2 + 2)√4 − 𝑥2  𝑑𝑥 =

4

3
∫(𝑥2 + 2)√4 − 𝑥2 𝑑𝑥 =

2

0

2

0

 

=
4

3
[∫𝑥2√4 − 𝑥2 𝑑𝑥 + 2∫√4 − 𝑥2  𝑑𝑥

2

0

2

0

] = 

=
4

3
[
𝑥

8
(2𝑥2 − 4)√4 − 𝑥2 +

16

8
𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (

𝑥

2
)]
2

0

+
8

3
[
𝑥

2
√4 − 𝑥2 +

4

2
𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (

𝑥

2
)]
2

0
 ∴ 

 

𝑉 =
4

3
[𝜋] +

8

3
[𝜋] = 4𝜋 𝑢3. 

 

2. Determine el volumen del sólido limitado por el cilindro  𝑥2 + 𝑦2 = 25, el plano 𝑥 +

𝑦 + 𝑧 = 8  y el plano “xy”. 

 

Solución:  
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Figura 142. 

Volumen del sólido limitado por el cilindro  𝑥2 + 𝑦2 = 25, el plano 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 8  y el 

plano “xy” 

 

 

 

Hallamos el volumen, con ayuda de la figura 142 y determinamos el integral. 

𝑉 = 2 ∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧

8−𝑥−𝑦

0

= 2 ∫𝑑𝑥 ∫ [𝑧]
8 − 𝑥 − 𝑦

0
𝑑𝑦 =

√25−𝑥2

0

5

−5

√25−𝑥2

0

5

−5

 

 

= 2 ∫𝑑𝑥 ∫ (8 − 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 = 2 ∫ [(8 − 𝑥)𝑦 −
1

2
𝑦2]

√25 − 𝑥2

0
𝑑𝑥 =

5

−5

√25−𝑥2

0

5

−5

 

= 2 ∫[(8 − 𝑥)√25 − 𝑥2 −
1

2
(25 − 𝑥2)] 𝑑𝑥  ∴

5

−5

 

𝑉 = 2 [8 ∫√25 − 𝑥2 𝑑𝑥 − ∫√25 − 𝑥2  𝑥 𝑑𝑥 −
1

2
∫(25 − 𝑥2)𝑑𝑥

5

−5

5

−5

5

−5

]  ∴ 

 𝑉 = 2 [8(
𝑥

2
√25 − 𝑥2  +

25

2
𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (

𝑥

5
)) +

1

3
(25 − 𝑥2)

3
2 −

1

2
(25𝑥 − 𝑥3)]

5

−5
 

∴ 

𝑉 = 2 ∗ 8 [
25

4
𝜋 +

25

4
𝜋] = 200𝜋  𝑢3. 



 
 
 

 
 

285 
 

3. Determinar el volumen del sólido ubicado sobre el paraboloide elíptico 3𝑥2 + 𝑦2 =

𝑧  y debajo del cilindro 𝑥2 + 𝑧 = 4. 

 

Solución: 

Encontramos la sección transversal (región R), resolviendo el sistema: 

{
3𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧                          (1)   

𝑥2 + 𝑧 = 4 ∴  𝑧 = 4 − 𝑥2 (2).
 

 

(1)   𝑒𝑛  (2)  3𝑥2 + 𝑦2 = 4 − 𝑥2    ∴   4𝑥2 + 𝑦2 = 4. 

 

Que es la Región en el plano “xy”. 

  

Figura 143. 

Volumen del sólido ubicado sobre el paraboloide elíptico 3𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧  y debajo del 

cilindro 𝑥2 + 𝑧 = 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Encontramos el volumen, utilizando el triple integral en la figura 143, determinamos 

los límites de integración. 

 

𝑉 = 4∫𝑑𝑥 ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑑𝑧

4−𝑥2

3𝑥2+𝑦2

= 4∫𝑑𝑥 ∫ [𝑧]
4 − 𝑥2

3𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑦 =

2√1−𝑥2

0

1

0

2√1−𝑥2

0

1

0
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= 4∫𝑑𝑥 ∫ (4 − 𝑥2 − 3𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦

2√1−𝑥2

0

1

0

= 4∫[4𝑦(1 − 𝑥2) −
1

3
𝑦3]

2√1 − 𝑥2

0
𝑑𝑥 =

1

0

 

= 4∫[8(1 − 𝑥2)√1 − 𝑥2 −
8

3
(1 − 𝑥2)

3
2⁄ ] 𝑑𝑥 =

64

3
∫(1 − 𝑥2)

3
2⁄  𝑑𝑥

1

0

  ∴

1

0

 

 

𝑉 =
64

3
[
𝑥

8
(2𝑥2 − 5)√1 − 𝑥2 +

3

8
 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 (𝑥)]

1

0
  ∴ 

 

 𝑉 =
64

3
[
3

16
𝜋] = 4𝜋  𝑢3. 

 

4. Encuentre el volumen seccionado en la esfera  𝜌 = 4  por el cono  𝜑 =
𝜋

4
. 

 

Solución: 

Figura 144. 

Volumen seccionado en la esfera  𝜌 = 4  por el cono  𝜑 =
𝜋

4
 

 

El volumen en coordenadas cilindricas se calcula como la triple integral figura 144, 

límites de integración: 
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𝑉 = ∫ 𝑑𝜃∫𝑑𝜑∫𝜌2𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜌

4

0

𝜋
4

0

2𝜋

0

=
1

3
∫ 𝑑𝜃∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜑[𝜌3]

4

0
 𝑑𝜑 =

64

3
∫ 𝑑𝜃∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜑 

𝜋
4

0

2𝜋

0

𝜋
4

0

2𝜋

0

 

 

𝑉 =
64

3
∫ [− cos𝜑]

𝜋
4

0
𝑑𝜃 =

64

3
∫ (−

√2

2
+ 1)𝑑𝜃 =

32

3
(2 − √2)∫ 𝑑𝜃 ∴

2𝜋

0

2𝜋

0

2𝜋

0

 

 

 

𝑉 =
32

3
(2 − √2)[𝜃]

2𝜋

0
=
32

3
(2 − √2)(2𝜋) =

64𝜋

3
(2 − √2) 𝑢3. 

 

 

 

5. Determinar el volumen del sólido ubicado dentro de la esfera  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑧  y 

que se encuentra arriba del cono  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2. 

 

Solución: 

Buscamos la sección transversal, del sistema: 

{
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑧     (1) 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2             (2)
 

(2) 𝑒𝑛 (1)    𝑧2 + 𝑧2 = 4𝑧   ∴   2𝑧2 − 4𝑧 = 0 ∴  (2𝑧)(𝑧 − 2) = 0 ∴ 𝑧 = 0  𝑦   𝑧

= 2. 

 

El valor que tomamos de los dos obtenidos es z = 2, por lo que la sección transversal 

en el plano “xy” es la circunferencia:      𝑥2 + 𝑦2 = 4. 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

288 
 

Figura 145. 

Volumen del sólido ubicado dentro de la esfera  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑧  y que se encuentra 

arriba del cono  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2. 

 

 

 

Este ejemplo resulta más fácil resolverlo con coordenadas esféricas, figura 145. 

Pasando a coordenadas esféricas. 

 

Las superficies: 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑧  ∴   𝜌2 = 4𝜌 cos𝜑  ∴   𝜌 = 4 cos𝜑. 

  

 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2   ∴   𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑 𝑠𝑒𝑛2𝜃 = 𝜌2 𝑐𝑜𝑠2𝜑  ∴   

𝜌2𝑠𝑒𝑛2𝜑(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃) = 𝜌2 𝑐𝑜𝑠2𝜑 ∴  𝑠𝑒𝑛2𝜑 = 𝑐𝑜𝑠2𝜑 ∴  𝑡𝑔2𝜑 = 1 ∴  

 𝑡𝑔 𝜑 = ±1  ∴    𝜑 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔(±1) = ±
𝜋

4
, 𝑎𝑞𝑢𝑖 𝑡𝑜𝑚𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑜. 

 

El valor de 𝜃 según el gráfico de la sección transversal será:  0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

 

Por lo que el volumen en coordenadas cilindricas es: 

𝑉 = ∫ 𝑑𝜃∫𝑑𝜑 ∫ 𝜌2𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜌 =
1

3
∫ 𝑑𝜃∫(𝜌3)

4 cos𝜑

0
𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜑 =

𝜋
4

0

2𝜋

0

4 cos𝜑

0

𝜋
4

0

2𝜋

0
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=
64

3
∫ 𝑑𝜃∫(𝑐𝑜𝑠3𝜑)𝑠𝑒𝑛 𝜑 𝑑𝜑 =

64

3
∫ [−

1

4
𝑐𝑜𝑠4𝜑]

𝜋
4

0

2𝜋

0

𝜋
4

0

2𝜋

0

𝑑𝜃 ∴ 

𝑉 =
64

3
∫ (−

1

16
+
1

4
)𝑑𝜃 

2𝜋

0

=
64

3
∗ (

3

16
) [𝜃]

2𝜋

0
=
64

3
∗ (

3

16
) ∗ 2𝜋 = 8𝜋 𝑢3. 

 

6. Hállese el volumen acotado por abajo por el plano  𝑧 = 0, lateralmente por el cilindro 

𝑥2 + 𝑦2 = 1  y por arriba por el paraboloide  𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2. 

 

Solución: 

Figura 146. 

Volumen acotado por abajo por el plano  𝑧 = 0, lateralmente por el cilindro 𝑥2 + 𝑦2 =

1  y por arriba por el paraboloide  𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2. 

 

 

 

Pasando a coordenadas cilíndricas figura 146. 

Superficies. 

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2   ∴   𝑧 = 𝑟2. 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 1   ∴     𝑟2 = 1  ∴     𝑟 = 1. 

El ángulo  𝜃  varia  de  0  a  2𝜋.  

Calculamos el volumen con integración triple: 
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𝑉 = ∫ 𝑑𝜃∫𝑑𝑟∫ 𝑟 𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝜃∫[𝑧]
𝑟2

0
𝑟 𝑑𝑟 = ∫ 𝑑𝜃∫𝑟3 𝑑𝑟 =

1

4
∫ [𝑟4]

1

0
𝑑𝜃 ∴

2𝜋

0

1

0

2𝜋

0

1

0

2𝜋

0

𝑟2

0

1

0

2𝜋

0

 

 

𝑉 =
1

4
∫ 𝑑𝜃 =

1

4
[𝜃]

2𝜋

0
=
1

4
∗ 2𝜋 =

𝜋

2
 𝑢3.

2𝜋

0

 

 

7. Calcúlese el volumen acotado por arriba por el paraboloide   𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2 y por 

abajo por el paraboloide  𝑧 = 4𝑥2 + 4𝑦2. 

 

Solución: 

Encontramos la sección transversal resolviendo el sistema: 

{
𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2    (1)

𝑧 = 4𝑥2 + 4𝑦2       (2).
 

(1) = (2)   5 − 𝑥2 − 𝑦2 = 4𝑥2 + 4𝑦2   ∴    5𝑥2 + 5𝑦2 = 5  ∴  𝑥2 + 𝑦2 = 1. 

 

Figura 147. 

Volumen acotado por arriba por el paraboloide   𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2 y por abajo por el 

paraboloide  𝑧 = 4𝑥2 + 4𝑦2. 

 

 

                                                                           

Pasando a coordenadas cilíndricas figura 147. 

Superficies. 

𝑧 = 5 − 𝑥2 − 𝑦2   ∴   𝑧 = 5 − 𝑟2. 



 
 
 

 
 

291 
 

 

𝑧 = 4𝑥2 + 4𝑦2   ∴     𝑧 = 4𝑟2. 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 1   ∴     𝑟2 = 1  ∴     𝑟 = 1 

 

El ángulo  𝜃  varia  de  0  a  2𝜋.  

 

Calculamos el volumen. 

𝑉 = ∫ 𝑑𝜃∫𝑑𝑟 ∫ 𝑟 𝑑𝑧

5−𝑟2

4𝑟2

1

0

2𝜋

0

= ∫ 𝑑𝜃∫[𝑧]
5 − 𝑟2

4𝑟2
𝑟 𝑑𝑟 = ∫ 𝑑𝜃∫(5 − 𝑟2 − 4𝑟2) 𝑟 𝑑𝑟 ∴

1

0

2𝜋

0

1

0

2𝜋

0

 

 

𝑉 = 5∫ 𝑑𝜃∫(1 − 𝑟2)𝑟 𝑑𝑟

1

0

= 5∫ [
1

2
𝑟2 −

1

4
𝑟4]

1

0
 𝑑𝜃

2𝜋

0

= 5∫ (
1

2
−
1

4
)

2𝜋

0

𝑑𝜃 ∴

2𝜋

0

 

 

𝑉 =
5

2
∫ 𝑑𝜃 =

5

2
[𝜃]

2𝜋

0
=
5

2
∗ 2𝜋 = 5𝜋 𝑢3.

2𝜋

0

 

 

8. Calcular el volumen de la superficie acotada por: 

𝑥𝑦 = 1,    𝑥𝑦 = 9, 𝑥𝑧 = 4, 𝑥𝑧 = 36, 𝑦𝑧 = 25, 𝑦𝑧 = 49. 

 

Solución: 

Cambio de variable:  

𝑥𝑦 = 𝑢 (1), 𝑥𝑧 = 𝑣 (2), 𝑦𝑧 = 𝑤(3) 

 

𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐷(𝑢, 𝑣, 𝑤)
=
|

|

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑤

|

|
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De (1) despajamos x:   𝑥 =
𝑢

𝑦
  (4);     𝐷𝑒 (2) 𝑥 =

𝑣

𝑧
 (5) 

 

Igualamos (4) = (5): 

   
𝑢

𝑦
=

𝑣

𝑧
 →   𝑦 =

𝑢∗𝑧

𝑣
 (6); 𝑃𝑜𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 (6)𝑒𝑛 (3): 

𝑢∗𝑧

𝑣
𝑧 = 𝑤 →  𝑧 = √

𝑣∗𝑤

𝑢
 (7)   

 

Ecuación (7) en (5): 

  𝑥 =
𝑣

√
𝑣∗𝑤

𝑢
 
  →   𝑥 = √

𝑢∗𝑣

𝑤
 (8);  (8) 𝑒𝑛 (6); 𝑦 =

𝑢∗√
𝑣∗𝑤

𝑢
 

𝑣
   → 𝑦 = √

𝑢∗𝑤

𝑣
 (9).    

 

2.10.2. Aplicaciones físicas.  

 

Son las mismas aplicaciones de la integral doble extendida a una superficie, así tenemos 

las siguientes definiciones. 

1. Masa:   𝑚 =∭ 𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉             𝜕 = 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑.
𝑆

 

 

2. Primeros momentos respecto a los planos coordenados: 

 

𝑀𝑥𝑦 =∭𝑧 𝜕 𝑑𝑉,              𝑀𝑥𝑧 =∭𝑦 𝜕 𝑑𝑉,              𝑀𝑦𝑧 =∭𝑥 𝜕 𝑑𝑉.

𝑆𝑆𝑆

 

 

3. Centro de masas: 

�̅� =
𝑀𝑦𝑧

𝑚
,                    �̅� =

𝑀𝑥𝑧

𝑚
,             𝑧̅ =

𝑀𝑥𝑦

𝑚
. 

 

4. Segundos momentos (momentos de inercia): 

 

𝐼𝑥 =∭(𝑦2 + 𝑧2)𝜕 𝑑𝑉,                   𝐼𝑦 =∭(𝑥2 + 𝑧2)𝜕 𝑑𝑉.

𝑆

 

𝑆
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𝐼𝑧 =∭(𝑥2 + 𝑦2)𝜕 𝑑𝑉

𝑆

,                            𝐼𝐿 =∭𝑟2𝜕 𝑑𝑉.

𝑆

 

𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑎 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝐿.  

 

5. Radio de giro respecto a una recta L:  

                                                                                 𝑅𝐿 = √
𝐼𝐿

𝑚
. 

 

Ejemplos: 

1. Determine el centro de gravedad de un sólido acotado inferiormente por el disco 𝑥2 +

𝑦2 ≤ 9, del plano z = 0, y superiormente por el paraboloide 𝑧 = 9 − 𝑥2 − 𝑦2, de 

densidad voluminosa uniforme 𝜕 en cualquier punto del sólido. 

 

Solución: 

Figura 148. 

Centro de gravedad de un sólido. 

 

 

Por simetría,  �̅� = �̅� = 0. Por lo que nos queda encontrar únicamente  𝑧̅,  figura 

148, para lo cual encontramos la masa y el momento respecto al plano “xy”.  

 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 9 

𝑧 = 9 − 𝑥2 − 𝑦2 
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Cálculo de la masa. 

Pasamos todo a coordenadas cilíndricas. 

 

𝑧 = 9 − 𝑥2 − 𝑦2  =  9 − (𝑥2 + 𝑦2) ∴    𝑧 = 9 − 𝑟2. 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 9  ∴    𝑟2 = 9  ∴   𝑟 = 3. 

 

Según la figura 148.   2𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 0. 

 

𝑚 = ∫ 𝑑𝜃∫𝑟 𝑑𝑟 ∫ 𝛿 𝑑𝑧 = 𝛿∫ 𝑑𝜃∫[𝑧]
9 − 𝑟2

0
𝑟 𝑑𝑟 = 𝛿

3

0

2𝜋

0

9−𝑟2

0

3

0

2𝜋

0

∫ 𝑑𝜃∫[9 − 𝑟2] 𝑟 𝑑𝑟 

3

0

2𝜋

0

∴ 

 

𝑚 = 𝛿∫ [
9

2
𝑟2 −

1

4
𝑟4]

3

0
𝑑𝜃 = 𝛿∫ (

81

2
−
81

4
)

2𝜋

0

2𝜋

0

𝑑𝜃 =
81𝛿

4
[𝜃]

2𝜋

0
=
81

4
(2𝜋)

=
81

2
𝜋𝛿. 

 

Cálculo del momento. 

𝑀𝑥𝑦 = ∫ 𝑑𝜃∫𝑟 𝑑𝑟 ∫ 𝛿 𝑧 𝑑𝑧

9−𝑟2

0

3

0

2𝜋

0

=
𝛿

2
∫ 𝑑𝜃∫[𝑧2]

9 − 𝑟2

0
𝑟 𝑑𝑟 =

𝛿

2
∫ 𝑑𝜃∫(9 − 𝑟2)2𝑟 𝑑𝑟

3

0

2𝜋

0

3

0

2𝜋

0

 ∴  

 

𝑀𝑥𝑦 = −
𝛿

12
∫ [(9 − 𝑟2)3]

3

0
𝑑𝜃 = −

𝛿

12
∫ (−729)𝑑𝜃 =

729 𝛿

12

2𝜋

0

2𝜋

0

[𝜃]
2𝜋

0
   ∴ 

 

𝑀𝑥𝑦 =
729 𝛿

12
(2𝜋) =

243 𝛿

2
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Por lo tanto,  

𝑧̅ =
243 𝛿 𝜋

2⁄

81𝛿 𝜋 
2⁄
= 3. 

 

Y el centro de gravedad es:    (�̅�, �̅�, 𝑧̅) = (0, 0, 3). 

 

2. Determine la masa del sólido homogéneo acotado por el cilindro  𝑧 = 4 − 𝑥2, el plano 

𝑧 = 0, 𝑥 = ±2  e  𝑦 = 5, si la densidad volumínica en cualquier punto del sólido es k 

kilogramos por metro cubico. 

 

 

Solución: 

Figura 149. 

Masa del sólido homogéneo acotado por el cilindro  𝑧 = 4 − 𝑥2 

 

 

                                                                  

Hallamos la masa utilizando el triple integral, figura 149, límites de integración. 

𝑚 = ∫𝑑𝑥∫𝑑𝑦 ∫ 𝑘 𝑑𝑧 = 𝑘 ∫𝑑𝑥∫[𝑧]
4 − 𝑥2

0
𝑑𝑦 = 𝑘 ∫𝑑𝑥∫(4 − 𝑥2)𝑑𝑦

5

0

2

−2

5

0

2

−2

4−𝑥2

0

5

0

2

−2
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𝑚 = 𝑘 ∫(4 − 𝑥2)[𝑦]
5

0
𝑑𝑥

2

−2

= 5𝑘 ∫(4 − 𝑥2)𝑑𝑥 = 5𝑘 [4𝑥 −
1

3
𝑥3]

2

−2
= 5𝑘 (

16

3
) =

160

3
𝑘 𝑘𝑔.

2

−2

 

 

3. Calcule el momento de inercia respecto al eje “z” del sólido homogéneo limitado por 

el cilindro r = 5, el cono z = r y el plano “xy”. La densidad volumínica en cualquier 

punto es k slugs por pie cúbico. 

Figura 150. 

Momento de inercia respecto al eje “z” del sólido homogéneo 

 

 

 

 

 

 

 

 

Determinamos el momento de inercia, figura 150 límites de integración: 

 

𝐼𝑧 = ∫ 𝑑𝜃∫𝑟 𝑑𝑟∫𝑘

𝑟

0

5

0

2𝜋

0

 𝑟2𝑑𝑧

= 𝑘∫ 𝑑𝜃∫[𝑧]
𝑟

0
𝑟3𝑑𝑟 = 𝑘∫ 𝑑𝜃∫𝑟4𝑑𝑟 =

𝑘

5
∫ [𝑟5]

5

0
𝑑𝜃

2𝜋

0

5

0

2𝜋

0

5

0

2𝜋

0

 

 

𝐼𝑧 = 625𝑘∫ 𝑑𝜃 = 625 𝑘[𝜃]
2𝜋

0
= 625 𝑘(2𝜋) = 1250 𝜋 𝑘 𝑠𝑙𝑢𝑔 − 𝑝𝑖𝑒2 .

2𝜋

0

 

 

z = r 

r = 5 
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4. Determine el centro de masas del sólido ubicado dentro del paraboloide  𝑥2 + 𝑦2 =

𝑧  y fuera del cono  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2. La densidad volumínica constante es k 

kilogramos por metro cúbico. 

 

Solución: 

 

Determinamos la sección transversal, resolviendo el sistema: 

{
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧          (1) 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2       (2)
 

(1) 𝑒𝑛 (2)  𝑧 = 𝑧2   ∴   𝑧2 − 𝑧 = 0  ∴ 𝑧(𝑧 − 1) = 0    ∴    𝑧 = 0   𝑦  𝑧 = 1. 

 

Figura 151. 

Sección transversal es la circunferencia  𝑥2 + 𝑦2 = 1 y fuera del cono  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 

 

 

                                                                                   

Pasando todo a coordenadas cilíndricas figura 151. 

Superficies: 

Paraboloide:       𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧    ∴    z = r2.       

 

Cono:   𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2     ∴    z2 = r2    ∴    𝑧 = 𝑟. 

 

Sección Transversal. 𝑥2 + 𝑦2 = 1 ∴  𝑟2 = 1 ∴   𝑟 = 1. 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧 
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Ángulo teta varía de 0 a 2𝜋. 

 

Por simetría,  �̅� = �̅� = 0. Por lo que nos queda encontrar únicamente  𝑧̅, para lo 

cual encontramos la masa y el momento respecto al plano “xy”.  

 

Calculamos la masa: 

𝑚 = 𝑘∫ 𝑑𝜃∫𝑟 𝑑𝑟 ∫𝑑𝑧 = 𝑘∫ 𝑑𝜃∫[𝑧]
𝑟

𝑟2
𝑟 𝑑𝑟 = 𝑘∫ 𝑑𝜃∫[𝑟 − 𝑟2]𝑟 𝑑𝑟

1

0

2𝜋

0

1

0

2𝜋

0

𝑟

𝑟2

1

0

2𝜋

0

 

 

𝑚 = 𝑘∫ [
1

3
𝑟3 −

1

4
𝑟4]

1

0
𝑑𝜃 = 𝑘∫ (

1

3
−
1

4
)𝑑𝜃 =

𝑘

12
[𝜃]

2𝜋

0
=
𝑘

12
(2𝜋) =

𝜋

6
𝑘 𝑘𝑔.

2𝜋

0

2𝜋

0

 

 

Hallamos el momento: 

𝑀𝑥𝑦 = 𝑘∫ 𝑑𝜃∫𝑟 𝑑𝑟 ∫𝑧 𝑑𝑧 =
𝑘

2
∫ 𝑑𝜃∫[𝑧2]

𝑟

𝑟2
𝑟 𝑑𝑟 =

𝑘

2
∫ 𝑑𝜃∫[𝑟2 − 𝑟4]𝑟 𝑑𝑟

1

0

2𝜋

0

1

0

2𝜋

0

𝑟

𝑟2

1

0

2𝜋

0

 

 

𝑀𝑥𝑦 =
𝑘

2
∫ [

1

4
𝑟4 −

1

6
𝑟6]

1

0
𝑑𝜃

2𝜋

0

=
𝑘

2
∫ (

1

4
−
1

6
)𝑑𝜃 =

𝑘

24
[𝜃]

2𝜋

0
=
𝑘

24
(2𝜋) =

𝜋

12
𝑘 𝑘𝑔.

2𝜋

0

𝑚 

Por lo tanto,  

𝑧̅ =
𝑀𝑥𝑦

𝑚
=
𝜋
12  ⁄ 𝑘

𝜋
6 ⁄   𝑘

=
1

2
. 

 

El centro de gravedad es:    (�̅�, �̅�, 𝑧̅) = (0, 0,
1

2
). 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 

 

3.11 PROBLEMAS PROPUESTOS 

 

3.11.1 INTEGRALES DOBLES 

 

1. Calcular ∬𝐷 y 𝑠𝑒𝑛(𝑥𝑦)𝑑𝐴, donde 𝑅 =  {(𝑥, 𝑦) ∶  1 ≤  𝑥 ≤  2, 0 ≤  𝑦 ≤  𝜋} 

2. Calcular el volumen del solido en el primer octante acotado por los planos 

coordenados, el plano 𝑥 = 3 y el cilindro parabólico 𝑧 = 4 − 𝑦2. 

3. Hallar ∬𝑑  (𝑥3𝑦 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝐴 , donde D es el triángulo en el plano 𝑥𝑦 con vértices 

(0,0), (
𝜋

2
, 0)  𝑦 (

𝜋

2
,
𝜋

2
). 

4. Hallar el volumen del sólido delimitado por la superficie cónica  𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 y 

la superficie esférica 𝑧 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2 

5. Encontrar el área de la región R que se encuentra fuera de la curva 𝑟 = 6𝑐𝑜𝑠𝜃 y 

dentro de la curva 𝑟 = 2𝑐𝑜𝑠𝜃 + 2. 

6. Calcular el área de la región R que esta encerrada por la curva 𝑟2 = 2𝑐𝑜𝑠. 2𝜃 y 

fuera de la curva 𝑟 = 1. 

7. Calcular ∬𝑑 (𝑥2 − 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 , siendo 𝐷 la región comprendida entre la gráfica de 

las parábolas 𝑦 =  𝑥2  , 𝑦 = 𝑥2 y las rectas 𝑥 =  −1  , 𝑥 = 1.  

8. Hallar ∬𝐷 𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦  siendo D el conjunto de los puntos (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 que 

satisfacen 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 + 2, 4𝑥2 + 9𝑦2 ≤ 36. 

9. Sea 𝐷 el triángulo de vértices (0,0), (0,2), (2,0) en el plano 𝑂𝑈𝑉 y sea 𝑇 la 

transformación de 𝑂𝑈𝑉 en 𝑂𝑋𝑌 definida por las ecuaciones 𝑥 = 𝑢 + 𝑣 , 𝑦 = 𝑣 −

𝑢2. Esbozar 𝑇(𝐷) y calcular si área mediante una integral doble: (a) extendida s 

D; (b)extendida a T. 

10. Utilizar el cambio de variables x= 𝑢
1

3  𝑣
2

3  , 𝑦 𝑣
2

3 𝑣
2

3  para hallar el área de la región 

𝑅 acotada por las curvas 𝑦 = √𝑥 , 𝑦 = √2𝑥 , 3𝑦 =  𝑥2, 4𝑦 = 𝑥2 . 
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11. Efectuar un apropiado cambio de variables apropiado para calcular la integral 

doble siguiente ∬𝑅 (𝑥 + 𝑦)2 𝑠𝑒𝑛2(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 siendo 𝑅 el cuadrado de 

vértices (0,1), (1,2), (2,1), (1,2). 

12. Efectuando un cambio de variables apropiado, para la integral doble siguiente 

∬𝑅 𝑥2𝑦2 𝑑𝑥 𝑑𝑦   siendo  𝑅 la porción del primer cuadrante acotada por las 

hipérbolas 𝑥𝑦 = 1, 𝑥𝑦 = 2 𝑦 𝑙𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 4𝑥. 

13. Calcular ∬𝐷  𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦 , siendo D el sector circular acotado en el primer cuadrante 

por 𝑦 = √25 − 𝑥2  , 3𝑥 − 4𝑦 = 0 , 𝑦 = 0. 

14. Calcular ∬𝐷 (𝑎2𝑥2 + 𝑏2𝑦2)𝑑𝑥 𝑑𝑦 , siendo D la parte encerrada en el primer 

cuadrante del plano 𝑂𝑋𝑌 por la elipse de semejantes 1/𝑎 , 1/𝑏 (𝑎, 𝑏 >  0) 

¿Cuánto equivale la integral extendida a toda la elipse? 

15. Calcular el área de la región D del primer cuadrante comprendida entre la parábola 

𝑦 =  𝑥2 + 1  y las rectas 𝑥 = 0, 𝑥 + 𝑦 = 3. 

16. Determinar el área de la proyección sobre el plano 𝑂𝑋𝑌 de la región sólida 

exterior al cilindro 𝑥2 + 𝑦2 = 4 , acotada por la semiesfera 𝑧 = √16 − 𝑥2 − 𝑦2 

y el plano  𝑧 = 0 ¿Cuál es el volumen de dicha región? 

17. Calcular por integración doble el volumen del sólido limitado por las superficies 

𝑧 = 4 − 𝑦2, 𝑦 = 𝑥 , 𝑥 = 2, 𝑧 = 0. 

18. Calcular el volumen de la región tridimensional limitada inferiormente por la 

función 𝑓(𝑥, 𝑦) =  √𝑥2 + 𝑦2
3

 y superiormente por el disco 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 5 , 𝑧 = 4  

19. Hallar el volumen del sólido delimitado por la superficie cónica  𝑧 = √𝑥5 + 𝑦6 y 

la superficie esférica 𝑧 = √3 − 𝑥2 − 𝑦2 

20. Evaluar la siguiente integral    𝐼 = ∬𝐷 √1 − 𝑥2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 , donde 𝐷 = ((𝑥, 𝑦) ∈

𝑅2: 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥) 

21. Hallar el área de la superficie interior a la circunferencia 𝑄 = 2𝑟 cos 𝜃  y exterior 

a la circunferencia 𝑄 = 𝑟. 

22. Hallar el área de la superficie esférica 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 por integral doble. 

23. El centro de una esfera de radio r está en la superficie de un cilindro recto, cuya 

base tiene un radio igual a  
𝑟

2
. Hallar el área de la parte de la superficie del cilindro 

que está dentro de la esfera. 
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24. Hallar el área de la porción de la esfera 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2 𝑎𝑦 que está dentro del 

paraboloide 𝑏𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2. 

25. Hallar el centro de gravedad de la superficie situada en el primer cuadrante y 

limitada por la parábola semicúbica 𝑦2 = 𝑥3 y la recta 𝑦 = 𝑥. 

 

26. Colocar los límites de integración de la integral doble ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑠

 

si el recinto s está determinado 𝑥3 + 𝑦2 ≤ 𝑎3. 

27. Hallar el área de la porción de la esfera 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2 𝑎𝑦 que está dentro de 

una hoja del cono 𝑥2 + 𝑧2 = 𝑦2. 

28. Hallar el centro de gravedad de la superficie bajo una arcada de la cicloide 

              𝑥 = 𝑎(𝜃 − 𝑠𝑒𝑛𝜃), 𝑦 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃). 

29. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano 𝑥 + 𝑧 = 2, arriba de    

𝑧 = 0 y adentro de 𝑥2 + 𝑦2 = 4. 

30. Hallar el volumen común a 𝑦2 + 𝑧2 = 4𝑎𝑥  y  𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑥 

 

3.11.2. INTEGRALES TRIPLES 

 

1. Calcular ∭𝑅 (𝑦2 + 𝑧2) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, siendo R un cono recto de revolución de altura h, 

base situada en el plano 𝑋𝑌 y de radio 𝑎 𝑦 eje Z. 

2. Calcular el volumen de los cuerpos limitados por la siguiente superficie: 

√
𝑥

𝑎
   + √

𝑦

𝑏
  +√

𝑧

𝑐
 = 1, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0 

 

3. Hallar la solución para la integral triple  

∭𝑅3
1

{(1 + (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2}
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

4. Encontrar el volumen de la región acotada por las superficies 𝑧 =  𝑥2 + 𝑦2, 𝑧 =

10 − 𝑥2 − 2𝑦2. 

5. Calcular el volumen de un casquete esférico limitado por: 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2    ;     𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑏2      ;    𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2                              

Con 𝑧 ≥ 0 , 𝑠𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 0 < 𝑎 < 𝑏. 
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6. Calcular el momento de inercia de un sólido en forma de cono circular recto con 

densidad constante respecto a su eje. Suponiendo que el cono de altura h y radio en 

la base r tiene vértice en el origen y eje vertical. Entonces su ecuación es: 𝑧2 =

ℎ2

𝑟2
(𝑥2 + 𝑦2) 

7. Calcular el volumen de los cuerpos limitados por la siguiente superficie: 

𝑎2 = 𝑥2 + 𝑧2 , 𝑥 + 𝑦 = ±𝑎 , 𝑥 − 𝑦 = ±𝑎 

8. Calcular ∭𝑆(1 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧)−2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, donde S es el tetraedro limitado por los 

tres planos coordenados y el plano de ecuación 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 

9. Calcular el volumen de los cuerpos limitados por la siguiente superficie: 

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2  , 𝑥𝑦 = 𝑎2  , 𝑥𝑦 = 2𝑎2   , 𝑦 =
𝑥

𝑦
  , 𝑦 = 2𝑥  , 𝑧 = 0 

10.  Calcular la siguiente integral triple: ∭𝑉(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 , donde V está limitado 

por las superficies 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑧  , 𝑧 = 2 

11.  Calcular la siguiente integral triple: ∭𝑊(1 + 𝑧2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 , siendo W la región 

limitada por 2𝑎𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2   ;   𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 𝑎2  ; 𝑧 = 0  

 

12. Calcular el volumen de los cuerpos limitados por la siguiente superficie: 

𝑥2

𝑎2
+ 
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 1,       

𝑥2

𝑎2
+ 
𝑦2

𝑏2
=
𝑧2

𝑐2
,       (𝑧 > 0)            

 

13.  Dada la siguiente integral triple ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑦

0

𝑥

0

1

0
 dibujar la región de 

integración y escribir la integral de todas las formas posibles. 

14.  Calcular el volumen del solido que se encuentra limitado por el paraboloide 𝑧 =

 𝑥2 + 𝑦2 y el plano 𝑧 = 4 en coordenadas cilíndricas. 

15. Calcular el volumen del solido que se encuentra dentro de la esfera 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =

16,  fuera del cono 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 y por encima del plano 𝑥𝑦 utilice coordenadas 

esféricas. 

16.  Encontrar el volumen el sólido limitado por arriba por el paraboloide 𝑧 = 4 − 𝑥2 −

𝑦2  ; 𝑦 por abajo por el plano 𝑧 = 4 − 2𝑥 

17. Calcular el volumen limitado por el cono 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 y la semiesfera; 𝑥2 + 𝑦2+𝑧2 

= 16; 𝑧 ≥ 0. 
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18. Calcular el volumen del cuerpo definido por 2𝑦 ≤ 𝑧 ≤ 4 + 2𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2 , Sea  

A= {(𝑥, 𝑦, 𝑧)  ∈  𝑅3; 2𝑌 ≤ 𝑧 ≤ 4 + 2𝑌 − 𝑥2 − 𝑦2} 

 

19. Calcular el volumen de un cuerpo de la siguiente integral triple en coordenadas 

cartesianas 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)  ∈  𝑅3  ; 𝑋 + 𝑍 ≤ 3 ; 𝑌 ≥ 𝑥, 𝑦 ≤ 4, 𝑥 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0}. 

 

20.  Calcular la siguiente integral triple; ∫ ∫ ∫ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
1

0
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

2

0

1

2
 

 

21. Calcular:  

∭(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉

 

Donde V es la parte común del paraboloide 2𝑎𝑥 ≥ 𝑥2 + 𝑦2  y de la esfera 

 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3𝑎. 

 

22. Calcular: ∭ 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

   Donde V es el volumen limitado por el plano 𝑧 = 0 y por 

la mitad superior del elipsoide 
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 𝑎. 

 

23. Hallar el volumen del sólido limitado debajo por 𝑧 = 0, arriba por el cono 𝑧 = 𝑎 −

𝑄 y lateralmente por 𝑄 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃. 

 

24. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano 2𝑧 = 4 + 𝑄𝑐𝑜𝑠𝜃, 

arriba de 𝑧 = 0 y dentro del cilindro 𝑄 = 2𝑐𝑜𝑠𝜃. 

 

25. Calcular:  

∭(
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉

 

Donde V es la parte entera del elipsoide  
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 1. 

 

26. Calcular, por medio de una integral triple, el volumen del cuerpo limitado por las 

superficies 𝑦2 = 4𝑎2 − 3𝑎𝑥,   𝑦2 = 𝑎𝑥,  𝑧 = ±ℎ. 
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27. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies 
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 2, 

  
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 0,   (𝑧 ≥ 0 ). 

 

28. Un sólido está limitado por el paraboloide de revolución 𝑎𝑧 = 𝑄2 y el plano 𝑧 = 𝑐. 

Hallar el centro de gravedad. 

 

29. Hallar el volumen del sólido cuya superficie superior está sobre la esfera  

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 8 y cuya superficie inferior está sobre el paraboloide de 

revolución   𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑧 

 

30. Dos planos se cortan bajo un ángulo de α radianes, en un diámetro de una esfera de 

radio a. Hallar el volumen de la cuña esférica incluida entre los planos y la superficie 

esférica, empleando coordenadas cilíndricas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

305 
 

 

REFERENCIAS 

 

 

1. Thomas -Finney. Cálculo con geometría analítica. 1987 

2. Espinoza Ramos, E. Análisis matemático II para estudiantes de ciencias e ingeniería. 

2012   

 

3. Espinoza Ramos, E. Análisis matemático III para estudiantes de ciencias e ingeniería. 

2012   

  

4. Baranenkok, G., Demidovich, B.P.. Problemas y ejercicios de análisis matemático 

Edisiones Paraninfo. 1993. 

 

5. Demidovich, B.P.  5.000 Problemas y ejercicios de análisis matemático. 1980. 

Ediciones Paraninfo.  

 

6. Berman, G.N.  Problemas y ejercicios de análisis matemático diferencial. 6ta ed.  

America, 2010. 

 

7. Leithold, L. El cálculo. 7ma ed reimpresa.  Ed Harla. 1998  

 

8. Zill, D.G., Wright, W. S. Matemáticas: cálculo de varias variables.  McGraw-Hill / 

Interamericana, 2011. 

 

9. Stewart, J.  Cálculo de varias variables. Cengage Learning, 2018.  

 

10. Thomas, G. B. Cálculo de varias variables. Pearson Educación, 2010.  

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

 
 

306 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


