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INTRODUCCION

El libro que le presentamos constituye la segunda parte del libro “Analisis
matematico para ingenieros” y estd destinado a los estudiantes de los primeros
semestres de las carreras de ingenieria. También puede ser utilizado por
estudiantes de otras disciplinas, que estudian matematicas superiores y analisis
matematico.

El libro de texto contiene dos capitulos que abarcan temas fundamentales del
analisis matematico: el capitulo uno aborda lo relacionado con las funciones de
varias variables y el capitulo dos las integrales multiples.

El material esta dispuesto y distribuido de manera que el lector, ya sea profesor o
estudiante, puede preparar facilmente un esquema para su propio trabajo.

El estilo de exposicion de los temas incluye una breve introduccion teodrica con los
conceptos fundamentales con una amplia variedad de ejercicios resueltos y
propuestos lo que tiene como objetivo crear una base logica sélida y los
conocimientos y habilidades necesarios en los estudiantes.

Esperamos que este libro de texto sea una ayuda en el aprendizaje de los
estudiantes de ingenieria, lo cual constituya una base so6lida para su aplicacion en
las diferentes asignaturas que enfrentaran en transcurso de sus estudios.
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1. FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

1.1. Introduccion

En cierto modo ya estamos familiarizados con las definiciones, propiedades y
operaciones de funciones de una sola variable, como son los limites, derivadas,
anti derivadas etc. En este capitulo se veran todas estas propiedades y operaciones,
pero con funciones reales de varias variables llamadas también funciones de
argumento vectorial. Por ejemplo, las derivadas son aqui derivadas parciales y la
integral definida simple se transforma en integrales dobles y triples.

Para comprender este capitulo es importante que el estudiante domine los
conocimientos del algebra, trigonometria, calculo diferencial, calculo integral etc.

1.2. Conceptos fundamentales

Definicion de funcion de n variables.- Una magnitud variable 7 se denomina
funcion uniforme de n variables x,x,,....,%, si a cada conjunto de n-uplas
ordenadas (xq, X, ..., x,) del campo dado, le corresponde un valor tGnico y
determinado de V.

Las variables x4, X5, ..., X, se denominan variables independientes o dominio y W
variable dependiente o codominio.

Las notaciones matematicas mas usadas para nombrar esta dependencia son:
W = f(xq, x5, ..., X3); W = F(xq, Xg, e, X)), etc.

De la misma manera que podemos evaluar la funcion y = f(x) en cualquier valor
que toma x en su dominio, evaluamos la funcion W = f(xq, x5, ..., X3) en
cualquier punto P = (x, X5, -..., X,,) del campo de existencia asi: Si z = f(x,y)
y el punto es P = (a, b) entonces z(a,b) = f(a,b).
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Ejemplos:

1. Encontrar la dependencia funcional del volumen del cono, en funcion

de su generatriz x y del radio de la base y.

Figura 1.1
1 1
V=§7Tr2h:§ny2 x2 — y2
V=Ffxy)

2. Hallar la dependencia funcional del volumen de un paralelepipedo en

funcion de sus lados.

V=xxyx*z T
V=fxy2). l

= x =t

Figura 1.2

3. Determinar la dependencia funcional del espacio en funcion del tiempo

y la velocidad inicial.

1
d=v0t+zat2

d = f(v,, t).
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4. Como sera la dependencia funcional del area de un triangulo en funcion
de sus lados.

B

Figsm 1.3

A=s(s—a)(s—b)(s—c).
a+b+c
T2
A= f(a,b,c).

5. Hallar f(§,3) y fQ=D.si flny)=xy+3

Solucion:
1
L3)=lyz4pz=3
f(2’3)_2*3+3 _2+

o=
I
I

. ! L
6. Determinar f(y,x), f(—x2,—y?), f(;’%)’ fGy)
si flx,y) =

x2_y2

2xy

Solucion:
2 2
_y -
fly,x) = 7y
ooy (x®P=(y®? _ xtoy
fEX =) = 5eam0m = e

4

7. Calcular los valores que toma la funcion f(x,y) =1+ x —yen los
puntos de la pardbola y = x?, y graficar la funcién F(x) = f(x,x?).
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Solucion:
Los puntos de la pardbola son de la forma (x, x2), por lo que calculamos

fle,x?) =1+x—x2

Grafico:

Figura 1.4

8. Encontrar f(x,y),si f(x+y,x—y)=xy+y2

Solucion:
Sustituimos
x+y=u y x—y=v, resolviendo el sistema tenemos:
x = uTW N =22 Reemplazando en la funcion tenemos:
fu,v) = (u ; U) (u ; U) (u ; U)Z = %(u2 —v?) +%(u2 —2uv +v?) -
flu,v) = %(uz) - %u v= g (u — v), volviendo a variables originales tenemos:

fooy) =Sy =y +y) =~ fOoy) =y +y).

1.2.1. Concepto de dominio o campo de existencia de la funcién

Es el conjunto de n-uplas ordenadas que toman como valor las variables
independientes para que la funcion exista, de alli su nombre campo de existencia
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de la funcion, éste puede estar definido en la recta numérica R', en un plano R?, en
el espacio R* o en forma general en R", dependiendo del nimero de variables
independientes.

Ejemplos:

Hallar analitica y graficamente el dominio de las siguientes funciones:

1. z=,1-x%—-y2

Solucion:

Condicién: 1 —x? —y2 >0 =~ x2+ y? <1 entonces el dominio
es:

D = {(x,y)eR?/ x* + y? < 1}, esto quiere decir que son todos los
puntos (x,y) que estan dentro de la circunferencia x? + y? <1
incluida la linea de frontera (Fig. 1.5).

Figura 1.5
1
2. z2=——.
J1-x2-y?
Solucion:
Condiciéon: 1 —x2—y2>0 =~ x2+ y? <1 entonces el dominio
es:

D = {(x,y)eR?/ x* + y? < 1}, esto quiere decir que son todos los
puntos (x,y) que estan dentro de la circunferencia x? + y? <1
excluyendo la linea de frontera (Fig. 1.6).
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Figura 1.6
3. z=In(x+y).
Solucién:
Condiciéon: x+y >0 -~ y > —x entonces el dominio es:

D = {(x,y)eR?/ y > —x}, esto quiere decir que son todos los puntos
(x,¥) que estan sobre la recta y > —x excluyendo la linea de frontera
(Fig. 1.7).

o
<V

Figura 1.7

z=V1—x%+/1-y2

Solucion:

Cuando tenemos una diferencia o suma de funciones, para encontrar su
campo de existencia, debemos encontrar el dominio de cada sumando y
luego hallar el conjunto interseccion de estos dominios.
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Condiciones: para z; = V1 —x2 tenemosque 1—x?>0 .

—1 < x < 1porloqueel dominioes: D ={xe R/ -1 <x <1}
Paraz, = /1 —y2tenemosquel —y?>0 =~ —1<y<1lyel
dominio es:

D={yeR'/-1<y<1}

Encontrando la interseccion de los dominios tenemos:

D, ={(x,y)eR?/—-1<x<1n-1<y < 1}, lo que significa que
es el cuadrado limitado por lasrectas y =41 y x =41
incluida las lineas de frontera (Fig. 1.8).

Ay

A
> 1'

Figura 1.8

5. z= \/(xz + y2 —a?)(2a? — x%2 —y2).

Solucion:
Condiciones: para z; = x2 +y? —a? -~ x?+y? > a? porlo que
el dominio es D = {(x,y) € R?/ x? + y? > a?}. Lo que significa que
son todos los puntos (x, y) que estan fuera de la circunferencia

x% 4+ y? > a? incluida la linea de frontera.
Para z, =2a%?—x?—y? & x?2+y? <2a? y el dominio es:
D = {(x,y) e R?/ x* + y? < 2a?}. Esto significa que son todos los
puntos (x,y) interiores a la circunferencia x% + y? < 2a? incluida la
linea de frontera.
Encontrando la interseccion de los dominios tenemos:
D, ={(x,y) € R?/ x*> + y?> > a® N x? + y? < 2a?}, lo que significa
que es el anillo circular limitado entre x? + y? > a? N x? + y? < 2a?
incluidas las lineas de frontera (Fig. 1.9).
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Figura 1.9

6. u=vVx+.[y++z

Solucioén:

Condiciones:

Para u; =+vx =~ x=>0.

Para u, =,/y ~ y=0.

Para uz =z ~ z=>0.

Dominio: D = {(x,y,z) e R3/x >0Nny >0nz=>0}loque
significa el primer octante de R* (Fig. 1.10).

Figura 1.10
7o u=y1-—x2—y%—z2
Solucién:
Condicion: 1—x?2—y2—22>0 =~ x?+y?+ 2% <1 entonces

el dominioes D = {(x,y,2z) e R3/x? + y2 + z2 < 1}
lo que significa que son todos los puntos (x, y, z) dentro de la esfera
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x% 4+ y? + z% < 1 incluida la linea de frontera (Fig. 1.11).

Figura 1.11

1.2.2. Definicion de Codominio (Imagen)

Es el conjunto de valores que toma la variable dependiente W y se determina
haciendo un andlisis de la funcion, o también después de realizado el grafico,
observando que espacio ocupa la variable independiente en los ejes coordenados.
La imagen es el codominio de la funcion cuando la variable independiente toma
todos los valores del conjunto de llegada.

Ejemplos:

Vamos a determinar los codominios de los ejemplos anteriores asi:

Del ejemplo 1.
Del ejemplo 2.
Del ejemplo 3.
Del ejemplo 4.
Del ejemplo 5.
Del ejemplo 6.
Del ejemplo 7.

[0, 1].

10, 1].
]—o00, +ool.
[0, 1].

[0,v2 a]
[0, +ool.
[0,1].

1.2.3. Grdfico de la Funcién

El grafico de la funcion es la representacion en un plano de referencia del par
ordenado (Dominio, Codominio) asi: Si la funcién tiene una sola variable
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independiente y = f(x), el par ordenado es (x,y) y su grafico se representa en el
plano R?, si son dos variables independientes z = f(x.y), el par ordenado (D,
Cod) se transforma en una triada ordenada (x, v , z) y su representacion se hace en
el espacio R® y asi sucesivamente, en general la representacion de las n-adas
ordenadas se hace en el espacio R™"!.

Pero es importante tomar en cuenta que la representacion grafica como maximo
podemos hacerla de una Triana ordenada, que se lo dibuja en el espacio R* dando
su figura un volumen, razén por la cual de aqui en adelante daremos mayor énfasis
en su andlisis a la funcion de dos variables independientes o sea z = f(x,y),
légicamente sin olvidarse de las de mayor niimero de variables.

Como advertimos anteriormente vamos a realizar graficos de superficies z =
f(x,y), para lo cual vamos a utilizar el procedimiento de trazas en los diferentes
planos, su representacion es en R>, pero también hay la posibilidad de representar
la misma superficie en R? por medio de curvas de nivel, cuyas ecuaciones son
de la forma k = f(x,y). A fin de ilustrar la aplicacion de las curvas de nivel,
vamos a suponer que la temperatura en cualquier punto de una placa metalica plana
esta dada por la funcion T = f(x, y). Por tanto, las curvas de nivel con ecuaciones
de la forma f(x,y) = k, donde k es una constante que depende del Codominio,
son curvas donde la temperatura es constante. Estas curvas de nivel se denominan
isotermas. Otra aplicacion, si V voltios proporcionan el potencial eléctrico en
cualquier punto denotado por la funcion V = f(x,y), las curvas de nivel en este
caso se los llama curvas equipotenciales, conocidas asi porque el potencial
eléctrico en cada una de estas curvas es el mismo.

Ejemplos:

1. Realizar el grdfico y las curvas de nivel de la funcion de dos variables
z=x?+y2

Solucién:

Determinamos las trazas:

Plano “xy”,z = k,sik =0 x%+y? =0 (un punto en el origen), y
si k # 0 nos da la seccion transversal paralela al plano “xy”, que son
circunferencias de la forma x2 + y? = k, donde se incrementa el
radio a medida que |k| aumenta.

Plano “xz”, y=0 z = x? (son parabolas, se abren hacia arriba).

Plano “yz”,x=0 z = y? (son pardbolas, se abren hacia arriba).
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Los graficos en R® (Paraboloide de revolucion) y R? se muestran en las
figuras 1.12 y 1.13.

Traza plano “xy” x2 + y%2 = k

Traza plano “yz” z = y?

Traza plano “xz” z = x?

<z

Figura 1.12 Figura 1.13

Para graficar la superficie en curvas de nivel, lo que hacemos es
cambiar a la variable dependiente por una constante “K”, donde “K”
toma valores que deben estar dentro del conjunto del Codominio.
En nuestro ejemplo tenemos:

z=x2+y? > x*+4y?2=K, con K=(0,12,...... ) obtenemos
el grafico en curvas de nivel (Fig. 1.13).

2. Dibujar el grdfico y las curvas de nivel de la funcion z = 8 — x? — 2y.

Solucién:

Determinamos las trazas:

Plano “xy”,z = k,sik =0 x? = —2(y — 4) (es una paréabola), y si
k # 0 nos da la seccion transversal paralela al plano “xy”, en esta caso
son parabolas de la forma k =8 —x2 — 2y y que tiene su vértice

enlarecta 2y +z = 8.

Plano “xz”,y =0 z = 8 — x? (la traza es una parabola).

Plano “yz”,x=0 2z =8— 2y (el grafico es una recta).

Los graficos en R® y R* se muestran en las figuras 1.14 y 1.15.
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Figura 1.14 Figura 1.15
En este ejemplo la ecuacion para graficar las curvas de nivel es:
k = 8 — x% — 2y donde valores de
k=-.,-10,-8,-6,—4,-2,0,2,4,6,8,10,12, ...
3. Dibujar la superficie y las curvas de nivel de la funcion:

z=cosx+cosy (Fig 1.16).

Solucion:

Figura 1.16
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4. Dibujar la superficie y sus curvas de nivel de la funcion: z = |xy|
(Fig. 1.17).

Figura 1.17

5. Dibujar la superficie y sus curvas de nivel de la funcion:
z = In(x? + y?) (Fig. 1.18).

Figura 1.18

1.3. Limites y continuidad de funciones de mas de una
variable

Como la definicion de limite implica la distancia entre dos puntos es necesario
hacer un breve recuento de lo que se trata.

1.3.1. Definicion de distancia entre dos puntos en Rn.

SiP(xy, %5, %) Y A(ay,ay, ..., a,) son dos puntos de R", entonces la distancia
entre P y A, denotada por ||P — A||, esta definida por:
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P —All = \/(x1 —a)?+ (= az)? + (g, —ay)?
El simbolo ||P — A|| representa un nimero no negativo y se lee como “la distancia
entre Py A”.

Los casos particulares para R, R? y R? se transforma, respectivamente en:
llx —all = |x — al

[1C6, %) = Gro, ¥o)ll =/ (x = %6)% + (¥ = ¥)?
16,3, 2) = (%0, Y0, 20)ll = /(x = x0)? + ( = ¥0)? + (2 — 20)? .

Ejemplos:
Hallar la distancia entre los puntos que se dan a continuacion.
1. P=4, A=—6.

Solucion:
[P—=A]l=|x—a]=|4—-(-6)| =4+ 6] =10.

2. P(2,-5), A(-1,5).

Solucion:
IP—All = V(x—x0)? + (y — y0)?> = /(2 + 1)? + (=5 — 5)2
=+/9 + 100 = V/109.

5. P(V35), a(-2v3-32)

Solucion:

||P—A||=\/(\/§+z\/§)2+(§+§)z=m=m.

4. P(-1,3,—4), A(2,-5,6).

Solucion:
I[P —A|l = \/(x —x0)2+ (Y —y9)?+(z—2)? =
=\/(—1 —2)24+(B+5)2+(—4—-6)2=+/9+64+ 100 =+/173.
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5. P(3,-5,7), A(—4,5,3).

Solucion:
IP—All=y(B+4)2+(-5-5)2+(7-3)2 =
V49 + 100 + 16 = V/1665.

6. P(2,3,4,-5,3), A(-1,3,5,-7,9).

Solucion:
IP — Al = /(r —a)? + (rz — a2)% + (x5 — az)? + (x4 — ay)? + (x5 — as)?
=JQ2+1)2+B-3)2+(4—-52+(=5+7)2+(3—9)2
=vV9+0+1+4+36
IP — All = V50 = 5v2.

1.3.2. Definicion de limite de una funcién de n variables

El nimero L recibe el nombre de limite de una funcion W = f(xq, x5, ..., X))
cuando el punto P(xq, x5, ..., X,,) tiende al punto A(ay, a,, ..., a,), exceptuando
posiblemente el punto A, si para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal, que cuando
0<||IP—A|l <8, se verifica la desigualdad |f(xq,x2, ....,%,) — L] <€ .
Matematicamente se denota por:

)f(xl,xz, ey Xp) = Ilai_rgf(xl,xz, ey Xp) =L.

1
(x1,%X2,Xp)—>(A1,a2,-.an

1.3.3. Definicion de limite de una funcién de dos variables

El nimero L recibe el nombre de limite de una funcién z = f(x,y) cuando el
punto P(x,y) tiende al punto A(x,, y,), exceptuando posiblemente el punto A, si
para cualquier €>0 existe un d§>0 tal, que cuando 0<
JEx—x0)2+ (7 —y0)2 < &, se verifica la desigualdad |f(x,y) —L| <e.
Matematicamente se denota por:

lim x,y) = lim f(x,y) =L.
wyim fO0y) = lim f(x,y)
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En otras palabras, la definicidén quiere decir que los valores de la funcion f(x, y)
se aproximan al limite L conforme el punto (x, y) tiende al punto (x4, V) si el
valor absoluto de la diferencia entre f (x, y) y L puede hacerse arbitrariamente tan
pequefia como se quiera, pero sin llegar l6gicamente al punto (xg,y,). En la
definicion nada se dice acerca del valor de la funcion en el punto(x,, y,), es decir,

no es necesario que la funcion este definida alli, para que el lim _f(x,y)
(x,y)_)(xo;y(])

exista.
Ejemplos:

1. Utilizando la definicion de limite, demostrar que:
lim (2x+3y)=11
(x.y)—>(1,3)( Y)
Solucion:
Debemos demostrar que para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que:

0<J(x—1)2+(¥—-3)2<6 > |x+3y)—11|<e (1)

De la desigualdad del triangulo tenemos:
[2x +3y — 11| =|2x — 2+ 3y — 9| < 2|x — 1| + 3|y — 3|

Debido a que:

lx—1<J&x-1D2+ (@ -3)2y
ly — 3] </ (x — 1)% + (y — 3)?, se deduce que:
0<J(x—1)2+(@y—-3)2<6
entonces 2|x—1|+3|y—3| <25 +35 <568

Esta proposicion muestra que una eleccion adecuada para § es 56 = ¢,
estoes, § = %e. Con esta § se tiene el siguiente argumento:
0<(x—1)2+(y—-3)2<§
Slx—1l<d§ y |y—-3|<é - 2|x—1|+3|]y—-3| <56 —
SR2(—1D+3(0-3)| < 5(§g) > |2x+3y—11| <e.

De este modo, se ha probado que para cualquier € > 0 seelige § = és

a fin de que la proposicion (1) sea verdadera. Asi se demuestra que

lim 2x + 3y) = 11.
(x.y)—>(1,3)( y)

Analisis Matematico para Ingenieros
Célculo integral de funciones de una variable
T'OMO 2



23

2. Utilizando la definicion de limite, demostrar que:

lim 3x+4y) =17
(x.y)—>(3,2)( y)

Solucién:
Debemos demostrar que para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que:

0<(x—3)2+(@y—-2)2<8 > |Bx+4y)—17|<¢ 2)

De la desigualdad del triangulo tenemos:
[3x +4y — 17| =|3x —9 + 4y — 8| < 3|x — 3| + 4|y — 2|

Debido a que:

lx=3l<J(x =32+ -2)? vy
ly — 2] </(x —3)% + (y — 2)2, se deduce que:
0<(x—3)2+(y—2)2<8 entonces

3x—3|+4]y—2| <36+45 <78

Esta proposicion muestra que una eleccion adecuada para § es 76 = ¢,

1 . . .
estoes, § = ZE. Con esta § se tiene el siguiente argumento:

0<J(x—3)2+(@y—-2)2<6§
S |lx=3|<d§ y |ly—-2|<é - 3lx-3|+4|ly—-2|<76~->
_>|3(x—3)+4(y—2)|<7(§g) > Bx+4y—17| <e.

De este modo, se ha probado que para cualquier € > 0 seelige § = %s

a fin de que la proposicion (2) sea verdadera. Asi se demuestra que

lim 3x+4y) =17.
(x.y)—>(3,2)( y)

Para poder calcular limites con dos variables, lo que hacemos es generalizar los
teoremas de limites en una variable sin tener cuidado de caer en algln error, a
excepcion de los limites que tienen indeterminaciones que no se pueden
determinar, en estos casos es necesario recurrir a otras definiciones que
mencionaremos mas adelante.
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Ejemplos:

Aplicando los teoremas de limites, resolver los siguientes ejemplos de limites con
dos variables.

1 4x3 — 3xy + 6y?
(XJ/)—>(23)( y y )

Solucion:

(4x3 = 3xy + 6y2) = 4(2)3 = 3(2)(3) + 6(3)% = 32 — 18 + 54 = 68.
e T2)

2 lim Xyt
T ey)-(22) -y

Solucion:
—y2 —
lim 2= Iim M (x+y)=2+2=4.
(x, y)—>(2 2) x-y (xy)-(22) x7Y (. y)—>(2 2)

3_4,3

3 lim ln(" y).

(x,y)-(1,1) x=y
Solucion:

X3 — y3 X3 — y3
lim In =In lim =
(X,y)—>(1,1) X — y (x,y)—>(1,1) X — y

(x —y)(x? +xy +y?)
In im
(xy)~(1,1) xX—y

l [ +xy + ]
" (xy)—>(1 )(x xy+y7)

=mn(1+1+1)=1In3

1
xz—xy+y2)ﬁ

4 (x.yl)lf(ll,O) ( x2-y?

Solucion:
1
x? —xy+y2)ﬁ

X l)irr(l1 0 ( —— = 1% es una indetrminacién entonces:
xy)-(1, x2-y
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1

by 2_ 2

x2 —xy +y?\xvy lim (7" vty —1)*i

lim _— = e@y)~@o0\ x*-y Xy —
(xly)_)(lﬁo) x2 - yz

2_ 2_.2 2 2_
lim (x xy+2y 2x_+y )*—1 lim (—Zyz Xy )*_1
= e®xy)~(1,0) xXe=y XY = e@xy)-(1,0\ X°=Yy XY =

yo—x) ) 1 li ( y—x )*1 -1y 1 1
= e(x.y>1£‘%1.o>( x2=y? )XY —= emy)m1o\x2-yZ )% — e(T)*‘ 1=
e

Vx+1—/y+1

i
(xy)-(0,0) x*-y?

Solucion:

GFT-yF1

(x'y)lz)r%o'o) x2 - yz

_ (Vx+1-y+1)(Vx+1+,y+1)
T @00 -+ (EF1H Yy 1)

x+1—-y—-1

= lim
@=00 (x —y)(x + Y)(Vx + 1+ /y +1)

1
() 2(00) x+y(Fx+1+y+1)

= ! =— =12 oo (el limit ist
= ) (orTavor) 0@ o . (el limite no existe)

Para continuar con el estudio de limites de funciones de dos variables, es necesario

presentar los siguientes conceptos.

1.3.4. Definicion de punto de acumulacién

Un punto Py es un punto de acumulacion de un conjunto S de puntos de R", si todo
intervalo abierto (Py, r) contiene un nimero infinito de puntos de S.
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1.3.5. Definicion del limite de una funcién de dos variables a través de
un conjunto especifico

Sea f'una funcién definida en un conjunto de puntos S en R?, y sea (x,, yo) un
punto de acumulacion de S. Entonces el limite de f(x, y) conforme (x,y) tiende
a (xg,yo) en Ses L, denotado por:

fx,y) =1L

lim
(x,y)_)(xo,yo)
[(x.y)ens]

Si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequeflo sea, exista un § > 0 tal que
si 0 <|ICx,y) = (x0,¥0)ll < & entonces |f(x,y) —L| <e

Donde (x,y) pertenece a S.

En algunos casos el limite de la definicion anterior se transforma en el limite de
una sola variable.

1.3.6. Teorema

Supongamos que la funcion f esta definida para todos los puntos de un intervalo
abierto centrado en (x,, y,), exceptuando posiblemente en (X, ¥o) y que

fx,y) =1L

lim
(x,y)_)(xo,yo)

Entonces, si S es cualquier conjunto de puntos de R? que tiene a (xg, yo) como
punto de acumulacion,

lim X,
(xty)_)(xﬂﬂyo)f( y)

[(x,y)en s]

Existe y siempre tiene el valor de L.

Demostraciéon Como lim f(x,y) = L, entonces, por la definicion 1.3.3,
(x,y)_)(x(),yo)

para cualquier &€ > 0 existeun § > 0 tal que

si 0 <|[(x,y) = (x0, yo)ll <& entonces |f(x,y) —L| <&
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la proposicion serd verdadera si ademas se restringe (x, y) debido al requisito de
que éste pertenezca a un conjunto S, donde S es cualquier conjunto de puntos que
tenga a (xg, ¥o) como un punto de acumulacion.

Por tanto por la definicién 1.3.5,

fx,y) =1L

lim
(x,y)_)(xo,yo)
[(x.y)ens]

Y L no depende del conjunto S a través del cual (x, y) se aproxima a (x,, y,). Esto
demuestra el teorema.

También debemos tener en cuenta que si la funcion tiene limites diferentes
conforme (x,y) se aproxima a (xg,¥,), a través de conjuntos diferentes que
tienen el mismo punto de acumulacion, este limite no existe.

Ejemplos:
1. Demostrar que el limite de f(x,y) = \/%yz cuando (x,y) — (0,0)
existe.
Solucion:

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que tengan el mismo
punto de acumulacién (0,0), Silarecta y =x y S, la pardbola

y = x2.
ConSi y=x.

(xy)ﬁ(oo)f(x )= hmf(x x) ___hmf(x x) ——= 0.
ConS, y=x2

(xy)—»(OO)f(x }’)—hmf(xx )_W mf(x X) m=0

En consecuencia, como:

fl,y) =

(%, Y)—>(0 0) (%, J/)—>(0 0)
[(xy)en $4] [(x.y)en S;]

f(x,y) = 0, el limite existe.
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3 3
2. Demostrar que el limite de f(x,y) = ;:z cuando (x,y) — (0,0)
existe.
Solucion:

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que contengan al
mismo punto de acumulacion (0, 0)en forma mds general, S; la recta
y = mxy S, la pardbola y = mx2.

Con S1 y =mx.

| 3 3+m3x3_1_ _x*@+m?)
(xy)—>(o o)f(x )= 1mf(x ma) = x? + m2x? —xl_r)r(l)f(x,mx) T x2(14+m2)
_ x(1+m?3)
= lim f Ge,mx) = (1+m?)
ConS, y=mx2
x3 +m3x®
ooy 0 Y) = M fOom) = 7 =
x3(1 +m3x3) x(1+m3x3)
— 2
S A f Gemx®) = ) = i feem®) = Ay =
En consecuencia, como:
= X, 0, el limite existe.
(XY)*(OO) feoy) = (XY)*(OO) feoy) =
[(x,y)en s4] [(x,y)en S;]
3. Demostrar que el limite de f(x,y) = x:::/ﬂ cuando (x,y) — (oo, )
existe.
Solucion:

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que contengan al
mismo punto de acumulacion (co0,), Si larecta y=mxy S la
pardbola y = mx? . Como podemos observar este procedimiento

(e . . . oy oo
también se puede aplicarle en caso de la indeterminacion —.
oo
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Con S; y =mx.
) ) x +mx ) x(1+m)
(x| V) = IS = s = I S0 = S )
) (1+m) 1
_x—l>1°r<>nf(x' mx) = x(1+m?) o 0.
ConS, y=mx2
_ L o Xt+mx?
(x.y)lLer.w)f(x' y) = ;l—glof(x' mx*) = x2 +m2xt
x(1 + mx) 1+mx
S Hm fComa®) = Sy — A S me®) = Sy =
En consecuencia, como:
lim X, V) = lim x,y) = 0, el limite existe.
(x,y)—>(°°,°°)f( Y) (x,J/)—>(°°,°°)f( Y)
[(x,y)en S4] [(x,y)en S]
4. Demostrar que el limite de f(x,y) = %yz cuando (x,y) — (0,0) no
existe.
Solucion:

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que contengan al
mismo punto de acumulacion (0,0), S; larecta y=mx y S;la
parébola y = mx?2.

ConS) y=mx.
2 x?
(x3/)—>(0 O)f(x y) = hmf(x mx) = x2 + m2x2 =Jl{1_r)réf(x,mx) - m -
. __r __ 1
—xngnf(x, mx) T (@+m?) ~ (1+m2)’

ConS, y=mx2.
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2
X
o ) f (6 y) =l fGema®) = 5 g =
 tim £ Gy mx?) = lim f(e,ma?) = =
—x_}gnf X mx ~ x2(1+m2x2) xl_r:nfxmx (1+m2x2)

En consecuencia, como:

f,y) ¢ lim  f(x,y), el limite no existe.

(x, y)—>(0 0) x,y)—(0,0)
[(x,y)en S4] [(x y)en S,]
4
5. Demostrar que el limite de f(x,y) = o 2:;4)2 cuando (x,y) — (0,0)
no existe.
Solucion:

Para demostrar vamos a considerar dos conjuntos S que contengan al
mismo punto de acumulaciéon (0,0), Silarecta y = x y Sy la parabola

y = x2.
ConS; y=x.
x* +x* _ 2x*
(xy)—»(oo)f(x )= hmf(x x) = (x% + x*)? —)lcl_%f(x,x) Cxt(1+x2)?2
—llmf(x X) m:
ConS, y=x2
x* + x8
(xy) (oo)f(x y)—llmf(xx) —(x2+x8)2:
x*(1+x%) 1+ x*
llmf(xx) m Jlcl_r)nf(xx)_m_

En consecuencia, como:

(x y)—>(0 0 fle,y) + 1) m o f(x,y), el limite no existe.

[(x,y)en $1] [(x y)en S,]
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1.3.7. Definicion de continuidad de una funcién de n variables

La funcién f'de n variables es continua en un punto 4 de R", siy sélo si satisface
las tres condiciones:

L f(A4) existe.
II. 11>in}1 f(P) existe.

IL - lim f(P) = f(4)
Si una o mas de estas tres condiciones no se cumplen para el punto A, entonces se
dice que f'es discontinua en A.
1.3.8. Definicion de continuidad de una funcién de dos variables

La funcién de dos variables z = f(x,y) es continua en un punto (x,y,) de R?, si
y solo si satisface las tres condiciones:

L f(x0,v0) existe.

II. lim _ f(x,y) existe.
(X,y)—’(xo,J/o)

11 lim  f(x,y) = f(x0,¥o)
(X,y)—’(xo,J/o)

Si una funcién f de dos variables es discontinua en un punto (xg,y,), pero

lim  f(x,y)existe, se dice que f tiene una discontinuidad removible o
(X,y)—’(xo,}’o)

eliminable, en este caso debemos redefinir la funcion f de modo que

f(x,y) = f(x0,¥0)-

i
(X,y)—’(xo,}’o)
Si esta discontinuidad no es eliminable, se denomina discontinuidad esencial.
Ejemplos:

1. Determinar si la funcion g es continua en (0,0) si
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Xy ,
S ,y) # (0,0
J0oy) = 17152 si (x,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

Solucién:
Lo que debemos hacer es verificar las condiciones.

L g(0,0) = 0 existe, se cumple esta condicién.
II.  Cuando (x,y) = (0,0), glx,y) = Tyz’ entonces debemos
calcular el lim 24

(x ,y)e(o 0) x2+y?’

ConS; y=x.

| x? i x*\ 1
(xy)—>(00)g(x y) - lmg(x X) x2 + x2 - xl—l;% ﬁ _E.

ConS; y=«x2

3 x3

olm 9 y) =limgle,x®) = o = lim =iy =

En consecuencia, como:

x y)—>(0 0 glx,y) + . yl) m o g(x,y), el limite no existe.

[(xy)en $4] [(x.y)en s;]

La condicion no se cumple.

En conclusién, como no se cumple la condicion dos, la funcion g es
discontinua en el punto (0,0), y la discontinuidad es esencial.

3

. . ., x3+y3
2. Determinar si la funcion h(x,y) = iy?

es continua en (0,0).

Solucién:
Lo que debemos hacer es verificar las condiciones.

L h(0,0) = no esta definida, por tanto, no cumple esta condicion.
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3 3

lim X
(x,y)=(0,0) x*+y?
lo que cumple la condicion.

= 0, encontrandose su valor en el ejemplo 3, por

En conclusion, como no se cumple la condicion uno, pero si la dos,
existe discontinuidad eliminable y debemos redefinir la funcion, de tal
manera que se transforme en continua y quedaria asi:

x3 + y3 ]
hy) = {xzsyz St ) #(00)

0 si (x,y) = (0,0)

3. Determinar los puntos de discontinuidad de la funcion

z = Inyx? + y2.

Solucion:

Los puntos de discontinuidad son aquellos puntos donde la funcion no
existe, es decir es lo contrario del dominio.

Condicién: x?2 +y?2 =0 -~ el punto de discontinuidad es (0,0)
o el origen de coordenadas.

1

4. Hallar los puntos de discontinuidad de la funcion z = pE—

Solucién:
Condicion: 1—x%2—y2=0 =~ x2+y%?=1. Entonces los puntos
de discontinuidad estén en la circunferencia x? + y? = 1.

5. Encontrar los puntos de discontinuidad de la funcion z = X

x+y’
Solucion:
Condicion: x+y=0 . y=—x. Por lo que los puntos de
discontinuidad estan en la recta y = —x.

1.4. Derivadas parciales

Se llaman derivadas parciales, porque al aplicar el proceso de diferenciacion a una
funcion de n variables se lo hace por partes, es decir mientras una de ellas varia las
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otras permanecen constantes, transformandose asi en la derivacion de funciones
de una sola variable, por lo que para realizar la operacion podemos utilizar todas
las reglas de diferenciacion en una dimension.

1.4.1. Definicion de derivada parcial de una funcién de n variables

Sea P(xq,X5,....,X,) un punto en R" y sea f una funcién de n variables
X1, X5, ..., Xn. Entonces la derivada parcial de f con respecto a x;, es la funcion,
denotada por Dy f, tal que su valor de funcion en cualquier punto P de su dominio
de f esta definida por:

o (xg, Xy e X F A, e, ) — (0, X0, e, X))
D, (xq, %5, 0, Xp) = ALl:r_l)O A
n

Si el limite existe.

En caso particular, si la funcion f'es de tres variables x, y y z, entonces las derivadas
parciales de f'estan definidas por:

f(x+Ax'y' Z) _f(x'yrz)
Ax

Dl(x)YIZ) = Aljlc'IllO

f(X,_’y+Ay, Z) _f(xry'z)
Ay

Dz(x:}’;z) = Al;/rilo

f(x'y' Z+AZ) _f(x'YIZ)
Az

DS(X,Y:Z) = AI;I_I;IO

Si la funcion f fuera de dos variables x, e y, entonces sus derivadas parciales
estarian definidas por:

Dl(x,y) = Aljlcr_r)lof(x + Ax,ili — f(x’y)

) Ay) — :
D,(x,y) = AIJi;TOf(x y+ 2/3)/ f(x,y)

Obviamente si los limites existen.
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También existen otras formas de denotar matematicamente estas derivadas
parciales asi, si la funcién es z = f(x,y) tenemos:

Para la derivada parcial respecto a x.

9]

0
5 =10y =filx,y) = &f(er)-

Para la derivada parcial respecto a y.

0 d
5y = /v = faley) = 5 ()

De manera analoga se denota si la funcion es de tres o mas variables. Vale aclarar
.y . . 0z . .
que la notaciéon de derivada parcial 5, o puede considerarse como un cociente

de 0z y dx puesto que ninguno de estos simbolos tiene significado por separado.
Ejemplos:

1. Utilizando la definicion de derivada parcial, hallar f'.(x,y) y
f'y(x,y) de la funcion z = 2x* — 5xy + y2.

Solucion:
, o flx+Axy) - f(xy)
fxay) = fim, Ax
o 2(x+Ax)? = 5(x + Ax)y + y2 — 2x% + 5xy — y?
= lim
Ax—0 Ax

_ 2x% + 4xAx + (Ax)? — 5xy — 5Axy + y? — 2x2 + 5xy — y?
vty Ax

_ 4xAx + (Ax)? — 5Axy . Ax(4x + Ax — 5y)
lim = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= 4x — 5y.

, _ e fOy+Ay)—f(xy)
fyxy) = Al;glo—Ay
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g 2x%2 —5x(y + Ay) + (y + Ay)? — 2x? + 5xy — y?
- A;l/r—r}o Ax

2x% — 5xy — 5xAy + y? + 2yAy + (Ay)? — 2x% + 5xy — y?

- AlJIglO Ay
_ =5xAy + 2yAy + (Ay)? . Ay(=5x + 2y + Ay)
= lim = lim = —5x + 2y.
Ay—0 Ay Ay—0 Ay

2. Por medio de la definicion de derivada parcial, determinar ', (x,y) y
f'y(x,y) de la funcion z = sen(x* + y).

Solucion:

f, (x y) = lim f(x‘l‘Aan)_f(x;Y)

Ax—0 Ax

o sen[(x +Ax)2 + y] —sen(x? +y)
= lim
Ax—0 Ax

2sen

2 2 — y2 _
(x + 2xAx + (Aazc) +y—x y) cos

(x2 + 2xAx + (Ax)? +y + x? + y)
2

= lim
Ax—0 Ax

2 2
2sen (Ax(2x2+ Ax)) cos (Zx + 2xAx;— (Ax)% + Zy)

= lim
Ax—0 Ax

2sen (Ax(Zx + Ax))
= lim

Ax—0 Ax(2x + Ax) 2
2

2x? + 2xAx + (Ax)? + 2
*(2x+Ax)*cos< 2( ) y)

= 1%2x *cos(x?2 +y) =2xcos (x2+y).

. - foy+Ay) - flxy)
£, =Al§‘30fxy Xy floy

sen[x? + (y + Ay)] — sen(x? +y)
Axr—r>10 Ax
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(xz+y+A2y—x2—y)cos(x2+y+Ay+x2+y)

2sen 3

= lim
Ax—0 Ax

Ay 2x%+ Ay + 2y
2sen (7) cos (f)

= lim
Ax—0 Ax

A
2sen (_) . cos <2x2 + 2xAx + (Ax)? + 2y>
2

=1x*cos(x?2+y)=cos (x2+y).

3. Aplicando la definicion de derivada parcial, determinar f’,(x,y) vy
f'y(x,y) de la funcion z = In(x + y?).

Solucion:
, o fx+Axy) - f(xy)
faboy) = Al}l{l‘_r)lo Ax
. In[(x + Ax) + y?] — In(x + y?)
T Ax0 Ax
1
_ 1 [x+Ax+y? _ x + Ax + y?]ax
= lim —In|l——————| = limin|—————
Ax—0 Ax x + yz Ax—0 x + y2
2 % +Ax+y? 1
A . (x+Ax+y
=n AlimO [JHXA+;;}I] ' =In eAlﬁlcglo( x+y? 1)*5
X—
. (x+Ax+y?-x—y?) 1 1
=In eAl}fTﬂ( x+y? )*H =Inex+y’ = 1

x+y%

. . f(r +A)—f(,)
fy(X,y) =A131/r_r)10 X,y z’y X,y

In[x + (y + Ay)?] — In(x + y?)
m
Ay—0 A_’y
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[x +y? + 2yAy + (Ay)z]
= lim —l
Ay—0

1
l x +y?% + 2yAy + (Ay)?]By
Ay—0 Ay x + y?

= lim In >
x+y

1
2 21ay L (x+y?+2yAy+(Ay)® ), 1
=In lim x+ty + ZyAy + (Ay) = In eAI;zrjlo( x+y? 1) Ay
Ay—0 x+y?
x+y +2yAy+(Ay)2—x y
=In eAl},To( x+yZ ) By = pe2v/xty: = 2y :
x+y?

Como las derivadas parciales son funciones, es posible determinarlas en
cualquier punto (x4, y,) de su dominio.

4. Encontrar el valor de las derivadas parciales del ejemplo 3, si
Pl(llz)l P2(3r _2) y P3(_1' 3)

Solucion:

feey) = o

fx (12)—%=§
2@, 2)—%}=§
fe(=1,3) =

T1+o 8

fyty) =
f 1.2) = 1+4 5'
G- =57=-

6
fy(X,Y)—_l_i_g—

x+y

NYTFS

3
7

el o)}

5. Mediante las reglas de diferenciacion, encontrar todas las derivadas
parciales de las siguientes funciones:

a) z=arctg %

Solucion:
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%z _ 1 vy _ _*y _ ¥y
ax 1+(x)2 x2 x2(x2+y2) x2+y2°
X
0z 1 1 x2 x

X

* = = = .,
ay 1+(y)2 x x(x2+y?) x2+y2

b) z = arcsen —
Jx2+y?

Solucion:
Va2 ryZ— o=
0z 2ry?  [x21y? . xiytox? y
ax 2 - 2,92)3/2 2492 "
ox (W) y (x2+y?%) x2+y
9z XY _ \/Wyz * -xy X
ay (2+y2)3/2 — (2+y2)3/2 — x2iy2°
¢) z=Inx?+y2
Solucion:
0z 1 x x
ax * =2 5 vz
0x [x24+y?z [x24y2 X:+4Yy
0z 1 " y 4
ay  JxZ+y?  [xZ+y? a2ty
d z=x7.
Solucion:
0z -1
R
dx y

Z—;zxy*lnlxl = In|x| * x7.
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e) u= (§)Z

Solucion:
ou (x)z_l 1 z (x)z_l
—_— = - ¥ —=—% |-
ox y y vy \y
ou (x)z_l —-x x (x)z_l
— = - — = — — % |-
dy y y2 yiz \y
ou X X X x\Z
—= (=) *In(=)=In(=)* (=
oy y y y y
z
H u=x¥".
Solucion:
ou z z_q
—_— = * X y .
dx y
ou

gzxyz*z*yz‘l*ln(x) =z yZ L x¥" 5 In(x).

u=xyz—>ln(u)=yzln(x)—>a*a—z=yz*ln (y) * In(x) -
ou

S=uxy I ()« In() =x7" xy* xIn () * In(x).

a a .
g) Demostrar, que x£ + yé =2,si z=Imn(x?+xy+y?).

Solucion:
0z 1 2x+y
—=—%x(2x + =
ox  xZ4+xy+y? ( y) x2+xy+y?
0z 1 x+2 .
2 = —— % (x + 2y) = ——2_ Reemplazando en la ecuacion tenemos.
0y  x?+xy+y? x2+xy+y?

2x+y x+ 2y 2x% 4+ xy + xy + 2y?
x(z 2) y(z 2):2% 2 2 =2-
x“+xy+y x“+xy+y x“+xy+y
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2(x% + xy + y?)

x%2 +xy+y? =z o 2=2

Por lo que queda demostrado.

1.4.2. Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

La interpretacion geométrica de las derivadas parciales de una funcién de dos
variables, es semejante a la de una funcion de una sola variable.

El grafico de una funcién f de dos variables es una superficie, que tiene como
ecuacion z = f(x,y). Siy se considera como constante es decir y = y,, entonces
z = f(x,y) es una ecuacion de la traza de esta superficie en el plano y = y,. La
curva puede representarse mediante las dos ecuaciones

Y =Yo y z=f(x,y)

Debido a que la curva es la interseccion de estas dos superficies. Entonces la
derivada parcial respecto a x es la pendiente de la recta tangente a la curva
representada por las ecuaciones anteriores en el punto P, (xo, Yo, f (xo,yo)) del

plano y = y, (Fig. 1.19).

De manera analoga, la derivada parcial respecto a y representa la pendiente de la
recta tangente a la curva que tiene las ecuaciones

X = Xp y sz(x'y)

En el punto P, del plano x = x, (Fig. 1.20).
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Figura 1.19

Recta tangente z=flx.y)

Figura 1.20

Ejemplo:

1. Determine la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion
1

de la superficie z = -/ 24 — x? — 2y?, con el plano y = 2 en el punto
(2,2,V3)(Fig. 1.21).

Solucion:
Hallamos la derivada de la funcion respecto a x.

dy _ —-x

ax  2/24—x2—2y2
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Calculamos esta derivada en el punto (2,2, \/§)

% = ﬁ =— \/% =— % que es la pendiente de la recta.
(2243)

1
z= E,/Z‘l-—x2 —2y?

Figura 1.21

1.5. Diferenciabilidad y diferencial total

Para poder definir la diferenciabilidad de funciones de mas de una variable, es
necesario hacerle por medio de una ecuacion que involucra el incremento de una
funcion. Por lo que a continuacion vamos primero a ver una representacion del
incremento de una funcién de una variable, que nos permitird entender con mayor
facilidad los conceptos que presentaremos mas adelante.

Recordando que si f'es una funcion diferenciable de x 'y y = f{x), entonces

, Ay

fe = fim 3
Donde Ax y Ay son los incrementos de x 'y y, y Ay = f(x + Ax) — f(x),
cuando |Ax| es pequefio y si Ax # 0, % difiere de f(x) por un nimero pequefio

que depende de Ax, el cual se denota por €. Asi.
A
6=£—f’(x) si Ax+0

Donde € esuna funcion de Ax. De esta ecuacion se obtiene
Ay = f’(x)Ax + €Ax, donde € esuna funcionde Ax y € —
0 conforme Ax — 0.
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De lo indicado anteriormente se deduce que, si la funcion f'es diferenciable en xy,
entonces el incremento de f'en xy, denotado por Af (x,), estd determinado por:

Af(xg) = f'(xo)Ax + eAx donde Alim0 e=0.
X—

1.5.1. Definicion de incremento de una funcién de n variables

Si f es una funcién de las n variables xi,X,,..,%X,, y P es el punto
(%1, %y, ..., X3), entonces el incremento de f'en P estéa definido por:

Af(P) = f(Xy + A%y, %y + A%y, ..., Xy + AX,) — f(P )
1.5.2. Definicion de funcién diferenciable de n variables

Si f'es una funcién de las n variables x;,x;, ...,Xx,, y el incremento de fen P
puede escribirse como

Af(P) = D, f(P)Ax; + D,f (P)Ax, + -+ + D, f (P)Ax,, + €A%, +
€8x, + -+ €,Ax,
Donde €; —» 0,6, = 0,....,€, = 0, conforme
(Axq, Axy, ..., Ax3) - (0,0, ...,0).

Entonces se dice que fes diferenciable en P.

1.5.3. Definicion de la diferencial total de una funcién de n variables

Si f es una funcion de las n variables x;,X,,...,x,, y f es diferenciable en P,
entonces la diferencial total de f es la funcion df que tiene valores de funcion
determinados por:

df (P,Ax,, Ax,, ..., Axy,) = D, f(P)Ax; + Dy f (P)Ax, + -+ + D f (P)Ax,,
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Por definicion, las diferenciales de las variables independientes, coinciden con sus
incrementos es decir, dx; = Ax; ademas si se consideraw = f(xq, x5, ..., Xn) ¥

. ow . .
usamos la notacion Fy la diferencial total podemos expresarle como:
i

aw =22 g + 2 gy 4+ 2 g
W= ax, M1 0x, *2 ox, *n.

También podemos definir ala diferencial total de una funcion f, como la parte
principal del incremento total (formula (2)), lineal respecto a los incrementos de
las variables Ax;, Ax,, ..., Ax,, existiendo una diferencia entre los dos, de un

infinitésimo de orden superior a p = /(Ax;)2 + (Ax;)? + -+ + (Ax,)2.

Si la funcién es de dos variables independientes tenemos:

1.5.4. Definicion de incremento de una funcién de dos variables

Si f'es una funcion de las variables x y y, entonces el incremento de f'en el punto
(x0, Vo), denotado por Af (xy, ¥o), estd definido por:

Af (x0,¥0) = f(xo + Ax,y0 + Ay) — f(x0,Y0)-

(xoryorf(x()ryo)) (xo + Ax,yo + Ay, f(xo + Ax, yo + AY))
z
Af (x0,¥0)
z=f(xy)
-
(x0 + Ax, y0 + AY), f (x0,¥0)
f(x0,Y0) } I
M—x_\_\r_h f(xo + Ax, ¥, + Ay)
i s

X0, Vo, 0
(%0, 70, 0) (%o + Ax,yy + Ay, 0)

Figura 1.22
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1.5.5. Definicion de funcién diferenciable de dos variables

Si f'es una funcion de las variables x y y, entonces el incremento de f'en el punto
(%0, o), puede escribirse como

Af (x0,¥0) = D1(x0, Y0)Ax + D5 (x, yo)Ay + €1Ax + €14y

Donde €; y €, son funciones de Ax y Ay, tales que ¢ =0y €, -0
conforme (Ax, Ay) — (0,0), entonces f es diferenciable en (xg, yy).

Seguin esta definicion, podemos concluir que la condicion suficiente para que una
funcion sea diferenciable en punto determinado, es que la funcion sea continua en
el mismo, y la condicion necesaria es que las derivadas parciales estén definidas
en dicho punto.

1.5.6. Definicion de la diferencial total de una funcién de dos
variables

Si f'es una funcion de las variables x y y, y si f'es diferenciable en (x,y), entonces
la diferencial total de f'es la funcion df que tiene valores de funcion determinado
por

df(x' Y AX, Ay) = le(x' }’)AX + DZf(xv Y)Ay

Si la funcion es z = f(x,y), ademas hacemos dx = Ax 'y dy = Ay segin
0z
ax
parciales, la diferencial total podemos expresarle de la siguiente manera

.. ., iy ., 0z .
definiciones y también utilizando la notacion y 5, para notar las derivadas

De una manera analoga se puede definir todos estos conceptos para una funciéon
de 3 variables asisi u = f(x,y, z), la diferencial total se determina por la férmula.
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Como se puede observar en las definiciones de incremento total y diferencial total,
la diferencia de los dos es muy pequeiia, por lo que es suficiente en los ejemplos
de aplicacion encontrar la diferencial total en vez del incremento total, sin temor a
encontrar valores inadecuados.

Ejemplos:

1. Para la funcion f(x,y) = x?y , hallar el incremento total y la
diferencial total en el punto (1,2); compararlos entre si, si:

a)Ax =1, Ay=2; b) Ax=0,1, Ay =0,2.

Solucion:

a. Encontramos el incremento total.
Af(x,y) = (x + Ax)*(y + Ay) — x%y = (¥ + 2xAx + (Ax)*)(y + Ay) — x%y
Af (x,y) = x%y + x2Ay + 2xyAx + 2xAxAy + y(Ax)? + (Ax)?Ay — x%y
Af(x,y) = 2xy)Ax + x2Ay + 2xAxAy + y(Ax)? + (Ax)?Ay.

Para los valores (1,2); Ax =1, Ay =2 tenemos:

Af(1,2) =21 %214+ 1%2+2%1%x1%24+2%1+1%2
Af(12)=4+2+4+2+2=14.

Para los valores (1,2); Ax =0,1, Ay = 0,2 tenemos:

Af(1,2) =4%01+1%0,2+42x0,1%0,2+2(0,1)% + (0,1)% % 0,2
Af(1,2) = 0,4 + 0,2 + 0,04 + 0,02 + 0,002 = 0,662.

b. Hallamos la diferencial total.
df (x,y) = 2x ydx + x%dy
Para los valores (1,2); Ax =dx =1; Ay =dy =2.

df(1,2) =2%1%2+x1+1x2=6.
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Af —df =14—-6=8.
Para los valores (1,2); Ax =dx = 0,1, Ay =dy = 0,2 tenemos:
df(1,2) =2%1%2%014+1%0,2=044+0,2=0,6.
Af —df =0,662 —0,6 = 0,062.
En conclusion, podriamos decir que mientras mas altos son los
incrementos, mayor sera la diferencia entre el incremento y la
diferencial total.
2. Hallar los diferenciales totales en los siguientes ejemplos.
a) z = sen’x + cos?y.
dz = 2senx cosx dx —2cosysenydy -
dz = sen 2x dx — sen 2y dy
b) z=yx”.
dz =y?x¥ Vdx + (y x¥ In|x| + x¥)dy -
dz = xV [3;—2 dx + (yln|x| + l)dy].
0 u=JTIITL.
x y z

—  dx+ dy + dz
Vx2+y?+ 22 Vx2+y?+2z2 VX2 +y?+ 22

xdx+ydy+zdz

Vx24+y2+22

du =

du =
d) u=(xy+f—])z.

d ( +x)z_1( +1)d + ( +x)z_1( +_x)d +( +x)zl ( +x)d
u=2z\x - - X Z\X - X - X - n{x - Z
Y y Y y Y y y? Y Y y Y y
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d ( +x)z_1[y2+1 ax+ XD +( +x)l ( +x)d]
u=\x - zZax Z X —|inlx - Z|.
Y y y? Y Y y Y y

Ejemplos de aplicacion de la diferencial total:

1. La altura de un cono es H = 45 cm, el radio de su base R = 15 cm.
¢;Como variara el volumen de dicho cono si H disminuye 5 mm y R
aumenta 2 mm?

Solucion:

Como sabemos la diferencial total es una razoén de cambio, cualquiera
sea la dependencia funcional. Por lo que en el ejemplo debemos
encontrar el diferencial total y evaluarlo con los datos, ese valor es la
solucion.

Datos:

H = 45cm.

R =15cm.

dR =2mm = 0,2 cm.
dH = -5mm = —-0,5 cm.

R4
1 dH=-5mm.

H=45cm.

rtR=15cm—y — ——
!

[ — A P

dR=2mm.

Figura 1.23

Férmula del volumen V= %nRzH

dv = gn(ZRH dR + R? dH).
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El valor con los datos es:

1
dV = =m(2 #1545 % 02 + 152  (~0,5))

i
=3(270-1125)
= 52,57 =~ 164,93 cm3.

2. Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de 15 cm, 10 cm, y
8 cm, estd hecha de madera contrachapada de 3 mm de espesor.
Determinar el area aproximada del material que se gasto.

Solucion:
Datos:

x=15cm. dx=2*3mm=6mm = 0,6 cm.
y=10cm. dy=0,6cm.

z=8cm. dz = 0,6 cm.
dx =3 mm.
b dy=3 mm. .
dz=3mmifz:f .
. —

x=15 cm.

Figura 1.24
Formula de area A =2xy+ 2xz+ 2yz

dA = (2y + 2z)dx + (2x + 2z)dy + (2x + 2y)dz.
El valor con los datos es:

dA=(2*10+2%8)*x0,6+(2*154+2%8) 0,6 + (2* 15+ 2*10) = 0,6.
dA=36%0,6+46+0,6+50%0,6=21,6+27,6+30=79cm?.

3. Calcular aproximadamente 1,03%°2.

Solucion:
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Definimos la funcion como z = x¥. El numero que se busca puede
considerarse como el valor incrementado de esta funcion cuando x = 1,
y=3, Ax =0,03 y Ay = 0,02. El valor inicial de la funcién es z =
13 =1.

Az ~ dz =y x¥ " Ax + x¥In(x)Ay
= 3% (1)%1 0,03 + (1)? * In(1) * 0,02 = 0,09.

De donde:
1,0339%2 =~ 1 + 0.09 = 1,09.
Utilizando la calculadora 1,03%°% = 1,09337.

. Calcular aproximadamente +/(4,05)2 + (3,12)2.

Solucion:

Definimos la funcién como z = /x? + y2. El nimero que se busca
puede considerarse como el valor incrementado de esta funcion cuando
x=4,y=3,Ax = 0,05 y Ay = 0,12. El valor inicial de la funcion es
z=+424+32 =5,

Mz % dz = e A + 2 Ay = () + (0,05 +0,12) = 0,238.

De donde:

J(4,05)2 + (3,12)2 = 5 + 0.238 = 5,238.

Utilizando la calculadora +/(4,05)2 + (3,12)2 ~ 5,11243 .

1.6. Derivacion de funciones compuestas

Llamada también regla de la cadena, recordando con la notacion de Leibniz la

derivacion de una funcidén compuesta para una funcion de una variable tenemos:

. ., dy . . ., dy .
Si y es una funcion de u y —_existe, y si u es una funcion de x 'y - existe,

., dy . , .
entonces y es una funciéon de x y ——existe y estd definida por: —

dy_dy*du
dx  du  dx
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1.6.1. Caso de una sola variable independiente

Siz = f(x,y) es una funcién diferenciable de los argumentos x € y, que son, a su
vez, funciones diferenciables de una variable t: x = f(t), y = g(t), la derivada
de la funcion compuesta z = f[f(t), g(t)] se puede calcular por la formula:

dz _ 0z dx dz dy (1)
dt ~ dx dt = dy dt

Esta férmula podemos encontrarla utilizando el diagrama del arbol, este
procedimiento es importante en caso de que no se pueda memorizar la expresion,
lo que debe saber es como realizar el mismo.

Pasos a seguir:

- Para las primeras ramas, debemos tomar en cuenta el nimero de variables
independientes que tiene la funcion. En este caso z es funcion de x e y, por lo
que tenemos que hacer dos ramas desde z, una hacia x y otra hacia y en las que
ubicamos las respectivas derivadas parciales.

- A su vez, para formar las segundas ramas, tenemos que tener en cuenta el
nimero de variables de las que dependan x e y, en este caso tanto x como y
dependen de una sola variable que es ¢, por lo que trazamos ramas desde estas
a t, y colocamos las derivadas totales respectivas, por tratarse de funciones de
una sola variable.

. dz . .
- Con el fin de obtener la ecuacion para — > 8¢ consideran los caminos a lo largo

de las ramas de z a ¢. Se tienen dos de tales caminos, cada uno con un par de
ramas. Sume los productos de la derivada parcial por la total, asociadas con
las ramas de cada camino.

at Y
dx/m\ %y/dt
t

Figura 1.25
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1.6.2. Caso de dos variables independientes

Si u es una funcién diferenciable de x e y, definida por u = f(x,y), donde x =
gt,r) y y=h(tr)y todas las derivadas parciales existen, entonces las
derivadas de la funcion compuestau = f[g(¢t,7), h(t,r)] se pueden calcular por
medio de las siguientes expresiones:

du _ dudx , du dy (2)
at  oxat = dy at

du OJu dx Ju dy

u
— = — 4 — =
dr O0x or dy or -— -
ax/ \ay

X y
X ax oy
/\8 8/\g
t r t r

Figura 1.26

Siguiendo los pasos del parrafo anterior se hace el diagrama del arbol, y luego

. .9 ] .
obtenemos las expresiones para determinar 6—1; y % (Fig. 1.26).

De manera analoga se determinan para una funcion de tres variables.
Caso de una variable:

du _O0u dx  du dy , du dy (3)
dt ~ dx dt = dy “dt 9y " dt

Caso de dos variables:

u du dx , du dy | du 0z (4)
ot o0x ot 9y at 0z at’
u du dx , Ou dy . Ou 0z
or dx Or dy or dz or

Ejemplos:
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En los siguientes ejemplos, calcule las derivadas indicadas por medio de dos
métodos: a) Utilice la regla de la cadena; b) Formando primero la funcion
compuesta.

1. Hallar Z—I:, si u=Insen %, donde x =3t%, y=+tz+1

Solucion:

a) Utilizando la regla de la cadena.
Encontramos las derivadas parciales y totales, ponemos todas en funcion
de ¢y luego reemplazamos en la expresion (1).

W 1 scosEat=lootE =L cot—L
ax sen\/% VY Y vy vy VtZ¥1 \/m‘
L A e S ST S
ay sen\/% VY 2y3/2 7 2y3/2 VY 2(t2+1)3/4 ezt
ax _ @v__t
at — 7 dt V41
Reemplazando:
B L ot s 6t + ——e cot e &
at — Vezr1 o Ve 2624134 7 [Veze1 VERHT
du 3t? 6t 3t3
Ot ="\ r 0t 2@t

du _ cot 3t? N (3t(3t2+4))
dc Jzrr \2(t2+1)5/4)

b) Formando primero la funcién compuesta.
Formamos la funcion compuesta y luego derivamos.

u =Insen = - u(t) = Insen 3¢ _ In sen L
vy VViZ+1 (GESAN
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(t2+1)Y/ 46t —3t2

du _ oo 82 a(ez41)>* cot 3, 12t (P
dat Vt2+1 ((t2+1)1/4)? JVezrr 2 (t2+1)5/4
du 3t? 3t(3t2+4)

at cot m*z(tzﬂ)?’/‘*'
2. Hallar Z—t, si u=xyzdonde x=t>+1, y=lInt; z=tgt
Solucion:
a) Utilizando la regla de la cadena.

Encontramos las derivadas parciales y totales, ponemos todas en funcion
de ¢y luego reemplazamos en la expresion (3).

2
izyzzlnt*tgt.
ou
@zxzz(tzﬁ-l)*tgt.
ou
E=xy=(t2+1)*lnt.
X _ oy, 1.2 oor2p
dt dat t dat
Reemplazando:
%zlnt*tgt*2t+(t2+1)*tgt*%+(t2+1)*lnt*seczt.
=@+ D[+ Int xsec?t]| +Intxtgtx 2t

b) Formando primero la funcién compuesta.
Formamos la funcion compuesta y luego derivamos.

u=xyz »ult)={*+1)*Intxtgt.

%: (t?+1) [t‘q—tt+lnt*seczt]+lnt*tgt*2t.
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du Jdu
3. Hallar —, —,
or  0s

si. u=x%2—y? donde x=3r—s y=r+2s.
Solucién:
a) Utilizando la regla de la cadena.

Encontramos las derivadas parciales, ponemos todas en funcion de ry s
y luego reemplazamos en las expresiones (4).

ou
P 2x = 2(3r —s).

0 )= —2(r+25)
= y = =2(r + 25).
ox g o o dy_g oy _
ar 7’ as *oar T Tas

Reemplazando:

Z—I:=2(3r—s)*3—2(r+25)*1:16r—85.

2 =2(3r—s) *(~1) = 2(r +25) *2 = —10s — 6s.

b) Formando primero la funcién compuesta.
Formamos la funcion compuesta y luego derivamos.

u=x%2—y2- u(r,s)=GBr—s)?—(r+2s)

Z—I:=2(3r—s)*3—2(r+25)*1:16r—85.
X = 2(3r —s)* (1) — 2(r +25) # 2 = 105 — b5,
du du . — 42 . — T — S =S
4. Hallar o oo 5L uU=x7yz donde x=s;y=re’; z=re”’.
Solucién:

a) Utilizando la regla de la cadena.
Encontramos las derivadas parciales, ponemos todas en funcion de t y
luego reemplazamos en la expresion (2).

ou T _ 73
—=2xyz=2*;*res*re S=2%—,

ox s
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ou 7\2 L e
—_—= zZ = (—) xre > = 5
dy S s
2 34 oS
du 2 (r) s rixe
— = =(-) *xre® =
dz y s s2
dx 1 ox -r ady s dy s 0z _g. 0z —s
—==; —==—; ==¢%5 .==re5;, —= ; —=—Tre
or s’ o9s s2’ or 7" ds 7 or ’ 9s
Reemplazando:
a_uzz*ﬁ*l_i_r *e_s*es+r3*es*e—s zf
ar s s s2 s2 s2
ou 3 —r  r3xe”S xeS —2r*
—=2%—x— *xr e’ xre S =
as s s2 T 52 52 s3
b) Formando primero la funciéon compuesta.
Formamos la funcion compuesta y luego derivamos.
2 r 2 r4
u=x*yz -u(rs)= (E) xreSxre”s ==
ou _ 4r? ou _ -2r*
ar sz’ s s3
dz dz . y
5. Encontrar —, — si z = xY, donde y = g(x).
dx  dx
Solucion:
0z -1
92 _ g1
ox y
9(x) 1.4z . 9
zZ=x - In(z) =gx) In(x) - —x—=y ()in(x) + =
dz , x , X
—=z (g () In(x) + M) = x9%) (g ()in(x) + M).
dx x x
. dz 0z . _ 2 2. — XY
6. Determinar oy z=f(u,v) dondeu=x*—y* v=e
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Solucion:

0z

o = )« 2x + £, (u,v) * ye™.

a , ’
£ =fwv)* =2y +f,(u,v) *xe™.
1.7. Derivadas de funciones implicitas

1.7.1. Caso de una variable independiente

Si f'es una funcion diferenciable de la variable x, tal que y = f(x) y f'esta definida
implicitamente por la ecuacién F(x,y) =0, y si F es diferenciable, y ademas

F’,(x,y) # 0 entonces la derivada Z—z se calcula por la formula:

dy _ _ F'y(x,y)
ax F'y(x,y) (5)

1.7.2. Caso de dos variables independientes

Si f es una funcion diferenciable de las variable x e y, tal que z = f (x,y) y f esta
definida implicitamente por la ecuacion F(x,y,z) = 0,y si F es diferenciable, y

, , . . 0z 0z
ademas F’,(x,y,z) # 0 entonces las derivada parciales 7Y 3y S€ calcula por

las féormulas:

02 _ _Faleys) 0z _Fyleyn) ©

ax Fo(xy,2)’ ay  Fxyz)

Otro procedimiento para hallar las derivadas de la funcion z es el siguiente:
diferenciando la ecuacion F(x,y, z) = 0, obtenemos:

oF dx + oF dy + oF dz=0
ax & dy YT 9z 7
. .. dy dy
De donde podemos determinar dz, y por consiguiente = Y o
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Ejemplos:

1.

d?y
dxz

2
Hallar % y ZTZ de la funcién implicita x3 + y3 = 8xy.

Solucion:
Formamos la funcién F'y encontramos sus derivadas parciales.

F(x,y) = x3+y3—8xy
Fy(x,y) = 3x* — 8y
F7,(x,y) = 3y* — 8x.

Utilizando la formula (5).

dy _ 3x2-8y

dx 3y2-8x’

Para encontrar la segunda derivada, procedemos normalmente como en

el calculo de una variable.

a2y _ (3y2-8x)(6x-8 L)~ (3x2-8y)(6y L2-8)
B (3y2-8x)?

dx?

a_ _g =328\ _(3x2_ _3962_—8y)_)
By 8x)<6x 8( 3y2_8x)) (3x 8y)(6y( 3yZ—ox 8

Py _ _
dxz (3y2-8x)2
(3y2—8x)(6x(3y2—8x)—8 (3x2 —sy)) (3x2—8y)(6y(—3x2+8y)—8(3y2—BX))
dz_y _ (3y2-8x) - (3y2-8x)
dx? (3y2-8x)2

(3y?-8x)(6x(3y%-8x)-8 (3x%-8Y)) - (3x%-8y)(6y(-3x%+8y)-8(3y*~8x))
B (3y2-8x)2(3y?-8x) '

dx?

d?y (384(x3+y3)+(90x4y+432 x? y2—54x y4))
(3y2-8x)3 ’

nar 2 si v estd : i I T -
2. Determinar o, S1yesta determinada por la funcion In./x? + y? =

aarctg <.
X
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Solucion:

F(x,y) = Inx? +y? —aarctg ~.

2

x y _ x+ay

, _ 1 x
Fo(x,y) _W*W_a*xz+y2*_x2_x2+yz‘

x2 1_ y-ax

. -t Y _ L _xZ=
FY(x'Y) _W*W a*x2+y2*x x24y?

Utilizando la formula (5).

x+ay
dy x2+y2 dy x+ay
it xSl
x2+y2 Y
0z 0z . .y .
3. Hallar Y 5y S la funcion z de las variables x e y se da por la
ecuacion:

xcosy+ycosz+zcosx =1.
Solucién:
ler procedimiento, utilizando definicion 1.7.2.
F(x,y,z) = xcosy+ycosz+zcosx — 1
F'.(x,y,z) =cosy —zsenx
F',(x,y,z) = —x seny + cosz

F',(x,y,z) = —y sen z + cos x.

Utilizando la formula (6) tenemos:

0z COSy —z senx 0z —x seny + cosz

dx —ysenz+cosx’ ay —ysenz+cosx
dz cosy—zsenx dz xseny—cosz
dx ysenz-—cosx’ dy cosx—ysenz

2do procedimiento. Diferenciamos ambos lados de la ecuacion dada.

—xsenydy+cosydx—ysenzdz+coszdy —zsenxdx+cosxdz=0
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(cosx —ysenz)dz + (cosy — zsen x)dx + (cosz — x seny)dy = 0

4 (cosy —zsenx)dx + (coszx — sen y)dy
7 = — .

Cosx —ysenz

Comparandole con la formula de la diferencial total, podemos, vemos
que:

dz cosy—zsenx Jz xseny—cosz
dx ysenz—cosx’ dy cosx—ysenz

4. La funciéon z viene dado por la ecuacion x? +y? —z%2 —xy = 0.

Hallar Z—i y z—; para el sistema de valoresx=-1,y=0yz=1.

Solucion:

F(x,y,z) = x> +y? —z? —xy
F.(x,y,z) =2x—y
F’y(X,Y.Z) =2y—x

F,(x,vy,2z) = =2z

Utilizando la formula (6) tenemos:

0z  2x—y 2x—y 0z  2y—x 2y—x

ox -2z 2z ' dy =2z 2z
0z -2 L 0z 1
Oxl—1,01) 2 |—1,0,1) 2

1.8. Derivadas direccionales y gradientes

A continuacion, vamos a generalizar la definicion de derivada parcial, con el fin
de obtener una tasa de variacion respecto a cualquier direccion, este procedimiento
se conoce como la derivada direccional.
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1.8.1. Definicion de derivada direccional de una funcién de dos
variables

Sea funa funcion de dos variables x e y. Si U es el vector unitario cos 6i +
sen 6j , entonces la derivada direccional de U, denotada por Dy f, esta definida

por:

. f(x+hcos,y+hsen8)— f(x,y)
Dyf(x,y) = lim A

Si este limite existe (Fig. 1.27).

A
y
=1 sen 8
5]
P(xv) cos 6
0 X >
Figura 1.27

Observando la definicion podemos concluir que la derivada direccional, es como
un conjunto universo de las derivadas parciales. Asi si U = i, el cos8 =
1 y sen @ = 0, si reemplazamos en la definicion 1.7.1 tenemos:

D) = iy ; - R =S

Que es la derivada parcial de frespecto a x.

U=j,el cosf =0 y sen 8 = 1, sireemplazamos en la definicion 1.7.1 tenemos:

h*O, h*l — . : h. _ :
Djf(x,y)z}li_rgf(x-l_ y+h ) —flx Y)=’lli§(l)f(x y+ })l flx,y)

Que no es que la derivada parcial de f'respecto a y.

Analisis Matematico para Ingenieros
Célculo integral de funciones de una variable
TOMO 2



63

De este modo, 'y, ', son casos especiales de la derivada direccional en las

direcciones de los vectores unitarios i y j, respectivamente.

Si la funcion f es una funcion diferenciable en x ey, y U = cos 8i + sen 6],
entonces la derivada direccional se puede calcular por medio de la féormula:

Dyf(x,y) = f'x(x,¥) cos 6 + ' (x,y) sen 6 ™)

De acuerdo con la ecuacion (6), podemos ver que a la derivada direccional le
podemos expresar como producto punto de dos vectores, un vector que contenga
las derivadas parciales y el otro el vector unitario U asi:

fx(,y)cosO + f,(x,y) sen 6 = (f ', (x,¥); fy(x,¥)).{cos 0, sen 6) -
Duf(er) = (f,x(x'y);f,y(x;y)>- (COS 9, sen 6)

El vector que contiene las derivadas parciales es muy importante, se denomina
vector gradiente o gradiente de la funcion f, y no es mas que el vector, cuyas
proyecciones sobre los ejes de coordenadas son las correspondientes derivadas
parciales de dicha funcion, se denota como Vf, y se lee como “del £, en ocasiones
también se emplea la abreviacion grad f.

1.8.2. Definicion del gradiente de una funcion de dos variables

Si f'es una funcion de dos variablesx e y,y fy f’, existen, entonces el gradiente
de f, denotado por Vf, esta definido por:

Vitay) = fxey) i+ () ).

Como el gradiente también es una funcion, podemos evaluarle en cualquier punto
(x0, Vo) v luego proceder a representarle en el plano “xy”, su punto inicial sera el

punto (xg, ¥o).

De la definicion 1.7.2, la ecuacion (7) se puede escribir como:

Dyf(x,y) =U.Vf(x,y) ®
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Esta formula es la mas conveniente, al momento de calcular la derivada
direccional.

Otros conceptos importantes podemos determinar, partiendo de la definicion de
angulo entre vectores.

Si tenemos el punto (xy,V,), v €l angulo entre el vector unitario U y el vector
gradiente Vf es a en radianes, el angulo entre ellos se calcula por:

U'Vf(xOIyO)
cosa= - U.Vf(xo,¥0) = [IVf(x0,¥0)ll.cos a
NUIIVf xo, Yol f(x0,¥0) = IVf (0, o)l

Como U .Vf(xy,yo) = D f (x,y) tenemos que:

Dyf (x,y) = IVFf(x0,¥0)ll.cos a de aqui:

Si a =0, elvector Uy Vf tiene la misma direccion entonces:

Dyf (x,y) = IVF(x0,¥0)ll-cos 0 = Dy, f(x,y) = [IVf(xo,¥0)ll.

En palabras, la derivada direccional es igual al modulo del gradiente y sera el valor
maximo, o la maxima tasa de variacion de f'que se obtenga en el punto (xg, y,).
Si a=m, elvector Uy Vf tiene direcciones opuestas entonces:

Dyf(x,y) = IVf(x0,¥o)ll.cos ™ = D, f(x,¥) = — IVf(x0, ¥0)ll.
En este caso la derivada direccional es igual a menos el valor absoluto del
gradiente, el valor es el minimo o también la tasa de variacion minina de f que se

obtenga en el punto (x;, Vo).

Si @ =2, elvector Uy Vf son perpendiculares entonces:
2 y

Duf@y) = IVf(xo, yo)ll-cos = D f(x,y) = .

En este caso la derivada direccional es igual cero.

De una manera analoga se define a la derivada direccional y gradiente de una
funcién de tres variables.
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Formula para encontrar la derivada direccional:
Dyf(x,y,2) = f'x(x,y,2) cosa + [, (x,y,2z) cos B + f ,(x,y,z) cosy  (9)

Donde cosa, cos S y cosy son los cosenos directores del vector unitario U,
que esta definido por:

U=cosai+cosfj+cosyk

Una relacion importante entre los cosenos directores que debemos tener en cuenta
es:

cos?a + cos?p + cos?y = 1. (10)
Expresion para determinar el gradiente:

Vi(y,2) =f ey i+ fy(xy.2)j+f.(xy,2) k (11)
Ejemplos:

1. Utilizando la definicion, encontrar la derivada direccional de la funcion
f(x,y) =12 —x? — 4y? en la direccion del vector unitario U =

1 . 1.
SV3ito
Solucién:
1 1
 f(x+5V3m y+3h) - fxy)
Dyuf(x,y) = lim n
1 z 1,\?
12— (x+5V3h) —4(y+7h) —12+x% +4y?
Dyf(x,y) = lim h

12—x2—\Bxh— Sh?—dy? —4yh— Lh2 —12 + 22 + 4y?
= lim 4 4

h—0 h

h(— — 4y —
Gkt )
h—0 h

= —V3x —4y.
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Utilizando la definicion, encontrar la derivada direccional de la funcion
f(x,y,2z) = 3x% + y% — 422 en la direccién del vector unitario U =

1, 1, 2
coscmi+cos mj+cosom k.
Solucién:

Como U=coslni+coslﬂj+cosznk=li+£j—lk.
3 4 3 2 2 2

. f(x+hcosa;y+cosB;z+ hcosy) — f(x,y,2)
Duf(x,y 2) = lim N

h>2—4(z—%h)2—3x2—y2+422

NS

3(x+%h)2+(y+

Duf(x,y,2) = lim b
Duf(x,y,2)

3x2 4+ 3xh + Sh2 +y? +VZyh+2h? — 422 + 4 zh — b = 3x? — y2 + 477
= lim

h—0 h

3xh+oh? +vZyh+Sh? +4zh— h?
= lim 4 2

h—-0 h

h(S x+V2 y+4-z+%h)

= lim = 3x +2y + 4z.

h-0

Determinar la derivada de la funcién z = x3 — 2x%y + xy? + 1l enel
punto (1,2), en la direccion que va desde éste al punto (4,6).

Solucion:
Encontramos el vector unitario entre los dos puntos.

(4-1,6-2)  (54) _(5'4>_ii+i-
TGl Virraz vai var o va)

Aplicando la formula (A) encontramos la derivada direccional.

5 4
D,f(x,y) = (3x? — 4xy + y?) ﬁ + (—2x% + 2xy) \/ﬁ
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5 4
Duf(l:z):(3_4*1*2+4)ﬁ+(—2+2*1*2)ﬁ

- (— )—_

VAL Va1

4. Encontrar la derivada de la funciéon u = x?> —3yz+5 en el punto
(1,2,—1) en la direccion que forma dangulos iguales con todos los ejes
de coordenadas.

Solucion:

Encontramos el vector unitario.

La condicion nos dice que tienen que formar angulos iguales con los ejes
de coordenadas es decir quee a =B =y . wvaliendonos (10) .
Tenemos:

cos?a + cos?f +cos?’y =1 =~ 3cos’a=1 -~ cosa =

al-

U=—i+ +—k

FitE)

Aplicando la formula (11) encontramos la derivada direccional.

1
+(=3y)—=

Duf (,9,2) = (26) = + (~32) — =

N V3

1 1 1 1

5. Hallar la derivada direccional utilizando la formula (8) de la funcion

z = In\x% + y? en el punto (1,1) en la direccidon de la bisectriz del
primer dngulo coordenado.

Solucion:

Determinamos el vector unitario.

Por la condicion del ejemplo el angulo es % (45°).

V2, 2
> ]

U= T['+ 2
=cosy i+sen j
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Encontramos el gradiente en el punto (1, 1).

Vi(x,y) = (xz -T—yz) i+ (xz -}I]-yz) j-

v = (1+1) (1-11)"l %j'

Calculamos le derivada direccional con la formula (8)

uf(11>—<£ £> G = ‘F vz_y2

T
6. Calcule el valor de la derivada direccional en el punto (n
funcio’n f(x,y,2z) = cos2x cos3y sh4z

1

Fi-=j+zk

; 0; 0), de la

en direccion de U =

Solucion:

Hallamos el gradiente en el punto (l; 0; O)

Vf(x,y,z) = (-2 sen 2x cos3y sh4z)i+
(—3cos2x sen3y sh4z)j+ (4 cos 2x cos 3y ch 42)k.

Vf(Z:0,0) = (—2sen2(2) cos3 (0) sh 4(0) ) i +
(—3 cos 2 (1—”2) sen 3(0) sh 4(0)) +
(4 cos 2 (%) cos 3(0) ch 4(0)) .
Vf(%;o;o) - (—2*1*0)i+(—3*0*0)j+(4*%*1*1>k

Vf(%;0;0)=2k.

Encontramos la derivada direccional con un alcance a la formula (8)

T 1 1 1 2
Duf(ErOIO) - (ﬁ: _ﬁ; ﬁ)(ol 0;2> _T

7. Determinar y construir el gradiente de la funcién z = x*y en el punto

2,1).
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Solucion:
Encontramos el gradiente en el punto (2,1).

Vi, y) = Qxy)i+ (x?) j

VF(2,1) = 4i + 4j.

P(2,1)!

>
0 2 6 x

Figura 1.28

8. Hallar la magnitud y la direccion del gradiente en el punto (2,—2,1),
siu=x%+y?+z2

Solucion:
Encontramos el gradiente en el punto (2, —2, 1).

Vi(x,y,z) = 2x)i+ (2y) j+ (22)k.
VF(2,—-21) = (2%2)i+ (2%—=2)j+ (2 * Dk.
Vf(2,—21) = 4i —4j + 2k.

Encontramos el modulo.

IVF2, -2, = /42 + (—4)2+22 =16+ 16 + 4.
IVF(2,—2,1)| = 6.

Direccion del gradiente.
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4 —4;2) 2 2,
A

9. La densidad en cualquier punto de una placa rectangular situada en el

plano xy es p(x,y) kilogramos por metro cuadrado, donde p(x,y) =
ey Calcular:

a) La tasa de variacion de la densidad en el punto (3,2) en la

o o 2, 2.
direccion del vector unitario U = cos sTitsencmj.

b) Determine la direccion y la intensidad (médulo) de la maxima
tasa de variacion de p en (3, 2).

Solucién:
a) Encontramos la derivada direccional en ese punto.
1 43 x y
D,(x,y) = (—5; —). , )
(1, y) = (=5 2)<\/x2+y2+3\/x2+y2+3
1 V3 3 2 1 \F 32
D,(32) =(—5; 5 ) )=(- ) G —)
272" V9+4+3'V9+4+3
D,(32) =—= + 2\8/_ Ni_ 2 Kilogramo por metro.

b) Hallamos el gradiente en el punto (3,2).

X . y i
V,(x,y) = i+ j
P Jx2+y2+3 0 x2+y?+3
2,
Vp(3,2) ZZ l+Z]

Encontramos el modulo que es la intensidad maxima pedida.

||V (3, 2)” = / 3 GEE Kllogramos por metro.

Determinamos la direccion, para que la intensidad sea maxima la
direccion debe ser la misma que la del gradiente.
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3/4 3
=arctg |E| =56,31° = 0,313m.

0 =arctg 2/4

10. En cualquier punto del plano xy el potencial eléctrico es V(x,y) volts,

y se define por V(x,y) = e~* cos 2y. La distancia se mide en pies. a)

Calcule la tasa de variacion del potencial en el punto (0, %) en la
. L o 1. 1, . .,
direccion del vector unitario cos cmitsen-mj y b) La direccion y

la intensidad (0o modulo) de la maxima tasa de variacion de V en (0, g)

Solucion:

a) Encontramos la derivada direccional en ese punto.

V3 1
D,(x,y) = (7;5 y.(—2e ¥ cos2y,—2e ¥ sen 2y)

TL’) (\/§

D, (O’Z =).(=2e 2% cos 2— —2e 20 sen 2 )

22 4’
1
\/_>(0 —2).

D, (O, %) =0—1 = —1 Volt por pie.
b) Hallamos el gradiente en el punto (O, %)
Vy(x,y) = —2e ?*cos2yi—2e " ** sen 2y j.
7T - -
vV(o,Z)=01—2].
Encontramos el modulo que es la intensidad maxima pedida.

”VV (O,%)” =./0 4+ (—2)2 = 2 Volts por pie.

Determinamos la direccion, para que la intensidad sea maxima la
direccion debe ser la misma que la del gradiente.
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9=arctg|%2|=arctg|—oo|=37n o —j.

1.9. Derivadas y diferenciales de 6rdenes superiores

1.9.1. Derivadas parciales de 6rdenes superiores

Si fes una funcion de dos variables, por lo general las derivadas parciales de primer
orden también van a ser funciones de dos variables, y si las derivadas parciales de
estas funciones existen, se denominan segundas derivadas parciales de f. En
contraste, D; f y D, f reciben el nombre de primeras derivadas parciales de f.
Existen cuatro segundas derivadas parciales de una funcion de dos variables,
analogamente se determinan las derivadas parciales de orden superior al segundo.
Si f es una funcioén de dos variables x e y, las segundas derivadas parciales se
denotan por:

62
Dy(D1f) = Diof = f'12 = flay = ox. gy

Las cuales expresan la segunda derivada parcial de f que se obtiene al derivar
parcialmente f con respecto a x y después derivar parcialmente el resultado
respecto a y.

Las notaciones:

az
Di(D1f) =Diif = f11=fxx = a_x]:

62
Dy(Dof) = Daof = f22 =f"yy = a_y];

Expresan la segunda derivada parcial de f que se obtiene al derivar parcialmente
dos veces con respecto a x y dos veces respecto a y respectivamente, analogamente
se designan a las derivadas de orden superior al segundo.

Si las derivadas parciales que hay que calcular son continuas, e/ resultado de la
derivacion sucesiva no depende del orden de dicha derivacion.
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Como una aplicacion de las derivadas parciales de orden superior al uno, tenemos
al grupo de ecuaciones de la fisica matematica, que ligan fenémenos fisicos
importantes con modelos matematicos, dentro de estas podemos citar a las
ecuaciones de Laplace en dos y tres variables, vibraciones de la cuerda,
conduccidn calorifica, etc.

1.9.2. Diferenciales de 6rdenes superiores

Recibe el nombre de diferencial de segundo orden de una funcion f'de dos variables
x ey, la diferencial de la diferencial de primer orden de dicha funcion:

d*f(x,y) = d(df (x,y)).

Analogamente se determinan las diferenciales de la funcion f de orden superior
al segundo, por ejemplo:

d*f(x,y) = d(d*f(x,9))

Y en general,

d™f(x,y) = d(d" ' f(x,y)).

Si z= f(x,y), donde x e y son variables independientes y la funcién f tiene
derivadas parciales continuas de segundo grado, la diferencial de 2% orden de la
funcion z se calcula por la formula

2, _092 4 2 0%z %z 2
d*z = pye; dx* +2 axaydx dy+ay2 dy 12)

En general, cuando existen las correspondientes derivadas se verifica la formula
simbolica
n

dy dy
n j— —_—
d Z—(dx 6x+dy ax) z,

Que formalmente se desarrolla segun la ley binomial.

Siz = f(x,y), donde los argumentos x e y son a su vez funciones de una o varias
variables independientes tendremos:
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2. _ 9%z ; 5 9%z 9%z , 5 0z 5 | 0z 5
dz—axzdx +26xaydxdy+ay2dy +axdx+aydy (13)

Si x e y son variables independientes, d?x = 0, d?y = 0 y la formula (13) se hace
equivalente a la formula (12).

Ejemplos:
9%z 9%z 9%z . 2
1. Hallar %2’ axoy’ ay? si z =In(x* +y).
Solucién:

Encontramos las primeras derivadas parciales.

0z 1 2x
— = * =

= X — .
Ix  x%+y x2+y

62_ 1
dy  x2+y

Determinamos las segundas derivadas parciales.

0%z (x*+y)*2—2x*2x 2y —x?)
oxz (x2 +y)2 T (X2 +y)?

0%z B 2x
axdy  (x2+y)?

0%z 1

w2 E+y)?

2. Determinar todas las derivadas parciales de 2% orden de la funcion u =
xy +yz + xz.

Solucién:
Hallamos las primeras derivadas parciales.

Bu_ +z 6u_ +z au_ +
ox YTE ay_x 4o TYTX

Encontramos las segundas derivadas parciales.
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’u o ’u L ’u L ’u o ’u L ’u L
ax2 ' odxdy ' odxodz dy? = dydx ' dydz
0%u 0%u 0%u

2= % Gzex Y Gzay U

3. Evaluar f4,(0,0); "y, (0,0); f7,,(0,0) Si flx,y) =
1+ +y)™

Solucién:
Determinamos las primeras derivadas.

f () :m(1+x)m—1(1+y)n; f,y(x:y)
=n(1+x)™A+y)* 1

Hallamos las segundas derivadas y la evaluamos en el punto (0,0).
fraGy) =mm-DA+0)"m 21+ )" - f7(0,0) =m@m - 1).
fayGy) =mn(@+0m A+ - f7,(0,0) =mn
fyey)=nn-DA+0)"A+y)"? - [7,(00)=nh-1D.
4. Demostrar, que ", (x,¥) = 7} (X, ), si f(x,y) =x”.

Solucién:
Encontramos las primeras derivadas parciales.

fxCuy) =yx’™h
fy(,y) =x” In(x).
Hallamos las segundas derivadas parciales.

[ oyy)=x"T+yx?TIn(x) ~ 7,0y = xy_l(l +vyin (x)).

1
fyx(6y) = yx? tn(x) + x¥ = [a(0y)
= (1+ynx)).
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Comparando:
[y @ay) = fyu(,y) = x¥ (1 + y In (x)) Leqd.

.7 y . .7
5. Demostrar, que la funcion u = arctg o satisface a la ecuacion de

Laplace

0%u N %u 0
ox2  dy?
Solucién:

Hallamos las primeras derivadas parciales.

2

u x y

== $ — 2L = — ]
ox  x?+y? x? x%+y?

ou _ x? 1 x

—_— % — = .
dy  x%2+y? x  x%+y?
Encontramos las segundas derivadas parciales.

0w 2xy 0w —2xy
Ix2 (xz +y2)2’ ayz - (xz _|_y2)2'

Reemplazamos en la ecuacion:

0%u N ’u 0 - 2xy 2xy 0
9x2 ayz - " (xz +y2)2 (xz +y2)2 -

Con lo que queda demostrado.

Cuando una funcion satisface la ecuacion de Laplace, a esta ese le
conoce como funcion armonica.

6. Demostrar, que todas las derivadas parciales cruzadas que se
manifiestan en una funcion de tres variables independientes, son iguales
Si U=xyz.

Solucion:

Determinamos las primeras derivadas parciales.
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ou . Ou _ . u

— =YVZ —=XZ — =XY.
ox Yz oy ' oz y

Encontramos las segundas derivadas parciales.

0%u 0: 0%u - %u
axz  ’ axay 7 oxoz y
o%u 0: %u - %u X
ayz 7 ayox 7 ayodz
2%u 9%u 0%u

0; ; = X.
92z2 ' 9z dx Vi 0z dy

Realizamos las comparaciones.

’u  d*u d*w  Fu ’u  9’u
6x6y_6y6x_z' oxoz ozox 6y62_626y_x

Con lo que queda demostrado.

Hallar los diferenciales totales de 1°y 2° orden de la funcion:
Z=xcosy+ysenx.

Solucion:

ler procedimiento. Encontramos todas las derivadas parciales que se
necesitan para rellenar las formulas.

0z _ 4 . 0z _ 4
Pl cosy + ycosx; " x seny + sen x.

0%z 0%z 0%z

ez = Y senx; m= —seny + cosx; a—yzz —X COS Y.

Reemplazando en las formulas de dz y d?z tenemos:
dz = (cosy + ycosx)dx + (—x seny + senx)dy.

d%?z = —y sen x dx? + 2 (cosx — sen y)dx dy — x cos y dy?.
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2° procedimiento. Diferenciando dos veces tenemos.
Z=xcosy+ysenx.
dz=cosydx —xsenydy+ senxdy+ ycosxdx
dz = (cosy + ycosx)dx + (sen x —x sen y)dy .
Volviendo a diferenciar y recordando que dx y dy no dependen de x e y.

d?z = (—seny dy + cosx dy — y sen x dx)dx + (cosy + y cosx)d?x +
+(cosx dx — seny dx — x cosy dy)dy + (sen x — x sen y)d?y

d?z = —y senx dx? + (cosx — sen y)dx dy —
—xcosy d?y + (cosx — sen y)dx dy.

d%z = —y senx dx? + 2(cos x — sen y)dx dy — x cosy d*y.
8. Determinar d3z, si z = e*cosy.
Solucion:
dz = e*cosydx —e*senydy . dz=e*(cosydx—senydy).

d?z = e*(cosy d*x — seny dx dy — seny d?y — cosy dy?) +
+ (cos y dx — seny dy)e*dx.

d%z = e*[cosy dx? — 2 seny dx dy — cosy dy?].

d3z = e*[2cosy d?x — seny dx?dy — 2 sen y(d?*x dy + dx d*y) — 2 cosy dx dy?
—2cosy d?y + seny dy®] + (cosy dx? — 2 sen y dx dy — cos y dy?)e*dx.

d3z = e*[—seny dx?®dy — 2 cos y dxdy? + sen y dy3 + cosy dx® — 2sen y dx%dy
— cosy dx dy?].

d3z = e*[cosy dx® — 3 seny dx? dy — 3 cosy dx dy? + sen y dy?].

9. Determinar la diferencial de 3¢ orden, utilizando la formula simbdlica
de la siguiente funcion:
z=xcosy+ysenx.
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Solucion:
Desarrollamos la formula para n = 3.

3
632 3 3 3

z= (a2 v ay L) 2= 2200 13- 0% dveay +3-07 dray? + 224y
ox "oy x3 oxzay X T PGxgyz XY T3

Encontramos todas las derivadas parciales para rellenar la formula.

0z N . 0%z B _ 03z _
9y = COSY TYCOSX; =5 = —ysenx; -5 =—ycosx.
03z B . 0%z B N _ 03z B
970y senx; = 3y~ seny +cosx; = a7 = oS y.
0z N _ 0%z B _ 03z B
3y~ X seny + senx; a7 = X COS y; 33 = xseny.

d3z = —cosy dx® — 3 senx dx?dy — 3 cosy dxdy? + x sen 'y dy3.

10. La ecuacion de Laplace en R’ es:
0%u N o%u N ’u
ax2 ' dy? ' 9z2
~1/2

Pruebe que la funcion u(x,y,z) = (x2 + y? + z2) satisface a la

ecuacion.

Solucién:
Encontramos todas las derivadas parciales para sustituir en la formula.

ou —-x
Ox  (x2 +y? +22)3/2

02u (24 y2+22)32 % —1 4+ (2% + y2 + 2212 « 3x2
9x2 [(2 + y2 + 22)3/2]2
(% + y2 + 2212 (—x2 — y2 — 22 4 3x2)
- (x? + y? + z2)3

0%u _ 2x%2 —y? — 72
0x2  (x2 +y2 + 7z2)5/2

ou -y
Yy (x2 +y? +22)3/2
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0%u B (2 +y2 +22)32 % —1 + (x% + y2 + 22)1/2 « 32
a2 (G2 457 + P
(xz + yz + 22)1/2(_x2 _ yz _ ZZ + 3y2)
- (%2 + y? + z2)3

0%u _ —x% +2y% — 72

oy? - (x2 4 y2 4 2z2)5/2

ou -z
0z (x% +y?% +22)3/2

0%2u (24 y2+22)32 % —1 4+ (2% 4+ y% + 22)1/2 322
972 [(c2 + y2 + 22)3/2]2
(% + y2 + 2212 (—x% — y2 — 2% 4 322)
- (x? + y? + z2)3

0%u _ —x% —y? 4+ 222
022 (x2 +y? 4 z2)5/2

Reemplazamos en la ecuacion dada.

2x% —y? — 72 N —x% + 2y% — 2* N —x?—y?+2z*
G2+ y2+22)52 " (xZ+y2 +22)5/2 " (x4 y2 4 72)5/2

2x2—y2—zz—x2+2y2—22—x2—y2+222_
(x2 _|_y2 +22)5/2 -

0.~ 0=0

Con lo que queda demostrado.

Como conclusion podemos decir que esta funcion es una funcion

armonica.

1.10. Aplicaciones de las derivadas parciales

1.10.1. Planos tangentes y rectas normales a una superficie

Supongamos que f(x,y,z) tiene derivadas parciales continuas, y que S:
f(x,y,z) = ¢ esuna de las superficies de nivel de £, y que x = x(2), y = y(2), z =
z(t) es una curva diferenciable en S que pase por el punto Py en S. entonces,
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flx@);y@);z(t) =c

Para cada valor de ¢. Derivando ambos lados de esta ecuacion respecto a ¢y
aplicando la regla de la cadena al primer miembro, resulta

d d

TGy 2(0) = (@) =0
of dx of dy of dz_O
oxdt "oy dt dzdt

O sea
Vf.v=0

Donde v es el vector velocidad de la curva. En consecuencia, el gradiente es
perpendicular al vector velocidad de toda curva diferenciable en S que pase por Py
(Fig. 1.29). Por tanto, Vf es perpendicular a la recta tangente de toda curva
diferenciable en S

Que pase por Py. Estas rectas pertenecen, pues, a un solo plano, este plano que
pasa por Po y es normal a Vf es el plano tangente a S en Py.

PN

X Figura 1.29

1.10.2. Definicion de plano tangente

Si una ecuacién de una superficie S es F(x,y,z) = 0, F es diferenciable y Fy, Fy,
y F, no son todas cero en el punto Py de S, entonces el plano tangente de S en el
punto Py, es el plano que pasa por Po y tiene a Vf como un vector normal.

Una ecuacion para determinar el plano tangente es:
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F, (X0, Y0, 20) (x — xo) + Fy(xo,}’o; 20) (Y — ¥o) + E(X0,Y0,20) (2 — 25) = 0
(14)

La ecuacion vectorial del plano tangente en funcion del gradiente que tiene como
punto inicial Py es:

VF(x0, Y0, 20)- [(x — x0)i + (¥ — ¥0)j + (z — 29)k = 0] (15)
1.10.3. Definicion de recta normal a una superficie

La recta normal a una superficie S en un punto Py de S es la recta que pasa por Po
y tiene como un conjunto de nimeros directores a las componentes de cualquier

vector normal a S en Py,

De esta definicion, si una ecuacion de una superficie Ses F(x, y,z) = 0, entonces
las ecuaciones simétricas de la recta normal de S en Py son:

X—Xo — Y—Yo — Z—2Z9 (16)
Fx(x0,¥0,20)  Fy(x0¥0,Z0)  Fz(X0.Y0.Z0)

Debido a que los denominadores son los componentes de VF (x,, yo,2,) el cual
es un vector normal a S en (xg, Vo, Zg)-

O también en forma paramétrica:

x = xo + F (X0, Y0, Zo)t,

Y = Yo + E,(x0, Y0, 20)t, 17)
z = 7o + F,(x0, 0, Z0)t.

Ejemplos:

Escribanse las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie
de nivel dada en el punto P de los siguientes ejemplos:

1. z2—x?—y?2=0, Py3,4,-5).

Solucién:
Hallamos primero el vector gradiente en P.

F,(x,y,z) =-2x «~ F,(34,-5)=—6.
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Fy(y,z) ==2y - F,(34-5)=-8.
F,Z(xl Y, Z) =2z o F’Z(3’4, _5) = —-10.

Seglin ecuacion (14) el plano tangente a la superficie en Py es

(—6,—8,—10).(x —3,y—4,z+5)=0
—6x+18—-8y+32—-10z—-50=0 .~ —-3x—8y—10z=0
3x +8y + 10z = 0.

Por (16) la normal a la superficie en Py es
x=3-—-6t; y=4—-8t; z=-5-10t.
(x+y)2+2z%2=25Py(1,24).

Solucién:
Encontramos el vector gradiente en Py.

F (x,v,z)=2(x+y) ~ F,(124) =6.
Fy(x,y,2) =2(x+y) ~ F,(124)=6.
F,(x,y,z) =2z .~ F,(1,2,4) = 8.

VF(1,2,4) =6i+6j+8k.
Segtin la ecuacion (14) el plano tangente a la superficie en Py es

(6,6,8).(x—1,y—2,z—4)=0
6x—6+6y—124+8z—-32=0 -~ 6x+6y+82z=50
3x 4+ 3y + 4z = 25.

Por (16) la normal a la superficie en Py es
x=14+6t; y=2+6t; z=4+8t.

xZ yZ ZZ _

=t 5= 0, Py(4,3,4).
Solucion:

Encontramos las derivadas parciales en Py.
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1
F'x(x,y,z) = gx F,x(4'v3;4') =

Wl NN =

2
Fy(x'y'z) = ay Fy(4r3'4') =

1
F',(x,y,2) = 2% F’,(4,34) = —1.
Segtin ecuacion (13) el plano tangente a la superficie en Py es
1 2
-x-DD+s(-3)-(=-4=0
2 3
3x—12+4y—-12—-6z+24=0 ~ 3x+4y—6z=0.

Por (15) la normal a la superficie en Py es

x—4 y—-3 z—-4
3 4 0 -6

4. z=x%+y? Py(1,-2,5).

Solucién:

Formamos la funcion F(x,y,z) = 0 y luego procedemos como los
ejercicios anteriores. z —x2 —y% =0.

Encontramos las derivadas parciales en Po.

F.(x,y,z) =-2x ~ F,(1,-2,5) =-2.
Fy(x,y,z)==2y «~ F,(1,-25)=4
F,(x,y,z)=1 ~ F,(1,-25) =1

Segtin ecuacion (13) el plano tangente a la superficie en Py es

—2x-1)+4(y+2)+(z-5)=0
—2x+2+4y+84+2z—-5=0+ 2x—4y—z=5.

Por (15) la normal a la superficie en Py es

x—1 y+2 z-5
2 -4 -1

5. Dada la superficie x*+ 2y?+3z% =21, trazar a ella planos
tangentes que sean paralelos al plano x + 4y + 6z = 0.
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Solucién:

Encontramos las derivadas parciales, y las evaluamos en Py (x, Vo, Zg )-
Fo(o,y,z) =2x =~ Fy(xo,¥0, 20) = 2%0.
F,y(xl y,z)=4y - F'y(xo'}’o: Z) = 4Yo.
F,(x,y,2z) =6z ~ F ' (x0,¥0,20) = 62.

Segtin ecuacion (13) el plano tangente a la superficie en Py es

2x0(x — x0) + 4y0(y — ¥0) + 62¢(z — 25) = 0
2x0x — 2x0°% + 4yoy — 4yo? + 629z — 624 =
2x0x + 4yoy + 62¢z = 2x0°% + 4y, + 624% [ 2.
XoX + 2YoV + 320z = xo% + 2y4% + 32,2

Por ser planos paralelos:
Xo=1, 2y0=4 > yy=2; 32=6 - z,=2 - tenemos:
x+4y+6z=1+8+12 -~ x+4y+6z=21

Demostrar, que la ecuacion del plano tangente a la superficie central
de 2° orden

ax?+by?> +cz? =k

En su punto Py(xg, Vo, 2o ) tiene la forma

axyx + byyy + czyz = K.

Solucién:
Encontramos las derivadas parciales, y las evaluamos en Py (x, Vo, Zg )-

F o .(x,y,z) = 2ax «~ F . (x9, V0 29) = 2ax,.
F’y(x:y,z) = Zby -~ F,y(xOryOlZO) = ZbyO
F,(x,y,2) =2cz ~ F ,(x4,V0, 20) = 2CZ,.

Segtin ecuacion (13) el plano tangente a la superficie en Py es

2axo(x — x0) + 2byo(y — ¥o) + 2¢2o(z — 2p) = 0
2axyx — 2axg? + 2byyy — 2byo? + 2czqz — 2¢zy? = 0 -
2axyx + 2bygy + 2czyz = 2axy® + 2byy? + 2czy? /2.
axox + byyy + czoz = axy? + byy? + czy.
si axy? + byy? +czy? =K,
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Tenemos:
axyx + byyy +czpz =K
Con lo que queda demostrado.

Hallar la tangente a la curva C en el punto (1, 2,2), siendo C la curva
donde se cortan las superficies
Fix?2+vy2—22=1;, G x+y+z=5

Solucién:

La tangente es normal tanto VF como a VG en (1,2,2). Por tanto,
v=VF X VG sera un vector paralelo a la recta. Para escribir las
ecuaciones de la recta, utilizamos las componentes de v y las
coordenadas de (1, 2, 2). Tenemos:

VF(x,y,z) =2xi+2yj—2zk +~ VF(1,22)=2i+4j—4k

VG(x,y,z) =i+j+k ~ VG(1,22)=i+j+k.
Por tanto:
i j k
v=VFxVG =12 4 —4({=8i—-6j—-2k
1 1 1

Entonces la recta tangente es:

x=14+8t; y=2-6t; z=2-2t. 0

x-1 y=2 z—2
8

Demostrar que las esferas
F: x2+y2+2z2=4 y G: (x—1)?+y?+2z2=1.
Son tangentes en el punto (2,0,0).

Solucién:
Para que dos superficies sean tangentes en un punto, el gradiente de una
de ellas debe ser igual a la otra gradiente multiplicada por un escalar asi:
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VF (x0, Y0, 20) = K VG (X0, Yo, Zo)-
En nuestro ejemplo tenemos:

VF(x,y,z) =2xi+2yj+2zk & VF(2,0,0)=4i
VG(x,y,z) =2(x—1)i+2yj+2zk ~ VG(2,0,0)=2i.

En conclusion, diriamos:
Como observamos aqui VF = 2VG es decir 4i = 2(2 i), por tanto,
estas dos superficies si son tangentes en ese punto (Fig. 1.30).

x2+y*+z2 =4 4
g y 2,0,0)

A\

(x—12+y24+2z2=1

Figura 1.30
1.10.4. Extremos de funciones de dos variables

Una de las aplicaciones importantes de la derivada de una funcion de una sola
variable estaba relacionada con los valores extremos de una funcion, los cuales nos
llevaron a una gran variedad de aplicaciones. En este tema vamos a extender la
teoria a funciones de dos variables, y se observara que el procedimiento es similar.
En este procedimiento estaran involucradas las primeras y segundas derivadas
parciales, a partir de las cuales se determinaran los valores maximos y minimos
relativos de una funcion, luego se incluiran los valores extremos relativos como
posibles extremos absolutos. Para iniciar vamos a mencionar las definiciones de
extremos relativos y absolutos de una funcion de dos variables.

1.10.5. Definicion de extremos absolutos de funciones de dos
variables

i. Se dice que la funcion f'de dos variables tiene un valor maximo absoluto
en su dominio D del plano xy si existe algiin punto(x,, y,) en D tal que
f(x0,v0) = f(x,y) para todos los puntos (x,y) de D.
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En tal caso, f(xg,y,) es el valor maximo absoluto de fen D.

ii. Se dice que la funcion f'de dos variables tiene un valor minimo absoluto
en su dominio D del plano xy si existe algiin punto(x,, y,) en D tal que
f(x0,v0) < f(x,y) paratodos los puntos (x,y) de D.

En tal caso, f(xg,y,) es el valor minimo absoluto de fen D.
1.10.6. Definicion de extremos relativos de funciones de dos variables

Se dice que la funcion f'de dos variables tiene un valor maximo relativo en el
punto (xg,¥,) si existe un intervalo abierto en el plano xy tal que f(xq, Vo) =
f(x,y) para todos los puntos (x,y) en el intervalo.

Se dice que la funcion f de dos variables tiene un valor minimo relativo en el
punto (xg,¥,) si existe un intervalo abierto en el plano xy tal que f(xq, Vo) <
f(x,y) para todos los puntos (x,y) en el intervalo.

.y — 2 2 . yo. yoe .
La funcién z = cosx cosy e V*"*Y” tiene muchos maximos y minimos relativos
(Fig. 1.31).

Figura 1.31

1.10.7. Analisis de los valores extremos

1. Hallar puntos criticos y puntos frontera.

Como sabemos, una funcién continua z = f(x, y) alcanza un valor maximo y un
minimo absolutos en cualquier region R cerrada y acotada en que esta definida.
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Ademas, estos y cualesquiera otros maximos y minimos relativos sélo pueden
darse en

1) Puntos de frontera de R.

2) Puntos interiores de R en los que f', = f*), = 0, o puntos donde f", [,

no exista. A los cuales les llamamos puntos criticos o estacionarios de f.

Normalmente s6lo hay unos cuantos puntos de este tipo, de manera que podemos
calcular f'en todos ellos y elegir los valores mayores y menores. Si lo que deseamos
es hallar el maximo y el minimo absolutos, no se requiere otro criterio.

2. Buscar puntos criticos si no hay puntos frontera.

Una funcién z = f(x,y) definida en una region R sin puntos frontera (como el
interior de un disco, de un triangulo o de un rectangulo, un cuadrante menos los
ejes o todo el plano) puede carecer de maximos y minimos relativos en R. Sin
embargo, de tenerlos, deben encontrarse en puntos de R donde f", = ", = 0,0

bien donde una o ambas derivadas no exista (como ocurre con z = /x? + y? en
(0,0)). Este concepto lo deducimos de la aplicacién geométrica de las derivadas
parciales, ya que estas son la pendiente de la recta tangente a la curva de la
interseccion de un plano constante con la superficie en un punto (x,, y,), donde
éstas son rectas horizontales que tienen pendiente igual a cero (Fig. 1.32).

Alz g—y =0
x Recta tangente a_f _
Recta tangente ay
o \
C4
Cz z = f(xo,¥)
z=1(x,y)
z = f(x,y,)
0 y—

Figura 1.32
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3. Criterio de la segunda derivada.

Este criterio puede aplicarse en los puntos interiores en que f'y = f', =0 y
donde las derivadas de primer y segundo orden son continuas.

El hecho de que f", = f*, = 0 en un punto interior de (x,,y,) no garantiza que
ftenga en él un valor extremo. Sin embargo, existe un criterio de la segunda
derivada que puede ayudar a identificar el comportamiento de fen (x,,y,). Este
criterio es el siguiente:

Si  f'x(x0,¥0) = f'y(x0,¥0) =0, Entonces

1) Si [T *f7yy — f"xy2 > 0en (xq,¥y), la funcién f tiene un maximo
relativo en este punto si f7,, <0 0 f7,, <O0.

2) Si fTaxxfyy — f”xy2 > 0en (x,¥0), la funcidn f tiene un minimo
relativo en este punto si f7,, >0 0 f7,, > 0.

3) Si faxxfyy — f"xy2 < 0en (xq,¥0), la funcion f tiene un punto de
silla en (xg, yo).

4) Este criterio no es claro ni concluyente cuando f* 'y, * fy, — f 7y, " =0

en (xq,¥Y,), lo cual indica que debemos continuar el estudio para
determinar el comportamiento de f'en este punto.

.y ’’ ,r 2
A La expresion "y * f7,, — f7,," se le conoce con el nombre de
discriminante de f, una manera de poder recordar esta expresion es poniéndole en
forma de determinante:

” ” o2 _ f”xx f”xy
f xx*f yy_f xy — fu f,,
yx yy

O poniendo en la forma A * C — B2, donde:
A= f"(x0,¥0), B= f”xy(thYO) y C= f”yy(xoryo)-
Ejemplos:
1. Determinese los valores extremos de la funcion

f,y) =xy —x? —y? — 2x — 2y + 4 (Fig. 1.33)
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Solucién:

La funcion esta definida y es diferenciable para todo x e y, por tanto,
solo tiene valores extremos en los puntos donde se anulan las primeras
derivadas parciales simultdneamente asi:

fxy)=y—2x—2=0 (1),
fy(,y)=x—-2y—2=0 (2)

Resolviendo el sistema.

(D=*2+(2) 2y —4x —4+x—-2y—2=0
x==2y y=-=2

Por tanto, la funcidn tiene s6lo un punto critico en (—2 — 2) que puede
tomar un valor extremo, por medio del discriminante comprobamos
esto.

Encontramos las segundas derivadas parciales.

f”xx(x'y) =-2 - f”xx(_z. -2)=-2
f”xy(x' y) =1 = f”xy(_z,—Z) =1
f”yy(x' y)=-2 - f"yy(_z’ —2)=-2

Entonces el discriminante es:

f”xx * f”yy - f”xyz = (_2) * (_2) —-1=3.
. f”xx N f”yy _ f”xyz > 0.

Y con la combinacion f”,, < 0, el punto (—2 — 2) es un maximo
relativo. El valor maximo que toma f en el punto es:

f(=2,-2)=4—-4—-4+4+4+4=8.
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Figura 1.33
2. Determine los valores mdximos y minimos absolutos de
flx,y) =2+ 2x+2y —x? —y?

En la placa triangular del primer cuadrante acotada por las rectas
x=0,y=0y=9-x (Fig 1.34).

o
a4
o

t
5

0 ! 2 3 4
y=0
Figura 1.34

Solucion:
Los unicos lugares donde f puede tener estos valores son los puntos en
la frontera del triangulo (Fig. 1.34) y en los puntos interiores a él, donde

fx =f,y =0.
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En los puntos interiores:
fx=2-2x=0Q); f,=2-2y=0

Resolviendo el sistema.
x=1 y y=1, esdecirelpuntoes (1,1)

Endonde: f(1,1)=2+4+2+4+2-1-1=4.
1) En el segmento OA, y = 0. La funcion
flo,y) =f(x,0) =2+ 2x — x?

Puede considerarse como una funcion de x definida en el intervalo
cerrado

0<x<0o.
Sus valores extremos pueden darse en los puntos extremos.

x=0 donde f(0,0) =2
x=9 donde f(9,0) =2+ 18—-81=—61.

Y en los puntos interiores donde
f(x,00)=2—-2x=0.
El inico punto interior en el que f'(x,0) = 0 es x =1, donde
f(x,0)=f(10)=2+2—-1=3.
2) En el segmento OB, x=0y
fOy)=f0,y) =2+2y—y>.

Por la simetria de fen x e y, y seglin el analisis que hemos hecho,
podemos asegurar que en este segmento las posibilidades son

£(0,00=2, f(09) =-61 f(0,1)=3.
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3) Ya hemos indicado los valores de f'en los puntos extremos de 4B,
asi que s6lo quedan por ver los puntos interiores de este segmento. Con
y =9 —x tenemos:

fl,y)=f(x,9—-x)=2+2x+2(9—x)—x?—(9—x)?
f(x,9—x) =—61+ 18x — 2x2

Encontrando la derivada e igualando a cero

f(x,9-x)=18—-4x=0
Obtenemos

18 9
X—4—2.

En este valor de x, y sera:

Y la funcion tomara el valor:

1G69)=2+26)+6)-6) -6 -~

4) Realizamos el resumen de valores y sacamos las conclusiones.

4, 2 61, 3 4
) ) ) ) 2'

El valor méaximo es 4, valor que toma f en (1,1). El minimo es - 61,
alcanzado en (0,9) y (9,0).

. Encontrar los mdximos, minimos y puntos de silla de las siguientes
superficies. Calculense los valores de la funcion en estos puntos.

a) z=x*+4xy+y*—2x?—2y2

Solucién:

La funcion esta definida y es diferenciable para todo x e y, por tanto,
solo tiene valores extremos en los puntos donde se anulan las primeras
derivadas parciales simultaneamente.
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fry)=4x+4y—4x=0 (1), f,(xy)=4y>+4x—4y=0
Resolviendo el sistema.
Sumando las dos ecuaciones:

4x3+4y3=0 (i) ~ x=—y (ii)
(i) en (i) 4y3—8y=0 =~ 4y(y?—2)=0 =~ y=0; y=+V2.

De donde los puntos criticos son:  (0,0), (—\/f, \/f), (\/Z —\/f)

Encontramos las segundas derivadas parciales, y calculamos el
discriminante en cada uno de los puntos para ver su comportamiento.

7 ax(oy) =12x% —4;  f7,,(0,0) = 0;
fa(—V2V2) = 24 [ (V2,—V2) = 24.
[ ayy) =4 f7(00) =4
fo(—V2N2) =4 [ (—V2,V2) =4
[y y) =12y* =4 f7,,(0,0) = 0;
f”yy(_‘/z \/f) =24 f”yy(‘/z' —\/E) =24

Determinamos los discriminantes:
Punto (0,0).

Fax oy _f”xyz =04 o fla fyy— f,,xyz <0
Conclusion, este punto es punto de silla.
Punto (—\/E,\/f)
Foax oy _f”xyz =24424—4 o i Sy, _f,,xyz -0

Conclusion, en este punto hay un extremo relativo, como ', > 0 el
punto es un minimo.

Punto (\/z —\/f)

fuxx *f”yy _fnxyZ =24%24—4 - fuxx % fuyy _fuxyZ >0
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Conclusion, en este punto hay un extremo relativo, como f,, > 0 el
punto es un minimo. Esta superficie tiene dos puntos minimos y un
punto de silla (Fig. 1.35).

Punto de silla. z punto (0,0,0).

©0,0) = %

Punto minimo. z

(—\/Z\/i)=4_8+4_4_4=_8’
punto (—\/Z\/Z,—8).

Punto minimo. z

(\/Z —\/E)=4_8+4_4_4=_8'
punto (—V2,v2,-8).

(0,0,0) Punto de silla.

(\/Z —\/2,— 8) Punto minimo

(—\/Z \/Z) Punto minimo

z=x*+4xy +y* — 2x% — 2y?

Figura 1.35

b z=x3+y3-3xy

Solucion:

La funcién esta definida y es diferenciable para todo x e y, por tanto,
solo tiene valores extremos en los puntos donde se anulan las primeras
derivadas parciales simultdneamente.
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fa(xy)=3x*=3y=0 ~ x*-y=0 ~ y=x’ (i)
fy,y)=3y*=3x=0 «~ y?—x=0 (ii)

Resolviendo el sistema.
MDen(ii) x*—x=0 - xx*-1)=0 ~ x=0; x=1.
De donde los puntos criticos son: ~ (0,0), (1, 1).

Encontramos las segundas derivadas parciales, y calculamos el
discriminante en cada uno de los puntos para ver su comportamiento.

i =(6y) = 2x; - x(0,0) = 0; - xx(1,1) =2
i xy(x'y) =-1 f7 xy(0,0) =-1 f7 xy(l'l) =-1
f"yy(x, y) = 2y; f”yy(0,0) =0; f”yy(l,l) =2

Determinamos los discriminantes:
Punto (0,0).

,r ,r o2 ,r ,r 2
[ ax*f yy_f xy =0—-1=~ [ ax*f yy_f xy <0

Conclusion, este punto es punto de silla.
Punto (1,1).

, ,r o 2 ’r ’r o 2
fxx*f yy_f xy =2x2-1 ~ fxx*f yy_f xy >0

Conclusion, en este punto hay un extremo relativo, como f,, > 0 el punto
€s un minimo.

Valores de la funcion.

Punto de silla. z 0, punto (0,0,0).

|(0,0) B

Punto minimo. z 1-1-3=-1, punto (1,1,-1).

|(1,1) -
Esta superficie tiene un punto minimo y un punto de silla (Fig. 1.36)
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(0,0, 0) Punto de silla.

(1,1, —1) Punto minimo.

z=x3+y3-3xy

Figura 1.36
4. Determine los valores maximos y minimos absolutos de

f(x,y) = 3x% + xy (Fig.1.37)
En la region acotada por la pardbola y = x* y larecta y = 4.

Solucion:
Los tnicos lugares donde f puede tener estos valores son los puntos en la
frontera de la region (figura 134a) y en los puntos interiores a ella, donde

fx=fy =0
En los puntos interiores:
fr=6x+y=0(@); f,=x=0 (ii)

Resolviendo el sistema. (ii) en (i) y =0, es decir el punto es (0,0)
En donde: £(0,0) = 0.

1) Enlarectay =4 la funcion
floy) = f(x,4) = 3x* + 4x

Puede considerarse como una funcién de x definida en el intervalo cerrado
—2<x<2.

Sus valores extremos pueden darse en los puntos extremos.

x=-2 donde f(—2,4) =4
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x=2 donde f(2,4) =12+ 8 = 20.

Y en los puntos interiores donde

2
f(x,4)=6x+4=0 .~ x= —3

El Ginico punto interior en el que f'(x,4) = 0esx = — g, donde

)1284
9 3 3

fad=f(-3.4

2) Enlaparabola y = x2. La funcion
fGy) = flx,x?) = 3x* + x°

Puede considerarse como una funcién de x definida en el intervalo cerrado
—2<x<2.

Sus valores extremos pueden darse en los puntos extremos.

x=-2 donde f(—2,4) =4
x=2 donde f(2,4) =12+ 8 = 20.

Y en los puntos interiores donde
f,x?)=6x+3x2=0 =~ 3xQ2+x)=0 ~x=0, x=-2
Los puntos interiores en el que f(x,x2) = 0 son (0,0), (0,4).

£, x?) = £(0,0) = 0.
f(xrxz) = f(_2'4) =4.

Realizamos el resumen de valores y sacamos las conclusiones.

4, 20, —
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El valor maximo es 20, valor que toma f en (2,4). El minimo es —

alcanzado en (— %, 4) .

4
3

flx,y) =3x%+xy 4

Figura 1.37

1.10.8. Extremos condicionados

Se llama extremo condicionado de una funcion f(x, y), en el caso mas simple, al
maximo y minimo de esta funcioén, alcanzado con la condicion de que estos
argumentos estén ligados o condicionados por la ecuacion g(x,y) = 0 (que se
llama ecuacion de enlace). Para encontrar el extremo condicionado de la funcion
f(x,y), con la ecuacion de enlace g(x,y) = 0 utilizamos el procedimiento
llamado Multiplicadores de Lagrange, procedimiento que enunciaremos a
continuacion.

Analogamente se hallan los extremos condicionados de las funciones de tres y mas
variables cuando existen una o mas ecuaciones de enlace (cuyo niimero debe ser
menor que el de las variables). En este caso, hay que incluir en la funcién de
Lagrange tantos multiplicadores indeterminados como ecuaciones de enlace haya.

Procedimiento:

1) Definimos la funcién auxiliar F' (funcion de Lagrange) de las tres variables x,
yy 7. (T es un multiplicador de Lagrange constante e indeterminado)

F,y,1) = f(x,y) +Tg(x,y)
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2) Consideramos el sistema de ecuaciones que se forma al igualar a cero las tres
primeras derivadas parciales de F.

F,(x,yt)=0
F'y(X,yT) = 0
Fo(x,yt)=0

3) Resolvemos el sistema de ecuaciones del paso 2, para determinar los puntos
criticos de F.

4) Entre las primeras dos coordenadas de los puntos criticos de F, obtenidos en el

paso 3, se encuentran los valores de x e y que proporcionan los extremos
relativos deseados.

Ejemplos:

1. Determinar los extremos condicionado de la funcion z = x 4+ 2y, si
x?+y%=5.

Solucién:
1) Definimos la funcion de Lagrange.
F(x,y1) =x+ 2y + t(x? + y2 — 5).

2) Formamos el sistema de ecuaciones.

1
F,.lx,yt1) =0, 1+2x1=0 - T=—o @

1
Fy(x,yt) =0, 24+2yt1=0 = T=—; (i)

F.(x,y1)=0, x2+y2—-5=0 (iii).

3) Resolvemos el sistema anterior.

1 1
) = @) —5-= -5 ng (i)
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Yy 2
(iv) en (iii) (E) +y2—-5=0 ~ 5y2=20 ~ y=2,(v) y=-2(vi

(W) en(iv) x=1, (wi)en (iv) x=-1.

(W) en(ii) 7= —%, (wi)en(ii) 7= %

1 1
Puntos criticos: (1,2, — E) ; (—1, -2, E)'

4) Los puntos (1,2) y (—1,—2), son los unicos puntos posibles
para los cuales z tiene un extremo relativo. Entonces

=1+4=5 y =z 1-4=-5

“11,2) (-1,-2) "~

Por lo que el minimo relativo de z es — 5 y el maximo relativo 5.

a) b)
Figura 1.38

2. Hallar los extremos condicionados de la funcion z = cos?x + cos?y,

Si x==
y =7

Solucion:

1) Definimos la funcion de Lagrange.

T
F(x,y T) = cos?x + cos?y + T(y —x _Z)'
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2) Formamos el sistema de ecuaciones.
F(x,yt)=0, —2senxcosx —1t=0 ~ T=—sen2x (i)
F,(x,yt) =0, —2senycosy+t=0 ~ 1=sen2y (ii)
/i s
F.(x,y1)=0, y—x—Z=0 Loy=x +Z (iii).

3) Resolvemos el sistema anterior.
(i) = (ii)-sen2x = sen2y - sen2x = —sen 2y (iv)
s
(iii) en (iv) sen2x = —sen 2 (x + Z) s sen2x = —COS2X -+ COS2X

3 VAL
tg2x=—-1 - 2x =arctg(—1) —>2x=T y 2x=T

3

x=:+kﬂ(v) y x=%n+krr (vi).
3n T 5t
(v) en (iii) y—§+k1r+z - y—§+k1r
. _Tm T 9
(vi) en (iii) y—8+k1'r+4 - y—8+k1r
2 2
Wen(i) = —\/7_, (wi)en(i) = \/7_
" 3 S5t V2 7 o V2
Puntos criticos: <? + kﬂ',? + km,— 7) ; <? + kﬂ.’,g + km ,7>

3 5 9
4) Los puntos (?” + kﬂ,?n + kT[) y (%ﬂ + kﬂ,?” + kT[), son los
unicos puntos posibles para los cuales z tiene un extremo relativo.
entonces

(77r 971) = 2 +2\/§
8’8
+/2

.. . 2—V2 . .2
Por lo que el minimo relativo dez es — Y el maximo relativo —.

(3_”5_”)= Z\F y oz
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z = cos?x + cos?y y=x+-

Mo L

b)
Figura 1.39

3. Encontrar los extremos condicionados de la funcion u = xy + yz, si
x24+y2=2yy+z=2 (x>0,y>0,z>0).

1) Definimos la funcion de Lagrange.

Fox,y,t,u) =xy+yz+t(x?+y? —2)+uly + z — 2).

2) Formamos el sistema de ecuaciones.
, y ,
Fx(x;:V:T'/J)ZO: J’+2x'f=0 A T=—§ (l)
F,(x,y,7,u) =0, x+z+2yt+u=0 (i)
F,x,y,t,u)) =0, y+pu=0 =~ pu=-y (iii)
F.(x,y,T,u) =0, x2+y2—-2=0 ~ x=+2-—y2 (iv)
F(x,y,t,u) =0, y+z—-2=0 ~ z=2—-y (v).

3) Resolviendo el sistema anterior.

(0, (iid), (i) y (W) en (i) N2 —y2+2—y+2y (—#) —y=0
—y

L 2—=y2+(2-2Y)y2—-y2—y?2=0 =~ 21—y +2(1—y)y2—y2=0
A+NA-N+A-y2=y2=0 = A-y)(1+y+y2-y2)=0
21l—y=0-y=1(6) y 1+y+.2—y?=0 (vii).
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(vii) Ecuacion que tendra raices extrafias, datos que no sirven para el
analisis.

wi)en(iv) x=1; (wi)en(v) z=1; (vi) en(i)t
= —%; (i) en(ii)u=-1

., 1
Unico Punto critico: (1,1 ,1,— 5 —1).

4) El punto (1,1, 1) , es el tnico punto posible para el cual u tiene
un extremo relativo. Entonces

u|(1’1’1)=1+1=2.

Por lo que el maximo relativo de u es 2.

Figura 1.40

1.10.9. Problemas de aplicaciéon sobre mdximos y minimos absolutos

Como sabemos el céalculo diferencial es una poderosa herramienta para resolver
problemas que exigen maximizar o minimizar una funciéon. A continuacion,
citaremos un procedimiento sencillo para poder encontrar su solucion.

Procedimiento:

1) Cuando sea posible, dibtijese una figura para ilustrar el problema, incluyase las
partes importantes del mismo. Téngase en cuenta que letras representan
constantes y cuales representan variables.
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2) Definase la ecuacion de la cantidad que va a ser maximizada o minimizada (a
esta se le conoce como la funcion objetivo). Es importante expresarla en
términos de dos variables independientes. Esto puede requerir algo de
manipulacion algebraica o la utilizacion de las condiciones del ejemplo.

3) Encuentre los puntos criticos aplicando la teoria de maximos y minimos de
funciones.

4) Por lo general en estos problemas, facilmente podemos determinar cual valor
es maximo y cual minimo, y cuando no es posible nos valemos del criterio de
la segunda derivada.

5) Determinamos el valor maximo o minimo pedido en el problema.

Ejemplos:
1. Encuentre las dimensiones relativas de una caja rectangular, sin tapa
que tiene un volumen V dado, si se desea emplear la minima cantidad
de material en su elaboracion.

Solucion:

1) Realizamos la figura (Fig. 1.41).

Figura 1.41

2) Definimos la funcion objetivo, en este caso sera el area de la caja
S en unidades cuadradas.

S =xy+2xz+ 2yz (i)

Como podemos observar, la funcion definida es de tres variables
independientes, por lo que sera necesario recurrir a la condicion extra
del problema para ponerlo en funcion de dos variables solamente, la
condicion en este caso nos dice que el volumen de la caya V' es constante,

Analisis Matematico para Ingenieros
Célculo integral de funciones de una variable
T'OMO 2



107

por lo que luego de definirlo, despejamos z como funcién de x, y y V,
para reemplazarlo en la funcién objetivo.

V= R A
=xyz - z—xy(u)
(ii) en (i).
S = +2 (V)+2 (V) S = +2V+2V iOn objeti
=xy + 2x o y ) " =xy 5 p (funcién objetivo).

3) Encontramos los puntos criticos.

Hallamos las derivadas parciales y les igualamos a cero, formando el

sistema.
as 2V
0wl . 2 =0 . — x2v (iid).
9% 0=y .z x*y =2V =0 2V = x*y (iii)
as 2V
@=O:x—ﬁ o oxy?=2V=0 = 2V =xy? (iv).

Resolvemos el sistema formado por (iii) y (iv).
(iii) = (iv) x%y = xy? x=y )
() en (iii) 2V=y3 =~ y=32V @i).
(i) en (v) x =32V

Entonces el punto critico es:
(2v;2v).

4) En este problema podemos facilmente deducir que el valor
encontrado es el solicitado, pues es el unico. Para comprobar vamos a
utilizar el criterio de la segunda derivada.

0%S 4V 4V 9% 4V 4V 9%s
axz_xs_(3zv)3_

Y Ty ey

Formamos el discriminante.
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9%S 0%S (625

2
x| —] = —1= 2 _
357 557 \ax 6y> 2V 2V —1=4V2-1>0

Como V tiene un valor positivo diferente de cero, concluimos que el
discriminante es mayor a cero, condicion necesaria para la existencia de

d2s Lo .
extremos y como Py > 0, el punto critico representa un minimo.

Encontramos el valor de la profundidad z.

[\
<

|4 .
S

Wy wen (2) z=

5 En conclusion, la caja debe tener base cuadrada y una
profundidad del medio de la longitud de uno de sus lados, el &rea minima
de material a usar en la construccion sera:

V2V V2V

3
2V 2
S =2V 32V + 232V « —+ 232V « 5= 3(¥2v)" w2,

. Hay que dividir el numero 12 en tres sumandos no negativos de manera
que el producto de estos sea maximo.

Solucion:

1) Realizamos el grafico haciendo un andlisis del sentido del
problema, por lo que la funcion f(x, y) debemos examinarle dentro del
triangulo cerrado x >0, y>0, x+y <12 (Fig. 1.42). Luego
definimos los sumandos del nimero 12.

AV
N
(0,12)
(4,4).
>
0 (12,0)\ X

Figura 1.42
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Sumandos del numero 12:  x,y,12-x-y (i)

2) Definimos la funcion objetivo. Segtn la condicion del problema
tenemos:

fOoy) =xxyx(12—x—y) (ii)
3) Encontramos los puntos criticos.

Hallamos las derivadas parciales y les igualamos a cero, formando el
sistema.

fx,y)=0=—xy+12y —xy —y? =« y(12—-2x—y) =0 (iii).
fy,y)=0=—xy+12x —xy—x? » x(12—-x—-2y)=0 (iv).
Resolvemos el sistema formado por (iii) y (iv).
De(iii) y=0 o 12-2x—y=0(v)

De(ivy x=0 o 12—x—2y =20 (vi).

W)+ Wi)*(=2) 12—-2x—y—24+2x+4y =0 - y=4(vii).
(wii)en(v) 12—2x—4=0 =~ x=4.

Entonces los puntos criticos son:
(0,0); (4;4).

4) En este problema podemos facilmente deducir que el valor que
nos conviene es el punto (4 ;4 ). Para comprobar vamos a utilizar el
criterio de la segunda derivada.

Encontramos las segundas derivadas.

f7ay) = =2y & f7(4,4) =-8;
f” xy(x; }’) =12 —2x — 2y o f” xy(4-' 4) = _4,
fyy) = —2x = f7,,(4,4) = —8;

Formamos el discriminante.
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G <y ey = (£ xy(x,y))z =(-8)*(-8)+4=68>0

Como el discriminante es mayor a cero, condicion necesaria para la
existencia de extremos y como [ ,,(4,4) <0, el punto critico
representa un maximo.

5) En conclusion, los sumandos del nimero 12 son: 4,4 y 4. Y como
en el contorno del triangulo f(x,y) =0, este maximo, serd el maximo
absoluto de dicha funcion. Por lo que el producto maximo es:

fmax.=4 x4 x4 = 64.

. La temperatura en un punto (x,y) de una placa de metal es T = 4x? —
4xy + y?. Una hormiga camina sobre la placa alrededor del circulo de
radio 5 con centro en el origen. ;Cudles son las temperaturas mayor y
menor que encuentra la hormiga?

Solucién:
Este problema de aplicacion se resuelve, aplicando la teoria de los
extremos condicionados.

1) Definimos la funcion de Lagrange.

F(x,y 1) = 4x% — 4xy + y? + t(x% + y% — 25).

2) Formamos el sistema de ecuaciones.
, 2y —4x .
F.(x,yt)=0, 8x—4y+2x1=0 ~ T= p )
. 2x-y .
F,(x,yt) =0, —4x+2y+2yt=0 T = y (i)
F.(x,yt)=0, x*?+y?2—-25=0 (iii).
3) Resolvemos el sistema anterior.

2y—4x  2x-y

@ = (i) X oW 2y —4xy =2x% —xy ~2x2+3xy—2y?2=0
(2x+4y)2x—y)
> =

0 ~ (x+2y)2x—y)=0
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x = -2y (iv) ox=%/(v)

(iv) en (iii) (—2y)?+y? =25 ~ 5y?2=25
y = +V5 (vi).
(vi) en (iv) x = F2V/5 (vii).

2
(v) en (iii) (%) +y2=25 =~ 5y2=100

y = + 25 (viii).
(viii) en (v) x = +V5 (ix).

(i) y (wid) en (D) r=2(“§){23§ 25) . o3

(wiii) y (ix) en (i) T = 2(4;2\/33\754(1\/3) o T=0 (D).

Puntos criticos: [i(Z\/g,—\/g,)j]; [i(\/g,Z\/g,),O].

4 Los puntos i(Z\/E, _\/E) y * (\/5,2\/3), son los unicos

puntos posibles para los cuales z tiene un extremo relativo. entonces

Zl4(2v5,—5) =12 Y Z|(vE2v5) =0

Por lo que el minimo relativo de z es 0 en los puntos i(\/g, 2v/5 ), yel
maximo relativo 125 en los puntos i(Z\/g, —\/g)

. Se trata de montar un radiotelescopio en un planeta recién descubierto.
Para minimizar la interferencia se desea emplazarlo donde el campo
magnético del planeta sea mds débil. El planeta es esférico, con un radio
de 6 unidades (Figura 1.43). La fuerza del campo magnético viene dada
por M(x,y,z) = 6x—y?+xz+ 60 basado en un sistema de
coordenadas cuyo origen estd en el centro del planeta. ;Donde habrd
que ubicar el radiotelescopio?

Solucion:
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Este problema de aplicacion se resuelve, utilizando la teoria de los
extremos condicionados.

1) Definimos la funcion de Lagrange.
F(x,y,2z,7) = 6x —y?> + xz + 60 + 7(x? + y? + z? — 36).
2) Formamos el sistema de ecuaciones.

F,(x,yt)=0, 6+z+2x7=0 ~ z=—-6— 2x1 (i)

Fy(x,yt) =0, —2y+2yt=0 ~ 1=1 (ii)
x
F,(x,y1) =0, x+4+2z1=0 = z=-o (i)
F.(x,y1)=0, x2+y2+22-36=0 (iv).
3) Resolvemos el sistema anterior.

(i) en () z=—6—2x(v); (i) en (i) z=— ; i)

W) =Wwi)—6—-2x=— 3x =-12 ~ x=—4 (vii)

N[ R

(vii) en (vi)z=— (_74) oz =2 (viii)

(i) y (viii) en (iv) (—4)> +y2+(2)2-36=0 ~ y?>=16 ~y=+4 (ix).
Puntos criticos: (—4,4,2,1); (—4,—4,2,1).

4) Los puntos (—4,4,2) y (—4,4,2), son los {inicos puntos
posibles para los cuales M tiene un extremo relativo. Entonces

12 y M 12

Ml _4,4,2) (—4,-4,2) ~
Como podemos ver en el ejemplo en los dos puntos tenemos el mismo
valor de M. Por lo que, para concluir, diriamos que cualquiera de los dos
puntos es bueno para la ubicacion del radiotelescopio.
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x?+y?+2z2-36=0

Figura 1.43

1.11. Problemas propuestos

1.11.1. Determinary representar los campos de existencia de las

siguientes funciones
_ _ 1
L z=y+ \/} 8 z= 4x249y2-36
2. z=,16 — (x% + y?). 9. z=1In(x?+y?).
3. Z=\/ﬁ- 10. z = arc sen 3%+arcsen(1—
4. z=V5—-x2+,/y?-5. ¥)-
5. z= 11.z = /sen (x? + y?).
— x2 — v2)(y2 2 _ = —Z
\/(9 x? —y2)(x? + y% —4). 12.u arccosm.

— | XPHyiex 13.u = In(xyz).
6. z= ’2x—(x2+y2)' (xyz)

4 u=Iny-1-x2—-y2+42z2
7. z=1InJ1—x%—y2 v Y
11 1 . 24y2-
15. Hallar f (x,y), f (=x — y), f(;,;), oy St 2= /%“;)

4—x?_y2
4x*+8x2y2+4y?

16. Encontrar el valor de la funcion z = en los puntos de la

circunferencia x*> + y* = a?.
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2xy
x2+y2’

17. Determinar f (1, %) si f(x,y) =

18. Hallar f(x), si f (X) = —“xz:yz (x > 0).

X

1.11.2. Realizar las grdficas y las curvas de nivel de las siguientes

funciones
1. z=x?-y2 4 z=1+x+y)>
2. z=x+y. 5. z=1—|x|—1yl
— _ 2x
3. z=,/xy. 6. z= vy
1.11.3. Evaluar los siguientes limites
L 2 7. lim sen (—)
(xy)=(2,1) x*-16y* (x,)~(0,0) Y x
m  ATEViY 8 lim X
2 (x.yl)lf(io,O) x3-y3 (2,y)~>(00,00) X2 =xy+y?
3x2-y2+5 9 li x2+y? .
3. (x_yl)lir(loyo) x24y242 (x,y)—(00,00) x4 +y*
- 1 10.  lim =22
4. . yl)ll;r(lo,o) arctg poreh (xy ) 0,0) Sen mxy
2 2
i x2+y? 11. im =2
5. (x,yl)ll;r(lo,o) cos T (1) 5(0,0) X242
2
j Yxyl — 12 lim 22—
6. . yl)lir(ll,l) cos /|xy| — 1. L e

1.11.4. Encontrar los puntos de discontinuidad de las siguientes

funciones
1 — 2 2

]l 7=—o 4 z=In(2—x*—-y?).

Vx2+y%-5 5 _ x+y
2. z=2, T x2ay?

x+y 1

. U=

3 z=—"7 6 V16—x2-y2-z2

senx seny

7. Determinar si es continua la funcion

flx y)z{wll—xz—yz, si x2+y%2<1

0 , six?+y?<1.
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8. Determine en las funciones, si la discontinuidad es removible o esencial. Si la
discontinuidad es removible, redefina la funcion, de forma que se transforme
en continua en el punto (0,0).

a) f(x,y) = ﬁ
b) f(x,y) = (x +y)sen
o flry) ==X

x2+y?’
d) f(x,y) =

X

x2+y?’

x3—4xy?
x2+y2 ’

1.11.5. Problemas sobre derivadas parciales

1. Utilizando la definicion, calcular las derivadas parciales de las siguientes
funciones.

a) f(x,y)=x%+2xy+y?—3x e f(lx,y)=Inx?+y).

b) f(x,y)=x%+y2 H fly) = cos Bx+y?).

o fly) = x+2y g f(x,y,2) =sen(xy+ z).
x2-y

d f(x,y)=.x+y—2xy.

2. Aplicando los teoremas de derivacion comun, encuentre las derivadas
parciales de las funciones.

__v
a) z =arcsen (ﬁ) » z= N
b) z=x*+y?)arctyg (i) g u= Cosyxz.
¢ z= e V/x 4 In (ﬁ) h) u= ln(,;Z + y2 + ZZ).
" ) u= (X) .
x2-y x

d) z =arc sen .
) x24y2 ]) u:ny

e) z=x?%sen (x—v).
0z 0z . Y
k) Demostrar, que X—+y—=xy+2zsiz=xy+xex

(A+B)*

l) El area de un trapecio de bases A, By de altura H es igual a S = H.
as as @ . _ . L
Hallar ﬁ, ﬁ, ﬁ vy mediante un dibujo, esclarecer su sentido geométrico.
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Calcule las derivadas parciales indicadas.

a) f(X,}’) =2x3 — 3X2y + xyz; f;cx; fxy y fyy.
b) f(X,}’) = \/ﬁ—yz; fxx; fxy y fyy.

¢ f(x,y) =arctg ifyz; faxs fxy y fyy.

0%z 0%z 92z
z=arct —; —
) 97 ot x2+y2' ax2 ' 9xdy y ay?
9%z 0%z 02z
z=Incos(x —y);, —; —.
e ( y)’ ox2 ' 9xdy y dy?
3 3 d6u
f) u=x’seny+y’senx; 0y
m n. m+nu
g u=x-—a)"(y-b" 7o
93u
u = yyzXty+z. )
h Y ’ 9xdydz

. Demostrar, que la funcion u = ln\/ (x —a)>+ (y —b)? (ay b constantes)
2%u

satisface a la ecuacion de Laplace — + 3 = 0.
1 _(=b)?
Comprobar, que la funcion u = ey © +a?t  (ay b constantes) satisface la
L, ou 9%u
ecuacion del calor — = a?—..
at 0x2

. Demostrar, que la funcion u(x,t) = Asen (a Tt + B)sen tx satisface a la

sy . s 9%u 2 0%u
ecuacion de la vibracion de la cuerda — = a* —.
at 0x?
. Determine la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de la
superficie 36x% —9y? + 4z2+36 =0 con el plano x = 1 en el punto

(1, V12, —3). Interprete esta pendiente como una derivada parcial.

. Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de las
superficies x> +y?+2z2=0 con el plano y = 2 en el punto (1,2,2).
Encuentre la ecuacion de la tangente.
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1.11.6. Problemas sobre diferenciales totales

1

Hallar las diferenciales de primero y segundo orden de las siguientes
funciones.
z=xP y19, z
Y Y d u= \/2
b) z=x%+y2 x
X
¢) u=lInx2+y2+2z2 e u= Y22
) z=xlIn(yx).

Encontrar las diferenciales totales del orden indicado en los siguientes
ejercicios.

a) d3z, si z=sen(x3+y3).

b) d3u, si u=x%2+y?-3xy(x—y).

c) d°z, si z=In(x+7y).

d) d*z, si z=cosxchy.

e) d3u, si u=uxyz

fH d*u, si  u=In(x*yYz%).

Sustituyendo el incremento de la funcion por el diferencial calcular
aproximadamente.

a) 2,07+, d) __@o3?

b) sen21°tg 43°. |2.07 41057

¢) /(1.04)2 + (1,09)2.

¢ Cuanto variara la diagonal y el area de un rectangulo de lados a = 9m y b
= 12 m, si el primer lado se disminuye en 3 mm y el segundo aumenta 7 mm?
El angulo central de un sector circular 8 = 45° disminuyo 1.5°. ;Cuanto hay
que aumentar al radio del sector R = 15 cm, para que su drea permanezca
constante?

Un recipiente en forma de cilindro circular recto, cuyas dimensiones exteriores

son radio igual a 15 cm y altura 25 cm, esta hecho de una plancha de i de

pulgada de espesor. Calcular el volumen exacto y aproximado del material que
se gasto en su construccion.
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7. La resistencia R producida por otras dos en paralelo de x e y ohms puede
. . 11,1 , . .
calcularse mediante la formula -=-+ 5 JEn qué porcentaje aproximado

cambiara R si x crece de 25 a 25.2 ohms, e y decrece de 30 a 20.9 ohms?

8. Supongamos que u = xe¥ +y sen z y quex, yy z pueden medirse con errores

maximos posibles de +£0.2, +0.6 y + %, respectivamente. Estimase el error

mdaximo posible cometido al calcular u a partir de los valores x = 3,y = In 3,

T
z=-.
2

1.11.7. Problemas sobre la regla de la cadena, derivadas
direccionales y gradientes

1. Determine la derivada parcial indicada por medio de dos métodos: a) utilice
la regla de la cadena; b) sustituya x e y antes de derivar.

ou oJu
2 2 o — . ou,
@ u=x"—y5x=3t—r;y==t+2r; -
ou oJu
b) u=x®+y%x=chrcost; y =shrsent;—; —.
v av
¢) V=mR*H; R=coszsent;H =z%" —; —.
ou oJu
d u=xy+xz+yz, x=rs;y=1r*>—5% z=(—5)% 5 o5

e) w=x2+y?+z%x =rsenpcosB;y =rsenp sen0;z =
ow ow oOw

rCcos @; ;; %; E
. da . P -
2. Encuentre la derivada total ﬁ mediante dos métodos: a) utilice la regla de

la cadena; b) realice la sustitucion de x e y antes de derivar.

a) u=e*y+eYx;x =cost; y=sent.
b) u=lnyx+x%3x=e7t y=et.

¢ u= ;x =3sent; y=Int.

y-et’

d) u=\/%yz;x=Rcost; y=Rsent; z=H.

3. Demostrar, que si u= G(x*>+y%+z?), donde x = Rcos pcosB;y=
Rcos ¢ sen 0

u u

Y z = R seng, entonces, — =0 —=0.
@ Y Y 28
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a ] .
4. Hallar% y %, si z=arctg % donde x =ucosv, y=usenv.

9%z 0%z 9%z . ) 2. _
5. Hallar — 320 357 9xay siz = f(u,v), donde u=x*+y?* v=uxy.

6. Se introduce agua en un tanque que tiene forma de cilindro circular recto a

3 3 ,
una tasa de T m El tanque se ensancha de modo que, ain cuando

/ min
conserva su forma cilindrica su radio se incrementa a una tasa de 0.18 cm /
min. jQué tan rapido sube la superficie del agua cuando el radio es de 1.5 m

y el volumen del agua en el tanque es 15T m3?

7. Una cantidad de gas obedece a la ley del gas ideal con k = 1.2, y el gas estd
encerrado en un recipiente que se calienta a una tasa de 4 K / min. Si en el
instante en que la temperatura es de 310 K, la presion es de 5 atm y decrece a
la tasa de 0.1 atm / min, calcule la tasa de variacion del volumen en este
instante.

8. Una pared de retencion forma un angulo de 120° con el suelo. Una escalera
de 7 m de longitud esta recargada contra la pared y su parte superior se desliza
hacia abajo sobre la pared a una tasa de 75 cm /s. ;jQué tan rapido varia el
drea del triangulo formado por la escalera, la pared y el piso cuando la
escalera forma un angulo de 30° con el suelo?

9. Aplicando la definicion encontrar la derivada direccional de la funcion fen la
direccion que se indica.

a) f(x,y) =4x? +9y?, 6 =45°
b) f(x,y) =5x3y + 3xy? 6 = 60°.
¢ f(x,y,z) =2x*+3y?—8z% a=
d) f(x,y,z) =4x* —5xy +3yz; U=

e flx,y) =

q|u:w|ﬁ

B
+

NN

3. 4.,
U'—-E l—'E_L

x2+y2’

10. Halle el valor de la derivada direccional en el punto Py para la funcion en la
direccion de U.

a) f(x,y) =x%—2xy% U=cosmi+senmj; Py(1,—2).
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b) h(x,y) =y?tg?x; U=— §\/§i+%j; P, (2,2).
¢ gle,y)=x*y;, U= cosg i+ sen gj; Py(2,0).

1 . 1 . 1
d) flx,y,z) =In(x*>+y?+2%); U =5i-Fi- 3 k; Py(1,3,2).

e) glx,v,z) = cos(xy) + sen (yz); U= — % i+§j+§ k; Py(2,0,-3).

11. Encuentre el gradiente de la funcion.
x y?

a) g(x'Y) = x2+y2'

b) flx,y) =Inyx?+y2—09.

¢) h(x,y) = arctg ==

x2+y?’

d) f(x,y,z) =xe ¥ secz.
e) g(x,v,z) = e*?(senx — cos y).

12. Calcule la gradiente y la tasa de variacion de la funcion, en la direccion de U
en P.

a) f(x,y) =x%-2xy+y?% P(-2,2); U=§ i+§j.

., V3,
b fOoy) =InxZ+yE—9;P(2,5); U=~ 2i+2 ],

¢ f(y,2)=x2+y? —4yz P(-2,1,-3); U=2i-$j+2k
T 1 . 1 . 1
d) g(x,y,z) = cos 3x cos 5x sh 6z; P(E’O'O)' U= = i— ﬁ] - 5k
13. Dibuje un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel de la funcion
g, y) =e*¥ | para e®e*letye8 Tambien muestre la

representacion de Vf(2,1) cuyo punto inicial es (2, 1).

14. Construir un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel de la funcion
h(x,y) = x% — 4y, para 8, 4, 0, -4 y -8. También muestre la representacion de
Vf(—2,2) cuyo punto inicial es (—2,2).

15. Hallar la derivada de la funcion z = e* cos y + eYsen x en el punto P(1,0),
en la direccion que va desde éste al punto M(—3, 3).

16. Encuentre la derivada de la funcion u = x?+y? —4xz en el punto
Q(3,1,—2), en la direccion que va desde éste al punto R(—6, 3,4).
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17. Calcule la derivada direccional de la funcion u = 2x? — 6yz + 10 en el punto
R(2,4,—2) en la direccion que forma dangulos iguales con todos los ejes de
coordenadas.

18. Determine la direccion a partir del punto (1,3) para el cual el valor de f

permanece constante si f(x,y) = e3Yarc tg (%)

19. Hallar la derivada de la funcion u = x* — xy + y? en el punto A(2,2) en la
direccion que forma un angulo 8 con la direccion positiva del eje “x”. jEn qué
direccion esta derivada: a) alcanza el valor madximo; b) alcanza el valor

minimo; c) es igual a 0?

20. Una ecuacion de la superficie de una montaiia es u = 1200 — 3x2 — 2y?
donde la distancia se mide en metros, el eje “x” apunta hacia el este y el eje y
hacia el norte. Una alpinista se encuentra en el punto que corresponde a
(—10,5,850). @) ;Cudl es la direccion de mdxima inclinacion? b) Si la
alpinista se desplaza en la direccion este, jella asciende o desciende, y a que
tasa? c) Si la alpinista se desplaza en la direccion suroeste, ;jella asciende o
desciende, y a que tasa? d) ;En qué direccion recorre la alpinista una curva

de nivel?

1.11.8. Problemas sobre derivadas implicitas

. dy d%y
1. Determinar —— —
y dx?’

™ de las siguientes funciones dadas en forma implicita.

a) 1+ xy =In(e™ +e™).
b) x*+y%?+ 2axy = 0.

) y=1+y*~

d) cos(x +y) =y senx.

7]

a o . .
2. Halle £ y 5 de las siguientes funciones dadas en forma implicita.

a) 5x2 +y2 + 2% —3xy + 4xz — 15 = 0.
b) z=(x3+y3)sen 2xz.

¢) ye*¥%*cos5xz = 5.

d) zeY? 4+ 2xe** —4e* = 3.
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dz 9z 9%z 0%z 9%z . x? 2 z?
4+l 4=,

ax’ ax’ ox2’ axoy’ oay?’ a? b2 2

3. Calcular

4. Determinar dz y d?*z, para el sistema de valores x =2,y =0y z =1, si z es
una funcion de las variables x e y determinada por la ecuacion

2x2+2y2+2z2—-8xz—z+8=0.

1.11.9. Problemas sobre aplicaciones de las derivadas parciales

1. Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y de las rectas normales a las
siguientes superficies en los puntos que se indican.

a) x> +y*+2%2=22; (3,-3,2).
b) x*+y%?—5z=10; (4,3, 3).
C) x2 +y2 _Zz = 4’ (2,—3, 3)
d) y=-e*cosz; (1,e,0).
— 3% . T
e) z=e3*sen 3y; (0,6,1)-
ﬁ x2/3 +y2/3 +ZZ/3 = 14-’ (—8,27, 1)
g) x> +y?+2z%2=2Rz; (Rcosa,R sena,R).
h z=y+ lnf; (1,1, 1.
) 201 =8 (2,2,1)

j) z=arctyg (%), (1,1,%).

x2 yZ
priLey
a b2

iguales con los ejes coordenados?

2
2. ;En qué puntos del elipsoide +j—2 =1 la normal forma dangulos

3. Hallar en la superficie x* + 2y? + 3z% + 2xy + 2xz + 4yz = 8, los puntos
en los que los planos tangentes son paralelos a los planos coordenados.

4. Si las superficies x* + y* —z = 8; x — y? + z? = —2, se intersecan en una
curva, determine las ecuaciones de la recta tangente a la curva en el punto de
interseccion (2,—2,0).

5. Silas superficies x =2+ cosmyz; y = 1+ sen nxz, se intersecan en una
curva, determine las ecuaciones de la recta tangente a la curva en el punto de
interseccion (3,1, 2).
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6. Pruebe que las esferas x*+y*+z2=a%> y (x—b)?+y?+2z2=(b—
a)? son tangentes en el punto(a, 0, 0).

7. Demuestre que las superficies 4x*+vy?+9z2 =108 y xyz = 36 son
tangentes en el punto (3, 6, 2).

8. Se dice que dos superficies son perpendiculares en un punto de interseccion
Py si los vectores normales a las superficies en Pg son ortogonales. Demuestre
que en el punto (1,—1,2) la superficie x*> —2yz + y3 = 4 es perpendicular
a cada miembro de la familia de superficies x* + (4c — 2)y? —cz?> + 1 = 0.

9. Encuentre los extremos relativos y los puntos de silla si existen, de las
siguientes funciones.

a) fx,y) = (x— 1)+ 2y2
b) flx,y) =x3y*(6—x—y),(x>0,y>0).

¢ f(x,y)=xy /1— Zor

d) fx,y) = (x* +y?) e ),
0 2= (B 7

f z=x>+y?—6x—8y+09.
g z=2+2x+6y—x%—y%
h) z=x2+y2+1.

i) z=4xy?—2x%y —x.

) flx,y) =e*seny.

10. Determine los extremos condicionados de las funciones.

a) z=x*+y? si ;—C+§=1.

b) flx,y) =4x?>+2y?+5, si x2+y%2—-2y=0.
c) z=ax?+2bxy +cy? si x?+y?=1.

d) z = cos?y + cos?x, si x—y=%.
e) u=xyz, conlascondiciones: x+y+z=5y xy+yz+zx=8.
f u=x—-2y+2z si x?2+y*+z2=1.

g fl,y,z)=x*+y*+z% si3x—2y+z—4=0.

h) u=xyz, si x*+2y?+4z% =4,
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11. Obtenga los extremos absolutos de la funcion cuyo dominio es la region
acotada y cerrada R del plano xy.

a) z=x?—2xy + 2y; Restd acotada por: y = 4 — x? y el eje x.

b) f(x,y) =x%+y3—3y; R es la region limitada por la circunferencia
(y—12+x%2=1.

¢) z=senx+ seny;R es la region acotada por el cuadrado cuyos vértices
son (0,0), (m,0), (0,) y (m, ).

12. Determine los tres numeros positivos cuya suma sea 36 de modo que su
producto sea el mayor posible.

13. Obtenga tres numeros positivos cuyo producto sea 36 de manera que su suma
sea la mas pequeria posible.

14. Encuentre los puntos de la curva de interseccion del elipsoide x* + 4y? +
47?2 = 4 yel plano x = z + 4 y que estén mas cerca del origen, y calcule la
distancia minima.

15. Suponga que t horas después de la inyeccion de s miligramos de adrenalina la
respuesta es R unidades, y R =te *(a—s)s, donde a es una constante
positiva. ;Qué valores de s y t produciran la respuesta maxima?

16. Se construye una caja rectangular cerrada con un volumen de 500 cm’
empleando tres tipos de materiales. El costo del material para el fondo y la
tapa es de $ 0.09 por cada centimetro cuadrado, el costo del material para el
frente y la parte posterior es de $ 0.07 por centimetro cuadrado. Calcule las
dimensiones de la caja de modo que el costo de los materiales sea el minimo.

17. La temperatura T en grados en cualquier punto (x,y, z) de la esfera de radio
9, esta dado por T = 110x y?z. Calcule los puntos de la esfera donde la
temperatura es la mdaxima y también los puntos donde es minima. Ademds,
determine la temperatura en estos puntos.

18. Un trozo de alambre de L unidades de longitud se corta en tres partes, una
parte se dobla en forma de circunferencia, otra se dobla en forma de cuadrado
v la tercera parte en forma de triangulo equildatero. ;Como debe cortarse el
alambre para que a) el drea combinada de las tres figuras sea la minima
posible, y b) el area combinada sea maxima?
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19. Determine la distancia mayor y menor desde el origen a la curva de

2
interseccion de las superficies x* +3y? +2z2 =30 y 2z= x;

20. Los puntos M y N estan situados en diferentes medios opticos, separados el
uno del otro por una linea recta (Fig. 1.44). La velocidad de propagacion de
la luz en el primer medio es v, en el segundo, v2. Aplicando el principio de
“Fermat”, segun el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la linea
MON, para cuyo recorrido necesita el minimo de tiempo, deducir la ley de
refraccion del rayo de luz.

Figura 1.44
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2. INTEGRALES MULTIPLES

2.1. Introduccion

El propésito especifico de este capitulo es extender el concepto de integral definida
de funciones de una variable independiente, a funciones de varias variables. Se
estudiaran las definiciones de integrales dobles en coordenadas rectangulares y
polares, asi como también sus aplicaciones geométricas y fisicas. Posteriormente
extenderemos estos conceptos a la integral triple y de la misma forma veremos sus
aplicaciones.

Para poder simplificar algunos ejemplos de integrales triples que cumplen algunas
condiciones especificas, es necesario recordar otros sistemas de coordenadas para
el espacio tridimensional, tales sistemas son los de coordenadas cilindricas y
coordenadas esféricas, con lo cual daremos inicio a este capitulo.

2.2. Coordenadas cilindricas y esféricas

2.2.1. Coordenadas cilindricas

Su nombre proviene del hecho de que la grafica de » = ¢ es un cilindro circular
recto (Fig. 2.1b). Este sistema es una extension de las coordenadas polares a tres
dimensiones. La representacion de un punto en coordenadas cilindricas es (1, 8, z),
donde r y 8 representan las coordenadas polares de la proyeccion de P en el plano
polar y z es la distancia dirigida desde el plano polar hasta P (Fig. 2.1a). Se les
aplica con frecuencia en problemas fisicos en los que tienen un eje de simetria.
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Az Az
Az
S &ky,2)
(r8,2) ~. 82
L
z
z
0l ‘ - o ! .
AN y X 6 & A
0 o ™l L 0 v N 0000 S e e 94
% X
r=c
a) b) ¢)
Figura 2.1

Como no puede ser de otra manera existen relaciones entre coordenadas
rectangulares y coordenadas cilindricas, como observamos en la (Fig. 2.1c), estas
relaciones vienen dadas por las siguientes ecuaciones:

X =1rcos0; y=rseno; zZ=2z
2 _ 2 2 _Y _
re =x°+y% tg9—; six#0;, z=z

Ejemplos:
1. Encuentre una ecuacion en coordenadas cilindricas para cada una de
las siguientes superficies cuyas ecuaciones se dan en coordenadas
cartesianas.

a) x*+y?+52%2 =25

Solucién:
Reemplazamos a x2 + y? por r? y despejamos .

25-12

+ (Fig. 2.2).

2 +5z%2 =25 - zz=§(25—r2) W oz=4
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&

)
&7

100 -100
50 -50

Figura 2.2
b x?—-y*=z
Solucioén:
Reemplazamos a x por rcos & y a y por rsenf, vy

luego simplificamos hasta despejar z.

(rcos@)? — (rsen@)?> =z — r?(cos? —sen?8)=z - r?cos20 =1z

z=1r%cos20 (Fig.2.3).

Figura 2.3
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2. Determine el conjunto principal de coordenadas cilindricas del punto
que tiene las coordenadas cartesianas indicadas.

a) (4,4,-2).

Solucion:
Encontramos el valor de ry 6 de la siguiente manera.

r2=x24+y2 & r=x2+y2 & r=v16+16 = 4V2.

Se toma solo el positivo ya que 7 indica distancia y esta no puede ser
negativa, lo que se modifica es el angulo.

5t
y 0 =—.

4 T
0 =arctg (%) =arctyg (Z) =arctg(1) ~ 6= Z 2

Como valores principales del angulo, por lo que los puntos serian:
T St
P, (4\/5,1, —2) y P, (4\/2,7, —2).

b  (-3v3,3,6).

Solucién:
Encontramos el valor de ry 6 de la siguiente manera.

r2=x24y2 . r=x24+y%2 ~ r=27+9=+36=6.

Se toma solo el positivo ya que r indica distancia y esta no puede ser
negativa, lo que se modifica es el angulo.

_ Y) - )= _VB) gl 5T
t9—arctg(x)—arctg<_3\/§ —arctg< 3 ~ 0= 3 y0—6.

Como valores principales del angulo, por lo que los puntos serian:

P (6 ST 6) P (6 Hn 6)
1 r y 2 " ')
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3. Encuentre una ecuacion en coordenadas cartesianas para la superficie
cuya ecuacion se da en coordenadas cilindricas.

a) r =3cos6.

Solucion:
Multiplicando ambos lados de la ecuacion dada por » se obtiene:

r? = 3rcosf

Como r2=x%2+y? y x=rcosf,tenemos: x%+y?=3x

R Y RS
SRV R Y SR )

Que es la ecuacion de un cilindro circular recto, cuya seccion transversal
esta en el plano “x)” y es la circunferencia de centro

3 . 3 .
(E’O) y radio = > (Fig. 2.4).

Figura 2.4

b) r(3cosB + 2senf) + 6z = 0.

Solucion:
Multiplicando por r se obtiene:

3rcosf + 2r senfd + 6z =0
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Como x =rcosf e y =71 sen 8, tenemos: 3x +2y + 6z =0.

Que es la ecuacion de un plano que pasa por el origen y tiene el vector
(3,2,6) como un vector normal (Fig. 2.5).

Figura 2.5

4. Determine las coordenadas cartesianas del punto que viene dado en
coordenadas cilindricas.

a) (3%5)

Solucion:
Utilizando las ecuaciones que relacionan las coordenadas rectangulares y
cilindricas tenemos:

T

x=rcosf - x=3cos§ ~ x=0.
T

y=rsenf - y=35en§ Wy =3,
z=z +~ z=025.

Por lo tanto, el punto en coordenadas cartesianas es: (0, 3, 5).
b (1,1,1).

Solucion:
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Utilizando las ecuaciones que relacionan las coordenadas rectangulares y
cilindricas tenemos:

x=rcosf -~ x=1cos(l) ~ x=0.540
y=rsenf y=1sen(l) -~ y=0.841
z=z «~ z=1

Por lo que el punto en coordenadas cartesianas es: (0.540; 0.841; 1).

2.2.2. Coordenadas esféricas

Como su nombre indica, proviene de que la grafica p = ¢ es una esfera (Fig. 2.6b).
En un sistema de coordenadas esféricas se tiene un plano polar y un eje z
perpendicular al plano polar, con el origen del eje como el polo del plano polar. La
representacion de un punto en coordenadas esféricas se representa por medio de
tres nlimeros, por lo que P est4 representado por (p, 8, ), donde p = |OP|, 6 es
la medida en radianes del angulo polar de la proyeccion de P en el plano polar, y
@ es la medida en radianes no negativa del angulo menor medido desde la parte
positiva del eje z a la recta OP (Fig. 2.6a). El origen en coordenadas esféricas se
toma como (0, 8, ¢), donde 6 y ¢ pueden asumir cualquier valor. Si el punto P
no esta en el origen, entonces p >0 y 0<¢ <7, donde ¢ =0siPestienla
parte positiva del eje z y ¢ = m si P se encuentra en la parte negativa de z.

Az
Ss P(x,v,2)
S . (p69)
i
z
e ,
0 : r o,
y
% [} >
,,,,,,,,,, ‘e
o
p=c c>0 X
a) b) c)

Figura 2.6

Las coordenadas esféricas se utilizan frecuentemente cuando en un problema fisico
se tiene un punto como centro de simetria.
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Si colocamos juntos a los dos sistemas de referencia (Fig. 2.6¢), podremos deducir
las relaciones entre unas y otras de un punto P de la siguiente manera:

x =10Q| cos 6; y =10Q|sen 6 z =|QP|

Como |0Q| = pseng vy |QP| = pcos, las ecuaciones anteriores quedan de
la siguiente manera:

X = psen @ cos0; y =psen ¢ senl Z = pcos @

Elevando al cuadrado las expresiones anteriores y sumando los miembros
correspondientes tenemos:

x2 +y% + 2% = p? sen?p cos?0 + p? sen?@ sen?6 + p? cos?¢
x2 4+ y% + 2% = p? senp (cos?0 + sen?0) + p? cos?e

x2 4+ y? + 2% = p? (sen?p + cos?¢p)

x2+y?+ 2% =p?

Ejemplos:

1. Determine las coordenadas cartesianas del punto que viene dado en
coordenadas esféricas.

v (622

Solucion:
Utilizando las ecuaciones (2.4) tenemos:

P 6 T T 6 V2 3 3V6
= o = — — o = k — k —— o = —

X = p sen ¢ cos x sen 4 cos x > > x >
p 6 T T 6 v2 1 3vV2
= = — - o =6x—x* — =—

Yy = p sen ¢ sen y sen o sen - y >3 y >

T V2
z=pcose - Z=6COSZ Z=6*—2 L z=3V2

. 3v6 342
Por lo tanto, el punto en coordenadas cartesianas es: (T\/_’T\/_’ 3\/?)
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b (622

Solucion:
Utilizando las ecuaciones (2.4) tenemos:

T T
x=psen@pcosf -~ x=8sen—-cosz -~ x=8x*x1x—- =~ x=4
2 3 2
T T 3
y=psen@sent - y=85en55en§ y=8*1*\/7_ L y=4/3
T
z=pcose - Z=8COSE ~ z=8+x0 -~ z=0.

Por lo tanto, el punto en coordenadas cartesianas es: (4, 44/3, O).

2. Determine el conjunto principal de coordenadas esféricas del punto que
tiene las coordenadas cartesianas indicadas.

9 (1,-1,—-2).

Solucion:
Encontramos el valorde » y 6 de la siguiente manera.

X2+y:+z2=p% - p=\/12+(—1)2+(—\/§)2 Lop=2.

Se toma s6lo el positivo ya que p indica distancia y esta no puede ser
negativa, lo que se modifica es el angulo.

_ (z)_ -2 ) _37‘[
@ = arc cos P = arc cos L= T

X 1

6 = arc cos( ) = arccos

pseng 2*3@11%

Como valores principales del angulo, por lo que los puntos serian:

T 3
P, (2; 7 + 2km; T) parak =0,1,2, .....
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b) (2,2,2).

Solucién:
Encontramos el valorde » y 6 de la siguiente manera.

x24+y2+z2=p% . p=+/22422422 . p=2V3.

Se toma s6lo el positivo ya que p indica distancia y esta no puede ser
negativa, lo que se modifica es el angulo.

z 2
=arccos |—|=arccos |—| - =0.3m.
¢ (p) (2@) ¢

2
6 = arc COS( ad ) = arc cos <—> 0= i + 2km.
p sen ¢ 2+/3 * sen (0.3m) 4

Como valores principales del angulo, por lo que los puntos serian:
T
Py (2\/§; 1 + 2km; 0.377) parak =0,1,2,.....

Encuentre una ecuacion en coordenadas cartesianas para la superficie
cuya ecuacion se da en coordenadas esféricas.

a) p=09.

Solucion:
Como p2=x%+y2+4+2z2- p=./x2+y2+22 por lo que

tenemos:

Ix2+y2+22=9 x2+y2+22:81.

Cuya grafica es una esfera de centro en el origen y radio 9 (Fig. 2.7).
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Figura 2.7

b) p = 4cos .

Solucion:

Como z=pcosep — cosp = % reemplazando en la ecuacion dada
tenemos:
z
p =4*; w pt=4z pero p?=x%+y?+z*2

x2+yr+z2 =4z ~ x*+y*4+2°-42z=0
x2+yrt+(z—-2) =4

La grafica de la ecuacion es una esfera de centro en el punto (0,0,2) y
radio r = 2 (Fig. 2.8).

Figura 2.8
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. Encuentre una ecuacion en coordenadas esféricas para la superficie
cuya ecuacion se da en coordenadas cartesianas.

a x*+y*=09.

Solucion:
Reemplazando a x por p sen ¢ cos 6 y ay por p sen ¢ sen 6 tenemos:

(psen @ cosB)? + (psenpsenf)? =9
pisen?@(cos?0 + sen?0) =9 .~ p?sen?p =9 . p=3csco.

El grafico es un cilindro (Fig. 2.9).

Figura 2.9

b  x*+y?=1z>2

Solucion:

Reemplazando a x por p sen ¢ cos 8,y ay por p sen ¢ sen 6,y a z por
p COS ¢ tenemos:

(p sen @ cos 8)? + (p sen ¢ sen8)? = (p cos @)?
p?sen?p(cos?0 + sen?0) = p2cos?q - p?sen®@ = p?cosie
tg?p = 1.

El grafico es un cono eliptico (Fig. 2.10).

Analisis Matematico para Ingenieros
Calculo integral de funciones de una variable
TOMO 2



139

Figura 2.10

2.3. Integrales dobles

2.3.1. Definicion de integral doble

Sea funa funcion de dos variables x e y, definida en una region rectangular cerrada

R. La integral doble de f'en R, denotada por ], = f(x,y)dA, estd definida por:

laf-

fff(X.J’)dA = limoif(xi'yi)AiA
R i=1

Demostracion:

Considere la region rectangular cerrada de la figura 2.11a, la cual se denotara por
R,y sea funa funcion definida sobre R. La region R se considerara como una region
de integracion. Lo primero que debemos hacer para el estudio de la integral doble
es definir una particion A en R. Esto lo conseguimos trazando rectas paralelas a los
ejes “x” e “y” con lo que se obtiene una red de subregiones rectangulares, la norma
de esta particion denotada como |[|A||, esta definida por la diagonal mas grande de
las subregiones rectangulares de la particion. Elegimos la longitud de la diagonal
por que representa la distancia mas grande entre dos puntos cualesquiera de una

subregion rectangular. Numeramos las subregiones de manera arbitraria y
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consideramos que en total es n. Denotamos el ancho de la i-ésima subregion por
A;x y su longitud por A;y. Ahora bien, si A;A unidades cuadradas es el area de la
i-ésima subregion rectangular tenemos:

Al'A = Al'x * Aly
Sea (x;, y;) un punto arbitrario de la i-ésima subregion, y sea f(x;, ;) el valor de

la funcion en este punto. Consideremos el producto f(x;, v;)A;A. Asociado con
cada uno de las n subregiones se tiene uno de estos productos, y su suma es:

Zn:f(xi'yl')AiA

Llamada sumatoria de Riemann de una funcion de dos variables. Si obtenemos el
limite de esta sumatoria conforme la norma de la particion de R se aproxima a cero,
nos conduce a la definicion de integral doble asi tenemos que:

Zf(xl,yl)A A= ff f(x,y)dA. Lcqd.

IIAII
bzhy Ax (bl, bz) bz“y Ax (bl, bz)
(xi, ¥:) T =t (xi, vi)
L 7 L
& [ Ay [ LAYy
A — 7
] N,
~ 4
V4
0 Bis O‘ﬂk + b,
a, X a, = X
a, a,
(al, bl) (all bl)
a) b)

Figura 2.11

Si una funcién de dos variables es continua en una region rectangular cerrada R,
es condicion suficiente para que la integral doble exista, entonces se dice que f'es
integrable en R.
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Generalizando la definicion de integral doble a una regiéon mas general, como la
que se muestra en la figura 2.11b y siguiendo el mismo procedimiento de
demostracion del caso de una region rectangular, podemos concluir que la
definicion no tendra ninguna modificacion ya que el limite de la sumatoria de
Riemann es el mismo sin importar como se subdivida R.

Asi como la interpretacion geométrica de la integral de una funcioén de una sola
variable, estd en términos del area de una region plana, la integral doble puede
interpretarse geométricamente en términos del volumen de un sdélido
tridimensional, limitado en la parte superior por la grafica de f'y en la parte inferior
por la region R del plano “xy”.

2.3.2.  Definicion del volumen de un sélido
Sea f'una funcion de dos variables y continua en una region cerrada R del plano
xy, tal que f(x,y) = 0 para todo (x,y) de R. Si ¥ unidades cubicas es el volumen

del sélido s que tiene la region R como su base y cuya altura es f(x, y) unidades
en el punto (x, y) de R, entonces:

V= lilrEO =1 f G y)AA = [f, fCx.y)dA. Leqd.

lIA]

Demostracion:

)

f v
o T - Fap— b2 »
y
Al-x
b, 7
x |
A .
4 (x5, Vi)
Figura 2.12
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Supongamos que la funcién f es continua en una region cerrada R de R?, y que
f(x,y) es no negativa en R. La grafica de la ecuacion z = f(x,y) es una
superficie que se encuentra por arriba del plano xy, como se muestra en la figura
2.12. Esta figura presenta una subregion particular de R, cuyas dimensiones son
A;jx y A;y. La figura 2.12 muestra también un solido rectangular que tiene esta
subregion como base, y f(x;, ¥;) como medida de su altura. Entonces el volumen
del solido rectangular esta determinado por:

AV = f(xiryi)AiA

El nimero A;V es la medida del solido referencial, de modo que la suma de las
medidas de los volimenes de los n s6lidos como este es:

if(xi'Yi)AiA

Por lo que llevando al limite esta suma, nos da el volumen del solido limitado por
la parte superior por la grafica de f'y en la parte inferior por la region R en el plano

29

uxy .

V= lim X f (i y08A = [ fOxy)dA. Legd.

2.3.3. Propiedades de la integral doble.

1. Si c es una constante y la funcion f es integrable en una region cerrada R,
entonces ¢ *f'es integrable en Ry

I, ¢ fC,y)dA=c [f, f(x,y)dA

2. Si las funciones 'y g son integrables en una region cerrada R, entonces la
funcion f + g es integrable en Ry

Jle UFCGey)+glyldd=[f, flx,y)dA+ [, g(x,y)dA
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3. Si las funciones /'y g son integrables en una region cerrada R y ademas
f(x,y) = g(x,y) paratodo (x,y) de R, entonces

I, fG,y)dA = [f, g(x,y)dA

4. Sea funa funcion integrable en una region cerrada R, y suponga que m y M son
dos ntimeros tales que m < f(x.y) < M para todo (x.y) de R. Si 4 es la
medida del area de la region R, entonces

mA < [[. f(x,y)dA < MA,

5. Suponga que la funcion f'es continua en la region cerrada R y que la region R
se compone de dos subregiones R y R> que no tienen puntos en comun excepto
algunos puntos en parte de sus fronteras. Entonces

[, Fy)dA=[f, fGy)dA+ [f, fGy)dA.

2.3.4. Integral Iterada

Asi como para encontrar el valor de la integral de una funcioén de una sola variable,
existe el segundo teorema fundamental del calculo, para calcular el valor de la
integral doble tenemos el teorema de Fubini, que establece que las integrales
dobles sobre regiones cerradas rectangulares o de otras formas con valores
positivos o negativos en el caso de una funcion f pueden ser calculadas como
integrales iteradas. Esto quiere decir que podemos calcular una integral doble
integrando una sola variable cada vez, utilizando para eso las técnicas de
integracion ya conocidas. Ademas, dice también que la integral doble puede
calcularse integrandose en cualquier orden.

2.3.4.1 Teorema de Fubini

1. Si f(x,y) es continua en la region rectangular R (Fig. 2.13a):a < x < b, ¢ <
y < d, entonces

[, feyyda=[" [ fx,y)dxdy =["[*f(xy) dy dx
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2. Sea f(x,y) continua en una regién R.

a) Si R estd definida pora<x<b, fi(x) <y<fo(x),con f; vy f,
continuas en [a, b] (Fig. 2.13b), entonces

[l FGayyaa =[] [ f(xy) dy dx

b) Si R estd definida porc <y <d, g.(y) <x<g,(y),con g, ¥y g
continuas en [c, d](Fig. 2.13c), entonces

I, f&x,y)dA = fcd fiz((;))f(x, y) dx dy.

A A
y y y
’ - T TTTT Y RN
n - Cm
dJ L [Tl
c i ~LLL f, &) ‘ . )
9, 2
0| a b x > 0 a b x > 0 x
a) b) )
Figura 2.13

2.3.5. Determinacion de los limites de integracion

A veces en el calculo de una integral doble, lo que mas dificil se hace es determinar
los limites de integracion, por lo que a continuacion les ilustramos un buen
procedimiento.

a) Si la region nos permite integrar primero respecto a 'y y después respecto a x,
procedemos como sigue:

i. Imaginemos una recta vertical L que corta a R seglin la direccion creciente
de y (Fig. 2.14a).

ii. Integramos desde el valor de y del punto donde L entra en R (limite inferior
de la integral) hasta el valor de y del punto de salida (limite superior).
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iii. Elegimos los limites en x donde se incluya a todas las rectas verticales que

pasan por R.
A A
y - . v
Limite superior. | Limite inferior. \
T [T~ ol BV y L
f, (x). {
| { H |
R \——R JLimite superior.
) - . T
- f . (x). x 1
Limite inferior. g1(y)4 QZ(Y)-
| » »-
0 a | b x 0 X
a) b)
Figura 2.14

b) Si la region nos permite integrar primero respecto a x y después respecto a y,
procedemos como sigue:

i. Imaginemos una recta horizontal L que corta a R segin la direccion
creciente de x (Fig. 2.14b).

ii. Integramos desde el valor de x del punto donde L entra en R (limite inferior
del 1 integral) hasta el valor de x del punto de salida (limite superior).

iii. Elegimos los limites en y donde se incluya a todas las rectas horizontales
que pasan por R.

Ejemplos:

1. Obtenga un valor aproximado de la integral doble

if(Sy —2x%)dA

Donde R es la region rectangular que tiene vértices en (—1,1) y (2, 3).
Considere una particion de R generada por las rectas x =0, x =1y x =
2, y tome el centro de la i-ésima subregion como (x;, y;).

Solucién:

En la figura 2.15 se muestra la regién R dividida en seis sub regiones
que son cuadrados cuyos lados miden 7 unidad. Asi, para cada

i, A;A = 1. En cada subregion el punto (x;,y;) es el centro del cuadrado.
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Una aproximacion de la integral seria:
f (3y — 2x2)dA = £(—0.5,1.5) * 1 + £(0.5,1.5) * 1 + £(1.5,1.5) * 1 +
R

£(15,2.5) 1+ £(0.5,2.5) * 1 + f(—0.5,2.5) * 1

=4%x14+4«1+0x1+4+3«1+7x1+7x1

= 25.
A y
(-1,3) (2,3)
* L *
(-0.5,2.5)[(0.5,25) | (15,25
* > *
(-0.5, 1.5)[(0.5,1.5) [ (1.5, 1.5)
(4.1) (2,1)
>
0 X

Figura 2.15

2. Obtenga un valor aproximado de la integral doble

J (v? — 4x)dA

R
Donde R es la region rectangular que tiene vértices en (—1,0) y (1, 3).
Considere una particion de R generada por las rectasx =0,y =1 ey =
2, y tome el centro de la i-ésima subregion como (x;, y;).

Solucioén:

En la figura 2.16 se muestra la regién R dividida en seis sub regiones
que son cuadrados cuyos lados miden 7 unidad. Asi, para cada

i, A;A = 1. En cada subregion el punto (x;,y;) es el centro del cuadrado.
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(1.3)

(-05 25)T—® o—(0.5,25)

(-0.51.5)—® +—(0.5.15)

(- 0.5, 05)T—® e—|(05 05)

=y

(-1,0) O
Figura 2.16

Una aproximacion de la integral seria:

f f (y% — 4x)dA = f(=0.5,2.5) * 1+ £(0.5,2.5) * 1 + f(—0.5,1.5) * 1 +

£(0.5,1.5) * 1 + f(—0.5,0.5) * 1 + £(0.5,0.5) * 1
=825+%1+425%x1+425%1+025%1+225%1—1..75x1
= 17.5.

3. Aplicando el teorema de Fubini calcular las siguientes integrales
dobles.

@ [T+ ydydx = [ dx [ (x+y)dy.

Solucién:

Aplicando el teorema, en el ejemplo primero integramos respecto a y,
donde x permanece constante, luego integramos respecto a x y
encontramos la respuesta.

Ofldx-f(x+y)dy=f[xy+%y2]

1

Loy = <+1)d
0
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1
1

1
fx+ dx—[2x+ x”o E E
0

b) fol f;zxyzdy dx = fol dx f;zxyzdy.

Solucién:

Aplicando el teorema, en este ejemplo primero integramos respecto a
v, donde x permanece constante, luego integramos respecto a x y
encontramos la solucion.

1

x 1
fdxfxyzdydx=f[x*—y]| pdx == f(x —x7)dx.
x2 0

0

%Of(x4_x7)dx_3[5x __x] [5 8]~ 40’

) f_33 f;2_4(x + 2y)dx dy = f_33 dy f;2_4(x + 2y)dx.

Solucion:

Aplicando el teorema, en este ejemplo primero integramos respecto a
x, donde y permanece constante, luego integramos respecto a y y
encontramos la solucion.

3 5 3 1
fdy f(x+2y)dx= f[z 2
-3 yZ-4 -3

3
25 1
~ [[Z+10y-50% -7 - 2907 - )] ay =

3

9 1
= J-(E+ 18y + 4y? — 2y3 —Ey‘*)dy

-3

[2y+9y +3y -3 ——y]|
2 g1436- 228 27 L g1-36- L1 28 504
(2 2 10) ( 2 2 10) ‘
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d) f_’::fz f03 5 1 25en20 dr df = f::/zz do f03 €056 125en20 dr-.

Solucién:
Aplicando el teorema, en este ejemplo primero integramos respecto a r,

donde 6 permanece constante, luego integramos respecto a 8 y
hallamos la solucion.

/2 3cosf /2 [1 3cosf
f_”n/z do [, " risen0 dr = f_nn/z [5 r3 senze] | o0 46=

= %fn/z [27 cos®0 sen?0]d6 = 9fn/2

/2 —n/Z[ (1 — sen?0) sen?0] cos 0 do =

= 9 [Lsen6 — Lsenss) |_"1{jz —off-lel-Y=o(2)=2.

. Colocar los limites de integracion, en uno y otro orden, en la integral

doble
i [ ranaa

Para las regiones R que se dan a continuacion.

a) R esunrectangulo cuyos vértices son:
(0,0),(2,0),(2,1) y(0,1).

Solucién:

En todos los ejercicios es importante primero hacer la grafica para poder
colocar los limites de integracion de forma correcta, sino no se grafica
no se puede prever la secuencia de estos.

i. La primera integral a calcular respecto a “y” (Fig. 2.17a).
2

1 2 1
[ ax j £ y)dy = j j £(x,y) dy dx.

0
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ii. La primera integral a determinar sera respecto a “x” (Fig. 2.17b)
1

[y [ reyax= [ [ reoyyaxa.
0 0 0

0

Figura 2.17

b) R esun paralelogramo cuyos vértices son:
(1,2),(2,4),(27) y (1,5).

Solucion:

-

s
7
6
5
4
3
2
1
0

uhuuuuuuuuuuuuuuin 00 02 04 06 0S 10 12 14 16 1S 20 22 24 26 28 30
X

a) b)
Figura 2.18

i. La primera integral a calcular es respecto a “y” (Fig. 2.18a).
2x+3 2 2x+3

f dx f fCy)dy = f f fGx,y) dy dx.

. La primera integral a determinar sera respecto a “x” (Fig.
2. 1 8b)

4 23’ 5
[ av f £ y)dx + f dy f fCy) dx+ f dy f £x, Y.

z 20-3)
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c) R es la circunferencia x? + y? <

Solucion:

i. La primera integral a calcular es respecto a “y” (Fig. 2.19a).

f f FCy)dy + f dx f fy) dy.
Y o e

ii. La primera integral a determinar sera respecto a “x” (Fig. 2.19b)
iii.

0 Jaz-y? a Jaz—y?
fdy f f(x,y)dy+f dy f fGoy)dy.

Figura 2.19

En este ejemplo usando la simetria de la region con los ejes x e y, los
integrales quedarian.

a
primera integral respecto al eje "y" 4 f dx f flx,y)dy.

0
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d) R estd limitada por la hipérbola y?—x2=1y por la
circunferencia x? + y? = 9 (se considera la region de la figura 2.20).

Solucion:

i. La primera integral a calcular es respecto a “y” (Fig. 2.20a).

-2 Vo—xZ Vi+xZ
jdx | f(xy)dy+jdx | reyay +
—Vo—x2 -V1+x2
3 \/ﬁ
+ de J f(x,y)dy.
2 _vooxz

ii. La primera integral a calcular respecto a “x” (Fig. 2.20b).

V5 -Vy? V5 Vo-y?
j dy j f(xy) dx +j dy [ feuyydx+
-Jo-y? y2-1
1 Vo-y? -1 -
[ar [ rayacs jdy j Fy) dx +
SN N %
-1 \/9—3/2
+ [y [ ramax
-5 y2-1
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Figura 2.20

Utilizando la simetria tendriamos:

[I3EE]

Primera integral respecto a “y”.

2 V1+x2 3 V9—x2
4fdx f flx,y)dy +4f dx f flx,y)dy.
0 0 2 0

Primera integral respecto a “x”.

, NNCT
4fdy f f(x,y)dx +4f dy f f(x,y)dx.
0 0 1 =1

Invertir el orden de integracion en las siguientes integrales dobles.

12x

@ [ FOGy)dy dx = [ dx [15 f(x,y) dy.

Solucioén:
Primero hacemos el grafico. (Fig. 2.21a)

x1=0
x2=4-

¥y = 3x?

Para “x { Y, = 12x

Para “y”. {
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® 0
y y
) E)
I y=12x ! © y=12x |
'
E I = L!
1 )
® y=3x% | y=3x* |
10 l 10
|
2 1 1 2 3 4 3 2 1 1 2 3 4 H
10 b3 €0 X
2 L 2
30 30
40 40
a) b)

Figura 2.21

La integral con el orden de integracion invertido es (Fig. 2.21b)

JZ
48 3

fdyf f(x,y) dx.
iz

0

by [y [5Gy de

y2/2

Solucién:
Hacemos el grafico (Fig. 2.22a).

_y
€69 xl -
Para “x”. 2

2 X, =43 —y2

o

Para “y”. {;}1 -

Il
=

a)

Figura 2.22

La integral con el orden de integracion invertido es (Fig. 2.22b):
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1 V2x V3 V3—x?
Of dx f fCoy) dy + f dx f fxy) dy.

6. Calcular la integral doble

f f x dx dy
x% +y?
R
2
Donde R es un segmento parabolico, limitado por la parabola y = x? y

porlarectay = x.

Solucion:
Hacemos el grafico (Fig. 2.23) para poner los limites de integracion y
calcular.
-
y
y = (0€)2)
o4k
2 y=x
b
L
20 -15 10 05 05 10 15 20 25 30
X
al
Figura 2.23
V2y 2

f dy yf e | [gmee +y2] V2 - f ~lIn(2y +y?) ~ In2y?)ldy

0

2 2
1 1
=3 f In(2y + y2)dy — EJ- In(2y?)dy Integrando por partes tenemos:
0 0

1 1
Sy @y +y) -2y - Gy + )] |5 -5y n@y?) - 21| =

= %[2111(8)—4 + 2In(4) — 2In(2) — 2In(8) + 4] = In 2.
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2.4. Integrales dobles en coordenadas polares

Al definir la integral de una funcién f (x, y) sobre una region R, dividiamos esta
region con rectangulos. Los rectangulos son faciles de describir en coordenadas
rectangulares, y sus areas faciles de calcular. Sin embargo, cuando se trabaja en
coordenadas polares es mas facil subdividir R en “rectangulares polares”, de la
manera que describimos ahora.

Supongamos una region R acotada por los rayos 6 =ay 68 =0, y las
circunferencias v = a y r = b, como muestra la figura 2.24. Sea A la particion
que se obtiene al dibujar rayos que pasen por el polo y circunferencias con centro
en el mismo. La cual muestra una red de subregiones denominadas “rectangulos
polares”. La norma |[|A|| de la particion es la longitud de 1a mayor diagonal de los
rectangulos. Sea n el nimero de subregiones y A; A unidades cuadradas el area del
i-ésimo rectangulo. Como el area de la subregion es la diferencia de las areas de
dos sectores circulares, entonces

1 1 1
AA = Eri+12(9i+1 - 6)— zri2(9i+1 - 0)= E(ri+1 + 1) — 1) (011 — 6)
Sear, = %(ri“ +7); Ar=1,,—1; y A6 =6, —6; Entonces

AiA = T_'i Air Alg

Sea (7;, 6;) un punto arbitrario de la i-ésima subregion, donde 8; < 8; < 6;,, y
sea f(7;, ;) el valor de la funcién en ese punto. Considerando la suma del
producto f(7;, 8;) A;A tenemos:

n n
Z f(F,6,) MA = Zf(fi. 0,)7; A A6
1=1 i=1

Se puede demostrar que, si f'es continua en la region R, el limite de esta suma,
conforme [|A|| tiende a cero, existe y se considerara como la integral doble de f'en
R. De modo que se puede escribir

||£i||rilozf(fi'9_i) MA = if F(r,0)dA ©
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n
||£l||moz f(fi, 9_1) Fi Air ALH = jf f(T, 6)7" dr dé.
1=1 R

Ay 0=8
r=b 0=0i+1
r=risq
AT 0=0;
r=a R =
/
A.© Air -
I ‘ (.6,
Zadh N
0 X

Figura 2.24
Observando la definicion en coordenadas polares, nos damos cuenta que el
diferencial del area es dA = r drd#@, lo que en determinados momentos nos va a
permitir resolver ejercicios que en coordenadas rectangulares es imposible
calcularles, realizando un cambio de variable.

De la misma manera que en coordenadas rectangulares, la integral doble es igual
a una integral iterada que tiene una de las dos formas posibles:

B b b B
i f(r,H)dA:ldHJf(r,B)rdr =Jdrlrd9

Generalizando el concepto la integral doble iterada en coordenadas polares, a una
regién R limitada por las curvas r = f,(0) y r = £,(6), donde fi y f> son
funciones continuas y por lasrectas = @ y 6 = 8, donde f;(0) < f,(0), para
todo 6 del intervalo cerrado [a, 8] (Fig. 2.25a) tenemos:

B f2(8)
jff(r,@)dA:jdH j rdr
R a f1(6)

Si la region esta limitada por las curvas 8 = g,(r) y 6 = g,(r),donde g1 y &
son funciones continuas y por las circunferencias r =a y r = b, donde
g1(r) < g,(r), para todo r del intervalo cerrado [a, b] (Fig. 2.25b) tenemos:
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b g2(r)
fff(r,@)dAzfdr f rdo
R a g1(r)

a) b)

Figura 2.25

Haciendo un analisis similar a la interpretacion geométrica de la integral doble en
coordenadas rectangulares, podriamos definir a esta integral doble como la medida
del volumen de un sdlido empleando coordenadas cilindricas, limitado
superiormente por la superficie z = f(r.6), y como base la region del plano
coordenado polar, para f(r.6) = 0 (Fig. 2.26) tenemos:

z=1(r,0)

>
6=1/2
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V=fff(r,9)rdrd9
R

Figura 2.26

Ejemplos:

1. Pasando a coordenadas polares calcular las siguientes integrales
dobles.

@) [, Vx*+y%+1;siR estd limitada por la circunferencia x* +
2
y° =09.

Solucién:
Hacemos el grafico (Fig. 2.27).

-5
3m/2
En coordenadas rectangulares En coordenadas polares

Figura 2.27

Pasando a coordenadas polares la funcion integrable y la region:

Jx2+y2+1=Vr2+1 x2+y2=9 =~ r2=9 ~r=3 y0<6<2m

tomamos positivo en el sentido contrario a las manecillas del reloj.
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s s
2

2m 3 3 2

4
fdef\/rz+1rdr=4fd9f\/r2+1rdr=§f(r2+1)3/2|gd0=
0 0 b0

0
7
= f(103/2 ~ 1)d0 = [10vT0 - 1]6 [*/% =7 (10V10 - 1).
0

b  [f, e®**¥)dA, donde R estd en el primer cuadrante y estd

limitada por la circunferencia x2 + y2 = 25 vy los ejes coordenados.

Solucion:
Realizamos el grafico (Fig. 2.28).

°3 1 2 3 4 s 06 o 1 2 3
En coordenadas rectangulares * En coordenadas polares.
Figura 2.28

Pasando a coordenadas polares la funcion integrable y la region:

T

e () =% x249y2=25 . p2=25 . r=5y0<6<

5 7 7
1 5 1
—r2 _ _Z —r2 - _Z -25 _ ,0 —
fdefe rdr = zfe OdG 2f(e e%de
0 0 0 0

N

1 1 T
- __ —25 _ — _ _[p-25 _ 7T/2=__ -25 _
> f (e 1do = —>[e 1]9| : MG 1).

0
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2. Evaluar la integral doble de la funcion f(r,0) = 1 sobre la region
limitada por el cardiode r = 2(1 + cos 0) y la circunferencia r = 2.
(se considera el recinto que no contiene el polo).

Solucioén:
Hacemos el grafico (Fig. 2.29).

m2 r=2(1+cosf)
y Limite superior

L

Limite inferior.

3n/2

Figura 2.29

Encontramos los limites de integracion para 8, resolviendo el sistema:

{r =2(1+cosf) (1)
r=2 (2)

(2)en(1) 2(14+cosf) =2 ~cos8 =0 0 =arccos0 -6 =

b 3T T
Y 0=5="3
™ T T
2 2(1+cos ) Vi 2(1+cos 0) i 5
r
do ] 1*rdr=zfd9 ] rdr=]?|2(1+zcosg)d9=
_r 2 0 2 0
2
™ T

2 2
= 1[4(1 + cos0)? — 4]do = 4](2 cos @ + cos?0)do =
0 0

—4[2 19+19+1 29]
= sen > tgsen

T T
g=4(2+z)=8+rr.
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2.5. Aplicaciones geométricas de las integrales dobles

2.5.1. Cdlculo de voliimenes
Es la aplicacion directa de la interpretacion geométrica de la integral doble, por lo
que las expresiones para calcular el volumen en coordenadas rectangulares y

polares serian:

i. En coordenadas rectangulares.

Vzlff(x,y) dA.

ii. En coordenadas polares.

Vzlff(r,e)dA.

Ejemplos:

1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide eliptico z =
2x2+y% +1, el plano x +y =1 y los planos coordenados.

Solucion:
Realizamos el grafico en R? (Fig. 2.30b), para colocar los limites de la
region y en R® (Fig. 2.30a) para poder observar el volumen en su
totalidad.

A e
L z=2x+vy%+1 Y
1

"

Figura 2.30

Analisis Matematico para Ingenieros
Calculo integral de funciones de una variable
TOMO 2



163

Calculamos el volumen.

1 1-
J o]
0 0

X 1
1 _
(2x*+y* + Ddy = f (2x2y+§y3 +y) |1 0 Ydx =
0
1

=f(2x2(1—x)+§(1—x)3+1—x)dx=

2

1 1 x?2 2 1 1 1 1
=<—x3——x4—ﬁ(1—x)4+x——> 1

—_(Z_= T T R P
0_(3 21 2+12) 2

3 2 2
2. Determinar el volumen de un cuerpo limitado por el cilindro x* +
z2 =a?ylosplanosy =0, z=0, y = x.

Solucion:
El grafico en R?® se muestra en la Figura 2.31.

Figura 2.31

Calculamos el volumen.

a X a
x 1 a a
2 42 — 2 42 — _ _ 2 _ 42)3/2 — 43
fdxf\/a xdy—f(a x)odx— 3(a x?) 0=
0 0

0
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3. Calcular el volumen limitado por las superficies 2az = x* + y?,
x2+yt—z2=a?% z=0.

Solucion:
Primero encontramos la seccion transversal en el plano “xy”.

{Zaz =x2+y2 (1
x2+y?—z2=a?(2).

En(2)z=0 -~ x?+y?=qa? Laseccion transversal es una
circunferencia de centro en el origen de coordenadas y radio igual a.
Hacemos los graficos (Fig. 2.32).

Y | xaeyi-az

r=a.

Figura 2.32

Calculamos el volumen, pasando a coordenadas polares porque resulta
mas facil calcular.

Seccién transversal: x%2 +y%2 =a? -« r?=a? r=+a r=a,
Tomamos sélo el valor positivo.
x2+yt—z2=qa% ~ r?—z2=a? . z=4r?2—a?

2
x2+y?=2az ~ r*=2az -~ z= ;—a . El angulo 8 varia entre 0 y 27.

21 a 21
r? r* 1 a
 —[y2_ g2 — L Z(y2 _ 42)3/2 —
j dg,[[Za Jri—a ] rdr j [8a 3(r a?) ]|Od9
0 0 0

2
a* a ad or ad ma® |
__[<§+?>d9_?(9) 0 = — %
0

3 27t=3u.
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4. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z =71, el

cardiode r = 2(1 + cos 0) y la circunferencia r = 2. (se considera la
region que no contiene el polo).

Solucion:
Hacemos el grafico (Fig. 2.33).

w2 r=2(1+cosB)
y Limite superior

L

Limite inferior.

3m/2
Figura 2.33

Encontramos los limites de integracion para 8, resolviendo el sistema:

{r =2(1+4+cos8) (1)
r=2 (2).

(2) en(l) 2(1+cosf) =2 ~cosf =0 - 6=arcc050—>9=§ y 9=3—n——g.

T[ T T
2 2(1+cos ) 2 2(1+cos 6) Vi 5
r
fde f rxrdr = 2fd9 f ridr = f?lZ(l +2COS 0 do =
_r 2 2 0
2
T T
2 z 6 z
= §f[8(1 + cos 8)3 — = ?f (3 cos 8 + 3cos?8 + cos36)do =
0 0

T

2

16 3

—?f [3COS@+§(1+C0529)+(1—S€n29)C089 do =
0
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—163 6+36+3 20 + 0 L 30
= 3[ sen 2 45‘611 sen 3567’1 ]

T
2:
0

_16<3+3 +1 1)_16<3n+11) 3
E) 4" 3)"3\2 T3)%

2.5.2. Cdlculo de dreas
Si en la definicion de la integral doble sobre una region R, si ésta viene dada en
coordenadas rectangulares hacemos que f(x,y) =1, y si R estd dada en

coordenadas polares hacemos f(r,0) = 1, la definicion nos permite calcular el
area de la region R y se define como:

= ffan

Ejemplos:

1. Hallar el area de la figura limitada por las curvas 'y = senx e y=
cos x, en el intervalo 0 < x < m.

Solucién:
Encontramos la interseccion de las curvas, resolviendo el sistema.

{y =senx (1)
y=cosx (2).
(1) =(2) senx =cosx - dividiendo todo para cosx tenemos:

sen x Cos x

s

oxx " cosx stgx=1cx=arctg(l) - x—z(3)-
T 2

(3) en (2) y=cosy - y=§-

Realizamos el grafico (Fig. 2.34).
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T ettt Tttt t
02 04 06 08 10 12 14 1618 20 22 24126 28 3.0 34

04 y = cos X

Figura 2.34
Calculamos el area:

Segtin la figura tenemos que hallar el area total como una suma de las
areasde la R + R»

% cosx senx COS X sen x
A=fdx f dy+fdx f dy = f[y] dx+f[y] dx =
0 senx cosx 0 sen x s CoS X

1

i
= f(cosx — sen x)dx + f(sen x —cosx)dx =

T
4

NS
3

= [senx + cosx]| " +[—cosx —sen x] (\/f—l)+(1+\/§) = 2v2u2.

o
NE

Calcular el area de la figura limitada por las curvas

x=y?% x=2y—vy2

Solucion:
Hallamos la interseccion de las curvas, resolviendo el sistema.

{x =y? €]
x=2y—y? (2).

1M)=(2) y2=2y—-y? ~ 2y2-2y=0 ~2y(y—1)=0 ~y=0 e y=1.

si y=0en (1) x=0 y si y=1, x=1.
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Hacemos el grafico (Fig. 2.35).

Y141
124
10
0s T
06T
04

02 1

10 08 06 -04 0T
02
04T
061
FIEN
-104

Figura 2.35
Encontramos el area:
1 2y-y? 1 1 1
_ (4 de= [ 224 = 2 Yy = D)y =
A=|dy X= xR Ay Qy-y*-yHdy=2 | —y*)dy =
y2 0 0

1. 1)_ 1.1,
0_2<2 3) =2 T3

1 1
— a2 43
=2 [zy 37 ]
Determinar el area limitada por las parabolas
y2=10x+25 e y?=—-6x+9.

Solucion:
Hallamos la interseccion de las curvas, resolviendo el sistema.

{yz = 10x + 25 (D
y? = —6x+9 ).

()=() 10x+25=—-6x+9 =~ 16x=—-16 ~x=—1(3).
B)en(2) y?=6+9 ~ y2=15 - y=i\/ﬁ.

Realizamos el grafico (Fig. 2.36).
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(-1.415) [ —
=-6x+9 41 L
/ Eldy T \
' " dx t
3 -2 = /
— = 10x+25
(-1.4158) |
Figura 2.36
Calculamos el area.
Utilizando la simetria tenemos:
&0-»%)
A= f f dx—2f [6(9 y2) — O(yZ—ZS)]dy=
0(y2 25)
V15
8 8 .1lvis 8 15V15
= — 2 = —_——_— = _—_ o
Zf (4 3oy)dy 2[4y 90 2<4‘/1_ 90
0

16
= ?v15 uz.

3. Encuentre el drea encerrada por la lemniscata  v* = 2a? cos 26.

Solucién:
Realizamos el grafico (Fig. 2.37).
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-T/4
Figura 2.37
Hallamos el area.
Utilizando la simetria tenemos:
L3 Vacosad 4 T
]
4 av2cos2 4 am 4
A=2]d9 j rdr = jrz do = ]2a2c0529d9
_n 0 _r 0 _n
4 4 4
T
4
A =a?sen26 =a?[1 - (-1)] = 2a® u?.
T
T4

4. Hallese el area de la region comun a los cardiodes r =1+
cos@y r=1-—cosb.

Solucion:

Hallamos la interseccion de las curvas, resolviendo el sistema.

{r=1+c050 (D
r=1-cosH (2).

(1)=(@2) 1+cosf=1—cosB ~ 2cosf =0 .. 8 =arccos(0) -

g—ﬂ 0_37t_
_2 0 = =

T

Realizamos el grafico (Fig. 2.38).

Analisis Matematico para Ingenieros
Calculo integral de funciones de una variable
TOMO 2



171

w2

r=1-cos®

32

Figura 2.38
Encontramos el area.

Utilizando la simetria tenemos:

T

1- ] 2
€os 1 — cosO
=2

% n
A=4fd6 f rdr=2fr2 f(l—cos@)2d0=
0 0 0 0

0

T s

2 2
1
=2f[1—2c050+c0520]d6=2f[1—2cost9 +§(1+C0529)]d9
0 0

T
A—z[e 2 send + 2+ 29]5—2(” 2+”)— 3T _ 4\
= sen 2 4sen = 2 4 —(2 )u.
0

2.6. Aplicaciones fisicas de las integrales dobles

2.6.1. Masa

Fisicamente se define como el producto del area multiplicado por la densidad, que
puede ser constante o variable.
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Si el elemento representativo de masa dm de una masa distribuida continuamente
sobre alguna region R del plano “x)”, y valiéndonos de la definicion fisica se toma
como:

dm =9d(x.y)dxdy o dm = d(x.y)dA.
Donde d(x.y) es la densidad variable en el punto(x.y) de la region R (Fig. 2.39),

entonces podemos utilizar una integral doble para calcular, dicha expresion esta
definida como:

m= !J d(x.y)dA.

by

Figura 2.39

2.6.2. Primeros momentos o momentos estdticos de la masa

Estos momentos se obtienen, multiplicando la masa por la distancia x e y “brazo
de palanca” al respectivo eje asi:

[33 )

a) Respecto a “x”.

M, = !Jy*a(x.y)dA.

[33 L)

b) Respecto a “y”.

M, = fo * d(x.y)dA.
R
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¢) Coordenadas del centro de masas.

2.6.3. Segundos momentos o momentos de inercia de la masa

Estos momentos se definen, multiplicando la masa por el cuadrado de las
distancias x e y “brazo de palanca”. Asi, los momentos de inercia denotados por
I, donde i es el subindice del eje con respecto al cual se va a tomar el momento,
asi tenemos:

[T 1)

a) Momento de inercia respecto al eje “x”, denotado como I, y definido por:

I = jf V2 % 8(x, y)dA.
R

b) Momento de inercia respecto al eje “y” denotado por I, y definido asi:

I, = jf x2 x d(x,y)dA.
R

¢) También es importante el momento de inercia polar, que es el momento de
inercia respecto al origen, viene denotado como I y definido por:

Iy = jf r% % 0(x,y)dA = jf(xz +y?) *0(x,y)dA = I, + I,
R R

En estas integrales, los limites de integracion se ponen como si se tratare de
calcular inicamente el area de R.

También vale aclarar, que las figuras geométricas en el plano se consideran como
objetos de densidad constante 6 = 1. Los momentos de dichas figuras se llaman
momentos de area, y el centro de masas se llama centroide de la figura. Los cuerpos
fisicos en cambio tienen momentos de masa, y su centro de masas se llama centro
de gravedad.
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2.6.4. Radio de giro de la masa m

Es la distancia del eje donde podria concentrarse la masa para dar el mismo

[33 )

momento de inercia. En nuestro caso tendremos radios de giro respecto a “x”, a

(331

'y y al origen y vienen definidos de la siguiente manera:

I L, Iy
sz\/;; Ry=\/;; y Ro= |

Estas expresiones son muy ttiles, ya que el momento de inercia de una masa, esta
en funcion de la masa y una longitud.

Ejemplos:

1. Encuentre los primeros momentos de una placa delgada de densidad
uniforme 0 limitadapor x =0, y=0, e y=4—x2.

Solucion:
Realizamos el grafico (Fig. 2.40).

y=4-x*
3 2 1 1 2 3
X
-1
ok
Figura 2.40
Calculamos los momentos:
2 4—x2 P 2
M, = J-dx J- 6*y*dy=z J-(yz) 4—0x dx = J-(4—x2)2dx
22 =2 =2
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2 64 64 64 64
=6<32——+—+32——+—)=14—0.86.

M—a[16 83+15]
x = XT3 TEY |2 375 375

5

2 4—x2 2 2
2
My=fdxf 6*x*dy=6fx(y)40xdx=6fx(4—x2)dx
-2 0 -2 -2

1
My=6[2x2—zx4]|_22=6(8—4—8+4)=0.

El valor del momento es cero, cuando la region es simétrica respecto al
eje que se esta determinando el momento, en el ejemplo es el momento

[T3R 1)

respecto a “y”, por la simetria de la region R con este eje.

Calctilese el centroide de la region limitada por la curva y*> +x =0 y
larectay = x + 2.

Solucién:
Determinamos la interseccion de las curvas, resolviendo el sistema.

{y2+x=0 vox =—y? €Y
y=x+2 &~ x=y-—2 (2).

M=Q@) —y?=y—-2 ~ y24+y—-2=0 (y+2)y—-1)=0 -~
y=—20B)ey=14). @B)en(2) x=—4 y den(2) x=-1.

Hacemos el grafico (Fig. 2.41).

L
.
<\
"
b
+
N

CG

Figura 2.41
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Cuando se trata de una figura geométrica se toma 9d(x,y) = 1.
Hallamos la masa.

1 -y? 1 ) 1
m= fdy f dx=kf[x]y_f2dy= f(—yz—y+2)dy
=2 y=2 =2 =2
1,1, 1,11 _ 8 9
m=[-3v-gv+n] =k(-g-gt2-3+2+4) =5

Encontramos los momentos.

1 -y? 1 5 1
M, = fdy f ydx = fy[x] fzdy=k f(—y3 —y?+2y)dy -
-2 y-2 -2 Y -2

M—[1413+21—k 11+1+484— 2

T[Ty T3V Y 7 ( 473 3 )_ T
1 -y? 1 1

M =J-d fxdx=lf[x2] _yzd =1f[4—( —2)%ldy -

y y 2 y_z y 2 y y y i
-2 y-2 -2 -2

M_1[1 s L 2)3]1_1 11,32 64 _ 72
y=325Y T3V —2_2(5 375 3)_ 10

Calculamos el centroide.

72 9
M - 16 M - 1
f=_y=A=__=_1_6; y= "=_/4=__=_0_5
m 9/2 5

¢ = (-1.6; —0.5).

Una lamina tiene la forma de la region del primer cuadrante acotada
por la circunferencia x* + y*> = 4y la recta x +y = 2. La densidad
superficial en cualquier punto es xy kilogramos por metro cuadrado.
Encontrar el centro de masas.

Solucién:
Determinamos la interseccion de las curvas, resolviendo el sistema.

{x2+y2=4 (D
x+y=2 & x=2-y (2).
@en(1) Q—y)2—y2=4 & 2y2—4y=0 =~ 2y(y—2)=0 =~

y=0B3)ey=2M4). @B)en(2) x=2y 4)en(2) x=0.
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Hacemos el grafico (Fig. 2.42).

Figura 2.42

Hallamos la masa.

4-)(2 2

m= J-dxf xydy—lfx[yz] _xz f[4x—x —x(2 —x)?]dx
J-(4x —2x3)dx——[3x ——x]?):%(%—S):%.

Encontramos los momentos.

Ja—x2

2
1 1[ —_ x2
M, J-dxf xyzdy=§fx[y3] dx =
0

—-x
2 2
1 3 1 3
=§fx[(4—x2)2—(2—x)3]dx=§f[(4—x2)2 *x—8x+12x2—6x3+x4]dx
0

—_ _22 .
M, 3[ (4 —x2)2 — 4x% + 4x3 2x+x]0

1 32 32\ 1,24\ 8
Mx=§(—16+32—24+—+—) (—)

5 5)°3\5)° %
2 Va—x2 1 2 4 2
Myzfdx f x? =§f x f[4x —x*—x2(2 — x)?)dx
0 2—Xx 0
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2
1 1 2 2 1 64 1/16 8
I 3 _ 4 — |4 __,45 = _ _——— === ) = —
My_zf(A‘x 2x8)dx z[x 5’“]0 2(1 5) 2(5) 5
0
Calculamos el centroide.

8
6 _ M, s
g—l.z, y—z—g—l.z
3

cm = (1.2; 1.2).

Una lamina tiene la forma de la region del primer cuadrante limitada
por la pardbola y = x?%, la recta y =1y el eje “y”. La densidad
superficial en cualquier punto es (x +y) kilogramos por metro
cuadrado. Hallar: a) El momento de inercia con respecto al eje “x”, b)
El momento de inercia respecto al eje “y”, c) Los radios de giro con
respecto a “x” e “y”, d) El momento polar de inercia.

Solucion:
Realizamos el grafico (Fig. 2.43).

+ + y t + t t t =t U t t t
14 -12 -10 08 06 04 02 00 02 04 06 08 10 12 L4x

Figura 2.43

Calculamos los momentos de inercia.

[33 1)

Momento de inercia respecto a “x”.
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1

fdxfy (x+y)dy= ngy +4y]x2 f( i ; 7—%x8)dx:.

0
1_1 2 1 1 L g1 1,1 1 1 _12+418-3-2 25
"_[6" Y 736 06t 7 36 72 =7

[33 1)

Momento de inercia respecto a “y”.

1 1 1
1 1 1
— 2 — | 42 2.2 5=
_fdx-[x (x+y)dy fx [xy+2y]x2 f x3 + x x 2x)dx
0 x 0

1_[14+1 1 L qi_1,1 1 1 7-2_5
y =175 e Y 0T3te s i m ~

Hallamos la masa.

Encontramos los radios de giro.

“ 99

Radio de giro respecto a

o _ |72 _ [25+20_5 |5
x_ - - ~
13/, 72+13 ~3(26

[T3RT)

Radio de giro respecto a “y”.

R = 5/28_ 520 5
Y13/, y28+13 o1

Momento de inercia polar.

P 25 5 175490 265
o=hth =t 8T 502 " soa
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5. Calcular el momento de inercia respecto a la recta y = 4, de una
lamina que tiene la forma de la region acotada por la parabola
y=2x—x%y eleje"x", si la densidad superficial varia con la
distancia desde la recta x = 1. La masa se mide en kilogramos y la

distancia en metros.

Solucion:
Hacemos el grafico (Fig. 2.44).

[
1

Y, y=4 I

3--
L

1T —

- - X - -

20 15 -0 05 s 1
KRS

y=2x-x= 2t x=1
-3--
4L

Figura 2.44

Hallamos el Momento de inercia respecto a la recta y = 4.
La densidad superficial es: d(x,y) = x — 1

2 2x-x? 2
1 2x — x?
Ly—y = | dx (4-?(x—Ddy =—2 [ (x— D[4 - y)°] dx =
] ! :
2
Iy = —%f(x — D[4 - 2x +x7)° — 64]dx =
0

1r11 1 2 1r11
—_ 2|t 24 _ 2.2 - 7 4 _
ly—y = 3 8(4 2x + x%) 64<2x x)]o 3[8(4 4+ 4)* — 256

1 224
Iy = —3 (32~ 256) = =~
6. Encontrar el momento de inercia respecto al eje “x”, de la placa
delgada acotada en el primer cuadrante por los ejes coordenados y el
circulo x* + y? = 1, si la densidad superficial varia con el cuadrado
de la distancia al origen.
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Solucion:
Realizamos el grafico (Fig. 2.45).

¥a
'
L™

a

Figura 2.45

Determinamos el momento de inercia.

La densidad es d(x,y) = x2? + y2.

Cambiamos todo a coordenadas polares.
Laregion: x> +y2 =4 « r2=4 . r=2.
La densidad: 9(x,y) = x> + y? ~ 9(r,0) =12
Elangulo: 06 < g

La distancia: y =r sen 6.

< sen?6do ..

0 0 0

—— I3

m
2
1 2 32
I, = f dﬁfrzsenzg x12 %71 dr =§J-sen20[r5] 0d6 =
0

3211 1
== EH—ZsenZO 0 =?(—)=—-

Ly
Encontrar el centroide de la region interior al cardiode 1 =
2(1 + cos 08) y exterior al circulor = a.

Solucién:
Encontramos los limites de integracion para 8, resolviendo el sistema:
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{r =2(1+cosf) (1)
r=2 (2).

en +cos@)=2 ~cosf =0 8=arccos0 -0 == =—=—-
2 1) 21 9) =2 6=0-06 09’2’y9 ’2’

Realizamos el grafico (Fig. 2.46).

w2 r=2(1+cosb)
Limi

3n/2

Figura 2.46

Calculamos la masa.

T T b3
2 2(1+cos 0) 2 2
2(1+ 6
m=2as f rar= (210 2 do = 4 [10 4+ cos 037 - 1300
0 0 0
T T[
2
1 1 T
m= 4f(2c059+coszt9)do—4[25en9+20+zsenZB] (2+Z)=8+rr.
0

Determinamos los momentos estaticos.

Lc ER]

M, = 0, Porqué la region es simétrica respecto al eje “x”, por lo tanto

y=0.

m
2(1+cos 9) 2 2(1+cos9)

—Zfde f x*rdr=2fd9 f rcos@ xrdr =
0 2

s

7 2(1+cos 0)

2 21+ 0
=2fd9 f cose*rzdr=§fcosl9[r3] (1 + cos )dG
0 2 0

2

Analisis Matematico para Ingenieros
Calculo integral de funciones de una variable
TOMO 2



183

T

7 z
16 3 8 2 3
M, =?fc056[(1+c056) —1]do6 =§fcost9[1+3c056+3cos 0 + cos*6 —1]do -
0 0
T
2
M, =28 3(1+ 20) +3(1 29) 9+1(1+2 204141 49)d9-
= 3f[2 cos sen?@) cos 2 cos 5 508 ] -
M, =26120 13 sen20 +35en0 30+ 20+ Ssen20 420 + — 40 2,
=33 2 5en sen sen 2 zsen 8 35 Sen ] o
_16(31'r_|_3 1+n+n)_16<15n+2)_15n+32
Yy 3\4 8 16/ 3 \16 -3

Coordenadas del centroide.

M 157 + 32

_ y 3 _
=—=—"=24, =0.

x m 8+ Y

8. Hallar el momento de inercia y el radio de giro del cardiode r =
a(1 + cos 6) con respecto al eje “y”.

Solucioén:
Realizamos el grafico (Fig. 2.47).

r=a(1+cos8)

Figura 2.47
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Cuando se trata de una figura geométrica se toma 9d(x,y) = 1.

I, = jf x29(x,y)dA
R

Con x=rcosf y dA=rdrdé.

21 a(1+cos @) 21 a(1+cos8)

I, = f do f (rcos@)?rdr =f dg f (cos @) r3dr =
0 0 0
2
1 a*
= ZJ- cos?0[a*(1 + cos 6)*]d6 = TJ- cos?0 (1 + cos 6)*do
0 0

2n
a4
I, = ZJ- (cos?6 + 4c0s30 + 6¢0s*0 + 4cos°0 + cos®0) d - (I).
0

Para resolver los integrales utilizamos la formula de reduccion

21 21
n—1
cos™0 df = cos™ 20 de.
0 0
Asi tenemos:
21 127'[ 1 2 1
s
2 — = — = — =
J-cos HdH—ZJ-dG 2[19] 0 2(27‘[) .
0
21 2
f 39d9—2f 0do =2seno] " =20) =0
cos =3 cos =glsenbl ;=3 =0.
0 0
21 21
f 49d9—3f 2040 = 2"
cos =7 cos =
21 21
4
fcossﬁd6=§f cos®0do = 0.
21 21
J‘ 66d0—5f 49‘16)_157t_51'[
cos =z cos =>r =g
0 0
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Esto reemplazando en (I), encontramos la respuesta.

Lh=7z"t=% t5l= =

a* [ 18m  5m) 49ma*

Calculamos la masa.

21 a(1+cos @)

21 21
1 a(l+ cos8 a?
m=f do f rdr=2f[r2] ( 0 )d6=?f(1+c056)2d9
0 0 0 0
21

_& (1 + 2cosf + 2a)de—az[a+2 ¢9+19+1 ze]h-
m= 2_]- CcoS CcoS = 2 sen 2 4sen 0 i
0

2

a 2
m= 7(21‘[+7‘[)=

3ra

Determinamos el radio de giro.

2.7. Calculo de areas de superficies

Supongamos que f'y sus primeras derivadas parciales son continuas en la region
cerrada R del plano “xy”. Si o unidades cuadradas es el area de la superficie z =
f(x,y) que se encuentra sobre R, entonces

2

o~ ] [ @)+

Ejemplos:

1. Encuentre el area de la superficie en el primer octante cortada en el
cilindro x* + z? = 16 por los planos x = 0,x =2,y =0 e y = 3.

Solucion:
Realizamos el grafico (Fig. 2.48).
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z=+16 — x2

Figura 2.48

Hallamos el area, la region es un rectangulo en el primer cuadrante del
plano “xy”, limitado por lasrectasx =2 e y = 3.

Despejando z de la superficie tenemos: z = V16 —x? . De aqui
encontramos las derivadas parciales.

0z _ —2x X 0z

ax 2i6—-x2  Vi6-x2 ay

Reemplazando en la formula de area tenemos:

3 2 3 2
—fdf ( al )2+0+1d —fdf ¥ H16-x7
7)YV Va2 S Al BT
0 0 0 0

3 3

a=fd fL dx=4f[arcsen(f)]2d =4—fzd :
J yom 4o /6 v

0

2r .3 2m
—_ - = 2
0—3[y]0 3*3 21 u®.
Determinar el area de la superficie cortada en el plano 2x +y +z =
4 porlos planosx =0,x =1,y=0e y=1.

Solucién:
Hacemos el grafico (Fig. 2.49).
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A z
14
i
2x+y+z =4 :
1
1
1
1
0 1 J
, 1 z
13 1 ’
1) 1 7
1‘ 1 '1’
-\\:'1'
"/
!
o!
/’ ‘\\
1 L7 ~a
X \y
Figura 2.49

Hallamos el area, la region es un rectangulo en el primer cuadrante del
plano “xy”, limitado por lasrectasx =1 e y = 1.

Despejando z de la superficie tenemos: z =4 — 2x —y . De aqui
encontramos las derivadas parciales.

62_ 62_

a—— ) @——1.

Reemplazando en la formula de area tenemos:

1 1 1 1
a=jdyj 4+1+1dx=jdyj\/€dx:.
0 0 0 0

1 1
1 1
0=\/€j[x]0dy=\/gojdy=\/€[y]0=\/5u2.

0
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La extension del concepto de integral doble a la integral triple es analoga a la

extension de la integral simple a la integral doble.

2.8.1. Definicion de integral triple en coordenadas rectangulares

Sea f'una funcion de tres variables x, y y z, definida sobre el recinto .S mas simple

en R? (un paralelepipedo rectangular). La integral triple de fen S, denotada como
I, f(x,y,2)dV, esta definida por:

f! f(x,y,2)dV = |lim0ianf(xi'yi’ z,)A;V.

(ay, by, ¢1)(ay, by, c1)

(az, b,, Cz)

[Afl=

A (i, i, 2;)

Demostracion:

Figura 2.50

Tomamos la region mas simple en R® (Fig. 2.50) que es un paralelepipedo

rectangular limitado por seis planos x =ay, x =a,, y=Dby, y=b,, z=

C1 Y Z=Cy,

con a; <az by <b, yc;<cy

Sea f una funcion de tres

variables y supongamos que f es continua en una region S de este tipo. Una
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particion de esta region se forma al dividir S en cajas rectangulares mediante
planos paralelos a los planos coordenados. Denotamos a la particion por A y
supongamos que se tiene n cajas. Sean A;V unidades cubicas el volumen de la i-
ésima caja. Se elige un punto arbitrario (x;,y;,z;) en la i-ésima caja, y formamos
el producto f(x;,y;,z;)A;V en cada una de ellas, como son n cajas se forma la
suma

n
Z f(xi.}’i»zi)AiV
i=1

Que no es mas que una suma de Riemann, si a ésta suma se le aproxima a un limite
conforme [|A|| (norma de la particion, representa la longitud de la diagonal mas
grande de las cajas) tiende a cero para cualesquiera elecciones de los puntos
f(x;,yi,2;), entonces a este limite le llamamos integral triple de f'en S si existe y
se denota como:

n
“E“InOZf(xilyi'Zi)AiV :Jﬂ f(x,y,2)dV . Leqd.
i=1 5

Una condicion suficiente para que exista la integral triple de fen S es que f'sea
continua en S.

Rara vez se calcula la integral triple a partir de su definicion como limite. En lugar
de eso, se aplica la version tridimensional del teorema de Fubini, que nos permite
calcularlas mediante repetidas integraciones simples. Cuando S es el
paralelepipedo rectangular, y f'es continua en S, se tiene entonces

a, by ¢

Jsff(x,y.Z)dV=aJ1Jljlf(x,y,z)dzdydx_

Este es uno de los seis 6rdenes posibles de integracion de la integral triple que en
estos casos existen sin reparo.

Esta misma definicion podemos extenderle a una funcion continua de tres variables
en una region S cerrada de R® diferente al de un paralelepipedo rectangular (Fig.
2.51). Sea la region S cerrada y limitada por los planos x =a, x =
b, loscilindros y = fi(x,y) e y = f,(x,y), vy las superficies z = F;(x,y),
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y z = F,(x,y) donde las funciones f;, f, F;, y F, son continuas en la region.
Este concepto podemos definirlo con una de las siguientes integrales iteradas.

Ay (xi, ¥i, )

z = F(x,y)

z=F(xy)

Figura 2.51

b f2(x) F(xy)

f f(x,y,z)dV=f f f f(x.y,z) dz dy dx.
N a fi(x) Fi(xy)

Ejemplos:
Evaluar las siguientes integrales triples.

1 fol fol_xf1+y2 xdzdydx.

2y
Solucion:
11-x 1+¥? 1 1-x 5 1 1-x
1+y 2
xdzdydx = |dx | x[z] ) dy=|dx | x(1+y*—-2y)dy=
y
0 0 2y 0 0 0 0
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=fx(y+%y3—yz)lgxdx=fx[(l—x)+%(1—x)3—(l—x)z]dx=
0 0

1
I (A Y BT LU Y G Byl W
_3!(" x)dx_3[2 sx]o_3<2 5)‘3( 10)_10”'
2 [0 (% /s
. ) By Inztgx dx dz dy.

Solucion:

2e 7-[/3 0 2e

0
T

ff f yinztgx dxdzdy = fdyf yInz [—In(cosx)] (/)3dz=

-1e 0 -1 e

0 2e 0

1 2
= fdyf yinz [—ln<5)+ln1]dz=ln2 fy[z(lnz—l)] :dy=
S 21

0 0
=In2 fy[Ze(ln 2¢e —1)—e(lne—1)]dy =1n2 fy[Ze(an)]dy =
51

-1

0
1 0 1
=1n2 *2e(In2) fydy =2e (In2)? [Eyz] 4= 2e (In2)? (— E) = —e(In2)2
1

3. Calcular la integral triple || ffs xdV, si la region S es un cilindro
limitado por las superficies x> +y? =16, z=0 y z = 4.

Solucién:

El procedimiento para calcular los limites de integracion, es analogo a
la integral doble, vale recordar la importancia de realizar el grafico en
R®y en R? para de esa manera tener claro la colocacion y célculo de los
limites de las respectivas integrales definidas.

Realizamos el grafico (Fig. 2.52).
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Figura 2.52

Primero calculamos los limites de la region en el plano “xy”, y luego
observando la figura en R* ponemos los limites para “z”. Por simetria:

4 Vi6—x2 4 4 Vi6—x2 4 4 16—x2
4fdx f dyfxdz=4fdx f x[z]ody=16fdx f xdy
0 0 0 0 0 0 0
[ VT6— ’ 2 4
16fx[y] 0_ ax = 16f [V16 —x?] xdx = -8+ §[(16 —x2)y| 0
0 0
_ 1024
=——

4. Evaluar la integral triple  [[[. xdV, sila region S estd limitado por las
superficies z?—4x+y?=0, x=2, x=0, y=0, y=2vx, y z=0.

Solucion:
Hacemos el grafico (Fig. 2.53).

0 NS, S e R S et L e |
MMO.‘QGMLOUL‘LGHMM?ALGM%O
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Figura 2.53

Calculamos la integral:

,zl-yc—y2
2vx 2 2 Vx 2

2
1 y 4x y

=— | x|=y/4x — y2 +—arc sen (—) dx = f 2x*— dx =
ﬁ![z TR 2vx/l o

=%Ofx2dx=\/—i[§x3]0=%=4\/§ﬂ.

2.8.2. Integral triple en coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas se utilizan con mayor frecuencia en aquellas

cr. E3]

aplicaciones que incluyen cilindros referidos al eje y planos que contienen o

son perpendiculares a dicho eje, estas superficies tienen ecuaciones sencillas de
valores coordenados constantes como

=5 p="C =3
r=5, = z=3.

Si se trata de un solido que tiene eje de simetria, a menudo es posible simplificar
los calculos tomando el eje de simetria al eje “z”

El elemento de volumen para subdividir una region en el espacio con coordenadas
cilindricas es

dV =dzrdr def.

Por lo que la integral triple en coordenadas cilindricas esta definida por (Fig. 2.54):
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g f(r,0,2)r dr do dz.

Az (r,6:,2;)

Al‘Z
s
A6 o i=3
(rivgivo)
=0 xx

Figura 2.54

En coordenadas cilindricas, también se calcula las integrales triples como
integrales iteradas, una de las seis formas de estas ponemos a continuacion.

B ¢2(0) Fy(r,0)
ffff(r,@,z)rdrd@dz=fd9 f rdr f dz.
S a ©1(0) Fy(1,0)

Ejemplos:

1. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas cilindricas,

fj dx dy dz,
5

Donde S es el recinto limitado por las superficies x* + y? + z%2 = 2Rz,
x% + y?% = z2 y que contiene el punto (0,0, R).
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Solucion:
Hacemos el grafico (Fig. 2.55). Solo para el grafico R = 2.

x3+y*=R?

Figura 2.55
Cambiamos todo a coordenadas cilindricas.
x24+y*+z2=2Rz ~ x*+y*+(@Z—-R)?*=R*> =~ r*+(z—-R)?*=R* -

zZz=R++R?—-712

Seccion transversal en “xy”:  x?2+y2=R? ~» r2=R? . r =R,
y 2n<6<0.

R VETRZ R+ JRZ-x?-y?
f J dxdydz =4 f dx f dy f dz,en coordenadas cartesianas.
5 0 0

Jx2+y?
En coordenadas cilindricas.
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Y T
2 R R+VR2-12 2 R
R+VR?—12
ﬂ dV=4fd9frdr f dz=4fd9f[z] rrdr=
s 0 0 0 0

J
T
2 R
=4fd9f[R+\/R2—r2—r]rdr
0 0

T

2

1 1 3 1 R

— P2 _—(p2_,203p _ 2.3 —

4f[2Rr 3(R r4)7/2 3r] de
0

r
2

d6 = 2R3[6] = 2R3 (g) = 7R3,

O'\Nln

n
2
1,01 .1
= 4f [—R3 --R? +—R3] d6 = 2R?
37 73
0

2. Calcular
2 V2x—x2 a
jdx j dyjzw/x2+y2dz,
0 0 0
Transformandole previamente a coordenadas cilindricas.
Solucién:

Realizamos el grafico de la seccion transversal en el plano “x)”
(Fig. 2.56).

™2
yT
r=2cosg, L
1 xX*+y3-2x=0
oy
™ dx R 0
2 1 \ 1 } E
N 7
>
1 \\.‘__/,
3mi2

Figura 2.56
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Cambiamos todo a coordenadas cilindricas.

fay) =Jx2+y% o« fr0) =r2 « f(r.0)=r

Seccion transversal en “x)”:

T
x2+y2=2x ~» r?=2rcos@ .~ r=2cosf y ESHSO.

En coordenadas cilindricas.

r
2cosé@ a 2 2cos@

LY LS
2 2

do d dz= [ do 3 Gl L 2y =
f frrfzrz-f fr ZOT_Zf fr r=
0 0 0 0 0 0

0

3] 0 3
T
_ey o1 39]2_4—a2<1 1)_8 ,
= 3 sen 3sen 0— 3 3 —9(1.

2.8.3. Integral triple en coordenadas esféricas

Como las coordenadas cilindricas son utiles en aquellas aplicaciones que incluyen
cilindros, las coordenadas esféricas son ttiles en aplicaciones que incluyen formas

9

acotadas por esferas con centro en el origen, planos que pasan por el eje “z” y
conos con vértices en el origen cuyos ejes coincidan con el eje “z”. estas
superficies estan determinadas por ecuaciones simples de valores constantes como
Vs s
p=T, Q= g’ 0 = Z
Si se trata de una forma simétrica respecto a un punto, a menudo es posible facilitar
el trabajo eligiendo ese punto como origen del sistema de coordenadas esféricas.

El elemento de volumen en coordenadas esféricas es
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dV = p%sen @ dp do db

Por lo que las integrales triples en coordenadas esféricas toman la forma:

H f(p,0,0)dV = H f(f(p, 9, 6),9,0) p>sen ¢ dp dp db.
S S

Una manera practica de calcular estas integrales lo mencionamos a continuacion:

1. La primera integral que calculamos es respecto a p, esto da un rayo que
parte del origen, ¢ y 6 permanecen fijos.

2. Integramos entre el valor p donde el rayo entra en S'y el valor de p donde
sale.

3. Mantener 6 fija e incrementar ¢. (Esto origina una familia de rayos en
forma de “abanico”.) Integrar sobre los valores de ¢ para los cuales los
rayos pasan por S.

4. Elegir los limites de 8 que incluyan todos los abanicos que intersecan a S.

Ejemplos:

1. Calcular
R VEExZ RP-x?-y?

fdx f dy f (x2 + y?)dz,

-R —vVR2—x2 0
Pasando previamente a coordenadas esféricas.

Solucioén:
Hacemos el grafico de la seccion transversal (Fig. 2.57)

3
3m2
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Figura 2.57

Pasando a coordenadas esféricas.

Segun la figura 2.57:

Superficies:
z=R2—x2—y2 o x24+y?2+z2=R%? . p2=R? .. p=R.
flx,v,2)=x2+y% -~ f(p,0,9)=p?sen®p(cos?6 + sen?d) = p?sen?¢.

La integral triple en coordenadas esféricas sera:

T T b3 T
2 2 R 47 2
4fd6fd(pfpzsen2<p*pzsen(pdp=§fd9fsengo do =
o 0 0 0 0
T Y T T
47 2 2 2
gfd@fsen(p Rsfdef — cos?plsen @ dp =
o 0 o 0
T n T
2 2 5 7
—fRSH +1 ] d@—éRsf d9—8i[9] iR5
=5 cosg +3cos’p 5 15,715
0 0

2. Calcular

jﬂw/xz +y2 4+ z2dV,
5

Donde S es la parte interna de la esfera x* + y? + z% < x.

Solucién:
Seccion transversal en el plano “xy”.
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En la ecuacién x2 + y? + z2 < x hacemos z = 0, por lo que la seccién

2
, 1 1
transversal seria (x — E) +y?2 < "

Hacemos el grafico de la seccion transversal (Fig. 2.58).

10T
y
as 1

05 1xX3+y3-x=0

04 1
02
m 0
10 05 06 04 02 02 04 0§ 0S Yo 12 14
e X
a4t

06T

a5+

10l
32

Figura 2.58
Pasando a coordenadas esféricas.

Seguin la figura 2.58:

Superficies:
x2+y?+z2<x ~ p’<psengcosf -~ p<senqcosé.
fOy.2) =\x*+y2+2> = f(p,0,0) =p? =p
La integral triple en coordenadas esféricas sera:
sen ¢ cos §

T T
2 2
d@fd(p f p*pzsen(pdp=fd9
0 0 0

sen ¢ cos

4 senglpt] ) de =

o — i
o — i

T
2

do f cos*0[1 — 2cos?g + cos*glsen ¢ dp
0

o — i

T
2

do f sen ¢ sen* g cos* B dp =
0

Il
o iy
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TL'

N

T
2
1 2 1
[ cos @ + cos ¢ —gcos (p] cos*6 do = (1 -3 5) cos*6 do =
0 0

8
15

T[
2 2
8 1
cos*6 do =Tc E (1 + cos 29)] do
0

o — iy

Y
2
2 1
=Tc 1+2c0529+5(1+cos49)]d9 =
0

T[

_2[9+ ity d 49]2_2(n+n’)_2<3n)_n
Tas| T Tt T T 15\2 T T15\a ) T 10

2.9. Aplicaciones de las integrales triples

2.9.1. Aplicaciones geométricas. (Cdlculo de Voliimenes)

De la misma forma que la integral doble puede interpretarse como la medida del
area de una region plana cuando f(x,y) = 1 en R, la integral triple puede definirse
como la medida de volumen de una region tridimensional si f(x,y,z) = 1en S,
por lo que la definicion de integral triple se transforma en:

lim AV = Jf dav.
llAll—0 s

Expresion que nos permite calcular el volumen de la region S.
Ejemplos:

1. Determinar el volumen del solido que se encuentra sobre el plano “xy”
y estd limitado por el paraboloide eliptico z = x* + 4y? y el cilindro
x4+ 4y =4,

Solucién:
Realizamos el grafico (Fig. 2.59).
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UEAR
\

Figura 2.59
Encontramos el volumen.
2 —\;/4—x x2+4y2 2 % 4-x2
x2 + 4y?
V=4fdx f dy f dz=4fdx f [2] 0 dy =
0 0 0 0 0
1
2 2 2 1
4 15V4 —x?
=4fdx f [x2+4y2]dy=4f[x2y+§y3]2 0 dx =
0 0 0

2
1 1
= 4f [xz *5\/4—352 +g(4—x2)3/2]dx
0

4fEM(3x2 +4—x2)] dx -~

0

2 2
4 4
V=gf2(x2+2) 4 — x? dx=§f(x2+2)\/4—x2dx=
0 0

2 2
4
=3 fo\/4—x2dx+2f\/4—x2 dx| =
0 0

2 8rx

41x 16 X 4 x\12
=_|Z(2x2 = — X2 4 Z 24 =52 4= Z
3[8(2x J4E—x% + 8arcsen (2)]0+3 2 4—x +2arcsen (2)]0

4 8
V ==[n]+=[r] = 4w ud.
3 3
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2. Determine el volumen del solido limitado por el cilindro x?* + y? = 25,
elplanox +y +z =8 yel plano “xy”.

Solucion:
Hacemos el grafico (Fig. 2.60).

y °T x2+y*=25

Figura 2.60
Hallamos el volumen.
5 V25-x7  8-x-y 5 25—x2
-zfax [ ay [ e[ f R
o @~
0

fdx\/zj—x(S—x y)dy—Zf[(S—x)y—— ]25 xzdx=

=2 f[(S—x)m—%(ZS—xz)]dx -
]

5 5 5
1
V=2[8f 25 —x2dx — f\/25—x2 xdx—Ef(ZS—xz)dx
5 5 5

V=2

x 25 X 1 3.1 5
il ez 422 il 2025 — x2)5 — = — 53
8(2 25 —x2 + > arc sen (5)> +3(25 x%)2 2(25x x )] 5

V=2 825 +25 = 2007 u?
—249]22 o =
[41'[ 41'[] T u®.

Analisis Matematico para Ingenieros
Calculo integral de funciones de una variable
TOMO 2



204

3. Determinar el volumen del solido ubicado sobre el paraboloide
eliptico 3x* + y? = z y debajo del cilindro x* + z = 4.

Solucion:
Encontramos la seccion transversal (region R), resolviendo el sistema:

{3x2+y2:z €))
x2+z=4.z=4—x%(2).

(1) en (2) 3x2+y?=4—x% = 4x2+y2=4.
y y
Que es la region en el plano “xy”.

Realizamos el grafico (Fig. 2.61).

Figura 2.61
Encontramos el volumen.
1 24/1-x2 4—x2 1 2y/1-x2
4 —x2
V=4fdx f dy f dz=4fdx f [Z]3x2+y2dy=
0 0 3x2+y2 0 0
1 2V1-x2 1

1 .12vV1—«2
=4—fdx f (4—x2—3x2—yz)dy=4“4y(1—x2)—§y3] 0 *dx =
0 0 0

1 1
8 64
= 4[ [8(1 —x2)/1—x2— §(1 - x2)3/2] dx = ?f(l - x2)3/2 dx -
0 0
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64 3
V= (2 2 —-5)y/1—x2+ = arcsen (x)] -~
8 0
— 3
[16 ] s
4. Encuentre el volumen seccionado en la esfera p = 4 por el cono
s
=7
Solucioén:

Realizamos el grafico (Fig. 2.62).

Figura 2.62

El volumen en coordenadas cilindricas se calcula como:

rr
2 2n

T T

% 4 64 %
V=fd6fd(pfpzsengodp— fdﬁfsengo[p —?f desen(pd(p

0 0 0 0 0

s
21 T 2
4
64 641 [ V2 32
_?f[—costp]ode 3 <—7+1)d9—?(2—\/2)fd9 -
0 0 0

V:%(Z—\/E)[B] 25:%(2—\/5)(271) :647”(2—\/2)113.

5. Determinar el volumen del sélido ubicado dentro de la esfera x? +
y? + z% = 4z y que se encuentra arriba del cono x* + y? = z2.
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Solucion:
Buscamos la seccion transversal, del sistema:

{x2+y2+zz=4z D
x2+y? =122 2
(Qen(1) z2+2z2=4z -~ 2z2—4z=0 . 22)(z—-2)=0 +z=0y z=2.

El valor que tomamos de los dos obtenidos es z =2, por lo que la seccion
transversal en el plano “xy” es la circunferencia:  x2 + y? = 4.

Realizamos el grafico (Fig. 2.63).

Y] xreyica

Hud

Figura 2.63
Este ejemplo resulta mas facil resolverlo con coordenadas esféricas.
Pasando a coordenadas esféricas.

Las superficies:

x2+y?+z2=4z . p?=4pcose -~ p=4cose.

2

x2 +y? =22

p2sen?p cos?0 + p?sen?p sen?d = p? cos?e
prsen?p(cos?0 + sen?0) = p? cos?p .. sen?p = cos?p -~ tg?p =1 -

tgo =11 ~ @ =arctg(xl) = +—, aqui tomamos el valor positivo.

s
4
El valor de 6 segun el grafico de la seccion transversal serd: 2r <6 < 0

Por lo que el volumen en coordenadas cilindricas es:
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]
3

2n 2n Z
64 64 1
= —f do f(cos3(p)sen pde = —f [——COS4¢] de -
3 3 4 0
0 0 0

2
,_ 64 ”< 1+1)d6 64 (3)9211 64 (3) e g
= — —_—— —_ = — % | — = —%|— * =
3f 16" 4 3 *\16)101 o =3 *(3g) * 2 = 8mw.
0

Hallese el volumen acotado por abajo poe rl plano z = 0, lateralmente
por el cilindro x*> + y? = 1 y por arriba por el paraboloide
z=x%+7y2

Solucioén:
Hacemos el grafico (Fig. 2.64).

X3+y3=

nra

3-1712
Figura 2.64
Pasando a coordenadas cilindricas todo.

Superficies.

El angulo 6 varia de 0 a 2m.
Calculamos el volumen.
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2 1

21 1 21
—fdef[z]rzrdr—fd@fr3dr—1f[r4]1d9 :
B 0 N T4 0o

0 0 0 0 0

7. Calculese el volumen acotado por arriba por el paraboloide
z =5 —x? —y? y por abajo por el paraboloide z = 4x?* + 4y2.

Solucion:
Encontramos la seccidn transversal resolviendo el sistema:

{Z= 5—x2—y% (1)
z=4x%+4y?  (2).

MD=Q) 5—-x2—y2=4x2+4y? =~ 5x2+5y?2=5 .~ x2+y?2=

Realizamos el grafico (Fig. 2.65).

.
\‘\
5K

3m2
Figura 2.65
Pasando a coordenadas cilindricas todo.
Superficies.
z=5-x2—-y? . z=5-12
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El angulo 6 varia de 0 a 2m.

Calculamos el volumen.

2m 1 5—12 2m 1 2 1

5_ 2
V=fd9fdrf rdz=fd6f[z] Wr rdr=fd6f(5—r2—4r2)rdr
0 0 4r2 0 0 0 0

21 1 21 1 1 1 21 1 1
_ .2 _ 22 .4 _ -
V—5fd6f(1 2)r dr 5f[2r 4r]0d9 5f(2 4)d9

0 0 0 0

21

v=>( a0 =201 =2s 2 = 573
— = — = — % =
2f 2[]0 2 T Tus.

2.9.2. Aplicaciones fisicas

Son las mismas aplicaciones de la integral doble extendida a una superficie, asi
tenemos las siguientes definiciones.

1. Masa: m = [f[. d(x,y,z)dV d = densidad.

2. Primeros momentos respecto a los planos coordenados:

Mxy=jsﬂzadV, sz=jsﬂyadv, Myzzjsﬂxadv.

3. Centro de masas:

EE
<

_ X,
X = _y.

M,,
m
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4. Segundos momentos (momentos de inercia):

I, = fsf (y?2 +z%)o dv, I, = fsf (x? +z%)o av.

1, =fsf (x2+y?adv, I, = fsﬂ r29 dv.

r(x,y,z) = distancia desde el punto(x,y,z) a la recta L.

5. Radio de giro respecto a una recta L:

Distancia entre dV y los planos y ejes coordenados.

Figura 2.66
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Ejemplos:

1. Determine el centro de gravedad de un solido acotado inferiormente por
el disco x> +y? <9, del plano z = 0, y superiormente por el
paraboloide z = 9 — x? — y?, de densidad voluminica uniforme 9 en
cualquier punto del solido.

Solucion:
Realizamos el grafico (Fig. 2.67).

Figura 2.67

Por simetria, X = y = 0. Por lo que nos queda encontrar Ginicamente Z,
para lo cual encontramos la masa y el momento respecto al plano “xy”.

Calculo de la masa.

Pasamos todo a coordenadas cilindricas.

Segun la figura 2.67 2w < 6 < 0.

2m 9-1?

3 21
m=fd6frdrf =f
0 0 0 0

2n 3

rdr=6f d9f[9—r2]rdr

2

O'\w
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2
s s (81 81>d9_8169 81,
m= f[zr r]o f 2 [6] 2 T
0 0

81
= —1'[6

Calculo del momento.

2m 9-12 2m

3 3 2r 3
1) 9—12 1)
Mxy=f d9frdrf 6zdz=5f d@f[zz] Or rdr=5f d9f(9—r2)2rdr
0 0 0 0 0 0 0

21
o) 729§ 21
__° — r2)3 - _° _
M,, = 12][(9 1, 3 40 = f( 729)d6 = ~-101",
0
729 6 243 (5'
Mx = (2 )_
Por lo tanto,
2436
818 1'[/2

Y el centro de gravedad es:  (%,y,2) = (0,0, 3).
2. Determine la masa del solido homogéneo acotado por el cilindro z =
4 —x2 elplanoz =0,x = +2 e y = 5, si la densidad voluminica en

cualgquier punto del solido es k kilogramos por metro cubico.

Solucion:

M

Figura 2.68
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Hallamos la masa.

4—x?

2 s 2 s, 2 s
m=fdxfdyf kdz=kfdxf[z] Ox dy=kfdxf(4——x2)dy
200 0 20 20

2 2
5 1.2 16\ 160
m=k f(4—x2)[y] dx = 5k f(4—x2)dx — 5k [4—x——x3] - 5k(—) = kg
0 35 2 3)= 73
-2 -2

3. Calcule el momento de inercia respecto al eje “z” del sélido homogéneo
limitado por el cilindror =5, el conoz =ry el plano “xy”. La densidad
volumétrica en cualquier punto es k slugs por pie cubico.

Solucion:
w2
. P
N y L
= 4 r=5
r=5 SN s
m
4
z=r
S=
i
— =
] 3m2
Figura 2.69
Determinamos el momento de inercia.
21 5 r 27 5 21 5 K 21 5
r
Iz=f dHfrdrfk rzdz=kf def[z]0r3dr=kf d9fr4dr=§f[r5]0d6
0 0 0 0 0 0 0 0

2

2
I, = 625kf df = 625 k(6] (;T =625 k(2m) = 1250 7 k slug — pie? .
0
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4. Determine el centro de masas del solido ubicado dentro del
paraboloide x? + y? = z y fuera del cono x* +y? = z%. La
densidad voluminica constante es k kilogramos por metro cubico.

Solucion:
Determinamos la seccion transversal, resolviendo el sistema:

{xz +yt=1z D
x2+yt=2z2 (2

Men@@) z=2% « z2—z=0 ~zz—-1)=0 =~ z=0yz=1
Entonces la seccién transversal es la circunferencia x? + y? = 1.

Hacemos el grafico (Fig. 2.70).

2
2
y
L
r=1
2 +y2 = 52 XZ+y2=1
i 0
2 \j 2
R b3
x2+y?=z .
3m2

Figura 2.70

Pasando todo a coordenadas cilindricas.

Superficies:
Paraboloide: x2+y2=2z = z=r2
Cono: x2+y%2=2%2 o z2=r?2 & z=r.

Seccion Transversal. x2+y2 =1~ 712=1 .~ r=1.
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Angulo teta varia de 0 a 2.

Figura 2.71

Por simetria, X = y = 0. Por lo que nos queda encontrar Ginicamente Z,
para lo cual encontramos la masa y el momento respecto al plano “xy”.

Calculamos la masa:

21 1 r 21 1 2 1
m=kf d9frdrfdz=kf d@f[z];rdr=kfdBf[r—rz]rdr
0 0 72 0 0 0 0

2 2
_k"13 Ll ”<1 1)d6_k62n’_k(2)_nkk
m= f[3r 4T]0 = f 377) 9 =13l01 ) =13 @m) =gkkg.
0 0

Hallamos el momento:

2 1 2

f deZ_gf dgf[zz]rrzrdr_ fdef[r —r*lrdr

2 2
Pt ok ”<1 1)d6_k I
"y_zf[zt 6 ]0 zf 46 22101 o =340 = pkkg.m
0 0

||
O'\S}

Por lo tanto,
My _ "/ 12 k_1

Tm T k2

El centro de gravedad es: (X, ¥,2) = (O, 0,%).
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