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Este texto pretende brindar a los estudiantes que estan cursando la asignatura de
Ecuaciones Diferenciales una alternativa para repasar las definiciones y conceptos
que les seran de ayuda en el desarrollo de la materia. Este libro consta de ejercicio
de Ecuaciones Diferenciales de primero, segundo, y n-ésimo orden, ademas la
resolucién de algunas aplicaciones en problemas geométricos y fisicos; finalmente
se aborda también el uso del operador Transformada de Laplace para el calculo y

resolucion de ecuaciones diferenciales lineales.

La caracteristica novedosa y especial de este libro es que se presentan varios
ejercicios por cada tema, que incluyen la mayor parte de procedimientos, con el fin
de que al lector le quede claro el algoritmo de solucién que se ha utilizado y lo pueda
aplicar en problemas adicionales. Es un texto que aporta al proceso de ensenanza -

aprendizaje de esta asignatura.
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cAPiTULO 1

Introduccidn ecuaciones diferenciales ordinarias

1.1. Introduccién

Varios de los conceptos fisicos, como velocidad o la aceleracién, son variables derivadas de otras. Por
eso un modelo es muy a menudo una ecuacién que contiene derivadas de una funcién desconocida, que
se llama ecuacién diferencial. El objetivo es encontrar una soluciéon que satisfaga dicha ecuacion,
que explore sus propiedades a través de gréaficas y finalmente encuentre sus valores particulares e
interpretarlos en los términos fisicos para que se pueda comprender el comportamiento del sistema.
Como se muestra en la figura 1.1 donde se detalla el procedimiento para solucionar un problema fisico
que involucre las caracteristicas antes descritas [1].
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Figura 1.1: Metodologia para solucién de un sistema fisico

1.2. Definiciones basicas y terminologia

1.2.1. Definicién ecuacion diferencial
Se presentas varias definiciones a continuacién:

1. Una ecuacién diferencial es aquella que tiene una o varias derivadas o diferenciales de la funcion

incégnita [1].

2. Es una ecuacion donde la incégnita es la misma funcién y que depende de una o mas variables

dependientes y sus derivadas [2].

3. Se llama ecuacion diferencial aquella que liga la variable independiente x y la funcién incégnita

y v sus derivadas 33" y™ [3].
4. Una ecuacién diferencial, de forma muy sencilla es: una ecuacién que contiene derivadas.

Una ecuacién diferencial tiene la forma:

F(:c,y, y,7 y”ay”,a ”.’y(n)) =0 (1'1)

Donde y = y(x) es la funcién que se busca. Ejemplos:

. ——Qxy%:ey
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o ()P +5=0

d’u dudv _ d’v _
dx? + 2uv dx dy dy? — 0

d’z

L%+ RY 4 1g—0

1.2.2. Origen de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales tienen vital importancia en el desarrollo de las matematicas, ciencias
fisicas, econémicas e ingenierias. A raiz de los estudios e investigaciones propias de las EDO y cémo
estas se aplican a otras disciplinas, resulta evidente su alcance por lo que es necesario mostrar de
forma resumida como se ha ido desarrollando este aparato conceptual y metodoldgico hasta llegar a
lo que se conoce actualmente [4].

Segin se sabe, el primer documento que contenia una definicién de diferencial, es una memoria es-
crita por Leibniz en 1684 este contenia algunas reglas sencillas para el calculo diferencial, incluyé
algunos aplicaciones geométricas pero lamentablemente se sabe que tenia ciertas imprecisiones por
lo que resulté confuso para la época, sin embargo esta fue la base fundamental para el desarrollo
de la ecuaciones diferenciales y sus soluciones. Fue él, quien por primera vez uso6 el término aequatio
differentialis aproximadamente en 1676 [4].

Mientras tanto, Newton entre 1669 a 1676 compuso varios tratados sobre los elementos de las fluxiones,
pero no aparecieron hasta 1704. La primera clasificacién de las EDO de primer orden fue propuesta
por Newton quien resuelve dos problemas principales, formulados tanto en términos mecanicos como

en términos matematicos:
1. Determinacién de la velocidad del movimiento en un momento de tiempo dado.
2. Dada la velocidad del movimiento, determinacion del espacio recorrido en un tiempo dado.

Las ecuaciones diferenciales aparecen no solo a partir de las familia de curvas geométricas, sino también
del intento de describir una variedad de problemas sobre geometria, fisica, economia, quimica, biologia
e ingenieria.

Si se tiene la ecuacién de una familia de curvas, se puede obtener su ecuacién diferencial:

e Eliminando constantes.
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e Aislando parametros a un solo miembro.

e Derivando.

También se pudo eliminar la constante, derivando la ecuaciéon dada, tantas veces como constantes

arbitrarias tenga y se resuelve el sistema formando con la ecuacién diferencial.

EJEMPLOS

Ejemplo 1.1 Demostrar que la funcion y = c¢1 cosz + casinz es solucidn de la ecuacion y" +y =0

Solucion:

Yy =—c1sinx 4+ cycosx

1 .
Yy =—c1cosxr —cysinx

Se reemplaza en la la solucion de la ecuacion y:

—€1COST — Co8inx + ¢ cosx + co sinx =0

0=0

Entonces, la expresion dada si es solucion.

dy _ _z

Ejemplo 1.2 Dada la relacién x% + y* = R?. Comprobar si es solucién de la ecuacién T ”

Solucion:

2x+2y;ii ~0
dy
Qy% = -2z
dy
dx - _5
X - X
Yy

Entonces se comprueba que es solucion.
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NOTA.Antes de resolver el siguiente problema es necesario recodar brevemente la definicién de ecua-
ciones paramétricas.

Ecuaciones paramétricas: cuando una curva, como la que se muestra en la figura 1.2, no puede
describirse mediante la ecuacién de la forma y = f(z), se recurre a denotar sus posiciones z, y en
funcién del tiempo, que se describen mediante las ecuaciones = = f(t) y y = g(t), estas se denominan
ecuaciones paramétricas: donde cada valor del pardmetro ¢ determina un punto (x,y) en R?, si

este valor de ¢ cambia o se mueve se traza la curva paramétrica [5].

Figura 1.2: Trayectoria de una particula

Ejemplo 1.3 Dada las siguientes ecuaciones de forma paramétrica.

r=1t>—2t+2
y:%t3—t2+c

Comprobar que son soluciones de la ecuacion diferencial

= (y) -2y +2

Solucion:

dx

=t —2=2(t—1
o t-1)
dy 2

2L =02 2 =2t(t — 1
I (t—1)
d

T2 -1)

dz 2(t—1_t
dt

y =t
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Se reemplaza en la ecuacion diferencial
T=1"—2t+2

Entonces, se comprueba que son soluciones.

Ejemplo 1.4 Demostrar que la funcién y = 6(x) = v’ foz e dt + ¢ es solucion de la ecuacion

diferencial:

y —2xy =1

Solucion:
/ / 2 z t2 2 d z t2 2
y =0'(x) = 2xe” / et dt+e” —/ et dt 4 2ze”
0 dz Jo
x
/ z? —¢2 z?2
= 2xe / e " dt + 1+ 2xe
0
Se reemplaza en 3y’
2 x 42 2 2 x 12 2
2xe” / et dt+1+2xe” — 2ze” / e " dt—2xe” =1
0 0

1=1

Entonces, se comprueba que es solucion.

Ejemplo 1.5 Obtener la ecuacion diferencial asociada con la primitiva:

y:cx2+02

Solucion:
d
d—i:Qcm
e 1%
T 2z dx
1 Ldy 1 sdy\2
vy= 2:cx dr = 4x2 (dz)
_zdy L_<@)2
y= 2dx 422 dx
dy dy\?
=2l ()
vy v dsr:+ dx
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La ecuacion diferencial asociada es:

dy\? 3dy 2
(d:c) +2z dx_4xy_0

Ejemplo 1.6 Obtener la ecuacion diferencial asociada con la primitiva

y = Ae?x + Be® + C

Solucion:

dy

o =2Aex + Be”
% =4Ae*x + Be”
% =8Aex + Be”
Be® :j—i —2Ae%x
Be® :% — 4Ae%x
Be® :% — 84¢c%x
Z—i —2Aex :% — 4Aex
Z—Z — % = —24e%x
(i;—j — 4Ae%x :% — 8Ae%x
% — % = —4Ae’x
% - % =—24¢e%x
% - % = —24e%2(2)
?y dy _,dy %

dr  da? dx dx?

La ecuacion diferencial asociada serd

Ejemplo 1.7 Demostrar que

Es la primitiva de la ecuacion diferencial

y
2y =921 —
7 Y (1-=z)

18



Hallar la solucidn particular satisfecha por x = 0, y = 3, es decir, la curva integral que pasa por (0, 3).
Graficar la solucion.

Solucion:

2 —_9 x
dr + ce

2+4ce” —y=2(1—-x)

y = 2x + ce”

Por lo que se demuestra que es la primitiva.
Cuando z=0, y=38

3 =2(0) + ce”

c=3
La solucidn particular es:

y = 2x + 3e”

150 4

100

50

—50 L

Figura 1.3: Solucién particular y = 2z + 3e*
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Ejemplo 1.8 Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es:

y=a%+cre” + cpe

Solucion:
xT

y' =2z + c1e” — 2coe 2

2z 2x

y—y =2 +c1e® + coe 2 — 20 — cre” + 2c0e”

x

y—vy =a?—2x+ 3coe?
y —y =2 —2—6coe” %
2y — 2y + 9 — 1y =2x% — —dx + 6cge 2 + 22 — 2 — 6ege” 2

2y —y —y =227 — 22 -2
La ecuacion diferencial es:

y' +y =2y =214z —2?)
Ejemplo 1.9 Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion es:

y=cx+coe ”
Solucion:
Yy =c1 —cpe”®
y+vy =cix+ e g —coeF

=c1r+

y+y =calz+1)

yt+y _ .
r+1 !
y+y' =a

y+y' =@ +y")z+1)
y+y =zy +ay’ +y" +y
oy +y +xy —y=0
La ecuacion diferencial es:
y'(z+1)+zy —y=0

20



1.3. Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

Existe una gran variedad de ecuaciones diferenciales: para facilitar su estudio se clasifican segiin su
tipo, orden y grado como se presenta a continuacién [6],[7]:

Segun su tipo:

1. Ecuacién diferencial ordinaria: es aquella ecuacién que tiene una sola variable indepen-

diente. De ahora en adelante cuando se trate de estas ecuaciones se utilizara las siglas EDO.

Ejemplos:
. %:x+5
o Ly 3oy
o xy +y=3

° y/// + Z(y//)Q + y/ = COST
o (¥)?+(y)° +3y =a?

2. Ecuacién diferencial parcial: es aquella ecuacion que tiene mds de una variable indepen-
diente. De ahora en adelante cuando se trate de estas ecuaciones se utilizara las siglas EDP.
Ejemplos:

g—; =z+ xg—z
2 2
© GFtoE =Tty

Segin su orden:

1. Primer orden — F(z,y,y’) =0

e y =% +3y—cosz
d d
oyt s (L

cy= (- Drty 1
2. Segundo orden — F'(z,y,y',y") =0

oy +2y +2y=2(z+1)

ey —3y +y=cosx
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dy . dy _ .y _ pdy
® T y+ydz dmz_kdm

3. Tercer orden — F(z,y,y’,y",y") =0
o 6y —y" +6y—y=0
o 2y + 4" — 8y — 4y
. 337?; + 2% =secx
4. Orden n — F(z,y,y',..y") =0
Segun su grado:

1. Lineales: la variable dependiente y y todas sus derivadas son de primer grado. Cada coeficiente

de y y sus derivadas dependen solamente de la variable independiente x [8].

2. No lineales: las que no cumplen con las propiedades de linealidad [9].

1.4. Orden y grado de una ecuacion diferencial

e Orden: el orden de una ecuacién diferencial, es el orden de la derivada de mayor orden que

interviene en ella. Ejemplos:

e v/ +xyy = tanz — es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden pues su
derivada mayor es y”.

o 23yy" —x? = cost — es una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden pues su derivada
mayor es y""’

e 'z —siny’ + cosxz = 3xy — es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden pues su
derivada mayor es y’

oy — (y)? —secx = 22 — es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden pues su

derivada mayor es 1/’

e Grado: el grado de una ecuacién diferencial es el grado de la derivada de mayor orden que

interviene en ella. Ejemplos:

e 1y’ = 2y — es una ecuacién diferencial ordinaria de grado 1 pues la derivada de mayor
orden 3’ estd elevada a 1 y ademéds su orden es 1.
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’ 3— Le . . . . .
. (%y),,)Qy =3 — es una ecuacién diferencial ordinaria de grado 2 pues la derivada de mayor

orden y" estd elevada a 2 y ademads su orden es 2.

e y'V 4 y" = cos4x — es una ecuacién diferencial ordinaria de grado 1 pues la derivada de
mayor orden y’" estd elevada a 1 y ademds su orden es 1.

o 2%y + 2y + 4y = 0 — es una ecuacién diferencial ordinaria de grado 1 pues la derivada

de mayor orden y” estd elevada a 1 y ademds su orden es 2.

Teorema 1.1 Teorema de existencia y unicidad: sea una ecuacion diferencial y' = f(x,y), donde
la funcion f(x,y) estd definida en un entorno D del plano XOY que contiene el punto (xo,yo). Si la

funcion f(x,y) satisface las condiciones :
a f(x,y) es una funcién continua en dos variables x e y, en el entorno D.
b f(x,y) admite derivada parcial continua con respecto de x ey en el entorno D.

Entonces existe una y solo una solucion de la ecuacion diferencial dada que satisface la condicion

y|r:zo = Yo

Dicha condicién se denomina condiciéon inicial. El problema de la busqueda de la solucién de la
ecuacién diferencial: y' = f(z,y) que satisface la condicién inicial lleva el nombre de Cauchy.
Geométricamente esto significa que se busca la curva integral que pasa por el dado Py(xq,yo) del plano

XOY., como se muestra en la figura 1.4.

Figura 1.4: Teorema de Cauchy

Aunque este teorema expresa las condiciones suficientes para la existencia de una solucién tnica,
no son condiciones necesarias, esto quiere decir que puede existir una solucién tnica de la ecuacién
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diferencial que satisface las condiciones iniciales a pesar de que el punto P no cumpla con la condicién

a o la condicién b o estds dos simultaneamente.

1.5. Soluciones de las ecuaciones diferenciales

Se parte de la forma general de la ecuacién diferencial ordinaria:

F(a:,y,y', y//ay,//a '-'ay(n)) =0

De esta, se pueden obtener varios tipos de soluciones que se las muestra a continuacién:

Solucion General

a. Una funcién f(z) siempre que esta, transforme en identidad la ecuacién diferencial ordinaria [2].

En este caso la solucién viene dado por la ecuacién:

y=f)+c (1.2)

Donde ¢ es una constante arbitraria llamada: Famsilia de Pardmetros. La solucién general

puede tener una o mas constates arbitrarias.

b. A menudo cuando se resuelve una EDO las soluciones pueden expresarse de la siguiente forma:

e Solucién implicita g(x,y) =0

e Solucién paramétrica x = x(t),y = y(t)

NOTA. Las gréficas que describen las soluciones de las ecuaciones diferenciales se denominan curvas

integrales como se muestra en la figura 1.5, que representa una familia de circunferencias.
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Figura 1.5: Solucién general, familia de circunferencias

Solucion Particular

c. Si se tiene la solucion general de la ecuacién diferencial, es posible obtener una solucién tni-
ca cuando se conocen condiciones iniciales del modelo [10]; con ello se puede calcular valores

especificos a las constates arbitrarias, lo que da como resultado una solucién particular.

Solucién Singular

d. En algunos casos especiales puede ocurrir que su primitiva no incluya todas las soluciones par-
ticulares, ain maés, es posible que una ecuacién diferencial tenga soluciones que no se pueden

obtener de la primitiva ni operando con la constante arbitraria, estas soluciones se consideran

soluciones singulares [7].

Ejemplo 1.10 La solucion general de la ecuacion diferencial z4-2yy’ = 0 esy = Cx?, que corresponde

a una familia de pardbolas como se muestra en la figura 1.6.
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Familia de Parabolas

100 T T T

Ejey

B0 b =]

-80 [ .

-100 | | | | | | | | |

Eje x

Figura 1.6: Solucién general, familia de parabolas

Ejemplo 1.11 Se tiene la ecuacion diferencial:

1
/
Yy =
Y
Analice su solucion:
Solucion. Quiere decir que la ecuacion f(x,y) = y—lz, y si su derivada parcial % = ,y%. En es-

te caso en el el punto (xo,0) del eje OX no se cumple las condiciones del teorema de existencia y
unicidad ya que la funcion y su derivada parcial son discontinuas en el eje OX, aunque por cada

punto pasa una sola curva integral:

y = v/3(x — xp)

tal como se muestra en la figura 1.7
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Figura 1.7: Gréfica solucién ecuacién diferencial

Ejemplo 1.12 Se tiene la ecuacion diferencial:
y =zy+e?

Analice su solucion:

Solucién. El sequndo miembro de de la ecuacion es f(x,y) = xy + e Y y su derivada parcial es
% =x — e Y, que son continuas con respecto de los ejes x e y y en todos los puntos del plano XOY,

cumple con el teorema de unicidad en todo el entorno en el que la ecuacion tenga una solucion unica.

Ejemplo 1.13 Se tiene la ecuacion diferencial:

Analice su solucion:

1

Solucion. El sequndo miembro de de la ecuacion es f(x,y) = %{’/g? y su derivada parcial es % =

en este caso la funcion f(x,y) es continua en todos los puntos del sistema coordenado, pero su derivada
parcial se hace infinita cuando y = 0 por lo tanto no cumple con el literal b del teorema de existencia
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y unicidad, se puede observar grdficamente en la figura 1.8 que cuando y = 0 pasan al menos dos

curvas integrales por lo que no cumple con la unicidad.

Figura 1.8: Gréfica solucién ecuacién diferencial

EJERCICIOS PROPUESTOS

» Dada la funcién F(z) = [;~ e *h%df; x> 0. Verificar si F a aF"(z) + F'(z) — F(z) =0

donde:

r  — variable dependiente
df — variable independiente
» Encontrar la ecuacién diferencial cuya solucién es (x — h)? + (y — k)? = r2, una familia de
circunferencias, en el plano zy, siendo h,k y r constantes arbitrarias.

» Demostrar que y = 522 es solucién de las ecuacién diferencial zy’ = 2.

= Determinar que y = % es solucién de las ecuacién diferencial y” = 22 + y2.

022’1 2”65 solucién de las ecuacién diferencial (x + y)dx + xdy = 0.

= Demostrar que y =
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CAPITULO 2

Ecuaciones diferenciales de primer orden

2.1. Definiciones

Para iniciar este nuevo capitulo es importante recordar y profundizar la definiciéon de ecuacion dife-

rencial ordinaria(EDO).

2.1.1. Ecuacién diferencial ordinaria(EDO)

Definicién 2.1 FEs una ecuacion que contiene una o varias derivadas de una funcion desconocida,

generalmente llamada y(x), también la variable y y constantes [11].
Por ejemplo:

1. ¢/ =sinz

2. y"+18y =0

3. ¥y +2xy =sinz

4y"a? +2e7 +y" = (a? + )y

5. y= 182 + y// _ ny/ + y//
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Es este capitulo se considera solo las ecuaciones diferenciales de primer orden. Que son ecuaciones que
contienen solamente la primera derivada y’, contienen y y cualquiera funcién dada de x. De forma

general estas ecuaciones se pueden escribir como se muestra a continuacién:

e Ecuacion de forma explicita:

F(xayvyl) =0 (2.1)

e Ecuacion de forma implicita:

Y = f(z,y) (2.2)
Las ecuaciones diferenciales se clasifican en:
1. Ecuaciones de variables separables.
2. Ecuaciones homogéneas.
3. Ecuaciones exactas.
4. Ecuaciones lineales.

5. Y algunas que se deriven de estas.

2.2. Ecuaciones diferenciales de variables separables

Definicién 2.2 Las ecuaciones diferenciales de variables separables tienen distintas forma de presen-
tarse, donde cada diferencial tiene como coeficiente una funcion de su propia variable o una constante

[12]; a continuacion se muestran algunas de ellas:

e Forma 1:

Para resolver esta ecuacién se deberd seguir el siguiente procedimiento:

Y~ f@)aty)

dy = x)axr
o) = f@)
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Finalmente, se debera seguir el proceso de integracién inmediata para obetener la solucién

e Forma 2:
f(@)dz +g(y)dy =0 (2.4)

Para resolver esta ecuacién, se debera seguir el proceso de integracién inmediata:

[ s+ [y =

e Forma 3:

f(@)g(y)dx + f1(x)g1(y)da =0 (2.5)

En este caso no pueden separarse las variables despejando directamente, como en los casos
anteriores, tampoco se pueden agrupar en términos de las mismas variables, entonces se debera
usar métodos alternativos para encontrar la solucién buscada. En este libro se identificarda un
método de manera general, sin embargo, existen variedad de procedimientos para llegar al mismo
resultado.

Se divide la ecuacién para f1(z)g(y)

f(z) aly) ,
fi(z) et 9(y) W=

La solucién es

/ﬁ%/ﬁgc

Ejemplo 2.1 Resolver la siguiente ecuacion diferencial



Solucion:

y =2

x

dy _ _y

dx T
xdy = —ydx
dy _ _dx
y oz

La solucion general es:
Ty =c

Si se coloca un punto particular de la funcion x=1, y=2 entonces:

Por lo tanto, la solucion particular es:
Ty =2
Ejemplo 2.2 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
(4y + yx?)dy — (2z + 29?)dx = 0
Solucion:

y(4+2%)dy — 2(2 +y*)dz =0

Yy x
dy — | —2—du =
/2—|—y2 Y /4+x2 e

t:2+y2
dt = 2dy

s =4+ 2?
ds = 2xdz
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Lfdt 1 fds
2 t 2 sic

1 1
3 In(2 + y?) — 3 In(4 +2?) =Inc

2 4 42 _ 2
2422 !
d=c
La solucion general es:
y? 42 =c(z? +4)

Ejemplo 2.3 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

dy _ _1+y®
dr (14 22)zy

Solucion:

1+ 2))zydy = (1 + y?)dx

(1+2*)zydy — (1 +y*)de =0

/ ydy 7/ dx _0
1+y2 r(1+22)

t=1+y* dt =2ydy

1/dt da:+1/ T
A o M
2 t T 2) x2+1

1 1
3 In(1 4 y?) — In(x) + 3 In(z? 4+ 1) =Inc

(1 +y)(@* +1)"2

=cC

(1+y*)(2* 4+ 1) = 2a?
La solucion general es:
(v + 1)(@? +1) = ca®

Ejemplo 2.4 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

-d
\/1+x5£:x2y+x2
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Solucion:

V14 x3dy = 2*(y + 1)dx
dy x?

= dx
y+1 1423

&
y+1 V1+a?
t=1+23 dt=z%dz
1 dt
ln(y—l—l)—g — =c

Vit
La solucion general es:
In(y +1) — %m:c
Ejemplo 2.5 Resolver la siguiente ecuacion diferencial
et sin zdr + (2y + l)ef?ﬁdy =0

Solucion:

- 2 1
e* eYsinxdr + y; dy=0

- 2 1
e’ sinzdr + yj_
eY ey

2 1
/e smxdm—i—/ yj_ dy=c
eY ey

2y+1
/e smxdm—i—/ R dy=c

I —
e”(sinx — cosz) )

2

dy=20

t=9y>+y, dt=2y+1)dy
u=¢e¢%, du=e”, dv=sinzdr, v=-—coszx
La primera integral se resuelve por partes y la seqgunda a través de sustitucion simple, por lo tanto la

solucion general es:
T (g (y—v*) —
e’ (sinx — cosz) — 2e c

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy
| | 1+y2
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eV 43 =0
» dr = b(cosOdr + rsin 0df)

o (zy +a)de = (2%y® + 2% +y* + 1)dy

2.3. Ecuaciones diferenciales que pueden reducirse a variables

separables

Para el siguiente andlisis se tomaran las ecuaciones diferenciales de la forma:
y' = flax + by + ¢) (2.6)

Donde b # 0, es posible reducir a una ecuacién diferencial de variable separable por medio de la
sustitucion de:

u=axr+by+c

Siendo u la nueva funcién que se busca, para ello es necesarios resolver siguiendo los procedimientos

descritos en el apartado anterior, al final de la solucién se deberd regresar a variables originales.

Ejemplo 2.6 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

dy 1
dr  w+y+1
Solucion:
Se aplica la sustitucion:
u=x+y
du dy
e
Se reemplaza u en la ecuacion diferencial:
du 1
dx TR
d
du —dx = *
u+1
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du(u+1) —dx(u+1) =dx

du(u+1) = dx(u+ 2)

1
/qu /da:+c
/du—|— 7—13—&—0

u—In(u+2)=z+c

r4+y—In(z+y+2)=x+c
y=In(x+y+2)+In(c)
y=lInc(x+y+2)
La solucion general es:
eV=clzr+y+2)
Ejemplo 2.7 Resolver la siguiente ecuacion diferencial
wy?(zy +y) = a’

Solucion:

Se aplica la sustitucion:

u=zy
du dy
dx v+ x%
Se reemplaza u en la ecuacion diferencial:
du B @
dx v dx
du
dx _ @
x dx
Z(dl _ 2
dx




La solucion general es:

3
x? (xy3 — 2a2> =c

Ejemplo 2.8 Resolver la siguiente ecuacion diferencial
(1 — 2%y)dx + 2*(y — x)dy = 0

Solucion:

Se aplica la sustitucion:

U=y —2x
du_dy
de ~ dx

Se reemplaza u en la ecuacion diferencial:

[1— 22(u + x)]dz + 2% (u)(du + dz) = 0
(1 — 2%u — 2%)dx + 2*udu + r*udz = 0
dx — z?udr — x3dx + 2*udu + *udz = 0

dr — 23dz + 2%udu = 0

d
/—Z—/mdm—l—/uduzo
T
1 1.2 2

U
2T 122 )
T 2+2
2
w? -2t - = =c
x
2
N2 2 A
(y—a)" —x ~=c
2
y? —2zy— = =c¢

yix — 2%y — 2 = xc
La solucion general es:

xyly —x) — 2 =xc
Ejemplo 2.9 Resolver el siguiente ecuacion diferencial

y = (82 +2y)* +2(8z + 2y) + 1
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Solucion:

Se aplica la sustitucion:

u = 8x + 2y
du dy
22 _g4902d
dx + dx

g%y _ du _
dr dx

Se reemplaza u en la ecuacion diferencial:

d
£78:2(u2+2u+1)
d
M 9w 4 du+10
dx

/ du */Qd
w2+2u+5 v
du
—— = | 2d
/u2+2u+4+1 / v
/ du /2d
e "
(x4+2)2+1

1
=2r+c

1 ¢ U
—arctan
2

La solucion general a la ecuacion diferencial es:

1
arctan <4x+y+ 5) =4x +c

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguiente ecuaciones diferenciales:
= Resolver el ejemplo 2.3.1 utilizando una sustitucién diferente.
= tanz sin’ ydx + cos? z cot ydy = 0
= ay —y=1y°
w ayy =1 — 22
vy —ay =a(l+2%)

= ' tanz =y

V1+22dy — /1 —y2dr =0
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Y =8 +2y+1)°

» (20 +3y—1)de+ (4o + 6y —5)dy =0

2.4. Ecuaciones diferenciales homogéneas

Funciones Homogéneas

Para iniciar esta nueva seccion es fundamental recordar la definiciéon de las funciones homogéneas y

el método para identificarlas.

Definicion

Definicién 2.3 Una funcion homogénea es aquella que todos sus términos son del mismo grado [13].

Identificacion

Sea una f(z,y) una funcién homogénea de grado n si:

[tz ty) =" f(z,y)

Esto significa que debemos reemplazar en toda la ecuacién x e y por xt y yt respectivamente, si se
obtiene la misma ecuacion multiplicada por t" se dice que es homogénea y ademas su grado es el valor

de n, tal como se muestra en los ejemplos descritos a continuacion:

Ejemplo 2.10 Comprobar si la siguiente funcion es homogénea:

flz,y)=x+y

Solucion:

[tz ty) = te +ty

tf(x,y) =t(z,y)

Cumple con la condicion por lo tanto, es homogénea de grado 1.

40



Ejemplo 2.11 Comprobar si la siguiente funcion es homogénea:

f(z,y) =sin(z +y)
Solucion:

f(tz, ty) = sin(tz + ty)

tf(z,y) = sinft(z, y)]

No cumple con la condicion por lo tanto, no es homogénea.

Ejemplo 2.12 Comprobar si la siguiente funcion es homogénea:

f(z,y) — zsin 2 —ysing
x x

Solucion:

Lty .ty
tx,ty) = xtsin — — ytsin —
fltx, ty) = in— —ytsin -

Y Y
t = t(zsin = — ysin =
f(z,y) (z sin . ysin ac)

Cumple con la condicion por lo tanto, es homogénea de grado 1.

Definiciéon ecuacién diferencial homogénea

Definicién 2.4 Si se tiene una ecuacion diferencial de la forma:
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.7)

Se puede aplicar una regla general que permite identificar si la ecuacion es homogénea o no, para ello
se analiza los coeficientes M (xz,y) y N(x,y) si son funciones del mismo grado entonces la ecuacion
es HOMOGENEA [14).
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Técnicas de Solucién

Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales se debe utilizar sustituciones que las convertirdn en

ecuaciones diferenciales de variables separables. Se recomiendan estos cambios de variables:

u=2<
x

Yy =ux

dy d

_ u
a_'rdl_Fu

u=2x

Y
T =uy
dx du

ay = Yay T
Nota. A veces es conveniente intentar los dos cambios de variable sugeridos ya que puede conducir a

una ecuacién mas sencilla de resolver.

Ejemplo 2.13 Resolver
223ydx + (z* + yM)dy = 0

Solucion:

Se aplica la sustitucion:

T =uy
dr.  du v
dy “d

dx = ydu + udy
2u’y* (ydu + udy) + (u* + y*)dy = 0
2ulyPdu + 2utytdy + utytdy + yidy = 0
2ulyPdu + 3utytdy + yidy = 0
2uySdu + y*(3u? + 1)dy = 0
/3;uj_ldu + d?y =0
t=3u'+1, dt=12udu

%ln(3u4 +1) +in(y) = In(c)
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L (3% 41 +1In(y) = In(c)
6n o y) = In(c

4
<3ﬂ+1)y6:c
v

La solucion general es:
3ty 5 =¢
Ejemplo 2.14 Resolver
ydr + (2y/zy —x)dy =0

Solucion:

Se aplica la sustitucion:

T =uy
dr = ydu + udy
y(ydu + udy) + (2v/uy? — uy)dy = 0
yidu + yudy + 2v/uydy — uydy = 0

y2du + 2v/uydy = 0

du dy
el 20
/2\/ﬁ+ Yy

Vu+in(y) = In(c)

x
—+In(y) =Inc
L
=0
Y Y
La solucion general es:
x = yan(E)
Y

Ejemplo 2.15 Resolver

(zy' — y) arctan LA
T

Siy=0yz=1
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Solucion:

Se aplica la sustitucion:

Yy = ux
dy du
dr da: tu

(5 —v) avctan =
r— —y|arctan = =z
dr T
[x (x ) uz] arctanu = x
z[(z— +u) u| arctanu = x
[(z——FU) u| arctanu =
dxr
—_— t =1
(xdm) arctanu =
d
arctanu du = @
x
d
/arctanu du = @
x

1
uwarctan u — 5ln|1 +u?| = In(z) + In(c)

Se reemplaza los valores iniciales, para este caso x =1 yu =0, por lo tanto c =1

/ 2
yarctang:xlnx 1+y—2
x x

La solucion particular de esta ecuacion diferencial es:

Ejemplo 2.16 Resolver

(x2 + y2

Solucion:

Se aplica la sustitucion:

2,..2

(2% + u?2?)dr —

Y arctan =
T

=Inz/22 + 9?2

Ydx — xydy =0

Y =ux

dy = udzx + xdu

2u(udx 4 xdu) = 0

22dx + valde — 2*uPde — 23du =0

22dx — 23udu =0
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La solucion general es:

Inz = g—x +c
Ejemplo 2.17 Resolver
zy = a’sinzx +y
Solucion:

x—y =z%sinz +y
dx

xdy = z? sin xdx + ydx

Se aplica la sustitucion:

Y =ur

dy = udx + xdu
z(udx + xdu) = (22 sin z 4 ux)dz
z(udx + zdu) = z(zsinx + u)dz

udz + xdu = rsin xdr + udx
rdu = xsin zdx
/ du = / sinx  dx
U= —COST+C

y=(—cosz+c)x
La solucion general es:

Y = —XCOST + xC
Ejemplo 2.18 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(y—=x)y +y=0
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Cuyas condiciones iniciales son:

y(0) =1

Graficar la solucion particular usando el software Matlab, cree una tabla con al menos 10 valores.

Solucion:

(y —x)dy +ydz =0
T =uy
dr = udy + ydu

(y — uwy)dy + y(udy + ydu) = 0

ydy = —y*du
d
Yo g
Y
Iny=—-u+c
La solucion general es:
x
Iny=——+c¢
Y

Se reemplaza las condiciones iniciales, por lo tanto ¢ =0
x
Iny=—-
Y

La solucion particular es:

<
(9]
<8
I
—_
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A continuacion se muestra en la tabla 2.1 los siguientes valores:

X y

0 1
—1,3863 | 2
~3,2958 | 3
—5,5452 | 4
—8,0472 | 5
~10,7506 | 6
~13,6214 | 7
~16,6355 | 8
~19,7750 | 9
—23,0259 | 10

Tabla 2.1: Tabla de datos

Usando Matlab se realiza la grifica y se obtiene la figura 2.1.

Figura 2.1: Solucién particular de yeﬁ =1

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

] y—l—m%:%c.
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v 2y?dy — (2% +y)dx = 0.

» xdy — ydr = /22 + y2dx
o)t =y 2
y

d
» xcos? S =ycost —x

2.5. Ecuaciones reducibles a homogéneas

Si se tiene una ecuacion diferencial de la forma:

, _ar+biy+a
as® + boy + c2

(2.8)
En la que el numerador y denominador son rectas, se puede reducir a una ecuacién homogénea haciendo

un cambio de variable. Para ello primero se analizan dichas rectas y su punto de interseccién, se obtiene

el determinante A de la matriz de coeficientes de x e y como se muestra a continuacién:

a; b
A= |
as b2
Si, A # 0 entonces se sustituye:
r=u-+u«
y=v+p

En la ecuacion diferencial y ahora el problema se reduce a encontrar los valores de a y 8 para ello se
resuelve el siguiente sistema:

a1a+blﬂ+61:0

asa+ b +co =0

Que se obtiene de sustituir en las rectas la variable z por a e y por 3, para ello se puede seguir
cualquier procedimiento que el lector conozca.

De esta sustitucién se obtiene una ecuacion diferencial homogénea respecto a las nuevas variables u y
.

Si, A = 0 se debe utilizar la sustitucién simple a1z + b1y = wuque permite obtener una ecuacién
diferencial de variable separable en términos de la nueva variable u.
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Ejemplo 2.19 Resolver

Solucion: Se comprueba el valor de \:

Por lo tanto se utiliza la sustitucion:

Sustituyendo se tiene:

Se reemplaza el valor de u:

,  1—=3x—3y
4 l+z+y
-3 -3
A= |=0
1 1
r+y=u
dy _du
de ~ dx
d7u_ _ 1-3u
dxr T 14w
1—3u
du —dz) = d
(du — dzx) T3 o %
du—<1_3u+1>
1+u
(1—3u+1+u
du =
1+u
2—-2
duz( u)dw
14+u
du2(1u)dx
1+
u—+1
1du+2dx=0

du+2/d—“+2dx:o
u—1

u+2Inju—1/+2x=0

r+y+2hnjz+y—1+2x=0

La solucion general es:

Ejemplo 2.20 Resolver

3x+y+2lnjz+y—1]=c

, r+2y+1

v= 2v+4y+3
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Solucion: Se comprueba el valor de A:

1 2
A= |=0
2 4
Por lo tanto se utiliza la sustitucion:
U=+ 2y
du dy
21492
dz + dxr
Sustituyendo se tiene:
dy _ (du_[\1
dz ~ \dz 2
du—dr  u+1
2dr 2u+3
u+1
du —dxr = 2d
u T :1:2u+3
du = dx utl +1
2u+3
du — da 204+ 24+ 2u+3
2u+ 3
qu+5
du=d
" x(2u+3>
2u+3
4u+5du—d:1:—0

du

1 1

1 1
§u+§1n|4u+5|—x:c

1 1
§(x+2y)+§ln|4(x+2y)+5|—x:c

La solucion general es:

8y — 4z + In |4z + 8y + 5|

Ejemplo 2.21 Resolver

(2x — by + 3)dz — (2z + 4y — 6)dy

Solucion: Se comprueba el valor de \:

=0



Sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene el sistemas:

200—-58+3=0
204+ 4 —-6=0
a=1
p=1
Se sustituye en la ecuacion original:
r=u+1
y=v+1

2w+1)—=5w+1)+3]du—[2(u+1) +4(v+1) — 6]dv =0

(2u — 5v)du — (2u + 4v)dv =0

Se convierte en una ecuacion diferencial homogénea:

v =tu
dv = tdu + udt
du 2(1 4+ 2t) d—0

PRI T
du 2(1+2t)
/Z+ /4t2+7t—2dt_0

Integrando se obtiene la solucion general, que se deja como ejercicio para el lector

Ejemplo 2.22 Resolver

(x—y—1)de —(dy+z—1)dy=0

Solucion:

Se comprueba el valor de \:



Sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene el sistemas:

a—p—-1=0
a—480+1=0
a=1
B=0
Se sustituye en la ecuacion original:
r=u+1
y=v

(u+1l—v—1Ddu+ 4dv+u+1—1)dv=0

(u—v)du+ (dv+u)dv =0

Se convierte en una ecuacion diferencial homogénea:

v =tu

dv = tdu + udt
du 4t+1
— +———dt=0
U +4t2+1

du 4t +1
— ——dt =
/u+/4t2+1 0

Integrando se obtiene la solucion general, que se deja como ejercicio para el lector.

Ejemplo 2.23 Resolver

2z —y+4)dy — (x — 2y +5)dz =0

Solucion: Se comprueba el valor de \:



Sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene el sistemas:

Se sustituye en la ecuacion original:

20-B+4=0

a—28+5=0
a=-1
B8 =2
r=u—1
y=v-+2

Ru—1)—(v+2)+4dv+u—1-2@v+2)+5]du=0

(2u — v)dv + (u — 2v)du =0

Se convierte en una ecuacion diferencial homogénea:

v =tu
dv = tdu + udt
dt du
— =0
t(1 —2¢t) + u

Integrando se obtiene la solucion general, que se deja como ejercicio para el lector.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

» 2z+3y—1)dz+ (4o +6y —5)dy =0

s (r—y+4)der+ (x—y+5)dy=0
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2.6. Ecuaciones diferenciales exactas

Definicién 2.5 Son conocidas como ecuaciones en diferenciales totales. Se parte de la ecuacion di-

ferencial:
Pz, y)dz + Q(x,y)dy = 0

Si se cumple la igualdad

or _ oQ
oy Oz

Se dice entonces que es una ecuacion diferencial exacta o en diferenciales totales.

Se puede escribir de la forma:

dU (z,y) =

La integral general de esta ecuacion es:

U(r,y) =c

La funcién U(z,y) se determina por la férmula:

x Yy
U:/ P(aj,y)dx-l-/ Q(wo,y)dy

Zo Yo

Ejemplo 2.24 Resolver la siguiente ecuacion diferencial
(322 + 6y2x)dx + (622y + 4y>)dy = 0
Solucion:
oP
o2
Jy oy

0Q
9 12zy

Se comprueba que son exactas y se resuelve

U= /(3:62 + 6y%z)dx + o(y)

U =a®+32%y% + ¢(y)
8U_ 2 /
87y_6x y+¢'(y)

62y + ¢’ (y) = 62y + 4y°

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)



La solucion general es:

28 +3:172y2 +y4 =c

Ejemplo 2.25 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(223 + 3y)dz + 3z +y — 1)dy = 0

Solucion:

opP
T
0Q
o, =3

Se comprueba que son exactas y se resuelve:

U= /(2x3 + 3y)dz + p(y)

A
U= 7+3wy+90(y)

ou

gy /
oy 3z + ¢'(y)

Jr+¢'(y)=3z+y—1

o'(y)=y—1
2
Yy
so(y):3—y+c
4 2
%+3xy+%fy+c:0

La solucion general es:

w6y + 9yt -2y =c
Ejemplo 2.26 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(yze%y2 + 42%)dx + (ZJL‘yeg”y2 —3y*)dy =0
Solucion:

oP

= 2yegﬂy2 + QxyBe"”y2
dy
0
ﬁ = 2yezyz + 2;vy?’ely2
ox
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Se comprueba que son exactas y se resuelve:

U= /(yze””y2 + 42®)dx + o(y)
U=e" +a'+p(y)

oU

oy 2rye™” + ¢ (y)

21:yeg”y2 +¢'(y) = 2scyexy2 — 3y?

La solucion general es:
:vy2 4 3
e +x -y =c

Ejemplo 2.27 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

2 2 — 322
y%dl‘ + %dy =0
Solucion:
oP _ .=z
dy y*
Q_
Oz yt

Se comprueba que son exactas y se resuelve:

U="2+0y)
(Z(Zj:—?mfﬂp’(y)
—?Zfﬂp’(y):;—?jf
<p’(y)=y*12
@(y):—g‘f'c
m—z—7+c:0
vy



La solucion general es:

2.6.1. Factor integrante

Si no cumple con la condicién para ser una diferencial exacta y se cumplen las condiciones del teorema

de Cauchy, entonces existe una funcién u = u(x,y) denominada factor integrante tal que:
u(Pdx + Qdy) = du (2.13)
De donde se obtiene, que la funcién U satisface la ecuacién:
0 0
—(uP) = —(u
5 (1P) = 5 (u@)
El factor integrante u se puede hallar ficilmente a través de estas férmulas:

1.2 (%—1; - %—g) = F(z), entoncesu = u(x);

Ql

2. %(% - %—5) = Fi(x), entoncesu = u(y);

Este factor integrante se debe multiplicar por la ecuacion diferencial para convertirla en una ecuacién

diferencial exacta que se resuelve siguiendo el procedimiento descrito en la seccién anterior.

Ejemplo 2.28 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

3
(2zy + 2%y + %)dw + (22 +y*)dy =0

Solucion:

opr

a—y:21+x2+y2
9Q

X _9

Ox v

Se comprueba que NO son exactas y se aplica la formula 1:

1
d
N i
u
lnu==
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El factor integrante es:

Se multiplica a la ecuacion diferencial original:

y3

e (2zy + 2%y + 3

Ydz + e® (2% + y?)dy = 0

Se comprueba que ahora es exacta y se resuelve:

3
U= /6’”(2xy+:c2y+ %)dw+w(y)

3
U=e"(@y+ L)+ oy)

3
8U_a: 2 2 /
oy ¢ (= +y7) +¢'(y)

La solucion general es:

2
ye® (x? + %) =c

Ejemplo 2.29 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(2 +y? + x)dx + zydy = 0

Solucion:

oP
Y
9Q _
ﬁx_y

Se comprueba que NO son exactas y se aplica la formula 1:

1 1
—Q2y—y)=—
Y=g

d
du _

u

El factor integrante es:
u=c



Se multiplica a la ecuacion diferencial original:
z(z? + y* + x)dx + 2%ydy = 0
Se comprueba que ahora es exacta y se resuelve:

U= /x(w2 +y? +x)dr + p(y)

U= %4 + x2292 + %3dx +¢(y)
S = 1)+ )
¢'(y) =0
ply) =c

La solucion general es:
3zt + 423 + 622y% = ¢
Ejemplo 2.30 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(2zy*e¥ + 229> + y)dx + (2?y*e? — 2%y? — 3x)dy = 0

Solucion:
oP .
— =2z(4y3e¥ + yte¥ + 3% + 1
Ay
oQ 1 2
— =2 Y—29°) -3
5, = 20ye = 2y7)
Se comprueba que NO son exactas y se aplica la formula 2:
Sxyley 4 2xytey + 6xy? + 1 — 2xytey 4 2242 + 3
=u
2xytey + 2xy3 +y
d
e
u
El factor integrante es:
1
u = 374

Se multiplica a la ecuacion diferencial original:

1

1
" (2zyte¥ + 2zy® + y)dx + y—4(:172y4ey —2%y? = 3x)dy =0
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Se comprueba que ahora es exacta y se resuelve:

2
U:x26y+—+y—3+w(y)
ou 2 y x p
= — =3 T¢ W)
dy >y
¢'(y) =0
ply) =c
La solucion general es:
Y 2
rel + — + 5 =¢
Yy Y

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
» (25 — 5t +c)ds + (1 — 6t — 5s).
» (14 1ev/2dy) + (1 — Le¥/*)dz = 0.
v y?sinydy + yaxdr =0
s (de+y) B =y—2

w (zy+ 1+ 2L)dy +y?dy =0

2.7. Ecuaciones diferenciales lineales

Definicién 2.6 Una ecuacion diferencial lineal de primer grado tiene la forma:
y' + Pla)y = Q(x) (2.14)

Donde P(z) y Q(z) son funciones que dependen solo de la variable z, en este caso esta expresion estd
escrita en la forma candnica, sin embargo las ecuaciones lineales pueden presentarse de distintas for-
mas. Se sugiere al lector primero convertir a la forma candnica para usar los procedimientos descritos
a continuacidon [15].
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Si, Q(x) = 0 la ecuacién diferencial lineal se convierte en una ecuacién diferencial homogénea:

y +P(x)y=0 (2.15)

En este caso las variables se separan y la solucién general de la ecuacién homogénea es:

y = ce—J P@s (2.16)

Si, Q(x) # 0 es una ecuacién lineal no homogénea, su solucién general es:

y=C(z)e J P@)d (2.17)

Para facilitar el cdlculo se puede seguir el algoritmo de solucién llamado método de variacién de la

constante arbitraria que se lo detalla a continuacion:

METODO DE VARIACION DE LA CONSTANTE DE ARBITRARIA.

Pasos para resolver:

1. Este método consiste, primero, en hallar la solucién general de la correspondiente ecuacién lineal

homogénea, es decir se hace que Q(x) = 0 y se resuelve a través de la ecuacién 2.16.

2. Después, se supondréd que esta expresién ¢ es funcién de z, es decir C(x), ahora el problema es

encontrar la solucién de la ecuacion NO HOMOGENEA.

3. El siguiente paso es derivar la solucién de la ecuacién homogénea, tomando en consideracién la

funcién C'(x) de lo que se obtiene y’.

4. Finalmente se reemplaza en la ecuacién diferencial lineal original ¥; v/, y se halla el valor de

C(x).

5. Se reemplaza en la solucién y se obtiene la solucién general de la ecuacion diferencial lineal.

Ejemplo 2.31 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

Yy =ytanz + cosx
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Solucion:

Yy —ytanz = cosx
y = C(x)e~ I Pz
P(z)dz = —/tanxdm
(

[ r@
/P x)dx:—/smxdw

Ccos T
U = COSZ
du = —sinx
du
— = In|cosz]|
u
y = Cefln\cosﬂ
C
y pry
Ccos T
dc 1 sin C'
Y =— +C0—
dx cosx cos? x

Se reemplaza y, y’ en la ecuacion diferecial original

E 1 sinz C Csinx

— + 5 = COST
dr cosT  COSZT CoST cos? x
dC 1
— = cosx
dx cosx
dC = cos® zdx

1 1
C= 2% + i sin(2x) + ¢1

La solucion es:

1 n 1 . (22) + 1
= | =z + -sin(2z c
y 2 4 ! cosT

Ejemplo 2.32 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

dy

g:
dr x
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Solucion:

— [ P(z)dx

y = Celn|w\
y=xC
d
y =C+ x—C
dzx

Se reemplaza y, y’ en la ecuacion diferecial original

C—&—xg—GC:x
de x
dC
b |
dx
C=x+¢

La solucion es:

y:x2+xcl

Ejemplo 2.33 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

d 2
ay + <y = 23
dx T
Solucion:
2
y+-y=2a’
T

y= C(x)e—fP(ac)dac

/P(m)dx: /;dx

2
/fdx:2ln|x|
T
y:CeQIH\w\
C
y:ﬁ
,_dC 1 EC

V=l B
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Se reemplaza y, y’ en la ecuacion diferecial original

ic1 2, 2C

M2 2
de 22 a3 T 22
ac _
dxr
6
T
C= E +
La solucion es:
o .’E4 i C1
Y= 2

Ejemplo 2.34 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(1+y?)de = (V1 +y?siny — zy)dy
Solucion:

dr  \/1+y2?siny —zy

dy 1492

dr  siny Ty

dy 1+42 1497
oy Y, _Sny

T T

x=C(z)e” I Ply)dy

/P(y)dzufz/Hyy2

Se realiza un cambio de variable:

t=y?+1
dy = 2ydy
dt

1
=3 In(y* +1)

x=C(z)e MW HD)

c
VAL

, dC 1 yC

T

Ay P+l (Pt 1)E
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Se reemplaza z, ©’ en la ecuacion diferencial original

E 1 B yC n y C _ siny
dy y2+1  (y2+1)F v +12+1 2 +1
d—y =siny

/dC’ =siny dy

C=—cosy+cy

_ —cosy+c

IRV

La solucion es
/Y2 + 1+ cosy = ¢
Ejemplo 2.35 Resolver la siguiente ecuacion diferencial
y + 32y = a2

Solucion:

P(z)dx =
4

Yy =ce
c s
—=e
)

C
y=—5

e
y = @i ¢ R

Se reemplaza y, y’ en la ecuacion diferecial original

dC 1 C C
T o PR =

/dC: /xQezsdx

1 -
C:§e "t
_ %e$3+61
y=—m
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La solucion es

_1 C1
V=3t

Ejemplo 2.36 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

d
3% 19y =14
dzx
Solucion:
3y +12y =4
4
/ 4 [
Yy +4y 3
/P(x)dx = /4dw
y=Ce ™"
dC
y/ — 76_4I _ 40 —4x
dx

Se reemplaza y, y’ en la ecuacion diferecial original

d 4
56741 —4Ce™* 1 4Ce ™ = 3
dC 4y,
dxr 3
4
dC = §e4md1:
4x
C = % +c1

La solucion es

! 3
' = (t2 n 1)x—|—t
Solucion:
2t
I =t3
t2+1x



Se realiza un cambio de variable

u=t>+1
du = 2tdt

du

— =In(#*+1
= = (2 +1)

o Celn(t2+1)

r=C{*+1)
z = Cilc (t* +1) +2tC

Se reemplaza x, x’ en la ecuacion diferecial original

ac

2 = c#+1) =2
dt( +1) 4 2tC — +1C(t +1)=t
t3
[ ac- /tdt_/tm
C:i—fln(t2+1)+cl

La solucion es:
1
T = §[t2 — I+ 1) + el +1)
Ejemplo 2.38 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

Yy — by = cosx

Solucion:

y_CGISda:
y_Cef)wdw

d
y/ — g 5z +06515

Se reemplaza y, y’ en la ecuacion diferecial original

. +5Ce®® — 5Ce®® = cosx
a:

/dcz/@dx
631'
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Se realiza integracion por partes

c e % sinx — 5e @ cosx n
= Cl
26

La solucion es:

si — 5cos
Y= nw . bx—i—cleSI

METODO DE SUSTITUCION .
Para resolver la ecuaciones diferenciales lineales se puede emplear la sustitucion y = uwv. Las variables

u y v son funciones de x.

Se agrupa y la ecuacién lineal toma la forma:

[ + P(z)ulv +v'u = Q(x)

se exige que:

Entonces hallamos hallamos u, después v, luego al final se halla y que corresponde a la solucién general

de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 2.39 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

d 2
dy 2 _ s
dx T
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Solucion:

2
W+ =u=0
T
du
Tz
dx T
d d
du __dx
u T
Inu=—-2Inx
lnu= Inz 2
1
U:ﬁ
1
/ _ .3
'U?—IE
dv 1 3
dezz ¢
dv = 2°dzx
8 n
v=—+c
6
1 26
yzﬁ(g+c)
La solucion es
B x4 L c
y= 6 2

Ejemplo 2.40 Resolver la siguiente ecuacion diferencial

yidr — (2xy + 3)dy =0
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Solucion:

y?dr = (2x + 3)dy

dy y?
de  2xy+3
dr  2xy+3
dy P
der 2 3
L=
dy 'y y?
, 2 3
ZC_*I‘:?
Yy Yy
/ ! 3
uv—l—M)—ﬂw:—2
Y Yy
3
v(u — —u)+w' = —
Y y?
2
u—=u=0
Yy
du 2
=z
dy vy
d d
du _ dy
u Yy
lnu:lny2
u = 1y>

La solucion es

2.8. Ecuacion de Bernoulli

El estudio de la ecuacién diferencial tipo Bernoulli es fundamental, puesto que su descubrimiento es
un hito en el avance del desarrollo de las ecuaciones diferenciales, paralelamente a Newton y Leibnitz;
Bernoulli en 1690 postuld su ecuacién y ademds el procedimiento para resolverla [16].
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Definicién 2.7 La ecuacion de Bernoulli es una ecuacion diferencial de primer orden que tiene la

forma:

Y + P(z)y = Q(x)y* (2.18)

Donde a # 0 y o # 1.

Para resolver esta ecuacion se puede seguir dos procedimientos mostrados a continuaciéon:

1. Esta ecuacion se reduce a una ecuacién lineal usando la sustitucion

Se sigue el procedimiento de variacién de la constante arbitraria que se explicé en la seccidén

anterior, para obtener la solucién general se regresa a variables originales.

2. Se puede emplear directamente la sustitucién y = wv y continuar con el procedimiento de

sustitucion descrito también en la seccién anterior.

Ejemplo 2.41 Resolver la siguiente ecuacion diferencial usando el procedimiento 2:

4
y'=—ytavy
Solucion:
’ 4 1
y'=—y+ay?
x
1
o= =
2
y = y171/2
o y1/2
y=2"
dy = 2zdz
Se obtiene la ecuacion lineal
dz 2 @
de z~ 2



Usando el método de variacion de pardmetro

5= CeffP(x)dx

5= 062 In(z)

%: e21n(z)
z=Cz?
ac
2 = —ax® 4+ 22C
dz
Se reemplaza en la ecuacion diferencial original
ac' 2
— 224 22C — ZCa2? = z
dx x 2
1
dC' = —d
2x o
1
c=3 In|z|+ a1
1

z = (5 In|z| + c1)2?
La solucion es

1
Y= (5 In ‘Z| —+ 61)21'4

Ejemplo 2.42 Resolver la siguiente ecuacion diferencial usando el procedimiento 2.

4
y'=_ytavy
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Solucion:

Se realizard mediante el proceso de sustitucion

Y = uv
y’:u'erv’u
I / 4
UV+vVU— —UV = TA/UV
x
4

v(u' — Eu) =0

v ——u=0
x

du _ 4
dx_xu
du _ ,dz
u T

Inu=4Inz

u=ux
4

v(u' — —u) +v'u = xv/uv
vt = zvVate
dv 1,
W _ e
N
2v/v=In|z|+¢

1
\/17:§ln|x|+c

1
v=(zlnz+c)?
2
La solucion es

' (zInz +¢)?

Y

2.9. Ecuacion de Ricatti

Al igual que la ecuaciéon de Bernoulli, la ecuaciéon de Ricatti es importante en el avance del andlisis
matematico, fue él quien descubrié y usé el método de Charpit-Lagrange a dimensiones superiores, y
resolvié ecuaciones donde aparecen jacobianos[17].
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Definicién 2.8 La ecuacion de Ricatti tiene la forma:
y = P(z) + Q(x)y + R(x)y” (2.19)
Donde P(x), Q(x) y R(x) son funciones de x.

Para resolver este tipo especial de ecuacion diferencial es necesario realizar algunos cambios de variables

sucesivos como se muestra en el siguiente procedimiento:

1. Para resolver este tipo de ecuaciones es necesario conocer la solucién particular que se le llamaré

Yp-
2. A partir de ello se tiene que la solucién general de la ecuacion diferencial es y =y, +u

3. Se deriva la solucién y se tiene: y' =y, +u’ y se reemplaza en la ecuacién de Ricatti, se obtiene:

yp +u' =P(x) + Q(x)(yp +u) + R(z)(yp + u)”
Operando se tiene:

Uy + ol =P(2) + Qa)yp + Qau + R + 2R(x)ypu + Ra)
y, +u' =y, + Q(z)u + 2R(x)y,u + R(z)u?
u' =Q(x)u + 2R(z)ypu + R(z)u?
d

o Q(@)u+2R(a)yyu+ Rl

Agrupando se obtiene una ecuacién de Bernoulli

W u[Q() + 2R(a)yy) = R

4. Se usa el cambio de variable:



Se deriva:

dz = — du
u
dz
du = — ;
5. Se reemplaza en la ecuacién de Bernoulli
dz 1 1
“2dr ;[Q(x) + 2R(z)yp] = R(l’);
1,1 1
*;(% + [Q(z) + 2R(z)y,] = R(f);

Finalmente se obtiene una ecuacién lineal que se puede resolver por métodos estudiados en las

secciones anteriores.

o T [Q() + 2R(x)y,)z = —R(x)

Ejemplo 2.43 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

, 1 2
Yy=2yr+ —; Yp=—
Yy X

Solucion:

Se reemplaza en la ecuacion resuelta

L 1 Q@) + 2Ry, = ~Rl)
o e
dz z



Se aplicard el método de sustitucion para resolver esta ecuacion

v[w + —w] +wv = -1
’+3—w:0
x
dw 3w
dr
1
R
U/
E:fl
4
U_T+C

Se reemplaza en las variables originales:

dex® — ¢
Z prd
4
Pero se sabe que u = z~1, entonces la solucion es:
b
Yy=yptu

La solucion es:

2.10. Ecuaciones de Lagrange y de Clairaut

Ecuacién de Lagrange

Definicién 2.9 La ecuacion 2.20 recibe el nombre de ecuacion de Lagrange, donde p =y

y = 2¢(p) + Ap) (2.20)

Por medio de la derivacién, y tendiendo en cuenta que dy = p dx, la ecuacién 2.20 se reduce a lineal

con respecto a x, como es muestra a continuacién en la ecuacién:

p dz = ¢(p)dx + [x¢' (p) + A(p)]dp (2.21)
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Sip # ¢(p) de las ecuaciones 2.20 y 2.21 se obtiene la solucién general paramétrica:

z = Cf(p)+ g(P)

y = [Cf(p) + g(p)lo(p) + A(p)

Donde p es un pardmetro y f(p), g(p) funciones conocidas determinadas. Ademds, puede existir una

solucién singular, que se busca por el procedimiento general.

Ecuacién de Clairaut

Definicién 2.10 Si en la ecuacidn 2.20 p = ¢(p) entonces se obtiene la ecuacion de Clairaut que

finalmente queda como la ecuacion 2.22.

y =ap+ ¢(p) (2.22)

La solucién general de esta ecuacién tiene la forma de y = Cz + ¢(C) que es una familia de rectas.
Adems4s existe la solucién singular (envolvente), que se obtiene como resultado de eliminar el pardmetro

p del sistema de ecuaciones mostrado a continuacién:

= —d(p)

y = px + ¢(p)

Ejemplo 2.44 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

, 1
y=2yz+ ?
Solucion:
Se usa la sustitucion
y=p
dy =p dx
1
y = 2pr + —~
p

d
pdx = 2pdx + 2xdp — p—s

dx(p —2p) =dp <2z - p12>
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Se obtiene la ecuacion lineal en términos del pardmetro p

dx n 2 1
—+ -z
dp p p?

Se resulve usando el método que prefiera. Para este caso se usard el método de variacion de pardmetro

x = Cel P®)dp

% _ 6721np
e
P2
, dC'1 C
¥=—=-2—
dpp* p?
Se reemplaza z, ©’ en la ecuacion original
dC 1 C n 2C 1
dpp* p* pp* P
ac 1
dpp
C=lnp+c

Se halla el valor de x
1
T = ﬁ(lnp +c1)

Se obtiene la la solucion general:
x = p%(lnp +c1)
_ 1
Y= 2px + »
Se obtiene la solucion singular formando el siguiente sistema y eliminando el pardmetro p
- 1
y= 2pr+;
0= 2z—

Se obtiene la solucidon:



Ejemplo 2.45 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

y=zy + ()
Solucion:
y' =p
dy
dr
dy =p dx
dp dp
/
=z—+p+
Y Id:lc b pdﬂc
r=—2p
Se obtiene la solucion general
T = —2p
y= ap+p?
Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
y=—2p" +p°
y=—p°
Se obtiene la ecuacion singular:
__z
Y=
Ejemplo 2.46 Resolver la siguiente ecuacion diferencial
, 1
y=ay' +—
Solucion:
y'=p
y=xp+ -
dp 1 dp
/ — —_— —_— —
Y= * p2dx
dp . 1 dp
= Tr— _———
b dr P p?dx
1
€r =
P2



Se obtiene la solucion general

1 1
Y= —=p+ -
p p
2
y=-
p
Se obtiene la ecuacion singular:
Y =dx

Ejemplo 2.47 Resolver la siguiente ecuacion diferencial encontrar su solucion general y singular:

_ o dy dy\?
yxdx+<dx>

Solucion:

_dy
 dx
y=ap+p’
dp dp
/
= _ 2 _
y=rt xd:v * pdx
dp dp
= _ 2 _
p=p+ xd:v * pdx
dp
— 2p) =0
75 (% +2p)
dp
20
dx
T =—-2p
dy
92
o dx
rdr = —2dy
2 =4y
Se obtiene la solucion singular
2?2 4+4y =0
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Para la soluicion general:

dp=0
p=a
W_,
de
dy = cixdz

Se obtiene la solucion general:
y=czx+c

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver la siguientes ecuaciones diferenciales
= sin y‘;—z + 2x cosy = 4y siny.
" 3yE —(2* =9z + 1 =0.
v (22%y + 1)dy + 2zy%dr = 0

v (22 + 2y)dy — y?dr =0
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CAPITULO 3

Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden

3.1. Aplicaciones geométricas

En el capitulo 1 y 2 se ha establecido las definiciones fundamentales, como se obtiene una ecuacién
diferencial y hallar las soluciones que puede ser generales, particulares y singulares.

Las ecuaciones diferenciales expresan analiticamente una determinada propiedad comin de cada una
de las familias de curvas. Adicionalmente, si se da una propiedad especifica su representacion implica
una derivada cuya resultante serd una familia de curvas que poseen la misma propiedad.

Estas curva se denominan curvas integrales y se pueden obtener a partir de cualquiera de los proce-
dimientos antes descritos; si se desea una curva integral especifica es necesario tener una propiedad
adicional, por ejemplo un punto que pase por la curva o cualquier otra caracteristica especial.

En la figura 3.1 se tiene una funcién f(z,y) = 0 en color verde y se ha especificado un punto (z,y), a
partir de este grafico se puede obtener la pendiente y tangente al punto, y de forma general a cualquier
punto de la funcién dada.
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Figura 3.1: Coordenadas rectangulares 1

De igual manera en la figura 3.2 se puede obtener de forma grafica la subtangentem, normal y sub-

normal al punto (z,y)

Figura 3.2: Coordenadas rectangulares 2

Para facilitar el estudio y aplicacién de las ecuaciones diferenciales en la geometria se pueden utilizar
las siguientes ecuaciones caracteristicas que se cumplen para cualquier funcién f(z,y) = 0, en cualquier
punto (z,y), se pueden utilizar en como férmulas generales que permitan traducir el lenguaje coloquial

al lenguaje matemadtico, como se muestran en los ejemplos posteriores.

dy

1. Pendiente de la tangente a la curva (z,y): 32.

_dz

2. Pendiente de la normal a la curva en (z,y): —g7.

3. Ecuacién de la tangente en (x,y) donde (X,Y") son las coordenadas de un punto cualquiera de

la tangente: Y —y = %(X — ).



4. Ecuacién de la normal en (z,y) donde (X,Y) son las coordenadas de un punto cualquiera de la

normal: ¥ —y = —%(X —x).

dy

5. Segmentos interceptados en lo ejes x e y por la tangente: x — yg—z, Yy— T

6. Segmentos interceptados por la normal: x + yg—z, Y+ x%.

2
7. Longitudes de la tangente entre (x,y) y los ejes = e y: yy/1 + %2, x\/ 1+ % .
2
8. Longitudes de la normal entre (x,y) y los ejes x e y: yy/1+ % , /14 %2.

9. Longitudes de la subtangente y subnormal: y%, y%.

10. Elemento de longitud de arco: ds = Vdz® + dy® = dxy/1+ %2 =dy+/1+ 3—52

11. Elemento de éarea: ydzx, xdy.

También se puede tener la funcién en coordenadas polares f(p, 8 como se muestra la figura 3.3 donde
se puede obtener su recta normal, subnormal, radio vector, subtangente y tangente a partir de la
ecuaciones mostradas a continuacién, que permitiran al lector utilizar y aplicar en la soluciéon de

aplicaciones geométricas de las ecuaciones diferenciales de primer orden.

Figura 3.3: Coordenadas polares

1. @ es el angulo entre el radio vector y la tangente dirigida hacia el origen de la curva: tan ¢ = pg—z.

2 do

2. Longitud de la subtangente polar: ptanp = p n

3. Longitud de la subnormal polar: pcot ¢ = 3—’9’

2 do

4. Longitud de la perpendicular desde el polo a la tangente: psinp = p O
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5. Elemento de longitud de arco: ds = y/dp? + p?(d0?) = dp,/1 + p(g—z)2 = dé’\/(%)Q + p?

6. Elemento de area: %deQ

Ejemplo 3.1 En cada punto (x,y) de una curva el segmento que la tangente intercepta en el eje y
es iqual a 2xy?. Hallar la curva y graficar.
Solucion:

La grdfica del problema se muestra en la figura 3.4.

Figura 3.4: Gréfica del problema

d
Y — o 2xy?
dx

ydr — xdy = 2zy*dx
Se usa la siguiente sustitucion:

Y = ux

dy = udx + xdu
urdr — z(dur + udr) = 2zu’s’de
uxdr — 2du — uxdr = 2zu’s?dr

—du = 2zu’dx

d
f—Z:Qxda:
n
1
7:1:2
u
o2t =c



La solucion es

r— 2%y =ye

Ejemplo 3.2 En cada punto (x,y) de una curva subtangente es proporcional al cuadrado de la abscisa.
Hallar la curva si pasa también por el punto (1,e).

Solucion:

dx
=2 = ke
ydy z
donde k es la constante de proporcionalidad
Y x

1
klny=——+4c¢
x

Para x=1; y=e

klne=—-1+c¢
k=-1+c
c=k+1

La solucion es:
1
klny=——+k+1
T

Ejemplo 3.3 Hallar la familia de curvas para las que la longitud de la parte de la tangente entre el
punto de contacto (z,y) y el eje y es igual al segmento interceptado en y por la tangente.

Solucion:

m/l—l—(%ﬁzy—x%
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Se utiliza la sustitucion:

Yy =uzx

dy = xdu + udx

dy dy dy
2, .2 2 2 2 2
292 — 2 9oy —2 =7
e”+at(5)" =y = 2oy + 27 (o)
d
z? =y? - Qxy—y
dz
9 9 9 rdu + udz
= —2 i i
x© =u‘r x(ux) I

2dr = w2’ dx — 22%u(xdu + udz)
22dx = v?2dr — 223 udu — 22%udzx
22dx + 22uldz + 223 udu = 0

22(1 + u?)dx + 223udu = 0

dx 2udu

BN e
T +u2+1

Inz+In(u?+1) =Inc

r(u*+1)=c
2
Y
x(ﬁ—l—l):c
2 2
Yyt
x( = )=c¢

La solucion es:

Ejemplo 3.4 Hallar la ecuacion de una curva tal que la suma de los interceptos de la tangente en
cualquier punto es igual a una constante k.

Solucion:

Se tiene la figura 3.5 que representa el problemas:
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Figura 3.5: Gréfica del problema

Se parte de la ecuacion de la recta tangente:

_ W

Y_y_d;v

(X —x)

Se calcula el intercepto con el eje x:

Y =0 O—y—d—y

= X —
7y (X — @)
= Tr — y
dy/dx
Se calcula el intercepto con el eje y:
X=0 Y-y

dy
Y=y—d—
4 dx
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Se reemplaza y' = p

x—y—i—y—xp:k
p
pr—y+yp—ap’ =kp
—y+yp=kp—px + xp°

y(p—q) = kp — pz + ap®
kp—px+xp2
y=——"""""

p—1
_ kp aplp—1
y_p—1+ p—1
k
y=ap+
p—1
dp  k(p—1)(dp/dr) — kp(dpTdx)
/ —_—
VPt (p—1)2
dp  k dp

p=p+$%— (p—1)2dx

dp
20
dx
dp=0, p=ac
La solucion general es:
k‘Cl
y=c+z+
C1 — 1
- k
(p—1)?
w(p—1)* =k
k
p—1=1 =
x
k
x
dy Vk+x
- =———dx
dx N2
La solucion singular es:
Vi+y=Vk
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3.2. Aplicaciones fisicas

Se pueden resolver ejercicios de aplicacién para la solucién de problemas fisicos [18] como:

e Sistema masa — resorte

e Caida libre

e (Circuitos eléctricos

e Densidad poblacional

e Computacion e informatica

e Teoria de control

e Otros

Ejemplo 3.5 Resolver el circuito RL cuando el v(t) = 0 como se muestra en la 3.6.

Figura 3.6: Circuito eléctrico
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Solucion:

v(t) = Ryi(t) + Roi(t) + Ld;(tt)
di(t
v(t) = (Ry + Ro)i(t) + L Zd(t)
dl(t) R+ Rs . .
o7 + 7 i(t)=0
/t di(t) /f Ri+ Ry
o i) 0 L
n . i+ R
Ini(t) = T t
Ini(t) — Ini(0) = —@t
Z(t) _ Ri+ R,
In TO = 7 t
Z(t) _ Ri+ R,
In TO = 7 t
cem TR = 257?

La solucion es:

Ri+Ry,

Z(t) =Igce™ T T

Ejemplo 3.6 Segin la seqgunda Ley de Newton de enfriamiento la velocidad a la que se enfria una
sustancia es proporcional a la diferencia entre la temperatura de la sustancia y la del aire. Si la
temperatura del aire es de 30 grados Celsius y la sustancia se enfria de 100 a 70 grados en 15 minutos.

Calcule el tiempo cuando la temperatura sea 40 grados [19] .
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Solucion:

La solucion es:

dr

= = k(T = 30)

dT = k(T — 30)dt

—70 15
dT
/ = / kdt
100 T—-30 0

In(40) — In(70) = 15

4
In= = 15k
"7
15
k = —0,037

kdt
/100T 30 /

In(10) — In(70) = kt

n
k

=

t=

t = 952,59 mins

Ejemplo 3.7 Un resorte de peso despreciable estd suspendido verticalmente. En su extremos libre se

ha sujetado una masa de "m”kilogramos. Si la masa se mueve con velocidad ”Vo”que se mide en m/s

cuando el resorte estd sin alargar, hallar la velocidad ”V¢omo funcion del alargamiento ”x”metros.

Solucion:

Segun la Ley de Hooke:

dav
mg—kx—mﬁ
m —ksc—mﬂd—aj
9=y dt
av
mg—kx:mVE

kx?  mV?
mgr T = Ty e
2mgr — kx? =mV? + ¢



Tenemos:

—-mVi =c

La solucion es:

mV? = 2mgx — kx® + mV3

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver los ejercicios propuestos:

= La poblacién de una bacteria en ecosistema acudtico crece con una tasa proporcional a esta
misma poblacién, el valor inicial de esta, es de 785 y aumenta el 10% en 3 anos ;Cuél serd la

poblacién dentro de 5 anos, 15 anos y 30 anos?.

» Las tangentes a una curva desconocida y = f(z) forman con los ejes coordenadas en el primer
cuadrante un triangulo de area constante C. Demuestre que la ecuacién diferencial que describe

este tipo de curvas esta dado por (zy')? + 2(k — 2y)y’ +y* = 0.
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cAPITULO 4

Ecuaciones diferenciales de 6rdenes superiores

4.1. Integracion inmediata

n

Si y™ = f(x) se tiene

y:/da:/-~-/f(x)dx+clx"_l+czx"_2—|—~-~+cn=O

—_—

n veces

(4.1)

Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales es necesario integrar tantas veces sea necesario para

llegar a la solucién general; hay que recordar que el orden de la derivada nos indica también el nimero

de constantes arbitrarias que debe poseer el resultado.

Ejemplos
Ejemplo 4.1 Hallar la solucion general de:
1

Yy =ze

Solucion:

Se integrard tres veces para obtener la solucion:

"

96



u=x dv = e*dx

1

y' =xe® — ¥ + C

y’z/xezdaj—/emdm—&—/C’ldm

y =ze® — e — e +xCy +Cy

Yy = xze® —2e” +xC; + Cy

y:/xemdx—2/e£dm+/x01dm+02/dx

2
y:xer—em—Zex—i—%Cl—l—ng—i—Cg

La solucion general es:
22
y=e(@=3)+Ci5 +Coa+Cy

Ejemplo 4.2 Hallar la solucion particular de:

y" =xnz

Con las condiciones iniciales:

Solucion:

Se integrard tres veces para obtener la solucion:

y' = | 2lnzdz

d

u=Inx du-—x
x

2

x

dv = xd = —
v = xdx V=5



2 1
y”:x—lnxfﬁfxdz

2
x? x?
y”:?lnxferCl
Se aplica las condiciones iniciales
1
0=0--+C
4+ 1
1
01:1
y_ @z 2® 1
2 4 4
1 1 1
//:§lenx_1$2+1
d
u=Inx du:—x
x
3
T
dv = z°d ==
v =z"dx v=

1 1 1
y':§/x2lnxdx—1/$2dm+1/d$

1 /23 1 1 1
y’:2(xlnx—/m2dx>—x3+m+02

3 3 12 4
3
,_x’lnz 1 4 1 4 1
e R T TR R
1 5 1
y’:ax?’lnx—%x?’—kix—l—Cg

Se aplica las condiciones iniciales

OzO—%-ﬁ-i—i—C‘g

oot
y':émglnx—%x‘g—i—%x—%
y:é/xglnxda:—?:%/ﬁdx—ki/xdx—%/daz
y:ﬂx‘llnx—%x‘l—%x‘l—kéxz—%x—&-cg
y:ix4lnx—%x4+éx2—éx+03

Se aplica las condiciones iniciales

0:0—%+%—%+C3

1
03—3—2
yzix‘llnx—%f—i—%ﬁ—%x—i—%



La solucion particular es:

Ejemplo 4.3 Resolver:

y// _ l
x
Solucion:
Se integrard dos veces para obtener la solucion:
y// _ l
x
y =Inz+ Cy
dz
u=Inzx du = —
x
dv = dx v=u=

y:/lnxdm—i—/C’ldJc

y=zlnzx —z+ xCy + Cs
y=z(lnx—14+Cy)+ Cs

Yy = x(lnx + Cl) + Cy
La solucion general es:
y =zn|z| +2C1 + Cy

Ejemplo 4.4 Resolver:
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Solucion:

Se integrard dos veces para obtener la solucion:

w_ 1
293
dp 1
Pay 2y3
dy
dp = — Y
pdp=—5 3
2
P 1
r _ - 4o
7 —gr T
9 1+ Cly2
=5
dy 1+ Cyy?
dx 212
212
dy =d
Ciy?+1 Y “
24/C1y? +1
V24/Cry? + 2t Oy
Ch

La solucion es:

V2/Ciy? +1 = Crz + C10,

4.2. Disminuir el orden de la ecuacion
Para la solucién de este tipo de ecuaciones diferenciales se tomara en cuenta los dos casos siguientes:
1. Si la ecuacién diferencial no contiene y de forma explicita, como se muestra a continuacién:
F(z,y',y") =0
Se debera colocar ¢y’ = p, y se obtiene una ecuacién de orden inferior en una unidad
F(a,p,p') =0
Por lo que es mas sencilla su resolucién a través de los métodos ya estudiados.
2. Si la ecuacion diferencial no contiene x de forma explicita, como se muestra a continuacion:
Fly,y',y") =0
Poniendo ¢y’ = p, vy’ = p%, obtenemos una ecuacién de orden inferior en una unidad

d
F <y7p,pdp) =0
]
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Se procede a resolver la EDO con los procedimientos aprendidos en la unidad anterior.

Ejemplo 4.5 Resolver: zy" +y' +2=0 y=0, 3 =0 parax=0
Solucion:

" +y +x=0

p:ceffdrTz
7:elna:
p
Inx =1In-—
c
r=—
p
c
p=-
T
, lde ¢
p_xd:v 2
1dc c 10_0
xdr 2 zx
1 dc
-9
T dx
dc = —xdx
2
x
=——+C
C B =+ 1
1 x?
=—|-——=+C
P x( 2+ 1)
2
T
=——+C
px B + C1
Se aplican las condiciones iniciales
0
P(O):§+C1
Ci=0
oz
P=73



Se aplican las condiciones iniciales

La solucién particular es:

Ejemplo 4.6 Resolver: yy" —y* =y

Solucion:

Se aplica Bernoulli

dy
de 2
2dy = —zxdzx
2
T
2y=—?+02
2
T
y=—Z+C’2
02
OZ—Z—FOQ
Cy=0
L
2=yt y=1, ¢y =0 paraz=0
yy//_y/2:y4
y =p
//:pd£
dy
dp
w@—f=f
dp 1 14
— — pP=-Y
dy 'y p
/_1 3, —
p=-pt+ypl
p=uv
p/fuv+uv
3
v+ uw = —uv+ =



g%

1
u = -u
Y
du  w
dy y
Yy _ v
dy du
Iny=1Inu
La solucion de y es
y=u
Y
w'’ = —
U
_y
yv' = —
Yyu
o' =Y
v
dv y
dy v
vdv = ydy
v? = y2 +

La solucion v es:

v=+y2+C

Ejemplo 4.7 Resolver:

zy" +y =0
Solucion:
my/l + y/ _ O
p=y
p/ _ y//
ap’ +p=0
p+L =0
x
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/ p

r=-z
p __p
dx T
dp  dz
Pz

Inp=—lnz+InCy

3
dyicl
dv =z
/dy:Cl dj

T

La solucion general es

y=Cilnz+ Cy

Ejemplo 4.8 Resolver:

2,1

2y +ay =1
Solucion:
2. 1 /
Yy +rxy =1
p=y
p/:y//
22p +ap=1
1
P/Jrgzj
T T
, 1
erfp—ﬁ
pzceifd;
Ezelnm
p
c
Inz =In—
p
c
r=-
p
c
p=-
T
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d
alc:—j7

T
c=lnz+C;

c
p=-

T

1n1:+C’1
p:

T
@_lnaj—&—C’l
x T

1
dy = (nx—FCl)dac
T T

| d
y:/—nxda;JrC’l b
T T

u=Inx
d
du:—a7
T

y:/udu—FCllnx—FC'g

2

yz%—l—Cllnx—FC—Z

La solucion general es

2
In“z

2

Yy = +Cilnx + Cq

Ejemplo 4.9 Resolver:
yy" =y (1+y)=0

Solucion:

Yy =p
dp
n_ WY
v =rg,
ypdf—p(lﬂ?):o
dp _ p(1+p)
dy yp
dp _dy
p+1 y



In(p+1)=Iny+1InCy

p+1:yC’1
p=yC —1
dy
= =yC7 —1
dx ¥t
dy
=d
yCl—l o
u=yCy—1
du = Cydy
1 dy
— [ 2,
Cl U

1
— In(yCy — 1) =z +1InCy
Cy

1n(y01 — 1) =Ciz+C11InCy

Ciy—1
lnlyT = Clx
(O Gy — 1
Co

C2€C1z = Cly -1

Cgeclm +1=Cy
La solucion general es
_ @eCw i

yicl +Cl

4.3. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficien-

tes constantes

Definicién 4.1 Las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes constantes son de la

forma:
dny dn—ly dy
anw—‘r@n_lm—‘r'“—f-al% +a0y:0 (42)
Donde ag, a1, -+ ,a, son constantes.

Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales primero se considera el polinomio caracteristico.

P(r) = apr™ + an_1r™ '+t arr +ag =0 (4.3)
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Este polinomio caracteristico P(r) se obtuvo de la siguiente manera; para ello, primero se considerard

la solucién 4.4.

y=e¢e" (4.4)

Con lo que se obtiene el conjunto fundamental de soluciones que se puede abreviar con las letras CFS

y se representa en la 4.5.

y =€z
/ _ T
y  =rex
CFS = (4.5)
y// = r2ey
yn — ,rTLe”’x

Reemplazando esta en la ecuacion 4.2 se obtiene la ecuacion 4.6:
Anr" e 4 -+ agr?e”™ + ajre™ 4 age”™ = 0 (4.6)

Luego se saca factor e"® y se tiene:

e (anr™ + - +agr? +arr +ag) =0 (4.7

Por lo tanto, este polinomio caracteristico P(r) = 0 es de grado n, por cual se pueden obtener las

siguientes raices 71,732, ,Tx, las cuales pueden ser:
e Reales y distintas.
e Reales y de multiplicidad.
e Numeros complejos.
Entonces para dar solucion a una ecuacién diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes se
puede considerar los siguientes casos:
Primer Caso

Cuando las raices del polinomio caracteristico P(r) = 0 son reales y distintas, es decir 11 # ro # r3 #

-+ -1, el conjunto fundamental de soluciones tiene la forma de la ecuacién 4.8
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CFSe™® ™% ... e'™m® (4.8)

Y la solucién de la ecuacién diferencial homogénea con coeficientes constantes esta representada en la

ecuacion 4.9

Yg = c1€7 + 2T + 3™ - 4 cpe’™® (4.9)

Segundo Caso

Cuando las raices del polinomio caracteristico P(r) = 0 son reales y algunas de ellas son de multipli-
cidad, es decir r; = ro = r3 = ---rp = r donde r es la raiz de multiplicidad k y (n — k) son otras

raices distintas, entonces el conjunto fundamental de soluciones tiene la forma de la ecuacion 4.10

CFSe™® ge'= g2 ... el le'® (4.10)

Y la solucién de la ecuacién diferencial homogénea con coeficientes constantes esta representada en la

ecuacion 4.11

Yy = cre’", coxe’™ cre oo cpel e (4.11)

Tercer Caso

Cuando las raices de la ecuacién polinémico P(r) = 0 alguna de estas raices son complejas: 11 =
ay + 181,71 = ay — 1,70 = as + i, 79 = as — iB> Entonces el sistema fundamental de soluciones

que da la forma representada en la ecuacién 4.12.

CFS = ™" cos 1z, ¥ ¥ sin Brx, e*?* sin Bax, €27 sin fBox, - - - (4.12)
y la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea es la ecuacion 4.13
Yg = 1717 cos 11, coe™' sin 1, c3e“2 sin o, ¢4 sin o, - - - (4.13)
El procedimiento para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales es:

1. Transformar la ecuacion diferencial al polinomio caracteristico, en términos de r.
Ejemplo: Si la ecuacién es y” — 2y’ + 4y = 0 el polinomio caracterfstico es P(r) = r? — 2r + 4.
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2. A través de procesos algebraicos se encuentran la raices del polinomio caracteristico y se com-

paran con los tres casos anteriores.
3. Se coloca el conjunto fundamental de soluciones.

4. Finalmente, se coloca la solucién particular multiplicando cada elemento del conjunto funda-
mental de soluciones por las constantes; recordar que el niimero de constantes debe ser igual al

orden de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 4.10 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

y/// _y//+5y/+7y:0

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

Pr)=r*—r*+5r+7=0

Las raices son:

14+V6i, r3=1—6i

ri=-—1, 7o

En este caso se tiene una raiz real y dos raices reales complejas, lo que corresponde al caso uno y tres.

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS = e, e" cos Vbz, e® sin V6x
La solucion es:
Yg = c1e” " + coe” cos V6 + c3€® sin V6z
Ejemplo 4.11 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

yIV—Zy”—i—y:O
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Solucion:

El polinomio caracteristico es:

P(r)y=r"+2r2 +1=0

Las raices son:

T‘lzi, ng—i

Cada una de multiplicidad k=2. Estas raices son imaginarias lo que corresponde al caso tres.

El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS = cosx,xcosx,sinx, rsinz

La solucion es:

Yg = C1COST + C2T COST + €3SINT + cyxTsinT

Ejemplo 4.12 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

dSy dy d?y
— 46— 4+9—> +4y=0
dxS + dx? + dx? Ty

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

P(r)y=r+6r*+9r° +4=0

Las raices son:

lei, T2:—i

Estas raices son imaginarias y de multiplicidad k=2, que corresponde al caso 3.

rg =2, r4=—21

Estas raices son imaginarias y de multiplicidad k=1, que corresponde al caso 3.
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El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS = cosz,sinx, x cos x, ssin x, cos 2x, sin 2z

La solucion es:

Yg = €1COST + CosinT + €37 coS T + ¢4 sin T + c5 cos 2T + g sin 2z

Ejemplo 4.13 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

y ' —y=0

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

P(ry=r"—1=0

Las raices son.

7'1—].
T2:71

1 V3,
=gt

1 V3,
T4= - — ——1

2 2

1 V3,
=Tyt

1 V3,
rTe = —— — ——1

2 2

Son raices reales e imaginarias lo que corresponde al caso uno y tres.

El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS =¢" e, e'?cos V3/2z, e'/? sin V3/2z, e /2 cos \/5/2‘1,671/2 sinv/3/2x

La solucion es:

Yg = c1€” +coe” " +cze” " + cse'/? cos \/3/230 + cse/? sin \/3/295 + cge /2 cos \/5/290 + cre /2 sin \/§/2x
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Ejemplo 4.14 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

y,//+6y,/+11y/+6y:0

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

P(r)y=r®+6r+11r +6=0

Las raices son:

T‘1:—1, 7'2:—2 7“3:—3

En este caso las raices son reales de multiplicidad k=1, lo que corresponde al caso uno.

El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS=e " e 2 ?"

La solucion es:

Yy =cre” " + coe ™ 4 g7

Ejemplo 4.15 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
29" — 5y —3y=0

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

P(r)y=2r>—5r—3=0

Las raices son.

ri=-1/2, ra=3

112



En este caso,las raices son reales de multiplicidad k=1, lo que corresponde al caso uno.

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS = e /2% ¢
La solucion es:
Yy = cre= V2% 4 ey eBe
Ejemplo 4.16 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
2y — 10y’ + 25y = 0

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

P(r)=7>—10r +25=0

Las raices son:

7“12’/‘2:5

En este caso,las raices son reales de multiplicidad k=2, lo que corresponde al caso dos.

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS = %% xed®

La solucion es:

Yg = 1% + coze®

Ejemplo 4.17 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

y'+y' +y=0
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Solucion:

El polinomio caracteristico es:

Pr)y=r+r+1=0

Las raices son:

+
[5G

r = —

ro = —

N = DN

En este caso las raices son imaginarias de multiplicidad k=1, lo que corresponde al caso tres.

El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS = e Y2 cos(V/3/2x), e~/ sin(V/3/2x)

Yy = cre” Y2 cos(V3/2x) + coe /¥ sin(V/3/2x)
La solucion es:

yy = e 1/2%(cy cos(V3/2x) + casin(V3/2x))

Ejemplo 4.18 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

"

y" +3y" —4y=0
Solucion:
FEl polinomio caracteristico es:
P(r)=1"+3r"—4=0
Las raices son:
ri=1 ro=-2 r3=-2

En este caso las raices son reales de multiplicidad k=1, lo que corresponde al caso tres.

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS =e%,e %% ge= 2@
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La solucion es:
Yy, = cre” + coe” 2 + cyze "
Ejemplo 4.19 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
y  —y=0
Solucion:
El polinomio caracteristico es:
P(r)= rf—1=0

Las raices son:

T1=7‘2=:|:i

7“3:7“4=:|:i

En este caso las raices son imaginarias de multiplicidad k=2, lo que corresponde al caso tres.

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS =¢e%, xe %, cosx,sinx
La solucion es:

Yg = c16” + core T +cgcosT +cysine

4.4. Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de coefi-

cientes constantes

Definicidén 4.2 FEstas ecuaciones diferenciales son de la forma 4.14.

d™y d" 1y dy
B v a Wy = 4.14
Ingge T Ol ggn—1 Mgy T30V R(x) (4.14)

Donde ag, a1, a2, - --a, son constantes y elementos de los reales.
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Para dar soluciones a este tipo de problemas, lo primero es determinar la solucién general de la
ecuacién diferencial lineal homogénea y, visto en la seccién anterior y después se busca la solucién
particular ¥, que corresponderia a solucién de la ecuacién diferencial no homogénea.

Finalmente, la soluciéon general de una ecuacién diferencial no homogénea es igual a la suma de la

solucién general y particular 4.15.

Y=Yy +Yp (4.15)

Entonces, en este caso, el problema se reduce en encontrar la solucién particular y, de la ecuacién
diferencial no homogénea.

Para ello se va analizar la funcién R(z), si tiene la forma 4.16

R(z) = e**[P,(x) cos(Bz) + Qu () sin(Sz)] (4.16)
Donde P,(x) y Qm(z) sean polinomios de grado n y m respectivamente, la solucién particular y, es
de la forma 4.17

— —

yp = 2°¢° [Py () cos(Bz) + Qr(x) sin(Ba)] (4.17)

—_—

Donde &k = max{m,n} y s es el orden de multiplicidad de la raiz: r = a =i y Pir(x),Qr(z) son
polinomios de grado k de coeficientes indeterminados. Ahora es necesario encontrar el valor de estos

coeficientes, para esto se considera los siguientes casos:

Primer Caso

Cuando R(z) = P(x) entonces:

1. Si r = 0 y no es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién particular es:

—

Yp = P, ()

2. Sir =0y es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién particular es:

—

Yp = 2°Pp(2)

Donde s es el término de multiplicidad de r =0
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Segundo Caso

Si R(z) = e** P, (x), donde « es real, entonces

1. Si r = a y no es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién particular es:

—

Yp = " Py (x)

2. S{r = a y es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién particular es:

—

yp = €°z° P, (2)

Donde s es el término de multiplicidad de r = «

Tercer Caso

Si R(z) = Pp(z) cos(Bx) + Qm(z) sin(Bz), entonces

1. Sir = +if y no son raices del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién particular

€es:

— —

yp = Pi(x) cos(Bx) + Qi () sin(Sz)
Donde k = maxz{m,n}

2. S{ r = +if y es raiz del polinomio caracteristico P(r) = 0 entonces la solucién particular es:

— —

yp = 2°[Py(2) cos(B) + Gr(z) sin(Bz)}e
Donde k = maxz{m,n} y s es el término de multiplicidad de r = o & i3

Ejemplo 4.20 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

&2 d
y oy _

a2 g T3

Solucion:

El polinomio caracteristico es:
P(ry=1r"+3r=0
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Las raices son:

7’1:0, T‘2:*3

El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS = % 73

La solucion general es:

3z

Yg = C1 + coe

Para la solucion particular se toma el caso uno literal dos, es decir:

Yp = Ax

Se deriva tanta veces lo requiera la ecuacion diferencial

yp = A
yp =0

Se reemplaza en la ecuacion diferencial y a través de un sistema de ecuaciones se busca los valores de

las constantes

0+34=3
A=1

La solucion particular es:
Yp =

La solucion total es:

y=c1+ce 4z

Ejemplo 4.21 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

d*y dy 2
— —2—=—15=—(1bz* +4x+1
= e 5 (15z x4 13)
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Solucion:

El polinomio caracteristico es:

P(r)y=r*>=2r—15=0

Las raices son:

7’12—37 ’1”225

El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS = e 3% 5

La solucion general es:

cle—Sx 4 62651

Yg

La solucion particular se obtiene del caso uno literal uno, es decir:
Yp = Az? + Bz +C

Se deriva 2 veces;

y;) = 2Ax
yg =2A

Se reemplaza en la ecuacion diferencial

24 —2(2zA + B) — 15(A2® + Bz + C) = —(152° + 4a + 13)

2A —4xA — 2B — 15A2* — 15Bx — 15C = —152% — 4z — 13
2?(—15A) + 2(—4A — 15B) + (2A — 2B — 15C) = —152% — 4z — 13
2?(—15A) = —1522
(—4A — 15B) = —4x

2A—-2B —-15C = —13



La solucion particular es:
Yp = 2+ 1
La solucion total es:

y=cre 3% 4 e’ + 22 41

Ejemplo 4.22 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

dy d%

i 3@ — 4y = —4x° + 390z
Solucion:
El polinomio caracteristico es:
P(ry=r*=3r1—4=0
Las raices son:
rM=—2 1ro=2 r3=1 T4=—1

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS = e 2% ¢*® cosz,sinx
La solucion general es:
Yg = c1e % 4 c9e®® 4 c3c08 T + ¢y sinx
La solucion particular se obtiene de acuerdo al caso uno literal dos, es decir:
Yp =A® + Bx* +Ca® + D> + Ex + F
Se deriva 4 veces:

y, =5Ax" + 4B2® + 3Ca® + 2Dz + E
yy = 20A2° + 12Ba” + 6Cx + 2D
y' = 60Axz> + 24Bx + 6C

yp" = 120Az + 24Bx



Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

120Az + 24B — 3(20A42° + 12B2? + 6Cx + 2D) — 4(Ax® + Bx* + C2® + Da? + Ex 4+ F) = —42° + 390z

—4Ax® — 4Bx* + 23(—60A — 4C) + 2*(—36B — 4D) + 2(120A — 18C — 4F) + (24B — 6D — 4F) = —42° + 390z

—4Az® = —42°
A=1

~Ba*=0
B=0

23(—60A —4C) =0
C=-15

2%(—36B —4D) =0

D=0

2(1204 — 18C — 4E) = 0

E=0

24B — 6D —4F =0

F=0
La solucion particular es:

Yp = x® — 1523
La solucion total es:

y=cre 2 4 c9e®® + cgcosz + eqsinx + a® — 1523
Ejemplo 4.23 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
y" =Ty + 6y = (x — 2)e”

Solucion:

El polinomio caracteristico es:
P(r)y=r*—Tr+6=
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Las raices son:

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS = e*,¢%
La solucion general es:
Yg = cre’ + c9e8”
La solucion particular se obtiene de acuerdo al caso dos literal uno, es decir:
yp = *(Ax* + Br)

Se deriva 2 veces:

y, = e"(Az* + Bx) + ¢*(24z + B)

e”(Ax? + Bx) + €%(2Ax + B) + e*(2A 4+ B) + ¢ (24)

"
Yp

yy = €”[(Az® + Bx) + 2(2Az + B) + 24]
Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

e”[(Az® 4+ Bx) + 2(2Ax + B) + 2A] — 7(e*(Az® 4+ Bz) 4 ¢®(2Az + B)) + 6(e*(Az? + Bz)) = (z — 2)e”
Az® + Bx + 4Ax + 2B + 4A — TAz> —TBx — 14Ax — 7B + 6A2> 4 6Bz = x — 2
2*(A—TA+6A)+2(B+4A —~TB—14A +6B) + (2B +2A - TB) =z — 2
(A-TA+6A)=0
B+4A—-7TB—-14A+6B =1
Ty

2B+2A—-7B=-2

=2

La solucion es particular es:



La solucion total es:
1 9
y=cre® + e 4z <—m + ) e’

10 25

Ejemplo 4.24 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
y' +2y +5y =2coszx

Solucion:

El polinomio caracteristico es:
P(r)y=r*+2r+5=0
Las raices son:

ro=—-142

T9 = —1—-2z
El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS =e¢ "cos2x,e ¥ sin2x
La solucion general es:
Yg = c1€” 7 cOs 2% + coe” T sin 22
La solucién particular se obtiene de acuerdo al caso tres literal dos, es decir:
yp = Acosx + Bsinz
Se deriva 2 veces:.

y, = —Asinz + Bceosx

y, = —Acosz — Bsinx
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Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

—Acosx — Bsinz — 2Asinz +2Bcosxz + 5Acosx + 5Bsinz = 2cosx
cosx(—A+ 2B+ 5A) +sinz(—B — 2A+5B) =2cosz
A:

B =

(G2 )

La solucion es particular es:
2 n 2 .
= —cosr + —sinzx
=5 5
La solucion total es:

2 1
y = cre Y cos2x + coe” T sin 22 + 5 cosx + R sinx

Ejemplo 4.25 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

Solucion:

Y+ +3y =2
El polinomio caracteristico es:

P(r)=r*+4r+3=0
Las raices son.

7"1:—1

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS=e¢% 3

La solucion general es:

yg =cle™™ + coe 3T
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La solucion particular se obtiene de acuerdo al caso dos literal dos, es decir:

yp=Az+ B
Se deriva 2 veces:

yp=A

Yp =0

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

4A+3Az+3B==x

1
A=
3
4
B=—-
9
La solucion es particular es:
1 4
Yp =3 — 3

La solucion total es:

1 4

_ —x -3z T =

Yy =cie ~ + ce + 33: 9
Ejemplo 4.26 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

y//+9y: ($2 +1)63x

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

Las raices son:

7’1:3i

Tr9 = —3i

125



El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS = ¢y cos3zx,cosin 3z

La solucion general es:

g = €1 COS 3T + Cg sin 3w

La solucion particular se obtiene de acuerdo al caso dos literal dos, es decir:

yp = (A2? + Bx + O)e?*

Se deriva 2 veces:

y, = (2A4z + B)e*" + 3(Az® + Bz + C)e’”
yy = 2Ae* + 3(2Az + B)e* + 3(2Az + B)e* + 9(Az”® + Bz + C)

yy = €**[2A + 6(24x + B) + 9(Az” + Bz + C)]
Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

e*[2A + 6(2Ax + B) + 9(A2’+Bx + C)] + 9((Az? + Bz + C)e*") = (2 + 1)e*®
2A 4+ 124z + 6B + 9Ax*+9Bx + 9C + 9Az? + 9Bx + 9C = 22 + 1
2%(18A) + z(12A + 18B) + (2A + 6B + 18C) = 2 + 1

2?(184) =1

2(124 4 18B) =0
B=_——_
27

24 + 6B + 18C =1

O:a

La solucion es particular es:



La solucion total es:

1
y = ¢1 cos 3T + co sin 3z + Ea:Q — ﬁx + ae?’“”

4.5. Método de Variacion de Parametros

Para este analisis se va a considerar una ecuacién diferencial no homogénea de tercer orden mostrada

a continuacién 4.18.

&3 d?
] + az J

d
e + a1+ agy = f(x) (4.18)

dx? dx

Donde aj,as, a3 son constantes y f(x) es una funcién de x o constante, primero se va a tomar la
ecuacién homogénea y de ella se obtendra la solucién como se muestra a continuacion en las ecuaciones

4.19 y 4.20.

d
—+a2—+a1—y+aoy20 (4.19)
x x x

Yg = a1y (z) + cay2(x) + cays(z) (4.20)

Entonces, ahora es necesario hallar la solucién particular y, de la ecuacién diferencial homogénea;
para ello se se utiliza el método general llamado Método de Variacion de Pardmetros, que consiste en

reemplazar las constantes ¢y, ¢a, ¢ por una funcién u(z) como se muestra en la ecuacién 4.21.

Yp = w(@)1y1(®) + u(2)2y2(z) + u(x)3ys(z) (4.21)

Donde u(x)1,u(x)2, u(x)s son funciones incégnitas. Para resolver normalmente se tendria que derivar

de la siguiente manera:

Yp = u(x)1y1(x) + u(z)2y2(x) + w(®)sys(z)
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Para los siguientes procedimientos se usa:

u(x); = ur, u(x)s = ug, u(x)s = ug
y(@)1 = y1,y(x)2 = Y2, y(x)3 = y3

[

Yy, = uiy1 +wry) + uhye + uays + usys + usys

v, = (uhyr + ugya + +usys) + (u1yy + ugyh + usys)

Para simplificar los cdlculos y evitar las derivadas de segundo orden para las incégnitas u(x)1, u(z)s, u(x)s3

en la expresién anterior ¥, se coloca la siguiente condicidn:
/ / ’ -0
U1Y1 + UgY2 + U3Y3 =
Por lo tanto, la primera derivad es:
/o ’ ’ /
Yp = 1Yy + Ugyy + U3Y;3
Se continua calculado como se ve a continuacién:

Yy = uhyh + gy + ubys + uayy + uhys + usyy
Yy = (i + Fuyh + uys) + (g + uays + usyf)
0 = uly; + +ubyh + usyh

" o__

Yy = uryy + uayh + usysy

" 1"

Yy = uiy +uayy” +uoyh +uayy’ + usys + usys

Se reemplaza en la ecuacion diferencial homogénea 4.18.

" "1 1o

uhyy Funyy sy +usyy’ Fuzys Husys’ +ag(ury) Fusyy +usys ) +ar (ury) Fusyh+usys)+ao(uiy Husyetusys) = f(x)

Agrupando se tiene:

10

uhyy Fusys Fusys +us () Fasyy +ary) Fasyr ) Fua vy +asys +arystaoyz)tus(ys +asys +arystaoys) = f(x)

Luego se iguala a cero la parte de la ecuacién diferencial perteneciente a la ecuacién diferencial

homogénea asociada a la no homogénea. El resultado se representa en la ecuacién 4.21.

1N

f(@) = uyy) + upyy + uzys (4.22)
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A partir de esto se puede hallar lo que corresponde a wuq, us, u3 que satisfaga la ecuacion diferencial y

su derivadas asociadas, entonces y, estd dada por la ecuacién 4.23.

Yp = ury1 + U2y2 + U3Y3 (4.23)
Ejemplo 4.27 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
2
Y
T2 +y=cotz
Solucion:
El polinomio caracteristico es:
P(ry=r*+1 =0

Las raices son:

lei

El conjunto fundamental de soluciones es:
CFS =cjcosx,cosinx

La solucion general es:

Yg = C1COST + Cc28InT
Se reemplaza las constantes por funciones de u(z):

Yp = U1 COST + Uz SINT
Siguiendo el proceso descrito en la tedria se tiene:

uj cosx +uhsenx = 0 — uf sinx + ub cosx = cot

Se forma un sistema de ecuaciones, el problema ahora se reduce a encontrar las incognitas.
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Para ello se sequird el método de Cramer:

cosr sinx ) )
A = =cos“x+sin“x =1

—sinxz cosx

;o 0  sinz . _ —sinzcosz
Auj = = —sinzcotxr = ———— = —cosx
sinx
cotx cosx
cosx 0 cos?
Auly = = cosxcotr = —
sin x

—sinx cotx

uj = — cos xdw
Uy = —sinx
,  cos’x
Uy = ——dzx
sinz

, 1—sinz
Uy = | ——dz
sin

uhy = —/cscxdx—/sinxda:

uyp =1In|cscx — cotw | +cosw
La solucion es:
Yy =c1008% + cosinx + sinzln | cscx — cot x |
Ejemplo 4.28 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
Y +2y +2y=e "secx
Solucion:
El polinomio caracteristico es:
P(r)=1"+2r+2=0
Las raices son:

ro=—-14+1¢
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El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS =e¢"cosz,e” "sinx

La solucion general es:

Yg = C1€” T COST + coe” Usinx

Se reemplaza las constantes por funciones de u(z):

Yp =ure T cosT + uge” “sinz

Siguiendo el proceso descrito en la tedria se tiene:

uje " cosx + uhe T sinz =0

uj(—e Tcosx — e Tsinz)tus(—e Tsinz +e T cosx) = e Tsecw

Se forma un sistema de ecuaciones, el problema ahora se reduce a encontrar las incognitas.

Para ello se sequird el método de Cramer:

e Tcosx e Tsinx
A — — e—2z
—e Pcosx —e Tsine —e Tsinx+e Tcosx
0 e Tsinx :
Au. = o . _ sinx
uy = = —e sinzsecx = — = —tanx
. . . cos T
e Psecx e Tsinx+e Pcosx
e rcosx 0 )
Auly = =e “Fcoswsecr =1

—e Pcosx —e Tsinx e Tsecx

u) = —tan xdx
u; =1In | cosx |

uy = dx

y=cre Y cosx + cae " sinx — ecosxIn | cosx | +xe” sinx
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La solucion es:

y=e ®sinz(ca + )+ cosz(cy —In | cosz |)]

Ejemplo 4.29 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

d?y L
— =secx
dx? 4

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

Las raices son:

T1:+i

El conjunto fundamental de soluciones es:

CFS = coszx,sinx

La solucion general es:

Yg = €1COST + casinw

Se reemplaza las constantes por funciones de u(z):

Yg = U1 COST + Ug Sin T

Siguiendo el proceso descrito en la teoria se tiene:

u} cosx + uysinz = 0

A !
—ujsinz + uy cosx = secx

Se forma un sistema de ecuaciones, el problema ahora se reduce a encontrar las incognitas.
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Para ello se sequird el método de Cramer:

cosr sinx ) )
A = =cos“’x +sin“x =1

—sinxz cosx

0 sin s sin

ANTAES = —sinzsecxr = — = —tanz
cos T

secxr COoSxT

e Ycosx 0 )
Auly = =e “Fcoswsecr =1

—e Pcosx —e Tsinx e Tsecx

u] = —tan xdx
u; =1In | cosz |

uby = dx

y=cre “cosx + cae T sinx — e“cosxln | cosx | +xe” sinx
La solucion es:

y=e “sinx(ca + )+ cosz(cy —In | cosz |)]

4.5.1. Ecuaciones diferenciales de Euler

Definicién 4.3 Son ecuaciones de la forma 4.24 como se muestra a continuacion:

dn n—1

d
anx"dx—‘z +ap_qz" ! JpnT 4+ -+ alxﬁ +agy =0

Donde ag, a1, a2,as son constantes.

(4.24)

Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales,se debe transformar a una ecuacién diferencial

homogénea de coeficientes constantes usando las sustituciones mostradas en las ecuaciones 4.25, 4.26

y 4.27

. dx
r=e¢ >t=lher—> — =e¢
dt
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d
dy i; o _¢dy

e
dz Z—“t” dt

Py _ o (Ly _dy
dz? ez dt

Para ecuaciones de Euler de la forma representada 4.29:

dr dnfl
an(azx + b)”—y +- -+ ap—1(ax + b)”me_Z{

d
Jan +~~o+a1(ax+b)—y+a0y:0

dx

Se puede utilizar las siguientes sustituciones 4.29, 4.30 y 4.31:

d t
aIer:et%t:ln(aerb)%d—f:%
d
@:ﬁ:ae_t@
dz dz dt

dt

dx?

dQZ/ 2 -2t dZy dy
“e <dt2 dt>

Ejemplo 4.30 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

22y + a2y +y=2(6—Inz)

Solucion:

r=ce
t=Inx

dy _

dx dt

By _ iy _dy

— =e
dx? a2 dt
Se reemplaza en la ecuacion diferencial

Py dy dy
2t _—2t _ t—t3Y _ ot
e“'e (—dt2 —dt) ee o =e (6 —1)
d2y t
W +y= (6 — t)e

134

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)



Se coloca el polinomio caracteristico

?4+1=0
r=41

Yg = c1COSt + cosint

Para la solucion particular:

y = (At + B)e'

y = Ae' + (At + B)e’

y" = Ae' + Ae' + (At + B)e

y" =e'(2A+ At + B)
2A+At+B+At+B=6-1t

24t +2A+2B =6 -1

1
A=——
2
B="
2
LT
Yo =75 Ty
bt epsing — St ©
o ant_ Ly T
Yy = €1 COS cos 5 5

Se sustituye con las variables orgininales, su solucion es
) 1
y = cycos(lnx) + casin(lnz) — i(lnx -7

Ejemplo 4.31 Resolver la ecuacion diferencial:

Py | dy
27 _— = =
v dx? +xda: y=0

Solucion:

r=e

t=Inz
dy _,ody
dxr dt

dy  _ud’y dy

Az ~ ¢ A dt
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Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

d*y dy
2t —2t t —t _
e“'e (dt2 @)+66 oY 0
dt
d?y
2 =0
az Y
El polinomio caracteristico es:
r?—-1=0
r==1

y(t) = cre’ + co—t
Reemplazando variables originales, la solucion es:
y=cx+ e
x
Ejemplo 4.32 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
2y +ay +y=1

Solucion:

r=ce
t=Inz

dy _ -y

dx dt

Py _ udy _dy
dz? ez~ dt

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

dQZ/ dy dy
2t _—2t t —t
-2z 2 — =1
e ( dt? dt) e dt

@y

gz V=1
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El polinomio caracteristico es:

”?4+1=0
r =41
y=A4A
y =0
A=1

y=-crcost+ cosint + 1

Reemplazando variables originales, la solucion es:

y=cicos(lnz) + cosin(lnzx) + 1

Se puede utilizar un procedimiento alternativo cuando se tiene ecuaciones diferenciales de Euler de la

forma mostrada en la ecuaciéon 4.32.

ZEny(n) + Alxnfly(nfl) 44 An_lxy/ + ATLy =0 (432)

Cuando z > 0 se debe buscar una solucién de la forma

Con lo que se obtiene una ecuacién llamada Ecuacién Caracteristica y de ella se debe encontrar el

valor de k. Para ello se debe verificar si:

1. Sik es una raiz real de la ecuacién caracteristica de grado m de multiplicidad, entonces a ella le
corresponderia m soluciones linealmente independientes:
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vy = zk

yo =2aFlnx

ys =aF(Inx)?
Ym =axF(Inz)m!

2. Si a = fi es un par de raices complejas de grado m de multiplicidad, entonces a ellas le corres-

ponderia m soluciones independientes:

y1 =z cos(Blnx)

Y2 = %*sin(flnx)

ys = ¥ Inz cos(fInx)

ys = z*Inzsin(flnx)

Yom—1 = 2%(Inz)™ ! cos(fInx)

Yorm = v%(Inz)™ L sin(fInx)

Ejemplo 4.33 Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

22y —3xy’ +4y =0

Solucion:

138



Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
22k(k — 1)z 2 = 3zka* 1 +42F =0
22k(k — Dakz=2 — 3zka*e 4 428 =0

K —k—3k+4=0

(k—2)?=0
k=2
Se reemplaza el valor de k:
y ="

La solucion es:

y = caz? + cx’lng

4.6. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo

orden

Al igual que las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden, la de n-esimo y segundo
orden permiten la resolucién de ejercicios aplicados tanto para problemas geométricos, como problemas

fisicos.

4.6.1. Aplicaciones geométricas

Se utilizan para encontrar ecuaciones de curvas que satisfacen ciertas propiedades, se puede también
utilizar la propiedad relacionada con el radio de curvatura; para ello se puede utilizar las siguientes
ecuaciones, si y = f(x) es una curva dada, entonces su curvatura estd dada como se muestra a

continuacién:

pe 1Yl (4.33)
- (1+y/2)3/2 ’

Y el radio de curvatura es:

1 4 4/2)3/2
r= (Tj,,) (4.34)
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Ejemplo 4.34 Hallar la ecuacion diferencial de la familia de elipses con centro en el origen y cuyos
ejes coinciden con los ejes coordenados.

Solucion:

226% = a20® — y2a?
2 PO =)
22
E B b2 — g2
a? x2
Entonces se continua sustituyendo en la ecuacion diferencial:
b2 .2
w'o=—"—"u
x

ayy' = 0" +y?
' (yy') +2(yy') = 2yy’
vy +2(y'y +uy") = 2uy
yy' +x(y” + +yy") = 2uy/

/

zy? + zyy” = yy

La ecuacion diferencial es:

8|

v
y

(14y%)%/2

m y la longitud de la

Ejemplo 4.35 Si el radio de curvatura y = f(x) en un punto es r =
normal desde dicho punto al eje x es y\/1 + y'2, encontrar las curvas con la propiedad de que el radio

es proporcional a la longitud de la normal, donde k = 1.

Solucion:
1492 3/2
( y// ) =y 1 + (y/)2
1 + y/2 — yyl/
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Se aplica la siguiente transformacidn:

La ecuacion diferencial entonces quedaria:

d
L+ p? = yph

dy
pdp Y
L+p? dy

1
gln(l +p?)=Iny+1Inc

p=/cly? -1

dy 5
=< = /cfy? -1
dx Y
dy
2 /2_1:d£L'
Yy

\/By2—1=e"7T2 —cy

_ 1 [ecw-‘r@ +e—(61w+02)]
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4.6.2. Aplicaciones Fisicas
Existen distintas aplicaciones en problemas fisicos, entre ellos tenemos:
1. Movimiento Arménico Simple.
2. Movimiento amortiguado.
3. Oscilaciones Forzadas.
4. Circuitos eléctricos.

t

Ejemplo 4.36 Un circuito tiene una f.e.m E = 100e~% woltios, una resistencia de 10 Q y una

capacitancia de 0,02 faradios. Si q(0) = 0, hallar:
1. La carga y la intensidad de la corriente en cualquier instante t.

2. Carga mdxima y el tiempo necesario para obtener la carga mdxima.
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Solucion:

Figura 4.1: Circuito Ejemplo

100e =% = 10¢ + 50q

dq
100" = 10— + 50
e at + olgq
dgq —5t
i1 -1
7t + 5¢q Oe
Se resuelve la ecuacion diferencial:
q=uv

w'v + uv' + Suv = 10e %

vl + 5u] +uv’ = 10e "

u = —>du
du
22— 5
dt b
d
& sat
u
Inu = —5¢
u=e""

wv’ = 10~

, 10~
v o5t
v =10
dv
— =10
dt
v =10t

La solucion es:

q=10te % +¢;
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Si:

Entonces,

61:0

Por lo tanto la ecuacion de la carga en funcidon del tiempo es:

q = 10te ™
Para hallar la corriente se deriva la solucion:
d
i = CT;] = 10e% — 50¢~5"
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cAPITULO b

Transformada de Laplace

5.1. Definicién de la Transformada de Laplace

La transformada de Laplace se define de la siguiente manera:

Definicién 5.1 Dada una funcion f(t), su transformada de Laplace es otra funcidn F(s) dada por
la ecuacion 5.1 [3]

F(s) = /OOO e S f(t)dt = lim ' e Stf(t)dt (5.1)

T Jg
Estd definido para todo (s) elemento de los reales, siempre y cuando la integral impropia converja o

tenga sentido.

La Transformada de Laplace es un operador lineal, que es 1itil en la solucién de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales, ya que permite transformar estas ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas,

que resultan mas sencillas de resolver.

Notacion

Se puede utilizar una notacién particular que facilita su escritura y uso.

F(s) = L{f(t)}
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Se puede utilizar la definicién de la Transformada de Laplace para convertir las funciones en términos
de s. Para ello vamos a considerar los siguientes ejemplos:

Ejemplos

Ejemplo 5.1 Se tiene la funcion f(t) = c calcule su transformada de Laplace utilizando su definicion.

Solucion:

L{f(t)} = lim C/OT e Stdt

—ST

L{f(0)} = lim o(—“—)

£[d(s) = g,s >0

Ejemplo 5.2 Se tiene la funcién f(t) =t calcule su transformada de Laplace utilizando su definicion.

Solucion:

T

L{f(t)} = L[t](s) = /OO te *'dt = lim te”*'dt

’ Te~ ST e—sT 1
L{FO} = Jim [-—— = — + 5]
1
£l(s) =

Ejemplo 5.3 Se tiene la funcién f(t) = t? calcule su transformada de Laplace utilizando su defini-
cion.

Solucion:

‘C{f(t)}:E[tz](S)Z/the_Stdt: tm [ e tdr

0 T—00 0

i 27T Qe Qe7st

L{FO} = Jim [-—— = =5 = =]
2
LIR(s) = 2

Ejemplo 5.4 Se tiene la funcion f(t) = e calcule su transformada de Laplace utilizando su defini-
cion.
Solucion:

T

L{f()} = L[e"](s) = /000 ee tdt = lim ee st dt

T—oo Jq
1
L{f)} = Tlinc}o[a — SB(HS) - m]
1
£le)(s) = ——
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Ejemplo 5.5 Se tiene la funcion f(t) = sinft calcule su transformada de Laplace utilizando su
definicion.

Solucion:

L{f(t)} = L[sin St](s) = /OOO sin Bte”S'dt = 711{20 /OT sin Bte”*tdt

L{f(t)} = Th;ngo[—%(s sin 81 + B cos BT) + ﬁ]
L[sin Bt](s) = ﬁ

A partir de la definicién se puede obtener las transformaciones de las funciones en el dominio s, pero al
ser un proceso largo y en muchas ocasiones complejo se suele utilizar tablas que resumen y generalizan
estas transformaciones. En la tabla 5.1 se detalla las transformadas més utilizadas que son ttiles para

la solucién de ecuaciones diferenciales.

f(t) F(s)
c 1
S
—at 1
e s+a
1 - 1
Te T 14sT
1
t e
tn n!
sn+1
—atyn | _nl
e "t Fa)y =TT
: [e]
sin at 1oz
S
cosat Traz

Tabla 5.1: Transformadas mas utilizadas

A continuacién se utilizara la tabla 5.1 para transformar directamente la funcién que asi se requiera,

como en los ejemplos a continuacién:

Ejemplo 5.6 Se tiene la funcién f(t) = cos6t calcule su transformada de Laplace utilizando la tabla.

Solucion:

S

;C[COS 6t] (S) = m

Ejemplo 5.7 Se tiene la funcion f(t) = sin 5t calcule su transformada de Laplace utilizando la tabla.

147



Solucion:

5

;C[Sin 5t] (8) = m

Ejemplo 5.8 Se tiene la funcion f(t) =t* calcule su transformada de Laplace utilizando la tabla.

Solucion:

Ejemplo 5.9 Se tiene la funcion f(t) = e* calcule su transformada de Laplace utilizando la tabla.

Solucion:

5.2. Propiedades de la Transformada de Laplace

En esta seccion se verificaran las propiedades de la Transformada de Laplace que permitiran aplicarlas

para la resolucion de ecuaciones diferenciales.

5.2.1. Propiedad de Linealidad

Se tiene dos funciones f(t) y g(t) cuyas transformadas son F(s) y G(s) entonces, la propiedad de

linealidad es:

L{af(t) +bg(t)} = aF(s) + bG(s) (5.2)
Donde a y b son constantes arbitrarias.

Ejemplo 5.10 Se tiene la funcién f(t) = t> + 4t — 2 calcule su transformada de Laplace aplicando la
propiedad de linealidad:

Solucion:

L{t* + 4t — 2} = L{t*} + £{4t} — £{2}

L{f()} = L{7} + L{at} — £{-2}

L= 5+ 52

S S

Ejemplo 5.11 Se tiene la funcién g(t) = e*' +cost—t> calcule su transformada de Laplace aplicando
la propiedad de linealidad:
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Solucion:

L{e* 4 cost —t3} = L{e*'} + L{cost} — L{t*}

L{f@#)} = L£{e*} + L{cost} — L{t*}

1 6
LMY= 5+

5.2.2. Propiedad de la derivada

Propiedad de primera la derivada

Se tiene una funcién f(t) y su derivada es f’(¢), la Transformada de Laplace de la funcién derivada

es:
L{f (#)}(s) = sL{f}(s) = £(0) = sF(s) — £(0) (5.3)
Propiedad de segunda la derivada

Se tiene una funcién f(t) y sus derivadas son f'(t), f”(¢) la Transformada de Laplace de la funcién

derivada segunda es:
L{f" ()} (s) = sL{f}(s) = sf(0) = f'(0) = s*F(s) — sf(0) — f'(0) (5.4)

Propiedad de la n-ésima derivada
Se puede generalizar la Transformada para las funciones de n-ésimo orden:

L{F"(0)}(s) = 8" F(s) = s" 71 £(0) = s"72f/(0) =+ = sf"72(0) = f7V(0) (55)
En resumen, esta propiedad indica que el dominio transformado, la derivacién t se convierte en una

multiplicacién por s.

5.2.3. Propiedad de la integral

Si se tiene una funcién f(t) que es una funcién continua que posee Transformada de Laplace F(s),entonces:

c { /0 t f(TdT)} _ %S) (5.6)

En resumen, el dominio de las funciones transformadas al integrar con respecto de t es dividir por s.
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5.2.4. Propiedad de la multiplicaciéon por t
Si se tiene una funcién f(¢) que es una funcién con transformada F'(s),entonces:

L{tf(t)} = —F'(s) (5.7)
Se puede decir que esta propiedad es reciproca de la derivacién, pero con signo negativo, por lo tanto,

derivar en el dominio transformado es equivalente a multiplicar por ¢ en el dominio del tiempo.

5.2.5. Propiedad de la divisién por t

Si se tiene una funcién f(¢) con transformada F'(s),entonces:

c {f(t)} _ / " Py (5.8)

t

En resumen, dividir por ¢ en el dominio temporal equivale a integrar en el dominio transformado.

5.2.6. Propiedad de la traslacion en el dominio transformado

Si se tiene una funcién f(t) de orden exponencial es «, que tiene transformada; entonces:
L{e"f(t)} = F(s —a) (5.9)

Para todo s > a+a

5.3. Inversa de la Transformada de Laplace

La funcién inversa de Laplace se utiliza para regresar a las variables originales, normalmente se requiere

regresar del dominio transformado al dominio del tiempo. La notacién para la inversa de Laplace es:

E_l
Para resolver estos este tipo de problemas se tiene dos alternativas:

1. Método de Fracciones Parciales.

2. Método de Heaviside.
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5.3.1. Fracciones parciales

Se tiene una funcion racional del tipo:

(5.10)

Q(s) — Polinomio

P(s) — Otro polinomio de grado mucho menor que Q(s)

Q(8) = ans" +an_18"" '+ +ays+ag

#reales
n > 1 — coeficientes

#complejos
Q(s) =an(s—r1)™(s—1r2)™ ... (s—1rg)"*

Q(s) =my+ma+ -+ mp_p

P(s):> A B Cs+ D Ks+ L

QW) " s—r G- GaP+ 8 [5oaP+ e
K
A
B

Ntmero por determinar =

C
D
L

Ejemplo 5.12 Hallar la inversa de Laplace utilizando el método fracciones parciales de:
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Solucion:

3s—17 A n B
(s—1)(s—3) s—1 s—3

3s—7T=A(s—3)+ B(s—1)
3s—7=As—3A+Bs— B
3s—7=5(A+B)+(-34—-DB)
A+B=3

—3A—B=-7

Se resuelve el sitema de ecuaciones para determinar los coeficientes:

—24 =4
A=2
B=3-A
B=1

Se reemplaza los coeficientes en las fracciones parciales:

1 2 1 P 2 1 1
£ {s—1+3—3}_£ {s—l}+£ {3—3}

— 2€t +€3t

Ejemplo 5.13 Hallar la inversa de Laplace utilizando el método fracciones parciales de:

Solucion:

Aplicamos fracciones parciales:

2-8 _ A B
(s—3)(s—2) s-3 s5-—2

2s —8=A(s—2)+ B(s—3)
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Se resuelve el sitema de ecuaciones para determinar los coeficientes:

s=2

2(2) —8=A(2—2)+ B(2-3)

—4=—-B
B=4
s=3

2(3) —8 = A(3—2) + B(3—3)

A=-2

Se reemplaza los coeficientes en las fracciones parciales:

Solucion:

Aplicamos fracciones parciales:

852—7s+6_é §+ c
s2(s—2) s 82 s5—2

852 — Ts+6 = As(s — 2) + B(s — 2) + Cs*
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Se resuelve el sitema de ecuaciones para determinar los coeficientes:

24 =4C
C=6
s=0
6 =-2B
B=-3
s=1

8—T7T+6=—A4+3+6

A=2

Se reemplaza los coeficientes en las fracciones parciales:

208 6N e 1) g [ [
R R I Lt ] Rl ey

=2 — 3t + 6e%

Ejemplo 5.15 Hallar la inversa de Laplace utilizando el método fracciones parciales de:

Fls) = 9s* — 16s% — 2952 + 154s — 99
B (s —2)3(s+3)2

Solucion:

A B n C + D n E
s—2 (s—2)2 (s—2)3 s+3 (s+3)?

9s* — 165° — 2952 + 1545 — 99 = A(s — 2)%(s 4+ 3)2 + B(s — 2)(s + 3)> 4+ C(s + 3)?

+D(s—2)3(s+3)+E(s—2)3
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Se resuelve el sitema de ecuaciones para determinar los coeficientes:

s=2

25C = 9(2)* — 16(2)® — 25(2)% + 154(2) — 99

—125F = 9(—3)* — 16(—3)3 — 25(—3)% + 154(—3) — 99
E=-3
24(s —2)(s +3)* +2A4(s — 2)*(s + 3) + B(s + 3)* + 2B(s — 2)(s + 3)
+2C (s +3) +3D(s — 2)*(s +3) + D(s — 2)* + 3F(s — 2)* = 36s°
— 485% — 505 + 154
5=2
258 + 10C = 36(2)® — 48(2)% — 50(2) + 154

25B =150 — 50

—125D + 75F = 36(—3)% — 48(—3)% — 50(—3) + 154

—125D = —1100 + 225

36A — 188 + 9C — 24D — 8E = —99
36A = —99 + 18(4) — 9(5) + 24(7) + 8(—3)

A=2
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Se reemplaza los coeficientes en las fracciones parciales:

1 2 L 4 n 5 n 7 _ 3
s—2 (s—2)2 (s—2)3 s+3 (s+3)2
= 262 + 4te2t + gtzezt + Te 3t — 3te™ 3

= e (244t + gﬁ) +e734(7 - 3t)

Ejemplo 5.16 Hallar la inversa de Laplace utilizando el método fracciones parciales de:

Y )_583—82+2S+5
5= s2(s2 +9)

Solucion:

Aplicamos fracciones parciales:

A B (Cs+D
Fis)=212
(5) s s2 5249

As(s* +2) + B(s*> +9) +s*(Cs+ D) =55° — s> + 25 +5

As® +9As+ B>+ 9B+ Cs® + Ds®> =55 — 2 +2s+5

s3(A+C)+5*(B+ D)+ 5(94) +9B =55 — s> + 25+ 5

Se resuelve el sitema de ecuaciones para determinar los coeficientes:

9A =2
A=
9
9B =5
B =59
A+C=5
C=5-=
43
C=-
9
B+D=-1
5
D=-1-2
9
14
D=-——
9



Se reemplaza los coeficientes en las fracciones parciales:

21 51 HBg_ 1 2 5 43 14
51{_ 99}:94-9t+9c0s3t—27sir13t

Ejemplo 5.17 Hallar la inversa de Laplace utilizando el método fracciones parciales y las raices

mmaginarias del ejercicio anterior:

5s3 —s2+2s+5
F =
() s2(s?2+9)

Solucion:

_A

S

B C N D
s2  s—3i s+3i
As(s* +9) + B(s* +9) + Cs*(s + 3i) + Ds*(s — 3i) = 5s®> — s> + 25+ 5

Se resuelve el sitema de ecuaciones para determinar los coeficientes:

s=0
9B =5
B=>

9
s =31

C(30)(61) = 5(34)> — (3i)% 4 2(34) + 9
—54iC' = 14 — 129i

o 4-1200 43 7

5418 a7
s=—31
D(—3i)*(—6i) = 5(—3i)* — (—3i)* +2(3i) + 5

041 = 14 4+ 129¢

43 7.
D—E—E'L
s=1

50 43 7. . 43 7. .
10A+9+<18+27@)(1+3z)+<1827%)(131)11
50 24
10A+ — 4+ — =11
+9+9
2
A=—
9
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Se reemplaza los coeficientes en las fracciones parciales:

43 | 75 43 _ 7,
2 52+18+27Z 18 _ 27!

F(s) ==+ =
(s) 9+95 Y "
) (% -, Nz .
F(s):g+§s2+(5-1-3’&)(1%-1-?2)+(5—32)(1—g_2l72)
Y s24+9
2 5 43, 14
F = — Y2 9° " 9
(5)=5+gs + SRR
2,0 43 s 14 3
F(s)= 2 4+ 224+ 2 -
(s) 9+95+952+9 50 719
2 5 43 14
F(t) =5+ gt + 5 cos3t — - sin3t

5.3.2. Meétodo de Heaviside

Es un método alternativo al de fracciones parciales que permite el cdlculo de la inversa de la Transfor-
mada de Laplace a través de usar limites y derivadas con el fin de llegar a los valores de las constantes
de forma mas eficiente. En este texto se explicard el método asociada a los factores que se muestran

a continuacién [20]:

— Factores lineales no repetidos

P(s) — Factores lineales repetidos

— Factores cuadréticos irreducibles no repetidos

— Factores cuadraticos irreducibles repetidos

1. Factores lineales no repetidos:

Pasos

= Determinar las raices a; i = 1,2,3,...,n
= Calcular los coeficientes C; usando la definicién

= Sumar a la transformada inversa el término Cje®t + Cye®t + ... + C,e?

Foérmula de Heaviside para factores lineales no repetidos:

(5L
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F(s) = g((f; — (s —a;)

L7H{EF(s)} = f(t) = Cre™t + Che®t + -+ + Cen?

a1, as...a, — Raices de Q(s)

C; = lim (s — a;)F(s)

s—a;

C; — multiplicar por el factor (s — a;) y evaluando s = a;

Ejemplo 5.18 Hallar la inversa de Laplace de:

4s + 2

o= on6+9)

Solucion:

E_l{ 1 }:eat
Ss—a

L7THF(s)} = CLe™ + Coe™®

Cy Cs
F(s) =
(s) 5—7Jr 5+ 8
02(8—7)
F -N=C+—=
(s)(s—7) = 1 + 22
Reemplazando la funcion F(s) en el término anterior:
(45 +2)(s —7) Ca(s—7)
Gonets) T Trs
(45 +2) Ca(s—7)
(s+78) =0 s+8
s=17
30
C = 1
Ci=2
5= -8
(4s+2) Ci(s+38)
= C
G-7) s—7
—30
“=35
Cy=2



Reemplazando los coeficientes encontrados Cy y Co

L7HF(s)} = f(t) = 2™ 4+ 278

Ejemplo 5.19 Hallar la inversa de Laplace de:

s24+3s—7
F =
() (5+3)(s+4)(s—1)
Solucion:
S1 = —3; SS9 = —4; S3 = 1

(s2+35s—7)  (=3)2+3(-3)-7

Y e R = B e R
Cz = S£@4m
o= I (o
=2

L7HEF(s)} = f(t) = Cre™3" + Coe™ + Cyet

La solucion es:

2. Factores lineales repetidos:

_P(S)_ A B at at
F(s) = Q) (s—a)2+s—a:>Ate + Be

A= lim (s —a)?F(s)

S—x

B = 1im L[(s — a)2F(s)

Q(s) = (s —a)"

— Aje™ + Aste™ + Ast?e + - 4 Attt e

1 dr=+
— : _a\n
A = (n—k)! sh—rg dsn—k [(s = a)"F(s)]

k=1,2,3,....n
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Pasos

= Determinar las raices reales s = a de multiplicidad n de Q(s).
= Calcular los coeficientes Aj, usando la definicién.

= Usar los coeficientes y sumarlos a la transformada inversa.

Ejemplo 5.20 Hallar la inversa de Laplace de:

A—h'ml:1
s—4 8
d .1 C(s —4)?
B:h’m—[f:A—i—B(s—él)-i-M]
s—4 ds S
1 25C(s —4) — C(s — 4)?
B=1im[L = g4 2C0 )2 (s =4,
s—4°8 S
1
B=—-_
16
1 1

Reemplazando los coeficientes encontrados:

-1 oyt Lo 1
LTHE(s)} = f(8) = qte — ee' + —

3. Factores cuadréticos irreducibles no repetidos:

Q(s) = Factores cuadraticos
Qs) = (s — a)? + 12
b(s) — tiene raices complejas
a+bi

a—bi

161



Pasos

= Determinar las raices reales, en caso de existan s = a de multiplicidad n de Q(s).

= Se tiene ademds factores cuadraticos irreductibles de la forma (s? +a?)? que para este caso

se repiten dos veces pero el proceso se puede ampliar para cualquier valor de multiplicidad.

= Se factora el elemento usando nimeros complejos y queda de la forma (s — ai)(s + ai).

= Se coloca en factores y se resuelve como factores linea no repetidos que ya se explicé en la

seccién anterior.

Ejemplo 5.21 Hallar la inversa de Laplace de:

Solucion:

s=0;8=i;s=—i
() = lim[sF(s)e™] = (3126;2 _1
) = tim L (s — i) F(s)e"]
Flt) = lim {(s e
falt) = 1im te*'s(s +14)* —;Z[(j%i? + 25(s + )]
folt) = T —(2[<)24> +2i(2i)]

—4ite’ + 8e't
ty = ——
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1, 1,
fg(t):Zztetfiet

f3(t) = lim %[(s + )2 F(s)e™]

O N B

fst) = 1 tests(s —i)? —;‘“’(ts[(s ;):)2 + 25(s — )]
falt) = te™ i (—i)(—2i)>2 (__i);z[—(;j?Q +2(—i)(—2i)]
f(ty = dite " 87

—16

fa(t) = —iiteﬂ‘t - %eﬂ‘t
f@) = fi(t) + fo(t) + f5(¢)

1. . 1, 1 . 1 _.
=1 Tttt it T ey —it T —it
f@®) + 4Zt€ 5¢ 4zte 5€
1 it _ it 1 it it
Ft) =1+ ,Z-t(%)w (e® +e%)

4 2i 2 2
st e
o 2
eit — it
sint =
Sin 22

La solucion es:

1
foy=1- itsint—cost

5.4. Resolucion de ecuaciones diferenciales aplicando la Trans-

formada de Laplace

A través de este operador [21] se puede convertir una ecuacién diferencial en una ecuacién algebraica

cuyo procedimiento de resoluciéon se muestra en los siguiente ejemplos:
Ejemplo 5.22 Resolver la siguiente ecuacion diferencial aplicando la Transformada de Laplace.

y' +4y=0
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Solucion:

Se aplican las propiedades y tablas:

L{y"} +4L{y} = L{0}
sL{y} — sy(0) — 4/ (0) + 4L{y} =0

L{y}(s* +4) = sy(0) — ' (0)

_ s AV
Ly =5 v0 - 55
/
y = cos 2ty(0) — Y éO) sin 2t

Se supondra:

y(0) =1
v _ .,
2

La solucion es:
Yy = c1cost — cosin 2t

Ejemplo 5.23 Resolver la siguiente ecuacion diferencial aplicando la Transformada de Laplace.
y—y=z+1, y0)=1

Solucion:

L{y'y = L{y} = L{=} + L{1}

SCLy} —9(0) ~ Liyh = 5+

1 1
E{y}(s—1)=?+;+1
1 1 1
— (= +-+1
s—l( +s+)

52
_ 1 <1—|—S—|—82
Ts—1
s24+s+1

L{y} =

)

s2
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Se aplica el método de Heaviside:

sz—l—s—i—l_é B C

$2(s—1) s 2 s—1
2
1
i =P 4y B
s—0 s—1
B=-1
. (25 +1)(s—1) — (s +s+1) 4
s—0 (s— 1)2 o
A=-2
s+ s+1
liy S =
C=3
Reemplazando se tiene:
2 1 3
L =———- =
{y} R

Aplicando la inversa de Laplace:

y=—-2—x+ 3"

Ejemplo 5.24 Resolver la siguiente ecuacion diferencial aplicando la Transformada de Laplace.

y' +4y +13y =2, y(0)=1, ¢ (0)

Solucion:

Se aplican las propiedades y tablas:

s2y(s) — s+ 4sy(s) — 4 + 13y(s) =

y(s)(s® +4s+13) == +s+4

®w I »| N

(s) = 2 n s+4
yis) = s(s?2+4s+13) (52 +4s+13)
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Se aplica el método de Heaviside:

2 A Bs+C

s(s? +4s+13) s+52—|—4s—|—13

lim ——=A4
50 52 +4s+13
2
A==
13
, 2
lim —-=Bs+C
s——2+3i §
2 2B+ 3Bi+C
=— i
—24 3¢
B—_2
13
8
C=——-
13
Reemplazando se tiene:
(s) 2 n 11[ 542 n 2 ]
§) = — 4 =
4 135  13(s+2)2+9  (s+2)2+9
Aplicando la inversa de Laplace:
2 11 22
Y= 3 + ﬁe_% cos 3t + @6_% sin 3t
1
y = —[2+ 11e"**(cos 3t + 2/3 sin 3t)]

13

Ejemplo 5.25 Resolver la siguiente ecuacion diferencial aplicando la Transformada de Laplace.

y" 4+ 2y +2y =2cost —sin2t, y(0)=0, %'(0)=0
Solucion:
Se aplican las propiedades y tablas:
2y(s) — sy(0) 1/ (0) + 259(s) — 20(0) + 2(s) = o — o
s2+4 244
9 25 — 2 9
y(s)(s* +2s+2) = . + (s +4)
(s) = 2s — 2
Y= +25+2
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Se aplica el método de Heaviside:

2s—2  As+ B Cs+ D
242542  $244  $2425+2
2s — 2
———— =As+ B
i rast2 T
A=0
B=1
2 2
im 57—’_:03+D
s—»—1—i §2 4+ 4
C=0
D=-1
Reemplazando se tiene:
1 1

Aplicando la inversa de Laplace:

1
Y= 3 sin2t — e 'sint
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