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INTRODUCCION

Las matematicas desde que se tiene uso de razon han sido una de las tematicas basicas mas
usadas para sustentar o solucionar problemas tangibles e intangibles del universo. Al
empezar el estudio de las matematicas varios autores contemporaneos y modernos
prefieren iniciar con la declaracion de definiciones, teoremas, proposiciones y/o
postulados, lo cual no estd nada mal, si se trata de formar profesionales fundamentalistas,
pero, para ser practicos, el requerimiento apunta a ser metodicos. La formalidad de los
estudios hace que se pueda aplicar y/o replicar los métodos con toda facilidad en casos
particulares. La mayoria de los estudiantes universitarios han notado una repeticion de un
patrén de aprendizaje atribuido a la memorizacion de términos, conceptos con poca
reflexion y razonamiento esencial para entender las matematicas. Para varios especialistas
la dificultad en el entendimiento de las matematicas se resume en una combinacion de
conceptos de calculo elemental y el rigor logico. Civilizaciones como los hindtes egipcios,
y/o griegos participaron en su desarrollo, que fue continuada los arabes y lo aplicaron
enormemente para el desarrollo de varias ciencias y tecnologias. En adicion, el algebra es
una herramienta de gran ayuda para la solucion de problemas, de modo que, al emplear
letras para presentar nimeros, junto con simbolos que han utilizado para indicar
operaciones y agrupamientos de codigo especial y comun de un lenguaje algebraico, hasta
este momento ha servido para facilitar el entendimiento y el 4gil proceder con las
matematicas. La traduccion del lenguaje cotidiano a lenguaje algebraico sintetiza la
informacién y hace ver que una misma técnica sirve para resolver problemas de muy
directa naturaleza.

Las competencias que se deben forjar en los estudiantes retinen caracteristicas de reflexion
y razonamiento, que lo motiven como futuro profesional pertinente a ser capaz de resolver
los problemas de cada contexto en donde se desenvuelva. Por ejemplo, la profesion de
ingenieria nace de las especialidades civiles y militares, las cuales desde la edad moderna
se concentran en mecanicos y eléctricos con una competencia en comun de disefio de
materiales, estructuras, maquinas y sistemas, teniendo en cuenta las limitaciones de
seguridad, confort, practicidad, y costo. Tipicos célculos de superficies, volumenes,
momentos de areas, momentos de inercia, teoria de circuitos, medios de enlace, sistemas
de comunicacion, comportamiento energético, entre otras aplicaciones especificas de
ingenieria, hard que se busquen soluciones simplificadas, rapidas, y eficientes, que muy a
menudo se consiguen con representaciones algebraicas concretas o modelacion
matematica de sistemas.

El algebra superior desde un punto de vista critico ha sido caracteristico de esta obra
aclarar temas que se concentran en la atencion del estudiante de pregrado, con el interés
de reencontrar criterios de interpretacion de expresiones como raices, funciones y
fracciones matematicas. Debido a que las expresiones matematicas se tornan cada vez mas
complejas cuando aparecen nuevos sistemas de referencia, que describen la geometria de



los datos de modos distintos con observaciones redireccionadas, hace necesario para los
autores de la obra proponer un capitulo que solvente esos vacios que podrian ser latentes.
Por ejemplo, todos los fundamentos de la fisica que constituyen la descripcion de la
mecanica utilizan un tecnicismo algebraico muy notable, y sus fundamentos se convierten
en la base de sustentacion del calculo y analisis matematico. Las expresiones algebraicas
son combinaciones de variables, niimeros constantes, y operaciones. El desarrollo del
algebra ha producido en la humanidad durante varios siglos, un desarrollo notable para
que la antigiiedad, sea tomada como referencia de la ciencia. Por ejemplo, los célculos en
forma algoritmica con operaciones y expresiones simbolicas con enfoque metodologico
geométrico, en actuales disefios y reacondicionamientos de construcciones y bienes
muebles e inmuebles, se sigue utilizando. Sin embargo, en esta unidad se presentan
situaciones en las que se debera aplicar en forma directa este tipo de expresiones. Para ello
se trabajara con situaciones abstractas que ayudaran a generar una solucién y cierta
agilidad en el razonamiento del problema, para poder gradualmente introducir letras por
numeros, aproximando estos conceptos con ejemplos sencillos y de la vida cotidiana hasta
generalizar un procedimiento.

El analisis matematico estudia el comportamiento de los nimeros reales y complejos en
cuanto a la construccion de estos dentro de componentes tales como funciones, series,
sucesiones, continuidades, sucesiones, limites y convergencias que son notadas en el
calculo diferencial e integral. Los numeros complejos y expresiones logaritmicas
constituidas por expresiones como fueron tomadas muy en cuenta por su innegable
aplicabilidad técnica de ingenieria. Son universales las bases del calculo diferencial e
integral para respaldar toda competencia de ingenieria, por ello, se comienza con las
funciones definidas e indefinidas de una sola variable para saber relacionar cada tipo de
funcién con las correspondientes aplicaciones que denotan las mencionadas competencias.
Esta obra sobresale por la gran variedad de aplicaciones concentradas en funciones
racionales, irracionales, trigonométricas e hiperbolicas, con una anadidura interesante de
combinaciones.

La creatividad académica es fortalecida mediante el uso de metodologias adecuadas con
secuencia l6gica, de manera que, en el caso de las matematicas se lo hace con regularidad
para la solucién de problemas que demanden contraste. Alcanzar una solucidén concreta
demanda una practica basica del estudiante en herramientas informaticas que puedan
analizar las matemadticas mediante la programacion con lenguaje universal. Matlab,
Phyton, R estudio, SolidWorks entre otras herramientas de aplicacion son usadas para
resolver e interactuar con los ejemplos de estimacién de resultados numéricos, y
graficacion de componentes que permiten un aprendizaje ilustrativo e ingenioso de
actualidad. Por ejemplo, para las funciones trigonométricas, hiperbdlicas y combinadas,
Matlab fue la herramienta usada por excelencia debido a su variedad de caracteristicas de
disefio, visualizacion de comandos, e interaccion de scripts amigables y conocidos por la
mayor cantidad de profesionales de ingenieria.
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1 Calculo integral de funciones de una variable

La descripcién de fenémenos fisicos, mecanicos, electrénicos y otros
temas de especialidad mediante el uso de polinomios para el anélisis de
casos es tan importante, y estd ligado al estudio que asegura el aprendizaje
coherente de sus propiedades. En el caso de las funciones polinomiales
se representan graficamente con numerosos picos y valles, lo que las hace
modelos apropiados para situaciones practicas. Por ejemplo, el modelo
de funcién polinomial de grado 2 y es funcién cuadrética, se trata de la
propiedad mecanica anticorrosiva mejora en los aceros al aumentar las
concentraciones de cromo y niquel, pero con demasiadas proporciones
disminuyen otras propiedades como la soldabilidad. Otro ejemplo de
ecuacién cuadrética se menciona a la trayectoria que toma el balén de
fatbol al patearlo para que primero suba y luego baje. Las gréficas de
funciones polinomiales son curvas sin irregularidades que se usan para
disefiar muchas cosas, y en el caso de funciones ctbicas se destaca el
ejemplo de los botes de vela que unen partes de las gréficas de diferentes
funciones de curvas paramétricas, para hacer las curvas del casco de un
bote de velas. También se recurre a las propiedades de los polinomios de
una variable para el tratamiento y control de los errores en la transmisién
de datos.

1.1. Funciones de una variable

Al empezar con la practica del dlgebra se puede mencionar expresio-
nes de uso comn, el caso de la trigonometria; el célculo del drea del
tridangulo segtin la expresién % cuenta con la base del triangulo, el cual
se representa con la letra b, y la altura por &, de esta manera una sola
férmula servira. Para ello basta sustituir b por la unidad de la base y
h por la longitud de la altura, y efectuar las operaciones respectivas
debido a que 2 es una constante. El caso propiamente engendrado desde
operaciones algebraicas, y muy importante para toda aplicacién de inge-
nieria, es la ecuacién general cuadratica también conocida como férmula
general. Esta férmula sirve para resolver ecuaciones cuadraticas de la
forma ax? + bx + ¢ = 0 que son dificiles o imposibles de factorizar, y
usarla puede ser mas rdpido que completar el cuadrado. Por tanto, la

—b+Vb2-4ac
2a

férmula general x = como una expresién algebraica combina

1.1 Funciones de una variable 1

1.2 Fundamentacion del
calculo de primitivas. . .. 2
1.2.1 Primitiva de una Funci6én 3

1.3 Integrales indefinidas o
antiderivadas. . . ... ... 4

1.4 Métodos de integracién. . 5
1.4.1 Uso de reglas y férmulas
basicas de integracién .. 5
1.4.2 Regla de la introduc-
cién bajo el signo de la

diferencial .......... 10
1.4.3 Métodos de cambio de
variable. ........... 11

1.4.4 Sustituciones trigono-
métricas e hiperbélicas.

1.5 Método de integracién por
partes.

1.6  Sustitucién Trigonométri-

1.7 Integrales que contienen
un trinomio cuadrado . . .23
1.7.1 Integrales del tipo:

f\/ux2+bx+cdx ..... 29
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Tabla 1.1: Expresiones algebraicas

Tabla 1.2: Lenguaje cotidiano a lenguaje
algebraico

variables, nimeros y operaciones. El dlgebra nos ensefia a generalizar
las expresiones que contienen variables, constantes y operaciones, y a
utilizar estas expresiones para resolver problemas concretos.

Definitivamente las expresiones algebraicas sirven para la resolucion de
ecuaciones. Por ello las variables representan ntimeros por determinar,
ya sean nimeros naturales, enteros, racionales o reales, segtn sea el
contexto. Por lo tanto, al hacer operaciones con variables x, y, y z, se
incluyen las mismas reglas utilizadas con los ntimeros, como son:

Reglas de operacién Suma Multiplicacién
Conmutatividad Vx,yeR:x+y=y+x Xy =yx
Asociatividad x+y)+z=x+y+2) (xy)z = x(yz)
Neutralidad x+0=x xX1l=x
Distributibidad x(y +z)=xy+xz

Inversos x+(-x)=0 x(%) =1six#0

En la geometria de cuerpos, el calculo del volumen de un eje es expresada
mediante el producto entre 7, el radio al cuadrado y la longitud o altura
del eje con forma cilindrica.

Sea la funcién , donde V = 7tr2h es el volumen, r es el radio y hes
la altura lo longitud transversal del eje cilindrico. Para la lectura de la
ecuacién polinémica mencionada se debe traducir al lenguaje algebraico,
como se indica:

Radio al cuadrado: 72
Altura o longitud transversal: 1

De todos modos, para resolver ecuaciones mediante el uso del dlgebra
primero se debe traducir el problema del lenguaje cotidiano al lenguaje
algebraico como resumidamente se ejemplifica a continuacién:

Lenguaje comuin Lenguaje algebraico
Lasumade3yx 3+x

Un ntimero x més 3 x+3

La mitad de un ntimero 5

5 mas que la variable z, z+5

La diferencia de y menos 4, o la resta de un y—4
nimero y menos 4

Producto de dos ntimeros ab

El cociente de dos nimeros b

El triple de F, o tres veces F 3F

1.2. Fundamentacion del calculo de primitivas.

Para el estudio del cdlculo de primitivas se debe tener en consideracion
que la integracién y la diferenciaciéon son temas que estdn integramente
relacionados, esta relacion es considerada como una de las ideas con
mayor importancia en las matematicas, hasta el dia de hoy su descubri-
miento gracias a Leibniz y Newton sigue siendo uno de los desarrollos
tedricos mds transcendentales de los tiempos modernos. [1]



1.2 Fundamentacion del cdlculo de primitivas.

1.2.1. Primitiva de una Funcidén

La operacién inversa de la derivacién se llama integracién. Mediante la
integracion encontraremos la funcién cuya derivada es dada. La funcion
que se encuentra se llama primitiva o integral indefinida.

Definicién 1.2.1 Una funcién F se denomina primitiva de la funcion f en
un intervalo I si F'(x) = f(x) para todo valor de x en I

Encuentre la funcién primitiva de la siguiente funcién:

sin(2x)

= V3 — 2sin?(x)

Solucién:

Para la resolucién de estos ejercicios procedemos a realizar la integral de
la funcién dada

sin(2x)

V3 — 2sin%(x)

dx

Paso 1. sustituciéon

Q =3 —2sin%(x)

Z_f = —4sin(x) cos(x)
Z_g = —2 x 2sin(x) cos(x)
dQ = —2sin(2x) dx
__4Q
dx = — sin(2x)
sin(2x) dQ

VO  —2sin(2x)

Paso 2. reemplazamos Q y dx en la integral

-1 [ Lao

Paso 3. reescribimos la integral aplicando algebra

1 _1
=—§/Q 2dQ

Paso 4. procese aresolver la integral aplicando la siguiente regla / Q"dQ =
@ yc (n#1)

n+1
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Figura 1.1: Funcién F y su primitiva f

© o N o U~ W N

Paso 5. cambiar la variable por la original
/ ﬂdx = —/3 = 2sin’(x) + ¢
V3 = 2sin%(x)
-3 -2sin’(x)+c =

f(il) _ sin(2x)

3—2sin?(z)

f(z) = —1/3 —2sin®(z) +¢ ¥

Resolucion utilizando software

Para realizar operaciones simbdlicas, las variables independiente se las
renombra asi: x=Symbol("x") , tome en cuenta que c"2 equivale a cx*2.

Ademas, las gréficas se las realiza con la funcién plot en el intervalo
[-2, 2] y se calcula sus raices con la funcién solve [2]

from sympy import x
x=Symbol("x")
y=Symbol("y")

F = sin(2xx)/sqrt(3-2*sin(x)*x2)
f = integrate(fp,x); f
plot(F, (x, -2, 2))

plot(f, (x, -2, 2))

solve(Eq(f, 0))

1.3. Integrales indefinidas o antiderivadas.

Definicién 1.3.1 Una funcién F se denomina anti derivada de la funcion f
en un intervalo "1” si F(x) = f(x) para todo valor de x en “I”



Si F es la funcién definida por:

F(x) =3x* +x* —2x2 + 10

Entonces: F’(x) = 12x3 + 3x? — 4x, de modo que si f es la funcién definida
por f(x) = 12x% + 3x2 — 4x, entonces f es la dedicada de F, y F es la anti
derivada de f.

Si G(x) = 3x* + x3 — 2x2 — 7, entonces G también es una anti derivada f
porque G’(x) = 12x3 + 3x2 — 4x

En definitiva, cualquier funcién determinada por 3x* + x® - 2x2 + C,
donde C es una constante, es una anti derivada de f.

Si C es una constante arbitraria, entonces cualquier funcién definida por
cosx + C.

Tiene la funcién — sin x como su derivada. Por lo que cualquier funcién
de este forma es una anti derivada de —sin x.

En forma general podriamos decir que para una misma derivada, existe
muchas anti derivadas, es decir su solucién es una familia de curvas,
dependiendo de los valores que tome la constante C en un intervalo
determinado.

El proceso que se utiliza para encontrar la anti derivada, se llama anti
diferenciacién o integracién indefinida, y es el procedimiento mediante
el cual se encuentra todas las anti derivadas de una funcién dada, el
simbolo matemético que denota la operacién de anti diferenciacién o
integracion es el simbolo / y se escribe ast:

/ f(x)dx =F(x)+C (1.1)
donde 'F(x) = f(x) y d(F(x)) = f(x)dx

1.4. Métodos de integracion.

Estos métodos se les conoce también como cambios de variables

1.4.1. Uso de reglas y férmulas basicas de integracién
Reglas principales de integracién:

Si F’(x) = f(x) entonces:

/ f(x)dx =F(x)+C (1.2)

donde C es una constante arbitraria.

/Af(x) dx:A/f(x)dx, (1.3)

1.4 Meétodos de integracion. | 5

80

40

20

y =12x%+3x2 - 4x

X .

A 05

0,5 1 1,5

Figura 1.2: funcién y = 12x3 + 3x2 — 4x
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donde A es una constante.

/[fl(x) + fo(x)]dx = /fl(x)dx + fo(x)dx (1.4)

Siff(x)dx =F(x)+ Cyu = p(x) se tiene:

/f(u)du =F(u)+C (1.5)

En algunos de estos ejemplos para poder llegar a una de las férmu-
las bésicas, debemos utilizar procedimientos algebraicos, identidades
trigonomeétricas etc. Ejemplos:

Ejemplo 1.4.1
30 1

y
/(6x2+8x+3) dx:/6x2dx+/8xdx+/3dx
20 |
=6/x2dx+8/xdx+3/dx
10 |

6 8
=-x3+-x>+3x+C
x 3 2

-1 -05 05 1 15

Figura 1.3: funcién y = 6x% + 8x +3 Ejemplo 1.4.2

/(3—x2)3dx:/(27—27x2+9x4—x6) dx =

9 1
=27x -9 3+_5__7+
=27x X 5x X C

Ejemplo 1.4.3
X
T o8 05 1 15 /(1 —x)(1=2x)(1—-3x)dx = / (1—3x —3x +9x% +2x% — 6x°) dx
Figura 1.4: funcién y = (3 - x2)° _ / (1 6x 4 11x% — 6x3) i
11 3
2 3 4
= — + — = = +
x —3x 3 X Zx C
20 1
y Ejemplo 1.4.4

2 3 2 3
/(zﬂ_ﬂ_)dx:almﬂ_g_ﬂ_w

x  x?2  x3

1 —05 0,5 Xl\\
-10 | Ejemplo 1.4.5 En estos casos se aplica el teorema de las fracciones

Figura 1.5: funcién y = (1-x)(1-2x)(1- parciales simples.

3%) /W—ZW+1
\AI/E




/ xM4dx — 2/ 524y + / x4y = §x5/4 — %x"/lz + gxm +C

Ejemplo 1.4.6

/ (1—%) de: / (x3/4—x—5/4) dx

= ;x3/4 +ax V44 C

Ejemplo 1.4.7

Vx4+x—4+2d 5 \/x8+1+2x4d
Tx— —5x
B \/(x4+1)2d : x4+1d
= [ — = ol
1 1
= “/" (;;'+ ;;;) dx

Ejemplo 1.4.8

b 1
= 1-—
/1+x2dx /( 1+x2)dx

= x — arctan(x) + C

En caso de funciones racionales impropias dividimos numerador para el
denominador

Ejemplo 1.4.9
‘/\/1+xz+\/1—x2 \/1+x2+\/1—x2
V1-xt (1 + xz) (1- xz)
N dx
V1 — x2 V1 + x2
= arcsen x + ln|x +V1+ x2| +C
Ejemplo 1.4.10

/'d—x =/csc2(2x+z)dx = —lcot(2x+z) +C
sin (2x + %) 4 2 4
Ejemplo 1.4.11

/ (3- xz)3 dx = / (27 — 27x% + 9x* — x°) dx

9 1
=27x -9+ —x° - =x" + C
X X 5x 7x

1.4 Métodos de integracion.

7

-100

—200

-300

Figura 1.6: funcién y = (1 - %) xVx
0,8
0,6
0,4
0)2
4 -2 2 4

Figura 1.7: funcién y = —=<

1+x2

-4 -2

=500
—1,000
-1,500

-2,000

Figura 1.8: funcién y =

(3—x

N
'S

2)3
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Ejemplo 1.4.12

11 3
/ (1—6x+11x2—6x3)dx:x—3x2+?x3—§x4+C
400

200 Ejemplo 1.4.13

/ dx 1/ dx 1/ dx
_ 2.2 13 2 ) 2

\/81 V3x - V2 +C

—200 = —In|l———
12 V3x +2
Figura1.9: funcién y = 1—6x+11x2—6x3
Ejemplo 1.4.14
dx h2Z dx = 2tgh + C
= [ sech®—dx = =
EXE: 2% 7T
3 = ;. Ejemplo 1.4.15
0,5 dx
/ 1+ cosx
-1
_ 1—cosx _ 1—cosx
Figura 1.10: Funcién y = 2_;x2 - mdx B mdx

cos xdx 1
= /csczxdx—/ —ctgx + —— + C —ctgx +cscx + C
sen x

sen2x

Resumen de las principales integrales inmediatas.

un+1
/u”du: +C, n#-1
n+1

/d—u:1n|u|+C
u

dx 1 u—a
R Sl
/uz—az 20 ' u+a C @=0)

du 1 a—u
e -
/az—uz 20 Ma+u C @#0)

/ du
Va2 — 2

du
 infu+ vz
/ 0 nju+VYu2+a2(+C (a#0)

u
/a”du= “_.c (a > 0); /e“du:e”+C
In |a|

(1.6)

(1.7)

(1.8)

1.9)

= arcsen (%) + C = —arccos (%) +Cy; (a>0) (110)

(1.11)

(1.12)



/ senu du = —cosu + C (1.13)
/ cosudu =senu +C (1.14)
/ d’; = / secudu =tgu +C (1.15)
cos? u
du 5
= [ csc®udu = —ctgu + C (1.16)
senu

du u
/senu —/cscudu—ln|tg5‘+C—ln|cscu—ctgu|+C1 (1.17)

/ du :/secudu=ln’tg(%+%).+Czln|tgu+seeu|+C1

cosu

(1.18)
/ shudu = chu + C (1.19)
/Chu du=shu+C (1.20)
du )
m = sh“udu =thu +C (121)
du ’
>~ = [ eschudu = —cthu +C (1.22)
sh“u

2

/ Vo —udu = SN2 w4 %arcsen% +C (1.23)

E a
2
/ Vu? +a2du = %Wﬂ + a2+ %ln|u + Vu? + a2| +C (1.24)

La mayoria de las férmulas anteriores se pueden demostrar por medio
de la derivacién. Ejemplos

El procedimiento consiste en derivar los dos lados de la igualdad.

Ejemplo 1.4.16

1.4 Métodos de integracion.

9
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Ejemplo 1.4.17

d(/ L Z)Zd(zmtg(z)w):z L 11
a2 +u a a a1+ (2)?a attu
Ejemplo 1.4.18

u
= arcsen (—) +C
a

/ du
VaZ — 42

o[ o) = oroen () +) -

Ejemplo 1.4.19

/a“du— o +C
" In(a)

U _ a" _ 1 U n _ U
d(/a du)—d(ln(a)+C)—m(a In(a)) =a

Ejemplo 1.4.20

du 1 u—a
1 ] ]+c
/uz—az 2 uta

du _ iln|u_a|+C _iu+a u+a—u+a
w2-a2| \2a lu+a " 2aa-a\ (u+a)
1
P

1.4.2. Regla de la introduccién bajo el signo de la
diferencial

Esta regla amplia considerablemente la tabla de las integrales inmediatas.
Precisamente, gracias a esta regla, la tabla de las integrales es vélida,
independientemente de que la variable de integracién sea una variable
independiente o una funcién diferenciable. [3][4]



1.4 Métodos de integracion.

Ejemplo 1.4.21

1
= —ln|x2+V1+x4|+C

/ xdx _1/ d (x?)

como se observa, implicitamene se consider6 u = x2

Ejemplo 1.4.22

/ ;dif%/( 2 1)V (a2 41)

1
1 1 1/2 2
ZE/M_l/zduzzuT +C=u1/2+c

=Vx2+1+C

Sustitucion: u = x2 + 1
Ejemplo 1.4.23

/x2V31+x3dx=%/V31+x3d(1+x3)=;i\3/(1+x3)4+c

como se observa, implicitamente se consideré u = x3

Ejemplo 1.4.24

/ xdx _1/_{1(36_2) —larct x—2+C
4+xt 2) 44(a2)? 4 87

2

como se observa, implicitamente se consideré u = x

Ejemplo 1.4.25

/ dx 5 d+/x
Va-x)  V1-(xp

= 2arcsenVx + C

como se observa, implicitamente se consideré u = Vx

1.4.3. Msétodos de cambio de variable.

Son importantes porque por medio de éstos se trata de que las integrales
complejas se puedan visualizar como una aplicacién directa de las
férmulas bésicas.

Poniendo

x = w(t) (1.25)

11
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donde t es una nueva variable y w una funcién continua diferenciable,
tenemos:

/ Fx)dx = / Flo(®)]w'(t) dt (1.26)

No hay una regla clara para este procedimiento, simplemente podriamos
decir que este cambio de variable se hace en las expresiones tales como:
Cantidades sub radicales, exponentes, denominadores, etc. Ejemplos:

Ejemplo 1.4.26
/x2v31 —xdx = / (1-£3) ¢t (-3£2) dt = —3/ (1263 + ) Pt
— 3 4 6 7 3 10
= 4t + 7t 10t +C
= 3 S 4 6 S 7 3 S 10
= - V-2t + o1 -0 - 1 - 210+ C
Sustitucion: 1 —x =3,  x=1-1#3,  dx=-3t*dt
Ejemplo 1.4.27

2 )2 _ 2
/ x%dx :/(2 t) dt:/4 2t + ¢ s
\2 — t t

t
=4/d7—2/dt+/tdt
12
=4Inlt| -2t + St2+C

:41n|2—x|—2(2—x)+%(2—x)2+C

Sustitucion:

2—x=t, x=2-t, xdx = —dt

Ejemplo 1.4.28
sinx (1 — sin? x) cos xdx
2

/sinxcos3x /

—dx =

1+ cos2 x 2 —sin“ x
t(1-t2 2t

= —( )dt= dt
2—t2 t2 -2

= (t+t2_2)dt:§t +5Inf2-2[+C

1 1
= Esin2x+§1n|sin2x—2|+c

Sustitucion:

sinx =t cosx dx = dt



Ejemplo 1.4.29

In xdx / ) 2tdt / 2 23
=2 tc=1)dt = =t> -2t +C
/x\/1+ ( ) 3

= 5\/(lnx +1P8 -2VInx+1+C

Sustitucion:

Inx+1=t> Inx=t*-1 ldx=2tdt

Ejemplo 1.4.30

arctanvx dx
Vx 1+x

=2/ tdt = t* + C = (arctan Vx)* + C

Sustitucion:

_ dx _ dx _
arctanyx = t, R = dt, w0 dt

1.4.4. Sustituciones trigonométricas e hiperbdlicas.

Con estas sustituciones lo que hacemos en la mayoria de casos es racio-
nalizar las expresiones irracionales y llegar a las formulas bésicas.

Forma S. Trigonométricas S. Hiperbdlicas

ac—u u =asint u = arctan t
du = arccost dt du = asec’t dt
a? +u® u =arctant u=asht
du = asec?t du = acht dt
u? —a?> u = asect u = acht

du = asect tant dt du = asht dt

Ponemos en consideracién las dos posibilidades, porque a veces las
sustituciones trigonométricas no son las mas adecuadas y se debe utilizar
las sustituciones hiperbdlicas, también es necesario tener conocimientos
sobre identidades trigonométricas e hiperbdlicas para poder volver a
variables originales y asi encontrar la solucién del ejemplo.

Ejemplo 1.4.31
dx cos tdt dt X
= = =tant+C= ——+C
/ 1- x2)3/2 / cos® t / cos? t V1— 22
Sustitucion:

x =sint — dx = costdt; V1 —x2=cost

Identidades que se usan para volver a variables originales:

sint =x; cost=Vl-sin?t=V1—x2, tant =Rt _—-_2x

1.4 Meétodos de integracion. | 13

Tabla 1.3: Sustituciones trigonométricas
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Ejemplo 1.4.32

/ x2dx / 2ch?t - V2sinht dt
Vx2 -2 V2sinht
:2/cosh2tdt:/(ch2t+1)dt: %sinh2t+t+C

1
ZExVx2—2+C

Sustitucion:
x = V2cosht — dx = V2sinhtdt; Vx2—2=2sinht

Identidades que se usan para volver a variables originales:

cosht:%; sinht = Vch?t —1 = {2[2_2; sinh 2t = 2sinh t cosht =

xVx2 -2

Ejemplo 1.4.33

/Va2—x2dx:/acost:acostdt:azfcosztdt

2

2 1
= %/(cos2t+1)dt= %(t+§sin2t)+C

2 2
a a
= ?t+zsin2t+c
2

= %arcsin(g) + g\/az —-x24+C

Sustitucion:
x=asint - dx =acostdt Va?—-x2=aq cost

Identidades que se usan para volver a variables originales:

o . 2_ 42
sint =%; cost=Vl-sin’t =YX

sin2t = 2sinf cost = x—'”;[xz
t = arcsin (;—‘)
Ejemplo 1.4.34
dx asec’tdt 1 L gt
—— = [ ————— =— [ cos
(x2 + a2)*/? adsec3t  a?
1 x
—sint+C=———+C
a? 22VaZ + a2
Sustitucion:

x=atant — dx =asec®tdt; Va2 +x2=asect

Identidades que se usan para volver a variables originales:

tan x —

x
V1+tan? x V1+x2

tant = Z; sint =



Ejemplo 1.4.35

/\/(x—a)(b—x)dx=
=/\/(b—a)sin2t[b—a—(b—a)sinzt]2(b—a)sint cos t dt

=2(b - a)\/(b —a)?sin?t cos?t sint cost dt
=2(b - a)Z/ sin® t cos? tdt
=2(b - a)2/ szinZ 2t
= M /(1 — cos 4t)dt
_ (- a)2

1
(t ~1 s1n4t) +C

(b—ﬂ)z( [x—a x—u)
arcsin - - —s1n4 arcsin b

Sustitucion:

x—a=(b-a)sin>t — dx = 2(b — a)sint cos tdt
Identidades que se usan para volver a variables originales:

sint = £4/3=0  — t=arcsin+4/3=;
Ejemplo 1.4.36
/ [ / 2at2 atdt o / thdt
2a—x t2+1 (t2+1) (12 +1)°
tgtz sec? zdz tgtzdz
=8a2/ g . =8a2/ 8 -
sect z sect z
= 8a2/ sintzdz = Zaz/(l — c0s2z)*dz

= 2112/ (1 —2c082z + cos? 22) dz

1 1
= ZaZ/ (1 —2cos2z + 5+ Ecos4z) dz

3 1
=24a% =z —sin2z + = sindz | + C
2 8
3 t 1t [1-t
=2q% | = arctant — 2 += +C
g (2arcan 1+ 12 21+t2(1+t2))

26, ta=9 ), .
1+ 21+

3
=242 (E arctant —

1643

\/x(2u x)  (2a—x)*(\Vx(Qa—x)- x)) e

(arctan

Sustitucion:

1.4 Métodos de integracion.

15
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X _ 42 _ 12 _ _ 2af? _ 4atdt
a) oz =t o x=t2a-x)ox=F5 odx= ALY

b)t =tanz — dt = sec?zdz; t*+1 =sec?

z
Identidades que se usan para volver a variables originales:
tanz =t — z = arctant

sin2z = 2sinx cosz; sin4z =4sinz cosz (cos2 X — sin? z)

Ejemplo 1.4.37

2(b — a)sint cos tdt

dx
/ \/(x—a)(b—x) / \/(b—a)sinzt [b—a —(b—a)sinz t]

sin t cos tdt

—2(b—a)/
\/(b—u)sm t (b—a) (1—sm t)]

sin t cos tdt

e ﬂ)/ V(b — a)?sin? t cos? t

=2/dt=2t+C=25in(-_|- x_a)+c
b—a

Sustitucién:
x—a = (b-a)sin’t — x = a+(b—a)sin’t — dx = 2(b—a)sintcos tdt
Identidades que se usan para volver a variables originales:

g —_ X—a = a xX—a
sint = £4/3=; — f=arcsinty/;=

Ejemplo 1.4.38
/ Va2 + x2dx = / acoshtacoshtdt =a? / cosh? tdt

=—/(cosh2t+1)dt— (t+%sinh2t)+C

a?
2
2

1
= % (asinhg + Ex\/az + xz) +C

Sustitucion:
x =asinht — dx = acoshtdt; Va2+ x2=acosht

Identidades que se usan para volver a variables originales:

sinht = f; cosht = \/cosh2t +1= #
sinh 2t = 2sinht cosht = x Va2 + x2

t = asinh?



1.5 Meétodo de integracion por partes.

Ejemplo 1.4.39
(x - a)2 3 x—a
X+ a - a2 B w/x2 _ a2
_ / . dx
\/xz =2 V2 — 22
_ a cosh ta sinh tdt 3 a sinh tdt
B asinht asinht
=asinht —at +C
=Vx2—-g2 - aacoshg +C
Sustitucion:

x =acosht — dx = asinhtdt; Vx?2—a2=asinht
Identidades que se usan para volver a variables originales:

cosht =% —t=acosh?

sinht = Vcosh2t — 1 = —'xza_“z

Ejemplo 1.4.40
\/x2 - a2 atan ta sec tdt
tan? tdt
a sec t
= /(sec t—1)dt =atant —at +C
X

=aVx2—qg2 - aarcsec; +C

Sustitucion:

x =asect — dx =asecttantdt; Vx2—a?=atant

Identidades que se usan para volver a variables originales:

Vr2—g2
tant = Vsec? -1 = ¥4, = arcsec=

1.5. Método de integracién por partes.

Podriamos decir que este método es comparable con la regla del producto
de funciones en la derivada, y justamente partimos de alli para encontrar
su regla. Este método es muy importante en el estudio, porque se aplica
en temas de matemdticas mds avanzados como las transformadas de
Laplace, las series y transformadas de Fourier y otras.

Demostracion: Sea

d(uo)
udov

udv+ovdu (1.27)
duv)—vdu (1.28)

17
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integrando ambos lados de la igualdad tenemos:

/udv = /d(u,v)—/vdu (1.29)
/udv uv—/vdu (1.30)

Esta es la regla de integracion por partes, y se utiliza en la integracion del
producto de funciones, integracién de funciones trascendentes, tales como
logaritmos, trigonométricas inversas y otras que contengan argumentos
simples o compuestos pero que no estén dentro de las férmulas bésicas.

[4][5]

Este procedimiento se puede repetir las veces que sean necesarias, y
ademas es auto corregible en caso nos equivoquemos en tomar la funcién
‘“ ”

u” y el diferencial “dv” esto en productos de funciones. De pronto es titil
tomar como una regla las siglas LIPET cuyo significado es el siguiente:

L = Funcién logaritmica.

I = Funciones inversas sean trigonométricas e hiperbélicas.
P = Funciones polinémicas.

E = Exponenciales.

T = Trigonométricas

Ejemplo de c6mo funciona las siglas: Si tenemos un producto entre una
funcién Logaritmica y una funcién polinomial, debemos tomar siempre
como “u” ala logaritmica y como el diferencial “dv” a la polinomial, es

“" ”

decir que las funciones que estidn a la derecha de “P” siempre serdn “u
y las de la izquierda deben ser siempre “dv”. Ejemplos:

Ejemplo 1.5.1
"hnxdx = 2 L ng
/x nxx—n+1nx—n+1/x X (n#-1)
n+1 n+1
= Inx - i +C
n+1 (n+1)2
Regla:

=
Il
5
=
.
S
Il

/x"dx

dx xn+1
0

X n+1




1.5 Meétodo de integracion por partes.

Ejemplo 1.5.2
2 2 2 4
Vx In? xdx = §Vx31n x-3 Vx Inxdx
2 B B
= §Vx3 In®x — §‘Vx31nx +3 / Vxdx
2 B 16
= §Vx3ln2x— §Vx3lnx+EVx3+C

Regla:
u=Inx ‘/dvz/\/}dx u=Inx /dvz/\/}dx
duzZIHde vzg@ du:d—x vzg\/x_:"
X 3 X 3
Ejemplo 1.5.3
/lnxdx:xlnx—/dx:xlnx—x+c
Regla:

u=Inx /dv—/dx
dx

d=—

Ejemplo 1.5.4

1n(x+ 1+x2)dx:xln( 1+x2
/ V1 + x?

:xln(x+\/1+x2)—\/1+x2+c

Regla:
u=1n(x+ 1+x2) /dvzfdx
1 X
du:—-(1+—)dx v=x
X+ V1 +x2 V1 + x2
2
Ju = 1 ) 1+x +xdx
x + V1 + x2 V1 + 2
dx
du =

V1 + x2

19
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Ejemplo 1.5.5

d
/ arctan Vxdx = x arctan Vx — % / @

1+x

1 [ 2t%dt

= x arct [ ———

arctan Vx 2/1+t2
= x arctan Vx — 1- ! dt

a 241

= xarctan Vx — f + arctant + C
= x arctan Vx — Vx + arctan Vx + C

Regla:

u = arctan Vx /dvz/dx
d V=X

u= ;dx
2(1 + x)vx

Sustitucion

x=12 >\x=t—>dx =2tdt

Ejemplo 1.5.6
dx

sin x

/ sinx In(tan x) dx = — cos x In(tan x) — /

= —cos x In(tan x) + In(csc x — cotx) + C

Regla:
u = In(tan x) /dv = / sin xdx
sec? xdx
du = W VU = —C0SX
e 22
sin x cos x
Ejemplo 1.5.7
et* a
/ e™ cosbx dx = S sinbx — 5 / e™ sinbx dx
ax ax 2
=5 sinbx — % cosbx — 21—2 e™ cosbx dx

sumando a los 2 lados de la igualdad Z’—; / e"* cos bx dx tenemos:

2, 12

(%) / e™ cosbxdx = e™ (% sinbx — % cos bx)
eﬂX

m(b sinbx + a cosbx) + C

Regla:



u=e /dvz/sinbxdx
ax 1
du = ae**dx v =—Ecosbx
u =e* /dzJ:/sinbxdx
ax 1
du = ae**dx v =—Ecosbx
Ejemplo 1.5.8
/ In(sin x)dx
sin? x

Regla:

u = In(sin x) /dv—/csc xdx

du = cot xdx

Ejemplo 1.5.9

/ (arcsin x)?dx = x(arcsin x)* — 2

Regla:

U = arcsin x

dx
V1 — x?

U = arcsin x

du =

dx
du =
V1 —«x2
Ejemplo 1.5.10

/sin(ln(x))dx:/et sintdtz—etcost+/etcostdt

= —¢fcost +efsint — / el sin tdt

fonf 2
/dv

= —cotx In(vx) + / cot? xdx

= —cot x In(sin x) + / (1 + csc? x) dx

= —cotxIn(x)+x —cotx + C

= —cotx

dx = / csc? x In(sin x)dx

X arcsin xdx

1.5 Meétodo de integracion por partes.

= x(arcsin x)? + 2V1 — x2 arcsin x — 2/ dx

= x(arcsin x)? + 2V1 — x2 arcsin x — 2x + C

v=-V1-x2

v=-V1-x2

V1 — x?2

V1 — x2

21
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sumando a los dos lados de la igualdad tenemos:

2/ el sintdt = —ef cost + ef sint

t
e
/ el sintdt = E(sint —cost)+C

;[sin(ln x) = cos(Inx)] + C

Sustituciéont =lnx — x=ef — dx =eldt

Ejemplo 1.5.11

t arctan(t)dt = 1t2 arctan(t) — I i
2 2] t2+1

1, 1 1
:Et arctan(t)—E/(l—tZJrl)dt

1 1
= Etz arctan(f) — Et + arctan(t) + C

u = arctan(t) /dv:/tdt
dt 1

du = 0=t
1+¢t2 2
Ejemplo 1.5.12
3x
ang, 2 € a4 25 12, 24 24
/” g 3[" 3 T T T w

hemos utilizado la férmula 1til para estos casos:

fx”em"dx
_e™ | n_ non-1, nm=1)_n-o nm=-1)_ p-2_ nm-1)n-2) n-3
_T[X —mx +Tx ) X = P X P ooo

1.6. Sustituciéon Trigonométrica

Las indentidades Trigonométricas permiten evaluar ciertas integrales que
contiene expresiones radicales, el cuadro 2.1 muestra éstas expresiones.
Ejemplos

x Dondea >0

2Va2 — 52
Sustitucién x = a sin 6
Entonces:
Va2 - x2 = Va2 — a2sin? 0 = /a2 (1 — sin® 0)
=aV1—-sin?0 = acos O

Comox =asinBdx =acos6do
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| Radical | Sustitucién |  Simplificacion |
= Va2 - a2sin® t

_ | 2
a2—x2 | x=asint | a? (1 —sin’t)

=aVcos?t = acost

= /a2 + (atant)?
= Va2 +a%tan?t
=4/a% (1 +tan’t)
=aVsec?t = asect
= (asect)? — a2
= Va2sec?t —a?
x2—a% | x=asect | =+/n2(sec?t—1)
=aVtan?t = atant

Va2 +x2 | x =atant

Sustituyendo

1
acos0do

/ (a? sin? Q)aCOSQ( )

1 1
== | ———d06

ﬂz./ (sin? 6)
1
;/csc2 0do

1
=——2C0t9+C
a

1
— dx
/ x2Va? — x2

. . o 752
Retorno a la variable de integracion original, cot 0 = @
12 — 2

/ L dx = - +C
eViZ_ 2 a’x

1.7. Integrales que contienen un trinomio
cuadrado

En general, los procedimientos para completar el cuadrado consisten
en construir, mediante operaciones algebraicas, un trinomio cuadrado
perfecto a partir de uno que no lo es, y luego reducir el resultado a un
binomio al cuadrado maés (o menos) una constante. [6][7]

mx+n

ax?+bx+x dx

Integrales del tipo:

Bésicamente el procedimiento de calculo de estos tipos de integrales
consiste primero en reducir el polinomio de segundo grado a su forma
canonica, utilizando el procedimiento de completacién de cuadrados
asf:

Tabla 1.4: Radicales utilizados en el mé-
todo de la sustitucién trigonométrica
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ax* +bx+c = a(x2+§x+£) (1.31)

, b b\> ¢ (b))

X +EX+(£) +E—(£)} (132)
b\ [c (b} -

x+£ + E_ Z ( )

O también se puede utilizar la sustitucién 2ax + b = ¢ primero y luego la
completacién de cuadrados dependiendo del valor que tenga m.

Il
Q

Si m = 0, reduciendo el polinomio a su forma canonica obtenemos
integrales inmediatas que se encuentran en la tabla primero con los
nuameros II[, IVy V.

Sim # 0 del numerador se separa la derivada del polinomio de segundo
grado de la siguiente manera:

mx +n
—  dx =
ax2+bx+c

[5; (2ax +b) + (n - me)]dx
_ / (134)

ax2+bx+c

_m (2ax + b)dx +(n mb)/ dx (135)

20 ) ax?+bx+c 24 ax2+bx+c
m mb dx

= —Inlax?+bx+c|+|n-=— — (136
2a n\ | ( 2u)/ax2+bx+c (1:36)

o . ax>+bx+c=t
Sustitucion implicita:

2ax +b = dt
Ejemplo 1.7.1
/ dx _/ dx
3x2-2x -1 3(x2-2x-1)

_1/ dx
T3 p 1,1 _ 1
3/ ¥-35x-3+5-3
_1/ dx
T3 2
3 -1y
_1/ du
3 u2_g
1 3u-—-2
1
4 3u +2 +C

Sustitucién: x — % =u dx=du
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Ejemplo 1.7.2
(x+1)dx 1 Cx+1+1)dx 1 1/ du
—_— = —— = —Int+ = —_—
x2+x+1 2 x2+x+1 2 2 u2+§;
1 1 2u
= —Int + — arctan +C
gint ocon )
1 1 2x+1
:—lnx2+x+1+—arctan( )
5| | 7 7
2 1
o e drsapil=t X+=-=u
Sustitucion:
(2x+1)dx =dt dx = dx
Ejemplo 1.7.3

/ x3dx _/ x2 x dx
xb—x24+2 (x2* —x2+1

1 tdt 1 tdt

_E/ 2_t42 E/t2—t+2

1 tdt . Qu+1)du

‘5/ 2 e

=lln uz+§ +ﬁarctan(2—u)+c
4 4 6 \V3

1 3 2t —1
:—ln|t2—t+1|+£arctan +C
< © V3

1 2x2 -1
:—ln|x4—x2+l|+ﬁarctan ad +C
4 6 V3
x? =t i-Loy
Sustitucion: 1 2 1
xdxzidt t=u+=—>dt=du
2
Ejemplo 1.7.4

dt

dx / 1+£2
_ I
,/3sin2x—831nxcosx+5cos2x 312-8t45

1+£2
_1/ dt 1/ dt
=3 2_8;25 3/ 7. a2 1
3 t2—§t+§ 3 (t_%) _1

1. |3u-1 1. 3(t-3)-1
=—In —ln—4
2 |3u+1 2 |3(t-3)+1
1 3t—-5 1 3tanx — 5
=—In|—— = =1 +C
2“3t—3‘ 2 "|3tanx -3
_ lln 3sinx —5cosx
2 3sinx — 3 cos x
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Sustitucion

= — — _dt_ . — _f . — _1
tanx—t—>x—arctant—>dx—1+t2,smx—m,cosx— =

t-%2=u —St=u+i — dt=du

mx+n

Integrales del tipo: f T
ax X+c

Estas integrales se resuelven de manera andloga al método analizado

mas arriba. Definitivamente la integral se reduce ala VI cuandoa > 0y
VlIsia < 0. Ejemplos:

Ejemplo 1.7.5

/ —dx = / —dx = / 0 arcsin (l)+C
VI-2x—x2 V2= (x +1)2 V2 -2 V2
Sustitucion

u=x+1 — du=dx

Ejemplo 1.7.6

axdx

m /\/T}E /(Zu—l)du
/ 2udu /
\/7

1 1
=% uz—z—%lnu+ﬂu2—1 +C
a a. [2x+1 @2x+1)2-1
=—v2x+1)2-1-=1 + +
gV +D 22 7 ¢

Sustitucién

u=x+ % — du = dx
Ejemplo 1.7.7

/ xdx _ / xdx B 1‘/ dt
1—3x2 — 2x* /1_3x2_2(x22 2 1 -3t — 22
2\/—/ 17 t+ 2 2\/_/ /




1.7 Integrales que contienen un trinomio cuadrado

= Larcsin (—) +C = Larcsin(élt +3) +C
2\5 V17 212 V17

= —— arcsin (4—362) +C
2\/_ V17

i o cos xdx = dt
Sustituciéon 1
cosxdx =d t_E:u—uit:du

Ejemplo 1.7.8

cos xdx cos xdx

V1 + sinx + cos? x V1 +sinx +1—sin®x
cos xdx

V2 + sinx — sin? x

g
=/\/ﬁ

. [2u .
= arcsin 3 + C = arcsin

2sinx — 1
= arcsin(&) +C

2t -1

)+C
3

Ejemplo 1.7.9
(x+Ddx 1 [ (2x+1)dx

Vilvx+l 2J Vidix+l 2/ / 1), 3
ti

+x+1+=

1/
2 3
1“/124‘1
’ 3
+ 24 Z
u u 1

2x+1+ 2x+1)2+3
2 2

1
x2+x+1+§1n +C

1
x2+x+1+zln

1
X + E =u
Sustitucion:
1
xX=u—-—dx=du
2
Integrales del tipo: f — \/m

Para resolver este tipo de ejercicios se utiliza primero la sustitucién
inversa: mx +n = % la que nos permite reducir a una de las formas de
integrales de la seccién 2.1.2. Ejemplos:

27
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Ejemplo 1.7.10

/xVx2+x+ / \/1+t+t2 /V1+t+t2

JpAr S
=lnu+w/u2+§
4

2
1 1
=lnt+§+ (t+—) +§+C

+C

2 4
2+ V(2 + x)? + 3x2
=In al + ( ) +C
2x 2x
2+ x +4/(2 + x)? + 3x2
2x

Sustitucién:
x=1 dx=-2&

t 12

t+i=u—t=u—31—>dt=du

Ejemplo 1.7.11
/d—x__/f‘—ﬁ__L/L
(x + 1)Vax2 +1 Lvi-at+22 V2 -+ 1
L/ dt __L/ du
VS eyt 2 e

1 1
=——Inlu+4/uz+-|+C

V2 4

— —1)2

:—Lln 2t~ 1 + (2t -1) +1+C
\2 2 4 4

1 1-x 1-x)2 1
=—1 + -1+ C
\/ﬁn(z(erl)) ax+12 4

_ 11 1—x++/2(x2+1) e
a \/§n x+1
x+l=}ox=1{-1->dx=-%

t-l=u—ot=u+iodt=du



1.7 Integrales que contienen un trinomio cuadrado

Ejemplo 1.7.12

tdt

dx 2
/(x+2)2\/x2+2x—5_ IVi—2t—52

_1/ tdt
B
AN TR

_ _i/ tdt 2udu
= NG -
\/2% \/_ — + \/_uu2

- L E— 2 4+ —arcsm(Su)

V5 5v5 \

L \/ —(5t+1)2+iarcsin(5t+1)+c

IR V6

1

1 5t +1
= — 6—(5t+1)2+—arcsin( )+C
5V5 G

5v5 6

—L 6—(x+7) +Larcsin(x—+7)+(f
5v5 X +2 5v5 (x +2)V6
Sustitucion:

x+2:%—>x:%—2—>dx:—%

t+i=u—t=u—1—>dt=du

1.7.1. Integrales del tipo: f Vax? +bx + cdx

Para encontrar la solucién de este tipo de integrales, procedemos a
completar cuadrados en el polinomio de segundo grado y luego aplicamos

las férmulas 1.23 y 1.24. Ejemplos:

Ejemplo 1.7.13

/mdxz'/w/?}—(x—%)zdxzf\/gdu

N =

2
w[;—u2+§arcsin(?u)+c
u |9 9 2u
=2 2242
>V 1 u +8arcsm(3)+C

i (2x 1)2+ arcsin
T4 4 4 8

1

2x —1
+C
-

2 9 2x —
= x8 V9—(2x —1)2+ —arcsm( ad

J+c

29
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Ejemplo 1.7.14
/ Vxt +2x2 —1xdx = / A (x2)? +2x2 — 1x dx
1
= 5/ V2 + 2t — 1dt

=%/\/(t+1)2—2dt=%/\/u2—2dt
=%Vu2—2—%ln|u+Vu2—2|+C
=% (t+1)2—2—%ln|t+1+\/(t+1)2—2'+c

241 1

=2 (t+1)2—2—§1nx2+1+\/(x2+1)2—2+C
2 _

L ==t u=t+1

Sustitucién dt
xdx = — du = dt
2

Ejemplo 1.7.15

/Vx2+2x+5dx:/\/(x+1)2+4dx=/‘Vu2+4dt
% u2+4+§ln‘u+\/u2+4|+c

+1
xz Vu2+4+21n|x+1+\/(x+1)2+4‘+C

Sustitucién u=x+1 — du=dx



2 Funciones racionales

2.1. Integracién de funciones racionales.

Una funcién racional es el cociente de dos funciones polinémicas:

_ P
- Q)

f(x)

Existen dos tipos de funciones racionales, las propias en la que el grado del
numerador es menor que el grado del denominador e impropias que es
inversa, es decir, el numerador es de mayor grado que el denominador.

Funciones racionales impropias

Como se menciona anteriormente estas funciones racionales el grado
del numerador es mayor al del denominar. Estas fracciones se pueden
descomponer simplemente efectuando la divisién, de la cual obtenemos
una funcién de la siguiente forma:

_ P _
F0) = 5o = €0+

R(x)
Q(x)

Donde C(x) es el polinomio cociente resultante de la divisién % y R(x)
P(x)

es el sobrante de la division ot

Funciones racionales propias

Las funciones racionales propias el grado de su numerador es menos a
la de su denominador, pero a diferencia de las impropias no podemos
efectuar la divisién, el proceso es diferente y consiste en factorizar el
denominador. Al realizar esta factorizacién la fraccién se descomponen
en fracciones mas simples.

2.1 Integracién de funciones
racionales. ... ....... 31
2.1.1 Procedimiento general . .32
2.1.2 Factores reales: (ax + b) . . 32
2.1.3 Factores imaginarios:
(ax? + bx + ¢), cuando

b2—4ac<0 oovuenn.. 38
2.2 Integracién de funciones
irracionales. . . .. ... .. 42

2.2.1 Integrales de la forma:
fR [x/ (nx+b)p1/q] / (mﬁ_b)l]z/ﬂh N ] ix42

cx+d cx+d

2.2.2 Integrales de la forma

1) 44
Vax2+bx+c
2.2.3 Integrales de la forma
[——d "
(x—a)"Vax2+bx+c

2.2.4 Integrales que se resuel-
ven con las sustituciones

deEuler. ........... 47
2.3 Integracién de funciones
trigonométricas. ... ... 52

2.3.1 Potencias que involucran
seno, coseno, tangente o
funciones inversas . . . . . 53

2.3.2 Potencias que involucran
Seno y coseno . ....... 58

2.3.3 Potencias que involu-
cran tangente y secante o
cotangente y cosecante . . 61

2.3.4 Integrales que involucran
productos seno y coseno . 63

2.3.5 Integrales de funciones
trigonométricas que
se resuelven por otros
procedimientos. ...... 64

2.3.6 Integrales racionales de
funciones trigonométricas 66

2.4 Integrales donde se em-
plea sustituciones trigono-
métricas e hiperbélicas en
sucdlculo. .......... 72
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2 Funciones racionales

2.1.1. Procedimiento general

El procedimiento para encontrar la solucién de los integrales que contie-
nen funciones racionales es el siguiente:

Sea la funcién:

1.

_ P(x)
- Qx)

Sila funcién racional es impropia (grado del polinomio del numera-
dor P(x) mayor al del denominador Q(x)), dividimos el numerador
por el denominador, obteniendo una parte entera y una funcién
racional propia (grado del polinomio del numerador menor al del
denominador Q(x)).

Si ademas el denominador Q(x) es factorable, sean estos factores
reales o imaginarios, para integrar utilizamos el método de los
coeficientes indeterminados (conocido también como el de las
fracciones parciales).

R(x)

(2.1)

. Para poder tener claro el procedimiento dividimos en 2 grupos,

el uno cuando existen factores reales, diferentes todos o cuando
algunos de ellos se repiten, y el dos sobre los factores imaginarios,
sin descuidar que también puede haber combinaciones.

2.1.2. Factores reales: (ax + b)

El caso de términos diferentes.

P(x) _ P(x) A B C

= + + +... (2.2)

O(x) (x+1x+b)(x+c)... x+a x+b x+c

Donde A, B, C,..... Son coeficientes indeterminados.

Cuando alguno de ellos se repite o tienen multiplicidad n.

P(x)
Qx)

- P®w _ A, B C D M
T (x+a)(x+c)t... T x+a + xX+c + (x+c)? + (x+c)3 oot

Geray

Donde A, B, C, D,....., M, .... son coeficientes indeterminados

Procedimiento para determinar los coeficientes indeterminados:

1.

Se reducen a la forma entera, haciendo una suma de fracciones y
eliminando el denominador.

Se igualan los coeficientes de cada una de las potencias iguales de
la variable (teorema de igualdad de polinomios).

Se forma un sistema de ecuaciones, que es igual en niimero al de
los coeficientes indeterminados, es decir la solucién es tinica, un
procedimiento.

Un segundo procedimiento para calcular los coeficientes es igua-
lando la x, en cada término de la expresion I, I1 o en su equivalente,
a ciertos nimeros debidamente elegidos.



2.1 Integracién de funciones racionales.

5. Estos valores reemplazamos en la expresién I o I y procedemos a
integrar, los mismos que tienen como solucién en un caso logaritmos
naturales, y en el otro integrales de la forma:

dx I 1
/m:/(x"ra) dx—m"rc (23)

Ejemplos:

Ejemplo 2.1.1

2 _
x*—-3x+5 /[A B C]dx

- + +
x+D2x—3)x+3) x+1 x+1 x+3

Célculo de los coeficientes

x>-3x+5 =
(x +1)(2x = 3)(x + 3)
A B C
:/ x+1+2x—3+x+3
_ AQx =3)(x +3) + B(x + 1)(x +3) + C(x + 1)(2x — 3)
B (x +1)(2x = 3)(x +3)

x2-3x+5=A2x - 3)(x +3) + b(x + 1)(x + 3) + c(x + 1)(2x — 3)

x> —=3x+5=(2A+B+2C)x>+ (3A+4B - C)x + (-9A + 3B - 3C)
2A+B+2C=1
3A+4B-C=-3
—-9A+3B-3C =5

— 9 1 _ 23
A=-1,B=g5yC=1

2do procedimiento: Para hallar esos valores elegidos de x igualamos
cada factor a cero. Y cada uno de estos valores reemplazamos en la
expresion F1-34 asi:
x+1=0

x=-1
A(=2-3)(-1+3)=(-1)2-3(-1) +5

2
10

x+3=0
x=-3
C(-3+1)(-6—-3) = (-3)>-3(-3) +5
23
C=1

2x—-3=0

=
Il
N W

33
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Por consiguiente

/ A B C

x+1+2x—3+x+3 CES

_ -9 1 23
a / [10(x+1) * 9(2x — 3) - 18(x + 3)

9 1 23
——Eln|x+1|+Eln|2x—3|+ﬁln|x+3|+c

Ejemplo 2.1.2

/ dx 3
X5+ x4 —203 —2x2+x+1

primero factoramos

D, E
/ [ = 1)2(x+1 ] /[(x 2t (x+1) T G x+1dx]

Calculo de los coeficientes

1 _ A(x+1)°+B(x=1)(x+1)3+C(x—1)?+D(x—1)?(x+1)+E(x—1)?(x+1)?
(x=12(x+1)3 (x—1)2(x+1
1=Ax+12+B(x-1)(x+1>+C(x—1)>+D(x - 1)*>(x +1) + E(x —
12(x+1)> 1=Ax+1)P3+B(x-1)(x+1>3+C(x=1)>+D(x—1)*(x +
1)+ E(x = 1)*(x +1)?

B+E =0
A+2B+D =0
BA+C-D-2E =0
3A-2B-2c-D =0
A-B+C+D+E =1

_ 1. _l.p_1 _3
A=gB=-%,C=4D=3yE=%
Por consiguiente:
- 1 3 1
= / [8(x—1)2 * e T iy T (x+1)2 i 16(x+1)] dx
-1 _ 1 __ _1 1n|"+1|+C

8(x—1)  8(x+1)2 4(x+1)

Factores imaginarios: (ax? + bx + ¢), cuando b2 — 4ac < 0

El caso de términos diferentes

bx) _ P(x) _ _Ax+B Cx+D
Q(x)  (ax2+bx+c)(px2+qx+r) — axZ+bx+c  pxZ+qx+r

Donde A, B, C, D..... Son coeficientes indeterminados. Cuando alguno de
ellos se repite o tienen multiplicidad n

P(x) _ P(x) _ Mix+N; N M,x + Ny

Q(x)  (ax2+bx+c)"... ax2+bx+c ' (ax2+bx+c)
(2.4)
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Donde Mi, Ny, ..., M,,, N, son coeficientes indeterminados que se
calculan por los procedimientos antes mencionados. En estos casos
también existen procedimientos alternos dependiendo los valores que
tiene n, asi:

1. 5in =1, la expresién (II) se integra directamente

Sin > 1 se emplea el procedimiento de reduccién, primero reducimos
el polinomio de 2do grado a su forma canénica, y luego hacemos una

b 2 b2
sustitucion de la siguiente manera. ax? + bx + ¢ = (x + E) + (x - T)/ y

su sustitucién x + % = t, Ejemplos:

Ejemplo 2.1.3

2
1
‘/V2+x—x2dx=‘/\/2—(x—i) dx:/w/Z—Lﬂdu
u (9 9 2u
= — Z 42 = 1 —_—
2‘[4 u +8arcs1n(3)+C
_2x-1 (9 (2x-1* 9 C(2x -1
= 1 2 +8arcsm( 3 )+C

2x -1 9 2x -1
= x8 \/9—(2x—1)2+§arcsin( x3 )+C

Ejemplo 2.1.4

/Vx4+2x2—1xdx:/\/(x2)2+2x2—1xdx

1
ZE/ V2 + 2t — 1dt

Z%/mdt:%/‘/uz—%t

1
%Vu2—2—51n|u+\'u2—2|+c

t+1 1
==7 (t+1)2—2—§1n|t+1+\/(t+1)2—2|+c
241 1
il VE+17-2-3n

4

x2+1+\/(x2+1)2—2 +C

Sustitucion:

x2=t, xdx:%

u=t+1, du = dt
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Ejemplo 2.1.5

/Vx2+2x+5dx:/\/(x+1)2+4dx
/‘Vu2+4dt

4
% u2+4+zln‘u+\/u2+4|+c

+1
xz Vu2+4+21n|x+1+\/(x+1)2+4|+C

u=x+1

Sustitucion:
du =dx

Ejemplo 2.1.6

A B C
+ +
x+1 2x-3 x+3

dx

x2—-3x+5
T T /

Célculo de coeficientes

A B C
2
—3x+5= + +
¥ =3x 45 x+1 2x-3 x+3
x2-3x+5

x+1)2x -3)(x +3)

_ AQ2x =3)(x +3) + B(x + 1)(x + 3) + C(x + 1)(2x — 3)
B (x +1)(2x = 3)(x +3)

x?—3x+5=AQ2x —3)(x +3) + B(x + 1)(x + 3) + C(x + 1)(2x — 3)
x?-3x+5=(2A+B+2C)x* + (BA+4B - C)x + (-9A + 3B — 3C)

2A+ B+2C =1 A= =
3A+4B-C =-3 B= }
-9A+3B-3C =5 c= 2

2do procedimiento: Para hallar esos valores elegidos de x igualamos
cada factor a cero. Y cada uno de estos valores reemplazamos en la
expresion F1-34 ast:
t+1=0 A(-2-3)(-1+3) = (-1)2-3(-1) +5

9

x=-1 A=-_
10
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Y4320 C(=3+1)(=6—-3)=(-3)>=3(-3) +5

x =-3 =§
18
g 3\ 3
woree o))
% % 2
,3 :
2 _1
9

Por consiguiente:

/ A B C

x+1+2x—3+x+3 CEs

9 1 2],
_/ [10(9( 1) 92x—3)  18x+3) |

9 1 23
_Eln|x+1|+Eln|2x—3|+ﬁln|x+3|+c

dx
/x5+x4—2x3—2x2+x+1
B dx
_/(x—l)2(x+1)3
:( A N B N C N D N E
(x—=12 x-1 (x+12 (x+12 x+1

Célculo de los coeficientes.

dx

1
(x—12(x +17

_ A(x+1)24+B(x—1)(x+1)3+C(x—1)2+D(x—1)?(x+1)+E(x—1)?(x+1)?
- (x=1)2(x+1)3

1 —
(x=1)2(x+1)3 —

_ A(x+1)24+B(x=1)(x+1)3+C(x—1)2+D(x—1)?(x+1)+E(x—1)?(x+1)?
- (x=1)2(x+1)3

1=A(x+1>+B(x-1)(x+1)}+C(x=1)>+D(x—1)*(x +1)+E(x = 1)?

3A+C-D-2E =0
3A-2B-2C-D =0
A-B+C+D+E =1

Por consiguiente:

= / [ ! + 3 + ! + L + 3 dx
8(x—1)2 16(x —1) 4(x+1)3 4(x+1)2 16(x+1)
= — . — 1 = 1 + i x_+1 +C
8(x—1) 8(x+1)2 4(x+1) 16 |x-1
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2.1.3. Factores imaginarios: (ax? + bx + ¢), cuando
b> —4ac <0

El caso de términos diferentes

P(x) P(x) _ Ax+B Cx +B
Q(x) (ax2+bx+c)(px2+qx+r)... ax2+bx+c px2+qx+r
(2.5)

Donde A, B, C, D .. .Son coeficientes indeterminados.

Cuando alguno de ellos se repite o tienen multiplicidad n.

P(x) P(x) _ Mix+N; M,x + N,

Q(x) (ax2+bx+c)"... ax2+bx+c = (ax2+bx+c)
(2.6)

Donde My, Ni..., ..., M, Ny.son coeficientes indeterminados que se
calculan por los procedimiento antes mencionados.

En estos casos también existen procedimientos alternos dependiendo los

"o 1

valores que tiene “n” asi:
Sin =1, la expresién (II) se integra directamente.

SIn > 1, se emplea el procedimiento de reduccién, primero reducimos
el polinomio de 2do grado a su forma candnica y luego hacemos una

b 2 b?
sustitucion de la siguiente manera ax? + bx + ¢ = (x + E) + (c - T)' y

su sustitucién x + % = t. Ejemplos:

Ejemplo 2.1.7

/ (x —1)dx _ / (x —1)dx _ (t —2)dt _ / tdt
(x2 + 2x + 3) [(x +1)2 + 2] [£2 +2]° (t2 + 2)?

(2 +2) -2 1 dt t2dt
:_/ 7t - o3 _/ 2 +_/ 2
(t2 +2) 2(t*+2) t>+2 (t2 +2)

1 1 t 1 dt
:_m_@amtan(ﬁ)_mJﬁ/m
t+1 1 t
—2(t2—+2) ‘/Earctan(\/_)+ﬁarctan(\/_)+c

=— t+1 — ! arctan(t)+C
2(t2+2) 212 V2

X +2 1 (x+1)
=————  — —arctan|——| +C

2(x2+2x+3) 242 V2
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x+1=t
Sustitucion: x=t-1
dx = dt
Regla de integracion por partes
- - - tdt — 1
u=tdu=dt fdv—/(tZH)Z U= ~3my

Ejemplo 2.1.8

*/x:lil :'/ _(xz—\/ix+1)d}zx2+\/§x+l)

dx

/ Ax + B N Cx+D
(x2—\/§x+1) (x2+\/§x+1)

) —-37x+— st} -
_/ _(x —\/§x+1) ’ (x2+\/§x+1)_dx

Solucién del ejemplo I+11

_ 1 22+2x+1 _ 1
42 In (xz—\/ixﬂ) + \f arctan(2x — 1) + \F arctan(2x + 1) + C

Como encontrar los coeficientes

1 (Ax+B)(x2+V2x+1)+(Cx+D)(x2—V2x+1) 1
(xz—\/ix+1)(x2+\ﬁx+l) (x2 \fx+1)(x2+\fx+1)

B)(x2+\/§x+1)+(Cx+D)(x —\/_x+1)

= (Ax +

A+C=0
V2A+B-V2C+D =0
A+V2B+C—-V2D =0

B+D =1
=l o =1 =1
A= 2v2’ ¢ 2v2’ B=2yD=>
Ejemplo 2.1.9

/ dx =/[é+ B N Cx+D i
x(x+1)(x2+x+1) x x+1 (xZ+x+1)
1 1 1
_/Wg_x+1_(ﬂ+x+n ax
=ln| X _/ dx
x+1 (x+%)2+3

2x +1
——arctan( il )+C

in|
REESUNG 3

Wl

Como encontrar los coeficiente
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1
(x —2)2(x2—4x +5) -

A (x> —4x+5) + B(x —2) (x> —4x +5) + (Cx + D)(x — 2)2
(x —2)2(x2 —4x +5)

1=A(x?>-4x+5) +B(x —2) (x2 —4x +5) + (Cx + D)(x — 2)°

B+C =0 A= 1
A-6B-4C+D =0 B= 0
—4A+13B+4C-4D =0 C= 0
5A —10B + 4D =1 D= -

Método de Ostrogradski Este método se utiliza cuando el denominador
de la funcién racional Q(x) tiene raices multiples,el procedimiento es el
siguiente

P(x) G(x) H(x)
V) gy = Wy
00 T o ) ™

(2.7)

Donde Q1(x) es el méximo comun divisor del polinomio Q(x) y de su
derivada Q’(x)

Q2(x) Es igual al cociente de Q(x) y Q1(x)

Q(x)
Qi(x)

Qa(x) = (2.8)

G(x) y H(x) son polinomios con coeficientes indeterminados, cuyos
grados son menores en una unidad que los Q1(x) y Q2(x), respectiva-
mente.

Los coeficientes indeterminados de los polinomios G(x) y H(x) , se
calculan derivando la expresion (A), y luego utilizamos el procedimiento
del método de los coeficientes indeterminados. Este procedimiento tiene
la ventaja como se puede observar, de que el primer término ya no
necesita integrarse. Ejemplos:

Ejemplo 2.1.10

/ dx Ax2+Bx+C /Cx2+Dx+E
= + —_——dx

(B +17 0 +1 ¥ +1

(A) Q) = (x*+1)%;  Q(x) =6x? (x* +1)

El maximo comtn divisor es: Q1(x) = x3+1y Qy(x) = x> +1



Cx2+Dx+E
x3+1

+f
dx

S T
S 3(x2+1) 3J) x3+1

dx  Ax*+Bx+C
(B+17 P+

/

I

/

dx
x3+1

dx
| (x+1)(x2—x+1)
[ Nx+R

/
/ :(fol) Ry K
/

1 —ix+
++
3(x+1) (x2—x+1)

1 x—=2
ln|x+l|—§/mdx

:_mu+”_1 Qﬁ:&g+1/‘

W= W=

6 x2—x+1 2

1
+ — arctan

V3

2x —1

i
V3

. (x +1)2
3

x2—x+1

Respuesta del ejemplo

(x+1)2

2
+ 9 In x2—x+1

+ -2 arctan (2"_1) +C

/ dx __ _ 1
(B+1)7 302+ 3V3 V3

2.1 Integracién de funciones racionales.

Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

1 p—
(x3 +1)° -
(x® +1) 2Ax + B) — (Ax? + Bx + C) 3x? . Cx2+Dx+E
(x3 + 1) x3+1
1 p—
(x3 +1)° -

(x®+1) 2Ax + B) — (Ax? + Bx + C) 3x* + (Cx> + Dx + E) (x* + 1)

(3 +1)°
1= (x®+1) (2Ax+B)—(Ax? + Bx + C) 3x>+(Cx? + Dx + E)

D=0
-A+E=0
—-2B+F=0
-3C+D =0
2A+E=0
B+F=1

A=0; C=0; B=1

. -0 -0 — 2
=3 D—O, E—O, y F—§

(x3+1)

Como encontrar los coeficientes aplicando la teoria de fracciones

parciales para el 2do integral.

1 _ M(x?=x+1)(Nx+R)(x+1)
(x+1)(x2—x+1) — (x+1)(x2—x+1)

1=Mx*-x+1)+(Nx+R)(x +1)

41
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M+N=0
-M+N+R=0 M=%; R=§; y N=—%
M+R=1

/ x2dx _ Ax+B +/ Cx+D i
(x2+2x +2)° X2+2x+2 X2 +2x +2
Qx) = (x* +2x + 2)2

Q’(x) = 2(2x +2) (x? +2x +2)
Qix)=x+2x+2 y Qalx)=x2+2x+2

K2dx 1 1
/ (x24+2x+2)>  X2+2x+2 v / x2+2x+2dx

Respuesta del ejemplo:

1 de __ — / o S W arctan(x +1) + C

x242x+2 B (1241 T (242x42)7 © X2H2x42

Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

x2

(x2 +2x +2)°
_ (¥ +2x+2)(A) - (Ax + B)2x +2) Cx+D
B (x2 + 2x +2)° x2+2x +2

X2

(x2 + 2x +2)°
_ (¥*+2x +2) (A) - (Ax + B)(2x +2) + (Cx + D) (x + 2x +2)
- (x2 + 2% +2)?

x% = (x2+2x +2) (A) - (Ax + B)(2x +2) + (Cx + D) (x* + 2x + 2)

C =0 A =0
-A+2C+D =1 C
—2B+2C+2D =0 B =1

A-B+D =0 D

2.2. Integracién de funciones irracionales.

2.2.1. Integrales de la forma:
pi/q p2/q
/R|x, ()", (m8)” ]d

Donde R es un funcién racional y p1, 41, p2, 42, - . . Son nimeros enteros,
para poder racionalizar esa expresion se utiliza la sustitucion:

ax+b
cx+d

5 (2.9)

donde s es el minimo comdn mdltipo de los ntimeros 41,42, . . .

Ejemplos:



2.2 Integracién de funciones irracionales.

Ejemplo 2.2.1

dx t5dt dt
/x(1+2\/E+\3/§):/t6(1+t2+2t3):6/t(t+1)(2t2—t+1)

=6 é+ B + Ci+D dt
| t t+1 22—t +1
[ 1 1 t+
=6 Z
/(t 4(t+1) —t+1)

1 3 1
=6 ln|t|—Zln(t+1)—§ln|2t2—t+1|+1/

dt

dt

2
-BE

1 Gl 9 1 (4t - 1)
=-ln|—— |- >In[2t? = t + 1| + —— arctan +C

2 ‘(f 13 4 | | V15 V15

1 2 9 1 4{x -1
= CIn|—X —ln|2\3/_—\6/§+1|+—arctan(\/§ )+C

2 4 V15 V15
Sustituciéon

x=t" — t=+x y dx=e6tdt
Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

1 _ A(t+1)(2£2—t+1)+Bt(2£2—t+1)+(Ct+D)(t+1)
tt+1)(212—t+1) t(t+1)(2t2—t+1)

1=A(t+1) (22—t +1)+ Bt (2t2 =t +1) + (Ct + D)t(t + 1)

2A+2B+C =0

A-B+C+D=0 3 1 1
B+D=0 A=L C=-3 B=-3 v D=7
A=1

Ejemplo 2.2.2

/ xW2+xdx [ (P -2) 3%t

2+x t3—2+t
(t6 —2t%) dt
=5 [ _—/"—
/t3+t—2
2 _
3[/(t3—t+i)dt]
B34++-2
12— 2t
3 e dt
[/( (t—l)(f2+t+2)) ]

43
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[ A Bt +
=3 B + ¢ dt

| t—1 24+t+2

[ 4 2

1 =5

=3 £B—t— S\ dt

(/( 3(t—1) ﬂ+t+2) l

- 2
=3 / P — ! dt

3(t—1) ﬂ+t+2
:3/t3—t— ! +§22t+1 - 42 dt
3(t—1) 2+t +2 3[(t+%) +%]
2t +1

=§t 31f2+21r1|1f2+1f+2|—iarctalﬂ( + )+C
4 2 3V3 V3

3 3
=Zﬂa+xﬂ—§ﬂ@+xﬂ+ﬂnV@+xﬂ+ﬂ2+x+4—
8 (2\/32+x+1)

—arctan| ——— |+ C

3vV3 V3

2+x=t> — t=W2+x y dx=3t%dt
Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

22t _ A , Bt+C
(t-1)(t2+t+2) t=1 ° $24442

22t _ A(P+t+2)+(Bt+C)(t-1)
(E=1)(t2+t42) — (t=1)(F2+t+2)

—2t=A(FP+t+2)+Bt+CO)t - 1)

A+B =1
A-B+C =-2 A=1C=-%B=3%
2A-C =0
/wﬁ’f*m
Va+1+Vx-1

Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

Ejemplo 2.2.3

_ 7 _ 1-Vx2—1)dx
/x+1 2Vx?2—1+x 1dx=2/< )

x+1—-x+1

P, (x)

2.2.2. Integrales de la forma f T
vax X+cC

Donde P, (x) es un polinomio de grado n. Para resolver este tipo de
ejemplos utilizamos un procedimiento parecido al de Ostrogradski de
funciones racionales, el mismo que citamos a continuacién:



2.2 Integracién de funciones irracionales.

B g Ve s bxtc+u /

Vax?2 +bx+c Vax?2 +bx+c

(2.10)

Donde Q;-1(x) es un polinomio de grado (n — 1) con coeficientes inde-
terminados y u es un niimero cualquiera.

Para encontrar los valores de los coeficientes indeterminados del poli-
nomio Q,-1(x) Y del namero u se halla derivando la expresién (B), y
luego se procede como el método de los coeficientes indeterminados.
Ejemplos

Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

Ejemplo 2.2.4

/ (x3 — 6x% + 11x — 6) dx
Vx2 +4x+3

(Ax? + Bx + C) Vx2 + 4x +3 +y/
Vx2 +4x +3

3

—x? ——x+37 Vx2+4x+3—66/—
( ) Vx2 +4x +3

66/d_x
Vx+2)2-1
=(—x —§x+37)\/x2+4x+ 661n|x+2+\/(x+2)2 |+C

= (3 ——x+37)\/x2+4x+

3
x3—6x2+11x—6 = (Ax? + Bx + C) (x+2)+ (x* + 4x + 3) (2Ax+B)+u

3A=1
10A+2B:_6 1. _ A _ _14 _
6A+6B+C=11 473 €= B=-5 y p=-66
3B+2C+pu=-

Ejemplo 2.2.5
& —t4dt

/ dx __/ 2 _
x4Vx2 -1 l\/l_1 V1-t2

(At3+Bt2+Ct+D)V1—t2+y/

V1 —t2

1 3
==+t V1-£2-2

(4 8) /Vl—tz

1, 3 3 :
=|-t°+ =t| V1 —t2 - —arcsin(t) + C

4 8 8

1 Vx2 -1 3 1
=|—+ = — — arcsin +C

43 8x x 8

45
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Sustitucién: e gt
TR
Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

(At*+Bt2+Ct+D)(~t)
Vi-t2
_t¢_ (AP+B#2+Ct+D)(—t)+(3A2+2Bt+C) (1-t2)+u
-2 Vi-©2
—t* = (AP +Bt? + Ct + D) (-t) + (3A> + 2Bt + C) (1 - #?) + u

—tt = + (3A2 +2Bt + C) V1 — 12 + £

Vi1-t2

—4A = -1

-3B=0

3A-2C =0 Az}l; CZ%;BZO;
2B-D =0

C+u=0

<
Il
|
oolw

dx

2.2.3. Integrales de la forma / oayVasiiiaie
x—a)*Vax=+bx+c

Estos integrales son una ampliacién de la sustitucion inversa x — a = %,

pero en estos casos, ésta sustitucién nos lleva a los integrales de la forma
232

Ejemplo 2.2.6

dx
/ c+ )V iox

4
—tdt (At3+Bt2+Ct+D)V1—t2+y/

Vi-¢2 Vi-#2
t3 + —t)\/l—tz——/
(4 V1-¢2
1 3 3 3 .
=(=t°+=t| V1 —t2 - = arcsin(t) + C
4 8 8
1 3 (x+1)2-1 3 ) 1
= + — —arcsin|—— |+ C
4(x+1)3 8(x+1) x+1 8 x+1
Sustitucion:
_1 _ _dt
x+1= I dx = -z

Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:
—t4
V1 -2
(At? + Bt + Ct + D) (—t)

= + (BAR +2Bt+C) VI— 2 + — b
V1 — t2 ( ) V1 -2
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—t* (AP +Bt*+ Ct+ D) (~t) + (3At? + 2Bt + C) (1 - #?) +
V1 —¢t2 V1 -2
—t* = (AP + Bt?+ Ct + D) (-t) + (3At> + 2Bt + C) (1 - t?) + u

-4A =-1 A =1}
-3 =0 C =3
34-2C =0 B =0
2B-D =0 D =0
C+p =0 u =-3

Ejemplo 2.2.7

/ dx / (1+1) %
(x—l)z\/l+2x—x2 tz\/1+2

(1) - (2+1)?
/(t+1)dt
2t2

_ V2tdt 1 dt
\/_ V2 —1 Vo -1

=—\/§‘/2t2—1——ln|\/§t+\/2t2—l|+C
_\/—m_ L V2-(x-12

— +C
x—1 V2 x—1
1
x—1=-
t
. 1
Sustitucion: = I +1
dt
dx = — )

2.2.4. Integrales que se resuelven con las sustituciones de
Euler.

Las sustituciones de Euler son tres y nos permite racionalizar integrales
de la forma:

x, Vax2 + bx + x| dx (2.11)
/1 )

Estas sustituciones son las siguientes:

Vax2 +bx +c = +Vax + ¢ sia >0 (2.12)
Vax2 +bx +c = xt + Ve, sic>0 (2.13)

\alx —a)(x —p) = xt £V (2.14)
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el trinomio de 2do grado o tiene que ser factorables. Ejemplos:

Ejemplo 2.2.8

—2(2—t+1)dt (£2—t+1)dt
/ dx _/ a2z —_2/ e
sVl J o) e
(F2—t+1)dt
- (t-2)2t-1)

22—t +1)dt
(2t2 — 5t +2) 2 2(2t2-5t+2)
:2/ 1.3(_ A4 | B )|z
2 2\2t—-1 t-2
:2/ 1_;+L
2 202t-1) t-2
(t =2

1
—t—51n|2t—1|+ln|t—2|+C—t+ln‘ﬁ

dt

+C

2
(Vx2+x+1—x—2)
2(Vx2+x+1—x)—1

Primera sustitucién de Euler:

Vx2+x+1=x+t

2
(Vx2+x+1) =+t o a2 +x+1=x2+ 20t +2 > x = 1

=Vx2+x+1-x+In +C

1-2¢

2(£2—t+1)dt
(1-2t)2

\/~2 — /2 _ 21 _ P14t-212 2t
tHx+l=x+t o Vxr+x+1l=15+f= 5 =95

Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

ydx = —

¢ _ (A)(t-2)+B(2t-1)
@t-1)(t-2) — = @=D({-2)

t = (A)(t-2)+B(@2t-1)
sit=2—>3B=2—>B=3%

i =1 _3a-_1 = A
sit=5>-3A=5 >A=—3

Ejemplo 2.2.9

/x—\/x2+3x+2dx_ x—\/(x+1)(x+2)dx
X+ Vx2+3x +2 x+/(x+1)(x +2)




2.2 Integracién de funciones irracionales.

2
:_2/2_—§+ﬁ‘ tdt

2_ 2

— = (=

t(t?+t—2)dt
(t+1)3(t — 1)2(t - 2)
=/ —2t3 — 2t + 4t it
(t+1)3(t — 1)2(t - 2)
=/A+B+C+D+E+F]dt
(t+13  (#+1)2 t+1 (@¢-12 t-1 t-2
:/ 1 N 9 1 N » 9 ]
5(t+1)3  25(t+1)2 5(t—1)2 20(t—1) 20(t—2)
1 9 1 9 |t-1
= TG+ 1p  BE+D) -1 20" ‘t—z
Ve _ \/E

T x+1

+C

cont =

Tercera sustituciéon de Euler:

VEx+2)(x+1) = (x + 1)t
W +2)(x +1))? = (x+1)t]2 (x+2)(x+1) = t2(x +1)> > x+2 =

2 _ t°=2 _ _=2tdt
t(x+1)—>—> X y dx—m

_1t2
\/(x+2)(x+1)=(x+1)t—>\/(x+2)(x+1)=t(§ t§+1) =t =

Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

—2t3 21244t
12 -12(t—2) (t+1

_E

E
Tt =

D
7 we

2321244t _ Alt= —1)2(t=2)+B(t+1)(t—=1)2(t—2)+C(t+1)?(t—1)>(t—2)+D(t+1)>(t— 2)
(t+1)3(t-1)2(t-2) ~— (t+1)3(t-1)2(t-2)

E(t+1)3(t=1)(t—2)+F(t+1)>(t—1)?
((+1)3(t-1)2(t-2)

+

21321244t == A(t-1)*(t=2)+B(t +1)(t —=1)?(t =2) + C(t + 1)2(t -
1)2(t=2)+D(t+1)3(t=2)+ +E(t +1)3(t - 1)(t =2)+ F(t+1)°3(t-1)?

B-2C+D+F=0
A-3B-2C+D—4E -2F = -2
—4A+B+4C-3D+4E+10F=-2 A=%B=%;C=0; D=
5A+3B+C-5D+3E+F =4
—2A-2B-2C-2D+2E+F=4
~5E=x y F=-3%
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50 2 Funciones racionales

dx
-/ 1+ V1-2x —x2
2(£2+2t-1)dt
3 / (12+1)?
- £242¢—1
1= 2+1
(t2+2t-1)dt

(t2+1)%
=2 R S A
£2+1-t2-2t+1

2+1
At +B C
_}dt
:/ 241 t-1
=2arctan(f) + In|t = 1| + C

~ /(t2+2t—1)dt
— +
2+1  t-1
\/1—2x—x2—1)+ln

V1-2x—x2-1-x

X

+C

t2+1)(t-1)
2 +L]dt
X

= 2arctan (

Segunda sustitucién de Euler

VI—2x —x2 = xt +1

(m)2 =(xt+12 > 1-2x-x2 =222 +2xt+1 > x =
_an gy o A 41 VI —2x A=

241 (2+1)>
2t+2 _ 2124221 $242t-1
t2+1t +1= 2+1 - 1-2t

Como encontrar los coeficientes

t2+2t—1 _At+B  C
t+1)(t-1) t2+1 t-1

t2+2t-1  (At+B)(t-1)+C(t*+1)

(2+1)(t-1) (t2+1)(t-1)
t2+2t—1=(At+B)(t —1)+ C (2 +1)
A+C=1
—-A+B=2 A=0B=2yC=1
-B+C=-1

Integrales de las diferenciables binomias.

/ x"(a + bx?)Pdx
donde m, n y p so ntimeros racionales

Estas integrales pueden racionalizarse, o pueden expresarse por medio
de una combinacién finita de funciones elementales tinicamente en los
siguientes casos o condiciones: Condiciones de Chébichev.

Cuando p es un entero.

Cuando mTH es un entero. EN este caso se racionaliza con la sustitucon

a+bx" =t°, donde s es el denominador de la fraccién p



2.2 Integracién de funciones irracionales.

Cuando 2+l + p es un entero. Aqui se racionaliza con la sustitucién
"+b= ts conde s es el denominador de la fracciéon p. Ejemplos

Ejemplo 2.2.10
1+ 1/3
/—‘/de =‘/x_1/2 (1+x1/4) dx
VE

f 1. 1. _ 1
Aquim=-5n=4p=3

==

p entero no es

+1 . o
= = 2 € delos enteros, si es este caso por lo que la sustitucién

ISTE

m+1
n

es:

FNT

1+xM =P 5 =P 15x= (B -1) ydx =122 (P -1)° dt

Por lo que
1/3 12 (18- 1)°
/xl/Z (1+x1/4) dx=12/(—2)dt=12/(t6—t3) dt
-1
127 4
= —t" -3t
> 3t*+C

Para volver a variables originales reemplazamos a

=V1+x
Ejemplo 2.2.11

-3t +C

Vedx [ Vietdt /12
- 7

(432 (1+\3/t_6)2

2+1-1 t
t5+4t3+6t—24/—zdt+18/d—2
(t2+1) (t2+1)

2+1 dt
f5+4f3+6t—24/—2df+17/—2
(t2+1) (2 +1)

2
zdz
£5 + 413 1 6t — 24 arctan(t) + 17/ sec zd=

(sec? z)*

6
= 51‘5 + 413 + 6t — 24 arctan(t) + 17/ cos? zdz

6 17 17
= gt“r’ +4t% + 6t — 24 arctan(t) + ?z + 1 sin2z + C

17 17t
>+ 4+3 + 6t — 24 arctan(t) + — arctan(t) +—+C
4(t2+1)
31 17t
t5 +4t% + 6t — — arctan(t) + ——— + C
2 42+ 1)

6\/_ +4Vx +6¥x - — afcta“(‘/_) TR \6/}1)
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2 Funciones racionales

Aquim = %;n = %;p =2
1. p entero
Sustitucién
a) t® = x — 6t%dt = dx
2t

b)t = tanz — dt = sec’ zdz. sin2z = F=

Ejemplo 2.2.12
d -1/3
/ — i = / x 3/ (1 + x3/4) dx
Va3Vl + Va3
= / x~3/2 (x3/4 (x‘3/4 + 1))_1/3 dx

Aquim =—%;n= p=-

o)
[eSI

1. p entero no es

+1

(STeY

o mtl _ —

n

= —g € de los enteros.

NI

1.2 4+ p=-2_1=_1¢delosenteros, por lo que la sustitucion es:

n
x4 1 =18 5 ¥ =18 -1 x Ty = 424t

Por lo que

/ x~3/2 (1 + x3/4)_1/3 dx = / x~3/2 (x3/4 (x_3/4 + 1))_1/3 dx

= / x 732 14 (x_3/4 + 1)_1/3 dx
= / x774 (x‘3/4 + 1)_1/3 dx

- / ()7 (~4%) dt

=—4 [ tdt =22+ C

—

5]

= —-2+/( 3/4+1)2+C

2.3. Integracién de funciones trigonométricas.

A principio del siglo XVII, el matemaético John Napier especificé los
logaritmos, por lo tanto, los cédlculos trigonométricos obtuvieron un
gran empuje. Luego, en el siglo XVIII, el matematico Leonhardo Euler
demostré que las propiedades trigonométricas eran producto de la
aritmética de nimeros complejos, también, establecié las funciones
trigonométricas utilizando expresiones con exponenciales de nimeros
complejos. Posteriormente, Sheila Scott Macintyre publicé su primer
trabajo sobre periodos asintéticos de funciones integrales en 1935.

Las integrales de funciones trigonométricas se definen como integrales



2.3 Integracion de funciones trigonométricas.

que contienen potencias de seno y del coseno, donde, su aplicacién es
muy grande en la parte de la ingenieria, principalmente en ingenierfa
electrénica porque las funciones trigonométricas se utilizan para conocer
el comportamiento de series y sefiales, como prioridad en el estudio de
fenémenos periddicos: el flujo de corriente alterna. Otras aplicaciones
se realizan en ingenieria mecénica, quimica, civil, geolégica, espacial,
aeronautica, entre otras.

Una integral se denomina trigonométrica cuando el integrando de la
misma estd en su composicién las funciones trigonométricas y cons-
tantes, por lo tanto, para su resolucién se sugiere aplicar los siguientes
aspectos:

1. Usar identidades trigonométricas y simplificar.

2. Reducir una fraccién impropia.

3. Separar los elementos del numerador de una fraccién entre el
denominador de la fraccién.

Tener en cuenta que por lo general las identidades trigonométricas
ayudan a llegar a ecuaciones bésicas.

2.3.1. Potencias que involucran seno, coseno, tangente o
funciones inversas

sin” xdx;/cos” xdx;ftanm xdx{'/cot” xdx;fsecm xdxyf csc x dx

Cuando m es par es decir m = 2k

/ sin™ x dx

sin?f x dx

sm x kdx

[ 1—cos2x)] dx

tan x

k
sec® x — dx

-/
- /!
-/
tan” xdx = /tan xdx
/1
/1

sec?* x sec? x dx

[secmzar = [
-
f

k
2 \m-1 2
sec” x) sec? x dx

(
(tan® x + 1)m_1 sec? x dx

Cuando m es impar es decir m = 2k +1
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2 Funciones racionales

/ sin xdx = sin?*1 x dx

2k

sin“® x sin x dx

Il
—_— —

(sin2 x)k sin x dx
(1- cos? x)k sin x dx

2k+1 xd

tan” xdx = tan x

tan?* x tan x dx

(tan2 x)k tan x dx

(sec? —1)k tan x dx

/ sec xdx = / sec?*1 x sec? x dx

En la dltima ecuacioén se utiliza la integracién por partes

Sin es par es decir n = 2k

/cos"xdx =

cos?k xdx

/
/ (cos? x)k dx
/

1 k
5(1 + cos 2x)} dx

cot?* xdx

/cot" xdx =

(cot? x)k dx

1l
—_—— —

(csc? x — 1)k dx

csc?*2 x csc? xdx

/ csc” xdx

(csc?x)" csc? xdx

csc? xdx

I
—_—— —

(cot?x +1)"
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Sin es impar es decir n = 2k +1

/ cos” xdx

cos?*1 x dx

— e — — — e — —

k

cos?®* x cos x dx

[cos2 x] k cos x dx

(1- sin® x)k cos x dx

/ cot" xdx = cot? 1 x dx
cot?* x cot x dx

[cot2 x] k cot x dx

[CSC2 X — 1] k tan x dx

/secm xdx = /secszrl xdx;

En la dltima ecuacién se utiliza la integracién por partes. Ejemplos:
Ejemplo 2.3.1

/sin4x dx:/(sinzx)zdx

1 2
= [E (1-cos2x)| dx

1
:1/(1—2c052x+c0522x)dx

1 1
=Z/[l—2cos2x+§(1+cos4x)] dx
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Ejemplo 2.3.2

/sin5 ax dx = / sin* ax sin ax dx

= / (1-cos® ax)2 sin ax dx

= / (1 —2cos® ax + cos* ax) sin ax dx

1 2 1
= —Zcosax + — cos®ax — — cos’ ax + C
3a 5

Ejemplo 2.3.3

/ cos* x dx = / (cos? x)2 dx
= ! (1+ cos2
= 5 Cos 2x)

1
= Z,/ (1+2cos2x + cos” 2x) dx

17

1 1 . 1 1 .
—Zx+151n 2x+gx+§sm4x+c

2
dx

1
1+2cos2x + 5 (1 +cos4x)} dx
3 1 1
= §X+Zsin 2x+3—zsin 4x + C

Ejemplo 2.3.4
/ cos® bx dx = cos* bx cosbx dx

(1 —2sin® bx + sin* bx) cos bx dx

/
= / (1 —sinbx) cos bx dx
/

%sinbx — %sin3bx+ 51—bsin5bx +C



2.3 Integracion de funciones trigonométricas.

Ejemplo 2.3.5

/tan xdx—/ tanx
/secx 1

(sec* x —2sec’ x +1) dx

sec® x sec’ x dx — 2/sec2xdx+/dx
—/(1+tan x) sec” x dx — 2/sec2xdx+/dx

1. 3
=tanx+§tan x—2tan x +x +C

:gtansx—tan x+x+C

Ejemplo 2.3.6
/ tan® x dx

tan® x tan x dx

sec X — 1 tan x dx

/sec x tan x dx — /tanxdx
1
2

sec X secx tan xdx—/tan x dx

sec’ x +In|cos x| + C

Ejemplo 2.3.7

/ cot* x dx = co’c2

csc? x—1

csc? x csc? x dx =2 /csc2xdx+/dx

1+cot2 csc 2x dx —2 /csczxdx+/dx

/1
-/
/ csctx —2csc? x + 1) dx
-/
-/

:—cotx—§c0t3x+2cotx+x+C

1
:cotx—gcot3x+x+C
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58 2 Funciones racionales

Ejemplo 2.3.8

/ cot® x dx

cot? x cot x dx

-/
/cscx 1) cot x dx
/
/

csc xcotxdx—/cotxdx
CSC X CSCX cotxdx—/cotxdx

~csc®x —In|sin x| + C

Nr—\

Ejemplo 2.3.9
/ sect x dx =

sec? x sec? x dx

(tan2 x+1) sec? x dx

I
\‘\a\‘

tan® x sec? x dx + / sec? x dx

tan® x + tan x + C

()JIH

Ejemplo 2.3.10

/sec3xdx:/secx sec? x

=tan xsecx — [ tan®xsecx dx

= tan xsecx—/ sec?x —1 secxdx

= tan xsecx — sec xdx—/secx dx

Ejemplo 2.3.11

2/sec3xdx=tan xsecx—/secxdx

1 1
= Etan xsecx—§1n|secx+tan x|+ C

Regla de la integracién por partes:
u=secx [dv= [secxdx
du =secx tanx dx v = tan x

2.3.2. Potencias que involucran seno y coseno

/ sin” x cos” x dx (2.15)



Cuando m = 2k + 1 (impar):

/ sin™ x cos™ xdx

Sin =2k + 1 (impar):

/ sin™ x cos™ xdx

—_—— —

Cuando m = n = 2k + 1 (impar)

/ sinZ* x cos™ x sin xdx

2.3 Integracion de funciones trigonométricas.

sin2k*1 x cos” xdx

(2.16)

(2.17)

(1 - cos? x)k cos™ xsinxdx (2.18)

2k+1 xd

sin™ x cos X

2k

sin™ x cos™ x cos xdx

. sin 2x
/ sin?k x cos?k dex

/ sinZ* x cos?* x sin x cos xdx

. sin 2x
/ sin?f x cos? dex

1+ cos2x

1

_1 1 — cos2x
4 2

:

2

= _W/ [1 —COSZZx]kd(COSZX)

Sim =n =2k + 1(par)

/ sin™ x cos™ xdx

Ejemplos:

/ sin?k x cos?k xdx

[l=s2]

1
2K

1+ cos2x

2

/ [1 — cos? Zx] g dx

(2.19)

(2.20)

(1—sin® x)k sin™ x cos xdx  (2.21)

(2.22)

(2.23)

k
} (—=2sin2x)dx  (2.24)

(2.25)

(2.26)
k
} dx (2.27)

(2.28)
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60 2 Funciones racionales

Ejemplo 2.3.12
/ sin® xVcos xdx = / sin® x(cos x)"/? sin xdx
=_ / (1 - cos® x) (cos x)"/3d(cos x)
= - /(cos x)3d(cos x) + /(Cos x)73d(cos x)

3 3
= _Z(COS x)*3 4+ E(COS )03 4 C

Ejemplo 2.3.13
/ sin* x cos® xdx = / sin* x cos? x cos xdx
= / (1 - sin?) x sin* xd(sin x)
= / sin* xd(cos x) — / sin® xd(cos x)
5

1 .
= sin
5

1
x—;sin7x+C

Ejemplo 2.3.14

/ sin® 2x cos® 2xdx = / sin? 2x cos? 2x sin 2x cos 2xdx

1 1
= —— cos4x + % cos®4x +C

32
1
=—— [ (1-cos®4x) (-4sin4x)dx
32
__1 (1 — cos® 4x) d(cos 4x)
32

1 1
= —— cos4x + — cos® 4x +
32cosx 96cos x+C

Ejemplo 2.3.15
/ sin® x cos® xdx = / sin® x cos? x cos xdx
= / sin” x (1 — sin® x) d(sin x)
= / sin® xd(sin x) — / sin” xd(sin x)

1
6x—gsingx+C

= —sin
6

Ejemplo 2.3.16

2 2
/ sin* g cos* ;dx = / [sin2 %] [coszg dx
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1+ cosx 2
] dx

1—cosx 2
2
2
1 1 — cos2x
%/ |7 -

1 2
= (1—2c0s2x+cos 2x) dx

1 1
=6_4/ [1—2cos2x+§(1+cos4x)} dx

|
&=
k“‘ﬁ
—
—_
|
0
®]
ml\)
=
VN
A
=
Il
N
(o)}
—
23
=
N
N
[
=

1 . 1 1 .
= 6—4(x—s1n2x+§x+§sm4x) +C

3 1 1
= —x— —sin2 — sin4
128x 64sm x+51251n x + C

Ejemplo 2.3.17

[sin2 x] % cos? xdx

/ 2
fI=52

/ (1 = cos®2x) (1 — cos 2x)dx

/ sin* x cos® x dx =

1+ 2
c:zos x}dx

®|

1
== /(1 — cos 2x) sin® 2xdx

1 1 1
= §/ [5(1 = cos4x)] dx — 3 / sin® 2x cos 2xdx

1 1 . 1 3
—Ex—asmélx—ﬂsm 2x+C

2.3.3. Potencias que involucran tangente y secante o
cotangente y cosecante

/ tan™ x sec” xdx y f cot™ x csc” x dx

Cuando  : entero positivo y par: 2k

/ tan” x sec” xdx = tan™ x sec?* xdx (2.29)

2k-2

tan™ x sec?* 2 x sec? xdx (2.30)

tan™ x (sec? x) =1 d(tan x) (2.31)

I
—_— e — —

tan” x (tan® x + 1)k_1 d(tan x) (2.32)

Sin = m: entero positivo, impar: 2k + 1
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/ tan” xsec" xdx = / tan2¥*1 x secZ** xdx
= / tan?* x sec?* x tan x sec xdx
2.0k 2k
= / (tan® x)" sec™ xd(sec x)
2 k >
= / (sec” x — 1) sec”® xd(secx)
Ejemplos:

Ejemplo 2.3.18
/ tan” x sec* xdx = / tan’ x sec” x sec® xdx
= / tan’ x sec® xd(tan x)
= / tan” x (tan” x + 1) d(tan x)

1 1
= Etanlox+§tan8x+C

Ejemplo 2.3.19
/ tg3x sec® xdx = / tg?x sec* x(sec x tan xdx)
— 4 2
= / sec* x (sec® x — 1) d(secx)

1
= —sec7x—gsec5x+C

7

Ejemplo 2.3.20

/ cot’ x csc* xdx = — / cot” x csc? x (csc2 xdx)

1 1
=—Ecot10x—§cot8x+c

cot’ x esc? xd(cot x)

cot” x (cot® x + 1) d(cot x)

Ejemplo 2.3.21
/ cot® x esc” xdx = / cot? x sec® x(csc x cot xdx)
= —/ cscl x (csc2 x —1) d(cscx)

1 1
=—§CSC9X+§CSC7X+C

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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2.3.4. Integrales que involucran productos seno y coseno

/sin(Ax)cos(Bx) dx (2.37)
/cos(Ax)cos(Bx) dx (2.38)
/ sin(Ax) sin(Bx) dx (2.39)

En estos casos, las siguientes identidades son necesarias:

sin(Ax)cos(Bx) = % (cos(A — B)x —cos(A + B)x)  (2.40)

cos(Ax) cos(Bx)

% (sin(A + B)x — sin(A — B)x) (2.41)

sin(Ax) sin(Bx)

% (cos(A + B)x + cos(A — B)x) (2.42)

Ejemplo 2.3.22

. x 1 1 1
/sm8xsm§dX—/2 [cos(8+2)x cos(8 Z)x} dx
11 9

_1 i §x—' 1x dx
—2 Sll’16 51n6

3 5 1
= ——5 Ccos —6x + 3 cos —6x +C

Ejemplo 2.3.24
1
/ cos 3x cos 5xdx = / E[COS(3 +5)x + cos(3 — 5)x]dx
1
=5 /(cos 8x + cos2x)dx

1 1
= Te sin 8x + 1 sin2x + C
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Ejemplo 2.3.25
/sinxsin%singdx
=/{% [cos(l—%)x—cos(l+%)x]}sin§dx
1 X x _x 3x
=E‘/(sm§cosz—sm§cos7)dx
1 1. (1 1 (1 1
ZE/5[51n(5—§)x+sm(§+§)x]dx—
1 1{. (1 3 . (1 3
=§/E[s1n(§—§)x+sm(§+§)x]dx
1 .ox . 5x 1 . 7x . 1lx
=Z/(—smg+sm?)dx—1/(—sm?+sm?)dx
X

2.3.5. Integrales de funciones trigonométricas que se
resuelven por otros procedimientos.

Ejemplo 2.3.26

sin® x p (1 — cos? x) sin xdx sin xdx sin xdx
X = = -
cos* x cos* x cos* x cos? x

=—sec®x +secx +C

Ejemplo 2.3.27

/ cos4xd / (1 - sin? x)2 dx / (1 —2sin?x + sin* x) dx
x= [ ———— =

sin® x sin® x sin® x

= / csc® xdx — 2/ csc xdx + / sin xdx
1 1 .
=-5 cscx cotx + 5 cscxdx —2 [ cscxdx + | sinxdx

1 3 .
= ) csc x cot x — 2 cscxdx + sin xdx

= 1 X cotx 31 t x‘ x+C
- _- — Zlnltan 2| -
2Csc co > > cos

Ejemplo 2.3.28

. 3
/ dx / (cos? x + sin” x)” dx
sin® x cos® x sin® x cos® x
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. 3
/ dx / (cos? x + sin” x)” dx
sin® x cos® x sin® x cos® x

(cos® x + 3sin® x cos* x + 3sin* x cos? x + sin® x) dx

sin® x cos® x

1
csc® x — 31In | cos x| + 31n | sin x| — sec? x—Zsec x+C

csc® x + 31In | tan x| — sec

2

3 / [ cos® x 3sin®xcost*x  3sin® x cos? x
sin®xcos®x  sin®x cos® x sin® x cos® x
sin” x
e ]dx
sin” x cos® x
CoS X 3 3sinx sin®x
= : - + + dx
|sinx sinxcosx cos3x  cosdx
[ cosx 3(sin”x+cos’x) 3sinx (1—cos®x)sinx
= —+ -
[ sin® x sin x cos x cos? x cos® x
[ cosx 3sinx 3cosx 3sinx sin x sin x
= =g t 3 Cpoimbecond 2
|sinx  cosx sinx cos3x cosPx cosd®x
[ cosx 3sinx 3cosx 2sinx sin x
= . 4 = dx
[sinfx cosx  sinx  cos3x cos®x
1
)
1
)

Ejemplo 2.3.29

/ \/x B
3 -
cos xVsin? x

1
x—Zsec x+C

3124t
2V1-13

V1 - t3t

/ t1/2qt _3 / dt
Q-2 2) t12(1-#3)
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3 2zdz dz dz
:E/z(l—zé):3/1—z6:3/(1—z3)(1+23)

dz
:3/ 1-2)1+2)(

+z+22)(1-2z+z2)

/ A B Cz+D Ez+F
=3 4 s +
1-z 1+z z24+4z41 z2—-2z+1

1 1 z z
:3/ [2(1—2)+2(1+z)_2(22+z+1)+2(zz—z+1)

31 i Z|+31 1+ 2] 3/ zdz +3/ zdz
= —In — —In —_— _— — _—
2 2 2 z224z4+1 2 z2—z+1

3/ dz
1) Giniez
(z+3)"+3

dz

_ 2
:§1n|1—zz|+§1n l-z+z
2 1

1+z+22

3 dz
*1) T 17,3
(z-3)

2) i

3 3
=ZIn[1-z}+>In|——=
2n| Z| 4nl+z+z2

ﬁarctan(zz _1) +C
2 V2

1-—z+22

2z +1
+£arctan(Z )+
2 V2

1
1-2z6

_ A(l+z)(z*-2z24+1)+B(1-2)(z*~22+1)+cot D(1-22) (1-z+22 ) +(Ez+F)(1-22) (1+2+22)

1-z6
1—Vt+t
1+ Vt+t

A

= §11r1|1—t|+§1r1
2 4

+ — arctan
2

1=A(l+z2)(z*-22+1)+B(1-2) (z* - 22 +1) +
+(Cz+D)(1-2%) (1-z+2%)+(Ez+F)(1-2%) (1+z +2?)

A-B-C-E=0
A+B+C-D-E-F=0
-A+B+D-F=

-A-B-C+E=0
A-B+C-D+E+F=0
A+B+D+F=1

: —0-F=1 —
I, D=GE=1 y F=0

2.3.6. Integrales racionales de funciones trigonométricas

/ R(sinx, cos x) dx (2.43)

Estos integrales se transforman en funciones racionales, con la sustitu-
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cién:

2dx
1+2z2

1-22
1+2z2

tan} =z .. sinx = 25, cos = y dx=

Estos valores se determinan utilizando identidades trigonométricas.

En muchas ocasiones esta sustitucién con lleva a célculos muy com-
plicados, por lo que se hace necesario tomar en cuenta las siguientes
sugerencias sobre estos integrales.

Si R(sinx, cosx) es una funcién impar respecto ésta se a racionaliza
sen x, o sea; R(—sinx, cosx) = —R(sin x, cos x),ésta se racionaliza por
medio de la sustitucién cosx = z

Si R(sin x, cos x) es una funcién impar respecto a cos x, o sea;

R(—sinx, —cosx) = —R(sin x, cos x), ésta se racionaliza por medio de
la sustitucién sinx = z

Si R(sinx, cosx) es una funcién par respecto a sinx y cosXx, o sea;
R(-sinx,—cosx) = R(sinx, cosx), ésta se raciona por medio de la
2 t 2 dt

. . _ . . _ 2 1 _
sustitucion tanx =z .". sIn“x = o2 COs™ X = ;2 ydx = e

A continuacién se muestran uno ejemplos:

Ejemplo 2.3.30

2dt
/ dx _ 1+£2
(2 + cos x)sin x 1-#2 t
2+ 1+£2 1+£2
2dt
— 1+42
(2+2t2+1+t2)t
(1+£2)

/ 2t2 +2
= ——dt
£(t2 +3)
/A Bt +C
= —_t —
t o t2+3
2 4t
= — +
/[Bt t2+3
2 2
:§ln|t|+§ln’t +3[+C
2
:§1n|t(t2+3)|+C

dt

dt

2
= gln‘tang . (tan2§+3)’+c

Sustitucion dngulo medio:

24t : _ t _ =2
T2 SINX =17 Y COSX = {Tp

tan5 =t — 5 = arctant — dx =
Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

2210 A(2+3)+(Bt+O)t
tH(t2+3) t(t2+3)

22 +2=A(?+3)+ (Bt + O)t
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Ejemplo 2.3.31

. 2 _dt
/ sin?xdx TP T4
1+ sin® x 2
L+ 1+¢2

2 1+t dt

102 1+£2+42 1442
/ 1+¢2

3 t2dt
) 2+ +1)

At+B Ct+D
= + dt
241 2t2 41
1 1
= - dt
/ 241 2t2+1

1
arctant — — arctan(V2t) + C
V2

1
arctan(tan x) — ? arctan(\/itan x)+C
2

1
= x — — arctan(V2tanx) + C
V2

Sustitucién utilizada:

tanx =t — x = arctant — dx = 2L

1+2
sinx = == y cosx=—L
V1+£2 V1+t2

Como encontrar los coeficientes indeterminados de los polinomios:

2 _ (At+B)(2t2+1)+(Ct+D)(£2+1)
(£2+1)(212+1) — (£2+1)(2£2+1)

t? = (At + B) (2t* + 1) + (Ct + D) (£* + 1)

2A+C =0
2B+D =1
A+C=0 A=0B=1, C=0 yv D=-1

B+D=0
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Ejemplo 2.3.32

/ sinx + sin® x y / (1 + sin® x) (sin xdx)
TR S

sin? x — cos? x sin? x — cos? x

i /~u+1_ﬂyu
- 1-12-12
t2-2
=- dt
'/2ﬂ—1
1 3
= [ |z - ==—=|dt
./[2 ZQﬂ—lJ

1 3 V2t -1
=~t-—In
20 g\2 V2t +1

_ cosx iln’\/icosx—l
2 4\/5 \/Ecosx+1

+C

+C

Ejemplo 2.3.33

/ cos xdx dt
sin? x — 6sinx + 5 t2—6t +5
dt
t2—6t+9—4
dt
(t=3)2 -4
F—3-2
t—3+2
t-5

t—1

sinx —5

I
—_— e —

+C

5

5

+C

+C

5

Y N P

sinx — 1

Sustitucion:

t =sinx — dt = cos xdx
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Ejemplo 2.3.34

/ dx
3sin% x — 8sin x cos x + 5 cos? x
dt
_ [ 3855
1+£2
=V
dt

3u-—-1
3u+1
3(t—-%)-1
3(t-3)+1

+C

1. |3t-5
= -In|=—2|+
2“‘31&—3‘ ¢

11 3tanx — 5 L C 11 3sinx —5cosx
=—-n|— =- N
2 3tanx — 3 2 3sinx — 3 cos x

Sustitucién:
_dt_ t

= —_ = —_ = — . —
a) tanx =t X = arctant dx = {i7;sinx ) 08X

1
Vt2+1

b)t-t=u —t=u+i —> dt=du

Ejemplo 2.3.35

24t

/ / 241
sinxV1 + cos x 2t (1424142
241 t2+1

1 (Vtz + 1) dt
w/
secz - sec? zdz
\/_ " tanz
- 7/ cos2z‘sinz
/sm Z +cos?z
cos?z -sinz
/ smzdz / 2z
csc
\/_ cos? z \/_

= —secz+—1n|cscz—c0tz|+C

V2 V2
:—\/tz—+—1 tZt -1

AR "
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cont = tan 5

Sustituciéon

2dt
t2+1

x _ . _ 2t . _ 1.
tan 5 =t - SINX = 77,CO8 X = ;7==;

y dx=
t=tanz — dt =sec?zdz; Vi2+1=secz
Identidades para volver a variables originales:

Vi2+1
T

t =arctanx; cott=24 =20 cscz =

Las integrales que contienen funciones hiperbdlicas se resuelven con
todas las reglas que se vio en la integracién de las funciones trigono-
métricas. Pero si necesitamos tener en cuenta las siguientes identidades

hiperbdlicas:
cosh?x —sinh?x = 1
1
sinh’x = 5 (cosh2x — 1)
1
cosh’x = 5 (cosh2x +1)
1
sinhx coshx = = 3 sinh 2x
Ejemplos:

Ejemplo 2.3.36
/ sinh® x dx = / sinh®x (sh x dx)
= / (1+ ch?x)d(ch x)

1
=chx+§ch3x+C

Ejemplo 2.3.37

/ch4xdx=/[%(ch2x+1)

= }1/ (ch®2x +2 ch 2x + 1) dx

2
dx

:i/[%(ch4x+1)+2ch2x+1]dx

1 1 1 1
—3—25h4x+§x+é—lsh2x+1x+c

1 3 1
:§Sh4x+§x+ash2x+c

(2.44)
(2.45)

(2.46)

(2.47)
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Ejemplo 2.3.38

/ dx _ / cosh? —sinh? x i
sinh? x cosh? x sinh? cosh? x
_ cosh? x dx : sinh? x dx
- ./ sinh? x cosh? x / sinh” x cosh? x

_ / dx _ / dx
sinh? x cosh? x

= —cothx —tanhx + C

Ejemplo 2.3.39

/ dx _/ dx
—_q1 - 7
thx—-1 shx _q
_ ch x dx
B shx—chx

e*+e™*
_ 2
_/ eX—p—X_pX_p—X dx
2
eZ*+1
— e
—/ = dx

Ejemplo 2.3.40

shxdx sh x dx

Vch 2x - V2ch?x — 1
dt

~J -
= Lln |\/§t +V2t2—1‘ +C
V2

= %ln |‘/§ch X+ V2ch2x—1| +C
2

Sustitucién:

coshx =t —sinhx dx = dt

2.4. Integrales donde se emplea sustituciones
trigonométricas e hiperbélicas en su
calculo.

Su forma es:
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/ R(x, Vax?2+bx +c)x (2.48)

Lo primero que hacemos antes de usar estas sustituciones es reducir el
polinomio de 2do grado a su forma candnica, reduciéndose las integrales
a una de las siguientes formas:

/ R(t, Vb2 — £2)dt (2.49)

/ R(t, Vb? + t2)dt (2.50)
/ R(t, Vt2 - b?)dt (2.51)
La mismas se resuelven valiéndose, respectivamente de las siguientes
sustituciones:
t =bsinz 6t = btanhz (2.52)
t =btanhz 6t = bsinhz (2.53)
t =bsecz 6t =bcoshz (2.54)
Ejemplos
Ejemplo 2.4.1

/ dx 5 / dx

(x +2)* Va2 + 4x +5 (x +22J(x +2)% +1
B / sec’z dz
~J tg?zsecz

dz
— CcoSs zZ
sen?z
cos2z
cos z dz
sen?z
1
sen z

\/27
__Vx +4x+5+C
x+2

Sustitucion:
X +2 =tanz->dx = sec’z dz
Identidades que se usan para volver a variables originales:

GEE = — = Vig?z+l _ a2idx+5
T senz —  tgz T x+2




74 2 Funciones racionales

Ejemplo 2.4.2

/xVx2+x+ dx—/ \fx+ + dx

:/(—h 2)\/_ £chzclz
:%/chzz (shzdz)—%/chzzdz
=%/chzzd(chz)—g/%(ch22+1)dz

V3 3 3
= chdz—- —sh2z——z+
SC z 64Sh z 16Z C
3 3 3
:%ch3z—6—45h22—EZ+C

1 1 1
:5(x2+x+1)3/232—1(x+§)\/x2+x+1—

3 1
Elnx+§+vx2+x+l +C
Sustitucién:
1_ V3 _ V3 1
X+§—TShZ — x_TShZ_E

dngchzdz; (x+%)2+§:‘/7§chz

Identidades utilizadas para volver a variables originales

shz:\%(x+%);chz:\/[%(x+%)] +1= \@\/x2+x+1

z =arc sh [\%(x+%)] :ln‘x+%+\/x2+x+1’+ln’%|

Ejemplo 2.4.3

/(x2 2x +5)2 —1)? +43/2
hzdz

ch22)3/2

/ch2
/seczz dz

tanhz + C

:&_}_C

4Vx2 - 2x+5

Il
\\

»I;I)—\ [ e o

Sustitucién:

x-1=2shz — dx=2chzdz; (x-—1)*+4=4ch?z
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Identidades utilizadas para volver a variables originales:

shz= ’“2;1; chz= ["T_l]z+1= %Vx2—2x+5.
— x=1
b= Vx2-2x+5.
—dt

[oov== =
(x = 1) Vx? = 3x +2 %\/(%+1)2—3(%+1)+2

dt
12

/ SVL+2t +£2 - 32 — 3t + 212
~ dt
Vi—t
=2V1i-t+C

/ 1
=24J1-—+C
x—1

x—2
x—1

=2 +C

Sustitucion inversa:

_ 1 _ 1 _ —dt
x—l_? —>x_?+1—>dx—t—2

Ejemplo 2.4.4

/ dx _ / cosz dz
(1+x2)VI— 22 ~J (1+sen?z)cosz

_ / dz
B 1+ sen?z

dt

— 1+42
1+ -2

1+£2
dt

_ 1+42
1+#2+42
1+42

_/ dt
) o 1+2f2

= %arc tg (\/Et) +C

= %arc tg (\/Etgz) +C

Sustitucion:
x=senz — dx =coszdz; V1 —x2 =cosz
x=senz — dx =coszdz; V1 —x2 =cosz

t

V1+t2

Identidades utilizadas para volver a variables originales

tgz=t;, senz=
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S zZ _ X

en
Cos z 1—x2

t=tgz tgz=



3 Calculo integral definida

El detalle de la seccién comienza con los conceptos de la integral definida,
haciendo énfasis en suimportancia con aplicaciones notables de ingenieria
que se concentran en interpretar informacién acumulada. Para sustentar
la idea basica que conceptualice a la integral definida se consideré
un proceso de acumulacién de informacién con la interpretacién de
tendencias o comportamientos cambiantes en fenémenos no discretos de
forma intuitiva. Por ejemplo, el caso de la definicién usual del promedio
de una cantidad finita de ntimeros con la definicién de promedio de
una cantidad infinita de niimeros que varia continuamente. Ademads, se
pretende explicar los casos practicos del area bajo la curva y la relacién
que existe con el promedio de una funcién. Asi mismo, y con el afdn de
conocer los fundamentos teéricos y metodolégicos de la integracién, se
aplicardn propiedades del calculo y algebra superior en varias integrales
definidas.

3.1. Introduccién a las integrales definidas.

La integral definida y sus aplicaciones elementales en geometria son
atribuidos a varios estudios de Isaac Barrow (1630-1677) de procedencia
Londinense Inglaterra en la edad del renacimiento. Como profesor mate-
matico de Cambridge en varios afios de ensefianza bajo fundamentacién
griega y rabe de geometria, publicé dos trabajos matematicos, el primero
en geometria y el segundo en 6ptica, y fue finalmente nombrado el primer
profesor Lucasiano en Cambridge que a su vez funge como profesor del
mismisimo Isaac Newton. Barrow en su primera publicacién contribuyé
con aplicaciones de calculo diferencial en geometria, fundamentalmen-
te para el estudio del andlisis matemético, y que convergié6 al calculo
aproximado de areas integrales con el cdlculo diferencial intimamente
relacionados. Lo mencionado se resume en el siguiente teorema fun-
damental del calculo; “La derivacion e integracién de una funcién son
operaciones inversas y que toda funcién continua integrable verifica que
la derivada de su integral es igual a ella misma”. Entonces este teorema
hace posible el trabajo y desarrollo de Barrow y su aprendiz Newton,
en el contexto de la demostracion del calculo del drea bajo una funcién
intimamente ligado al calculo diferencial, lo que dio como resultado la

3.1 Introduccién alas integra-

les definidas. . ....... 77
3.2 Laintegral definida como

limite de unasuma ....78
3.2.1 Suma integral o sumatoria

de Riemann ......... 78
3.2.2 Integral definida o inte-

gral de Riemann . ... .. 79

3.2.3 Integrales definidas por
medio de las indefinidas. 82

3.2.4 Propiedades fundamenta-
les de la integral definida. 82

3.3 Integrales impropias .. .85
3.3.1 Integrales impropias de

primera especie. . ..... 85
3.3.2 Integrales impropias de
segunda especie ...... 86

3.4 Cambio de variables en la
integral definida . ... .. 88
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Figura 3.1: Integral definidad de una
funcién y = g(x) desde el punto A hasta
el punto B

O kN W UGN 0

| »
T =

o 1 2 3 4 5 6 7 8 X

Figura 3.2: Integral definida de una recta
desde x = O hastax = 8

operacion inversa a la derivacion. Asi nace la conocida regla de Barrow
o también llamada Segundo Teorema Fundamental del Célculo, que
adapta funciones continuas y permite el calculo integral de una funcién
basada en el uso de una integral definida de la propia funcién al ser
integrada.

La integral definida se convierte en un medio de investigacién utilizado
en varias ciencias que han forjado a la ingenierfa como tal, el caso de la
fisica, matemadticas y mecanica, entre otras. Los ejemplos mds comunes
de ingenieria especifican casos de célculo de dreas y volimenes limitados
por curvas y/o longitudes de arco, asi también, el calculo de la velocidad,
aceleracion, trabajo, momentos de inercia, entre otras aplicaciones que
pueden ser llevadas a cabo mediante el calculo integral definido. Se puede
decir que la integral definida se generaliza para el proceso efectuado en
el cdlculo de areas, sin embargo, el 4rea de un recinto es siempre positivo,
pero la integral puede ser positiva, negativa, o nula. Eso implica que las
aplicaciones de integrales definidas para cubrir el cilculo de &reas, pero
debe considerar el signo de los recintos limitados del eje de referencias,
y tomar el valor absoluto de los mismos ya que la suma es el 4rea. Se
puede extender la aplicacién de la integral definida para cubrir el cdlculo
de éreas en regiones bajo una curva y comprendida entre dos curvas.

Para estudiar la integral definida y los procedimientos en la resolucién
de los problemas y su aplicacién en las diferentes disciplinas, se debe
recordar ciertas propiedades del dlgebra para tratar las funciones conti-
nuas. Este capitulo es muy importante dentro del andlisis matematico, ya
que aprendemos de donde nace una integral definida y su aplicacién en
encontrar la respuesta a muchos problemas geométricos y fisicos, tales
como el célculo de dreas donde no podemos aplicar férmulas basicas, lon-
gitudes de curva, voliimenes de revolucién, areas de revolucién, centros
de masas, momentos de inercia, trabajo, fuerza hidrostatica etc.

Para tomar este capitulo es importante que el estudiante domine los
conocimientos de derivadas, antiderivadas, graficacién de funciones en
coordenadas cartesianas, polares, funciones dadas en forma paramétrica
y otros procedimientos algebraicos bésicos.

3.2. Laintegral definida como limite de una
suma

3.2.1. Suma integral o sumatoria de Riemann

Sea f(x) una funcién definida en el segmentoa < x <bya=xy<...<
Xn = b a divisién arbitraria de este segmento en n partes. Formando la
suma algebraica de las areas de los correspondientes rectangulos de la
figura 3.1. tenemos:

Sn = Zlf(ei)Axi (3.)

Que recibe el nombre de suma integral o sumatoria de Riemann, donde

xi < € < Xig1, AXi = Xj41 — X i=1,2...n
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3.2.2. Integral definida o integral de Riemann

Al obtener el limite a la Sn (Sumatoria de Riemann), cuando el niimero
de divisiones n tiende al infinito y la mayor de las diferencias A,; tiende
a cero, esta sumatoria pasa a ser la integral definida de la funcién f(x)
entre los limites x = a y x = b, es decir

n b
hm > f (&) Ayi = / f(x) dx (3.2)

X
ma*xAx—0 i1

Si la funcién f(x) es continua en [a, b] también serd integrable en [a, b],
es decir, el limite (2) existe, independientemente del método que se
emplee para dividir el segmento de integracién [4, b] en segmentos
parciales y de la eleccién de los puntos ¢;dentro de dichos segmentos.

Como podemos observar en la figura 1. la integral definida representa
geométricamente el drea limitada por la curva f(x) y las rectas verticales
x =ayx =Db,s decir el drea del trapecio mixtilineo aABb, siendo ésta la
interpretacién geométrica, vale recalcar también que las dreas que estan
sobre el eje x se toma positivas y las que estdn bajo se toma con signo
negativo.

A estas integrales se lo llama también integrales de Riemann observando
su definicién, podemos evaluar mediante esta algunas de ellas que no
sean muy complejas, ya que sus célculos resultarfan muy complicados.

Utilizando la definicién, hallar los valores de las siguientes integrales
definidas:

Ejemplo 3.2.1 fos(x + 1)dx

Primero formamos las sumas de Riemann (suma integral) para la
funcién f(x) = x + 1 en el segmento de [0, 8] (figura 3.2), dividiendo
este intervalo en n partes iguales y eligiendo los puntos de forma
que coincidan con los extremos izquierdos de los segmentos parciales
[xi, xi41] tenemos:
b-a 8-0 8
n o on on

Ayi =

. 8i 8i
Ei=Xi=X0+iAyi=0+—=—
n

flen=2+1

Formamos la sumatoria de Riemann (Sy,)

_8i+n

n n

" (8i+n) 8 8 &o. 8 )
S:Z( p )Z:ﬁ§[81+n]=ﬁ 821+n21

i=1 i=1 i=1

bl o

n
= 8(1+2+...+n)+n > 1
£ i=1
8 (8n(n+1) ,\ 40n®+4n
== |——+n?| = ———
n? 2 n?

Calculamos el limite de esta suma cuando n — oo

1.0+ —

0.5+

0.0

T >
0.0 0.5 1.0 X

Figura 3.3: Integral definida de una fun-
cibny = a+/x

YA
2.0 4-

1.0

f —>
0.0 0.5 1.0 X

Figura 3.4: Integral definida de una fun-
cién y = a x>

2 4 6

Figura 3.5: funcion y = x +1
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X

2 2,5 3 3,5

Figura 3.6: funcién y = x2 = 3x +2

4

40n%+4n
n2

limy, 0 = 40 solucién de la integral

Ejemplo 3.2.2 /14 (x? = 3x +2) dx

Figura ?? y 3.4. Primero formamos las sumas de Riemann (suma
integral) para la funcién f(x) = x> — 3x + 2 en el segmento de [1, 4],
dividiendo este intervalo en n partes iguales y eligiendo los puntos ¢;
e forma que coincidan con los extremos izquierdos de los segmentos
parciales [x;, x;11] tenemos:

b-a 4-1 3

Ay=——2-222
n n n

] 3i
Ei=xi=xg+iAy=1+—
n

-\ 2 0
f(e,«):(1+%) —3(1+%)+2

n?2+6in+9i2 3n+9i

= +2
n2 n
n? + 6in + 9i% — 3n% — 9in + 2n?
.
9i2-3in 3 (3i>—in)
B n? - n2

Formamos la sumatoria de Riemann (S,)

2"1(3(31'2—1'11))%

Sn =
2
i=1 w

93 372 9 3 5 0,
—$i21[l —ll’l]—ﬁ ;l —Tlizzll
=%l; (12+22+...+n?) —%§(1+2+---+n)
27 [(n(n +1)(2n + 1) 9 |n(n+1)
:?[(T) _E[T
27 (n (2n* +3n +1) 9 (n’>+n
=ﬁ(f)_ﬁ( 2 )
54n% + 71n + 27 — 27n2 —27n  27n® + 44n + 27
- 6n2 - 6n2

solucién de la integral

Calculamos el limite de esta suma cuando n —

27n2+44n+27 _ 27

limy, 00 S5 =

Ejemplo 3.2.3 /01 a*dx

Primero formamos la suma integral para la funcién f(x) = a*

el segmento de (figura 3.3), dividiendo este intervalo en n partes
iguales y eligiendo los puntos de forma que coincidan con los extremos
izquierdos de los segmentos parciales [x;, x;+1] tenemos:

, n

Solucién:
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Determinamos los siguientes elementos.

b—-a 1-0 1
Axi: = = —
n n n

. 1
Ei=Xi=X0+iAyi=0+—=—
n

f (&) = ail"
Formamos la sumatoria de Riemann (S,,)

n

i/nl_ln i/n
i = S

i=1

Sn

1 (al/” + g2/n 4 g3/n +...+a1)
n

1 . . 11
= —( progresién geométrica ), conr = an = — -
L 1 ar —1
1 (a-1)
g1
1
=@-1)—=
an —1
Calculamos el limite de esta suma cuando n — o
1 1
0o _ n__ _— a-=1
hmn—wo(a - 1)a%_1 - (ll 1) hmn%oo u%—l = l_nlﬂl

Por lo que la respuesta del ejemplo es:

/01 a*dx = &L

Ejemplo 3.2.4 [ * sinx dx

Primero formamos la suma integral para la funcién f(x) = sinx en el
segmento de [0, %] (figura ??), dividiendo este intervalo en n partes
iguales y eligiendo los puntos ¢; de forma que coincidan con los
extremos izquierdos de los segmentos parciales x;, X1

Solucién:
Determinamos los siguientes elementos.

b—-a -0 x
A=l
n

n  2n

. im T
Ei=xi=x0+lei=0+%=%
f (&) = sin (&)

Formamos la sumatoria de Riemann (Sy,,)

nosin (- F)sin(54)  nosin (U B)sin(§)
C 2n sin (5 - %) "~ 2n sin (£%)

n 1 sin(§+47)  Vam sin(3) T

2n @ sm(%) 4n sm(%) sin Lﬁ)

81
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Calculamos el limite de esta suma cuando n —
i
hmy 0o —22~ =1

sm(ﬁ)

Por lo que la respuesta del ejemplo es:

f07 sinxdx =1

Como hemos observado la finalidad en este tema, es encontrar el valor de
la integral definida, pero vemos que la utilizacién de la definicién resulta
a veces en calculos muy complicados, por lo que es necesario tomar otros
métodos para su evaluacién, uno de ellos es el que se utiliza las integrales
indefinidas para su célculo, procedimiento conocido como el primer
teorema fundamental del calculo o férmula de Newton Leibniz, donde
es imprescindible que la funcién integrable tenga una antiderivada o
que se pueda encontrar el conjunto de funciones elementales, pero no
toda las veces es posible, por lo que se hace necesario utilizar métodos
aproximados o numéricos tales como la férmula de los trapecios y la
de Simpson como las més conocidas, las mismas que serdn citadas mas
adelante.

3.2.3. Integrales definidas por medio de las indefinidas.

Los casos més relevantes de esta integral son definidas con el limite
superior variable, en donde manifiesta que si la funcién f(x) es continua
en el intervalo[a, b]lafuncién F(x) = /ﬂ ) f(x) dt es una funcién primitiva
de f(x) es decir: F'(x) = f(x) paraa < x < b.

Férmula de Newton — Leibniz
Si F’(x) = f(x), se tiene:

b
/ F(x)dx = F@)[! = F(b) - F(x) (33

Donde la funcién primitiva F(x) se calcula hallando la integral indefini-
da.

3.2.4. Propiedades fundamentales de la integral definida.

b b
/ kf(x)dx = k/ f(x)dx (3.4)

La integral de la suma algebraica de funciones es igual al integral de
cada sumando

b b b
/ (fx)xg(x)£...)dx = / f(x)dx i/ glxydx+... (3.5)
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Sien el intervalo [a, b], donde a < b, las funciones f(x) y g(x) satisfacen
la condicién f(x) < g(x) entonces (figura 3.7):

l?mwsl%m (36)

Como podemos observar en la grafica se ilustra esta propiedad, ya que
el rea del trapecio curvilineo aCDb, es mayor que el drea del trapecio
curvilineo aABb.

Sim y M son los valores minimo y maximo respectivamente de la funcién
f(x)enelintervalo [a, b]y a < b, tenemos (figura 3.8):

b
m(b —a) < / f(x) < M(b—a) (3.7)

Esta propiedad tiene su explicacién de la siguiente manera: El drea
del trapecio curvilineo aABb, estd comprendido entre las dreas de los
rectdngulos aCDb y aEFb.

Sila funcién f(x) es continua en el intervalo [a, b], existe en este intervalo
un punto ¢, tal que se verifique la igualdad

b
[ rwas=0-ase (39)

Si ¢ se encuentra dentro del intervalo [a, b] se verifica la siguiente
identidad (figura ??)

1@@m=lvmw+[@m (39)

Sea una funcién integrable en el intervalo [a, b], entonces la funcién | f|
también es integrable en el mismo y

/ﬂb f(x)dx

En los ejemplos del 1 al 4, hacemos la comprobacién de los valores que
obtuvimos aplicando la definicién.

b
< / |f(x)|dx (3.10)

Ejemplo 3.2.5

y A
et
, D
Al '
. y=f) B
0 a b x

Figura 3.7: Condicién f(x) < g(x)

YA

0 a b «x
Figura 3.8: Area del trapecio curvilineo

aCDb, es mayor que el area del trapecio
curvilineo aABb

VA

y = f(x) B
//’—77//
A |

»
>»

I

I

I

1
0 a c b x
Figura 3.9: Punto C dentro del intervalo
a,b

2 4 6

Figura 3.10: funcién y = x + 1
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X

2 25 3 35

Figura 3.11: funcién y = x*> —3x +2

4

X

1,5 2 2,5

Figura 3.12: funcién y = Va® +34x -5

3

Ejemplo 3.2.6

4 4 4 4
/ (x2—3x+2)dx:/ xzdx—B/ xdx+2/ dx
1 1 1 1

4 4
1 3
= 5(3(3)1— E(x2)1+2x|1
64 48 1 27
=[Z-2+8|-[z-2+2]=Z
(3 2 ) (3 2 ) 6
Ejemplo 3.2.7
1 1
1 1 -1
/axdx: a*| = (a—1)=a—
0 Infa| |, In]al In |a|
Ejemplo 3.2.8
z 5
/ sinxdx:—cosx|g—=—cos< )+cosO—1
o 2 2

Ejemplo 3.2.9

3 3 3 3
/ (‘/F+3\/_—5)dx=/ x3/2dx+3/ x1/2dx—5/ dx
1 1 1 1

3 8
= %xS/Z 3.%353/2
5 3

1

T - 5x|3

1

(§9w/§+2,3\/§—45)—(§+2—5)

1
= g(48\/5 +13) — 45 = 4,2277

Hallar las derivadas de las siguientes funciones:
F(x)= [“Intdt;(x >0) F'(x)=Inx,1-In1,0=Inx

2

2
F(x) = /xx edt; F'(x)=2xe™ —e™*

] = f%\/zcos (£2)dt; | = CZO\S/i‘ + % cos &

F(x)= ["Intdt;(x >0) F(x)=Inx,1-In1,0=Inx
2

F(x) = fxx e~dt; F(x)=2xe™ —e¢™¥

J = fl\/}cos (£2)dt; | = CO” + 5 cos .

b X2+4x+5 /0 x+2)2+1 = (arctan(x + 2))|(1) = arctan(3) — arctan(0) =

1,25rad.
1 3 1 34 1
/o A=dy = /0 (yﬂ)zil = jarctan (y4)|0 = I[arctan(1) — arctan(0)] =

/OE sin® 0d0 = /0% sin? O(sin 6d0) = /0 — cos? 0) d(cos 0) =
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— [cos 6 — 1 cos® 9]|§ =—[(cos Z — 1 cos® Z) — (cos0 — % cos0)] = 3

3 3 rr—vrd g, 3VxHI-VX-T o 3
f ot — = [Py dr= 3o+ 12 - 30— 12|

= (36+ 172 =16 -1P7) - (20 + 102 - Ja - 12 = =4

01 fifz’; = arctan (ex)|(l) = arctan (e') — arctan (¢”) = arctan(e) - £

/On sinh? tdt = fon %(costh +1)dt = % [% sinh 2t + if”;I = }Isinh(Zn) +
T O _ 2 _p—2m + n

2 =3 2

f_ 64 xr—x-— 12\ dx para el calculo de integrales con valor absoluto se

debe determinar primero el signo de la expresién expresién dentro de
las barras ast:

x> —x-12=(x —4)(x +3)

—00 -3 4 —o0

x4 | - |- |+
X+3 | - | + | +
R ‘ + | - |+ ‘

o [-4,6] =[-4,-3]1U[-3,4] U [4,6]

/_64|x2—x—12|dx=/_;3(x2—x—12)dx—f_43(xz—x—lz)dx+[16(x2—x—

12) dx =

-3 6
- [x—; _2 12x”_4—[%3 _2 12x] 14, + [x; _2 12x]|4 = (-9- 2 +36)-
(—% —8+48)—(% —8-48)+(—9— 3 +36)++ (3 - 18 —72)— (% -8 -48) =
227
s

3.3. Integrales impropias

A esta clase pertenecen las integrales que no estdn acotadas, o que su
intervalo de integracién no est4 definido y se les puede clasificar en dos
grupos, las de primera especie y segunda especie.

3.3.1. Integrales impropias de primera especie.

Se les llama integrales impropias de primera especie a las integrales con
funciones continuas, que tienen como intervalos de integracion: | — oo, b],

,+ —00, +
[a, -+e0[ y 0, +oo] A

Primer caso: | — o0, D] y = f(x)

T >

0 a x
Figura 3.13: Integrales impropias de pri-
Si este limite hacia la izquierda existe, se dice que la integral impropia = mera especie(primer caso)

converge hacia ese valor, en caso contrario éste diverge.

/ +mf(mlx = im / Nf<9f) dx (3.11) ] >
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y = f(x)

I
T »

a 0 x
Figura 3.14: Integrales impropias de pri-
mera especie (segundo caso).

»
>

y = f(x)

0

Figura 3.15: Integrales impropias de pri-
mera especie (tercer caso)

y = f(x)

<
X
a b
Figura 3.16: ntegrales impropias de se-
gunda especie (discontinuidad)

—

0b

Figura 3.17: Integrales impropias de se-
gunda especie (dentro de un intervalo
dado)

<
<

a c

y=f)]

Eil |
a 0f' b

Figura 3.18: Integrales impropias de se-
gunda especie (discontinuidad)

Segundo caso: [a, +oo[

+o00 N
/ﬂ f(x)dx = Nligi—loo‘/; f(x)dx (3.12)

De la misma manera si este limite hacia la derecha existe, ésta integral
converge en caso contrario diverge.

Tercer caso: ]—co0, +oo[

oo c N
[m f(x)dx = Mli)rrlm/M f(x)dx +Nll>n:m/6 f(x)dx. (3.13)

En este caso tiene que existir los limites a la izquierda y a la derecha para
que la integral converja.

3.3.2. Integrales impropias de segunda especie

Se llaman integrales impropias de segunda especie, a la integral definida
que no esta acotada en el intervalo de integracion [a, b] éste tipo de
integrales pueden presentar de las siguientes formas:

"7

Cuando la funcién tiene una discontinuidad en el limite inferior “a
(figura 3.16).

b b
/; fx)dx = (13135 -/a+c‘5 f(x)dx. (3.14)

Si el limite existe este integral converge, en caso contrario diverge.

"

Cuando la discontinuidad es “c
decir ¢ € [a, b] (figura 3.17)

, que esta dentro del intervalo dado es

b c—€ b
/ﬂ f(x)dx = llil’(l)./ﬂ f(x)dx +é13(1) -/c+/3 f(x)dx (3.15)

Esta integral converge sélo si existen los dos limites.
Cuando la funcién tiene una discontinuidad en el limite superior “b”

(figura 3.18).

b-6

b
/ f(x)dx = (13111(1) f(x)dx (3.16)

De la misma manera converge sélo si el limite existe. Ejemplos

Calcular las siguientes integrales impropias o determinar su divergen-
cia:



dx

/1‘”_:

Iim
2

Al existir el 1imite, ésta integral es convergente y converge a 1. (figura

N dx
+ hm
N—+oo Jg 1+ x2?

3.20)

+00
/.

dx
1+ x2

N—ooo

/0 dx
= Im
M——co [ 1+ x?

N

— I
1 X N—)oo

! +1=0+1=1

0
[arctan(x)]

(o]

hm
M—- M

Mhm [arctan(0) — arctan(M)]+

lim [arctan(N) — arctan(0)]

N—+c0

T
—arctan(—oco) + arctan(co) = 5 +

Esta integral converge a 7. (figura 3.21)

dx

r

2+4x+9

dx
x2+4x+9

1
Iim /
M——c0 M

— arctan
M—> ) 5

+ lim [arctan(x)]
N—+c0

4
2

1
= Im /
M——0c0

M (x+2)2+5

N

0

=T

M
= [ arctan( 3 )— L arctan(
M—> o0 \/g \/g

= i(0,371 — arctan(—o0))

V5

1
= —(0,3t +0,57) =

V5

0,357

Esta integral converge a 0,357. (ﬁgura 3.22)

1
d
X ym

\/_

=2

1
b_)O!/O‘HS '\/_

= lim 2\/_

6—0

+6

Esta integral converge a 2 (figura 3.23)

[

1-€
:hm/
Vi-x2 €>20Jo

Iim (arcsin(x)) |
e—0

V1 - x2

0

l1n(1) [arcsin(1 — €) — arcsin(0)] = =
€e—

Esta integral converge a 7 (figura 3.24)

/3 dx /1—5 dx 3
——— =1limm —— +Im
0o (x=1)2 -0/, (x

dx

+2

V5

_2%13})0/'—\/0%)

dx
=17 =0 Jipe (x = 1)2

-1 ]l1-5 -1 1P
= him 0 + lim
6—0x—1 e—0|x—1 14e

— 1 — 1
=lm|——mm+—|+Im|—+ —
6—0|1-060-1 0-1 e—=0]|3-1 1+€—1

No existen, esta integral es divergente

]

|
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1.0 +

0.0—F
0 1

Figura 3.19: funcién é

\/

-4-3-2-1 01 2 3 4

. . . 1
Figura 3.20: funcién ——

-+ 0.20
0.15

\ 0.10

0.05

y:

x2+4x+9

T

\ \
——f—rt t
-8 -6

—4 —2 0

. . . 1
Figura 3.21: funcién ————

1.0
0-5 e >
0.0 1.0 2.0 3.0
. . o1
Figura 3.22: funcién Ve

I
I
1.5 |
I
I
I
I
I
I
1.0 4— .
0.0 0.5 1.0
Fi 3.23: funcién —
igura unc10n@
1.0
_ 1
0.5 Y= iy
00 T % ' % \>
0.0 1.0 2.0 3.0

. . s 1
Figura 3.24: funcién Iyl
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3.4. Cambio de variables en la integral definida

Si la funcién f(x) es continua en el intervalo [a4, b] y x = g(t) es una
funcién continua conjuntamente con su derivada g’(t), en el intervalo
[t1, t2] donde a = @(t1) y b = @(t2), y la funcién f(g(f)) es definida y
continua en el segmento ¢; < t < t;, tenemos:

b ty
/ fo= [ sl e G1)

Lo que quiere decir esta definicién es que, el momento que se cambie de
variable a la funcién integrable, también tenemos que cambiar los limites
de integracién. Ejemplos:

Ejemplo 3.4.1 Encontrar el valor de la siguiente integrales valiéndose
de sustituciones adecuadas:

29 _ "\2/3
/ =P
3 (x—2)2/3+2
3 (13)°° 312dt 34 :
e P Pl s,
1 (t3)2/3+2 1 2+ 2 1 >+ 2

3
Iy

[ +3 4 t
=3|=-2t+ —arctan(—)

:3 i V2
(2= L)) - (224 (L)

[ 5
=3|3+mn) - (—5 +O,557'()] =14 -1,357

Sustitucién:
x =2 =13 > dx = 3t2dt

Cambio de limites: Six=3; t=1 ysix=29 — t=3

Ejemplo 3.4.2 Encontrar el valor de la siguiente integrale valiéndose
de sustituciones adecuadas:

T o 2dt - dt
—dx = — 1 —2 Im L2
0 3+2cosx 0 34 2(1-t2) M—co Jo 34+3£242-2f2
1+£2 1+£2

M

®dt 1 t
=2 lim ——— =2 Iim — arctan | —
Maoo‘/o‘ t2+5 M%m\/g (\/g)

1 1
=2 Iim (— arctan (M) - — arctan(O))

e\ \VB) VB

0

s

V5

Sustitucién:tan 5 = t — x = 2arctan(t) — dx =

2dt . _1=t2
1427 COSX = 1o

Cambio de limites: Six=0; t=0 y si x=m — t=o00

Ejemplo 3.4.3 Encontrar el valor de la siguiente integrale valiéndose
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de sustituciones adecuadas:

/1V1—x2dx '/72T cost.costdt_/g cos? t dt
V2 z sin? ¢ z sin’t

s

3 3
/ cot? tdt = / (csc?t — 1) dt
: :

Sustitucion:

x =sint — t = arcsin(x) — dx = costdt : V1 — x2 = cost
V2.

Cambio de limites: Six=3; t=% ysix=1 — t=7

Ejemplo 3.4.4 Encontrar el valor de la siguiente integrale valiéndose
de sustituciones adecuadas:

o ¢ P 2o2tdt 2 2tdt
ex+3 o P2+1+3 Jy t2+4

= In|t* + 4|} = [In]8] - In|5]] = 1n§

Sustitucion:
eX—1=12 > eX¥ =12 +1 — e¥dx = 2tdt
Cambio de limites

Six=0;, t=0 y six=In5) — t=2

Ejemplo 3.4.5 Encontrar el valor de la siguiente integrale valiéndose
de sustituciones adecuadas:

2 4
5 1
In|x + = + X > 21
= In - = ==
2 4
1/3
7 +2V7
+\/?‘—1' =1 V7
9
Sustitucion:
x=1- dx:_t—‘jt y t=1

Cambio de limites

Six=1, t=1 y si x=3—> t=

(e8] o

89



4 Calculo aproximado de integral definida

4.1. Calculo aproximado de la integral definida

En este numeral vamos a citar las dos férmulas mds utilizadas para
aproximar las integrales definidas, cuando no podemos encontrar la
primitiva de la funcién integrable.

4.1.1. Férmula de los trapecios

Para encontrar la férmula de los trapecios procedemos de la siguiente
manera

Dividimos el intervalo de integracién [a, b] en n partes iguales, y forma-
mos trapecios rectangulares con una altura uniforme igual a Ay y bases
Yo Ny, Y1 N Yo ... Yu_1 N Y, respectivamente.

Encontramos el 4rea de cada uno de estos trapecios rectangulares forma-
dos asi:

A = (yozyl)Ax;Az = (]/1 ;yz)Ax,...,An = (M) Ax
(4.1)

Formamos la sumatoria de las respectivas areas.

Sn=(w)Ax+(#)Ax+...+(M)Ax

2
=Ax[%+y1+y2+---+y7"]

= Ay [yo+2y1 +2y2 + - -+ + 2Yn—1 + Yu]

Aproximando a la integral y con A, = b%“ obtenemos la férmula de los
trapecios:

b
b —_
/ fx)dx = 7{1 [Vo+2y1 +2y2 + -+ 2Yn-1 + Yul (4.2)

41 Calculo aproximado de la
integral definida . . . .. 91

4.1.1 Férmula de los trapecios 91

4.1.2 Férmula de las pardbolas

ode Simpson ....... 92
4.2 Calculo de areas de las
figuras planas . ... ... 93
4.2.1 El 4rea en coordenadas
cartesianas: ........ 94
4.2.2 El 4rea en coordenadas
polares ........... 95
4.3 Calculo de lalongitud de
arco de una curva . ... 100

4.4 Caélculo de volimenes de
revoluciéon. . . . ...... 105
4.4.1 Método de los discos. . . 105
4.5 Caélculo del drea de una
superficie de revolucién 113
4.6 Aplicaciones fisicas de la
integral definida . . ... 115

)

0 Xo X1 X Xn-1 Xpn x

Figura 4.1: Integral en n partes iguales
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0 X0 X

Xn-1 Xn X

Figura 4.2: Trapecios curvilineos

Tabla 4.1: Integral definida —L.
T+x

x y

xO:? yozllTolzl
JC1=§ y1=m=0,985
Y2=71 Y2 = e = 0,941
X3=13 y3=m20,878
X4=% y4=m=0,8
X5 =3 y5:1+(51W:0,719
X6 =31 Y6 = ey = 0,64
X7=§  Y7= rrprp = 0,566
xs=1 Ys=17qp =05

4.1.2. Férmula de las parabolas o de Simpson
Para encontrar la férmula de Simpson procedemos de la siguiente mane-
ra
Encontramos el drea de cada uno de los trapecios curvilineos limitados
por las pardbolas de segundo grado y = ax? + bx + ¢, cuya férmula es:
h
A= §(y0+4y1 +y2)
h
Ar=3 o +4y1+ 1)

h
Ay = 3 (y2 +4ys + ya)

h
Ay = 5 (yn—Z + 4yn—1 + yn)

Formamos la sumatoria de las respectivas dreas

h h h

g(yo +4y1 + ) + 5(}/2 +4ys+ys)+... + g(]/n—z +4yp-1+yy)
h

= 3 [yo+4y1 + 2y +4ys + ... + 2y +4Yu_1 + Yu]

h
=3 (o + 2Yn—2 +4Yn-1 + Yn)

Aproximando a la integral y con i = h%” obtenemos la férmula de las
parédbolas, aqui el nimeros de divisiones (n) tiene que ser siempre par:

b
b—a
/ fx)dx = e [yo+4y1 +2y2 +4ys + ... + 2Yn— + 4Yn—1 + Yn|
a
(4.3)

Ejemplo 4.1.1 Encontrar el valor aproximado para n = 8 y el exacto
cuando se puede encontrar éste, de los siguientes ejercicios de integrales
definidas.

1
. % = arctan(x)hl) = arctan(1) — arctan(0) = § = 0,7853. que es el
valor exacto.
Para encontrar los valores aproximados cuando n = 8 tenemos:
Determinamos el intervalo de calculo.

Para mayor facilidad de encontrar los valores de o, y1, . .
mos una tabla de la siguiente manera. (Tabla 4.1)

., Yg realiza-

— _1-0 _ 1
h=A=% =3

Valor por la regla de los Trapecios:
/1 dx
0 1+x2

1
TglL +2(0,985) +2(0,941) + 2(0,878) +2(0,8) + 2(0,719) +2(0,64)

Q

0,757375

Q
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Resultado por la férmula de Simpson:

1 dx
0 1+x2

~ ﬁ[l + 4(0,985) + 2(0,941) + 4(0,878) + 2(0,8) + 4(0,719) + 2(0,64)

+4(0,566) + 0,5]
~ 0,76725

Ejemplo 4.1.2 Encontrar el valor aproximado de la siguiente integral

fon V1 + cos? x dx

Tabla 4.3: Integral definida V1 + cos? x.

x y
— — =0 _
h=A=% =% X0=0 yo=1414
Valor por la regla de los Trapecios: x1=g y=1414
n Xy = % Y2 = 1,225
Jy Vi+costx x3= 32 3 =1,071
1 xg=% yg=1
~ 22 [2(1,414) +4(1,361) + 4(1,225) + 4(1,071) +2(1)] st =107
mt Xe = Tn Y6 = 1,225
X /(; V1 + cos? x X7 = 7?7'( y7 = 1,361
~ 1,216

Resultado por la férmula de Simpson:

fon V1 +cos2x =

1
~ 57121411 +8(1,361) + 4(1,225) + 8(1,071) +2(1)]
~ 1,216

4.2. Calculo de areas de las figuras planas

Esta es una de las primeras aplicaciones de la integral definida, podriamos
decir que es la aplicacién directa de la interpretacién geométrica. Vamos
a considerar el célculo de dreas en coordenadas cartesiana (x, y), de
ecuaciones dadas en forma paramétrica y de figuras dadas en coordenadas
polares.

Si una grafica continua estd dada en coordenadas cartesianas como
funcién de ”x” es decir por la ecuaciéon y = f(x)[f(x) > 0], el area es la
" rn

del trapecio mixtilineo limitado por la curva y = f(x), el eje de las “x” y
las rectas verticales x = a y x = b y viene dado por la expresion:

b
A=/ f(x)dx (4.4)

Demostracién:

Consideremos una particién del segmento cerrado [a, b], P =[xo, x1, ..., Xx]
donde el i-ésimo sub- intervalo [x;, x;11] tiene longitud A;x = xj41 — x;

y tomamos ¢; € [x;, xi+1] para i =1, 2,3, ..., n luego trazamos los
rectangulos que tienen una altura f(¢;) y ancho A;x unidades.
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y=fx)
fei)

| N

0] a ei p\U X

Figura 4.3: Region bajo una funcion

Figura 4.4: Region de una funcién bajo

elejey

y=fx)
y2 = f(x)

[ |
! |
3 :
0 a =

0 i =gk)
Ax
Figura 4.5: Regién entre dos funciones
bajo el eje x
y=f()
dlo__ /- ___

0] x =gy x

Figura 4.6: Regién entre dos funciones

bajo el eje y

4.2.1. El drea en coordenadas cartesianas:

Si encontramos el rea del i-ésimo rectdngulo tenemos: A;A = f(¢&;)A;x,
pero como son n rectangulos, entonces el area de los n rectdngulos es la
sumatoria de todas estas dreas asi [8]:

iAiA = Zn:f(ei)Aix (4.5)
i=1 i=1

Esta expresién no es mas que una sumatoria de Riemann, la misma que
al llevarle al limite cuando |A;x| — 0 o cuando cuando el nimero n de
divisiones tiende al infinito, obtenemos la férmula para encontrar el drea
en coordenadas rectangulares.

n

b b
A= Im Zf(ei)Aix = / flx)dx > A= / f(x)dx (4.6)

|Ax]—0 -1

Como es necesario siempre realizar la gréfica, si observamos que una
parte del area esta debajo del eje “x” es decir es negativa, para hallar el
drea de esta region serd inevitable poner a la férmula con valor absoluto

asi:

b
A= [ 1ol (47)

La misma tenemos que calcularla como la suma algebraica del area
positiva (figura 4.3) menos el drea negativa, si c es el punto donde nace
el drea negativa y se cumple que 2 < x < b tenemos :

b c b
A= [ifendr= [ fear- [Creone @)

Cuando tenemos la region (figura 4.4) que estd limitada por, las rectas

horizontales y = ¢,y = d y el eje “y”, las franjas diferenciales les hacemos
horizontales y la expresién que nos permita calcular esta drea es:

d
A=/'ﬂww (4.9)

Si la regién estd entre dos curvas (figura 4.5) y1 = g() N y2 = f(c) con
el mismo segmento [a, b] siendo f(x) > g(x) en todo el intervalo, la
férmula para calcular esta drea es:

b
A= [ 170 - gt (.10)

Para la region (Figura 4.6) que estd entre las curvas x1 = f(y)Nx2 = g(y)
en el segmento [c, d] siendo en todo el intervalo, la férmula para calcular
el drea es:
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d
A=/[ﬂw—awm/ (1)

4.2.2. El area en coordenadas polares
Sear = f(0) la ecuacion de la curva en coordenadas polares, donde f(6)
es una funcién continua en el intervalo [a, f]

El 4rea OAB de la (figura 4.7) que estd limitada por la curva r = f(6)
y los rayos que forman los dngulos « y 8 con el eje polar se determina
por:

1 B
A= 5 /a (f(6))*do (4.12)

Demostracién:

Para determinar el drea del sector circular OABO, dividimos en n partes
arbitrarias el intervalo [«, f] de tal manera que @ = Gy < 01 < --- . <
0; < 0j41... < 0,1 <0, = p designando como AO; coni=1,2,...,n
los angulos formados por los rayos vectores trazados en la figura 4.8,
quedandonos un sector circular de radio vector r; y dangulo central
AO; cuya area es igual AA = %HZAGI- como son n sectores circulares,
formamos la sumatoria de Riemann, la misma que al llevarle al limite
cuando |A0G;| — 0, tenemos la férmula con integrales para hallar el drea
de una regién dada en coordenadas polares.

1< 1 [P 2 1 rf 2
A—Aléilnl)ozgrlzx&—z/a rde—uq_zfa [f(0)]?dO (4.13)

De la misma manera que en coordenadas rectangulares, la regién R
(figura 4.9) puede estar limitada por dos curvas r1 = f(0) y r2 = g(6)
en el intervalo [a, §] para f(6) > g(0) en todo el segmento, la expresion
que nos permita calcular esta drea es:

1

a=Lfr ? *|d
=5 [ 102 ~(s(0)7] ao 414)

Ejemplo 4.2.1 Calcular el area de la figura limitad por la pardbola
y = 4x — x? y el eje de abscisas (figura 4.10)

En este caso podemos observar que el drea es positiva y negativa, por
lo que es necesario poner a la funcién en valor absoluto, y aplicando
su definicién proceder a calcular.

95

A /2

r=f(0)

0]

>
»

P

Figura 4.7: Area en cordenadas polares

A /2
A
r=f()
T B
0 P
Figura 4.8: Area en cordenadas polares
des A hasta B
A /2
A

0

P

Figura 4.9: Area en cordenadas polares
entre dos funciones

Figura 4.10: funcién y = 4 x + x?



96 | 4 Cilculo aproximado de integral definida

X

-3 -2 -1

Figura 4.11: funcién y =

1

|x? - x

|

1 1 3
+ -+ ===
123 12 2

Calcular el drea de la figura comprendida entre la curva de Agnesi
y= ﬁ y la pardbola y = %2 (figura 4.11)

En estos ejemplos seguimos los siguientes pasos:

Determinamos los limites de integracién analiticamente, resolviendo
el sistema formado por las dos ecuaciones dadas.

=
{y_};xz (1)
y=7%

Igualando (1) y (2) tenemos

1 x?
1+x2 2
2=x%+x*

xr+x2-2=0
Factorando
(x* +2) (x* —1) =

H <

1

Hacemos el grafico en el intervalo de integracién con preferencia, para
poder tener bien claro lo que debemos hacer.

Procedemos al cdlculo del 4rea, determinando la integral definida
observando el gréfico, en este ejemplo utilizamos la simetrfa existente.

1
A=z [
0

=2 (arctan(l) = %) =

1

1+x2 2

2 3
LI x_] dx =2 [arctan(x) - %}

0
371 —
e Zu2
6

Ejemplo 4.2.2 Calcular el area de la figura limitada por la curva

"1

x=2-y—-y?yeleje”y”.

En este ejemplo utilizamos la férmula, cuando se usa franjas horizon-
tales es decir cuando x = f(y)

2

1 3y |1
A:/ 2—y-y)d :(2 —y——y—)
L Cry-y)dy =y -5 -

e

Determinar el 4rea de la figura limitada por las curvas y> =3 —x y
y? = x figura (34)

En este ejercicio seguimos los pasos del ejemplo 3.
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Determinamos los limites de integracion analiticamente, resolviendo
el sistema formado por las dos ecuaciones dadas.

y?=3-x
yr=x

Igualando (1) y (2) tenemos:
3—x=x—>2x
3
=3 -5 x= 5(3)

Reemplazando (3) en (2) encontramos el valor de los limites, ya que
vamos a usar franjas horizontales:

AL

Realizamos el grafico.

Procedemos al calculo del drea, determinando la integral definida
analizando el gréfico, en este ejemplo utilizamos la simetria existente.

Ejemplo 4.2.3 Hallar el 4rea de la figura limitada por la curva dada
en forma paramétrica:

3/2 3/2
_ 22 _ _ 5,2
A—2/0 B-y*-y*)dy 2/0 (3-2y%) dy
3
- )m-afn -3

Ejemplo 4.2.4 Hallar el 4rea de la figura limitada por la curva dada
en forma paramétrica.

X =acos’t

y=asin’t
1 4rea limitada por una curva dada en forma paramétrica, se calcula
con la misma férmula de coordenadas cartesianas, poniendo f(x) =
y = h(t) obtenemos derivando x = g(t) y los limites de integracién se

obtiene haciendo R a t en el intervalo de [0, 27t] 0 haciendo como en el
cambio de variable asi: f(x) = y = asin®¢

X =acos®t — dx = —3acos® t sint dt
Cambio de los limites

tzarccosé/%, parax =0,t = %; yparax =a,t =0



98 | 4 Cilculo aproximado de integral definida

270

Figura 4.13: funcién 2 sin (20)

£l

2

a a 0
S=/ f(x)dx=4/ ydx:4/ asin®t3acos®t (—sint)dt
-a 0 e

3 31 1
= 12a2/ sintt cos® t dt = 124 / i sin? 2t E(l — cos 2t)
0 0

32 %1
=2 [—(1—cos4t)—sin22tc032t] dt
2 Jo |2
3a% (1, 1 15 0\
= — [zt — = sin4t — = sin’ 2¢
> (2 g sin 3 i )0
3 3a’ 3
- §m2 e % (%) - §m2 i

Ejemplo 4.2.5 Hallar el 4rea de la superficie comprendida entre el eje
de las “x” y un arco de la cicloide x = a(tf —sint), y = a(1 — cost)

2a 2n
A= ydxz/ a(1—-cost)a(l-cost)dt
0 0

27 2n
a? (1—cost)*dt = LZZ/ (1—2cost + cos®t) dt
0 0

2n 1
aZ/ [1—2cost+ E(l+cos2t)] dt
0

27
2

1 1
a? [t —2sint + Et + 1 sin2t} = a’(2n + n) = 3na’u

0

Determinar el area de la figura limitada por la gréfica de la funcién
y=x2-3x|+2yelejex

Para graficar una funcién de segundo grado y = ax?+bx +c se necesita
hallar lo siguiente:

Intersecciones con los ejes:

Interseccion con el eje “x”, cuando 0 = x2 —3x +2 — (x = 2)(x — 1) =
0—-x=2Nnx=1

"oy

Interseccién con el eje “y”, cuando x =0, y =2

Coordenadas del vértice:
b _ -3

Y=" =772 %

7

NI

_ —b?+dac _ -9+8 _
Y= =71 =
Al observar la gréfica, vemos que existen tanto 4reas positivas como
negativas, por lo que para calcular su valor es necesario poner a la
funcién dentro valor absoluto y proceder de la siguiente manera,
utilizando la simetria quedarfa:

1
1

& 2 & 2
Y EAE S [T Y
3 2 .
1 1 12
Y S DY | P [ R PY | = P
3 2 3 3 2 6
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Ejemplo 4.2.6 Hallar el area de la figura limitada por la curva r =
1+ cos®

Utilizando la simetria
S=12 ["(1+cos0)d6 = (6 +sin 0)|f = mu?

Determinar el drea que se encuentra dentro de la curva r = 2sin20 y
fuera de la circunferencia v = 1

Determinamos los limites de integracién analiticamente, resolviendo
el sistema formado por las dos ecuaciones dadas.

r =2sin26
r=1
Igualando (1) y (2) tenemos:
2sin26 =1

1
in20 = -
sin 5
20 = arcsin !
= arcsin | 5
=Z(-DfF+nk (ke0,+l, etc)
Dando valores a “k”, hallamos las intersecciones de las graficas ast:
Si:k=0,k=1,k=2k=3

=L 9= g=Lr g_1n
O0=10,0=100=49,0=7

Entonces los puntos de interseccién son:

s 5n 131t 17n
(L5 15 L5), 05
Y para encontrar las otras intersecciones se resuelve la ecuacién
2sin20 = -1

obteniendo los siguientes puntos:
(-1 %), (-1 5), (-1 %), (-1 5F)
Realizamos el grafico.

Procedemos al calculo del drea, determinando la integral definida
analizando el grafico, en este ejemplo utilizamos la simetria existente.

1 57'(/12
A:4—/ (4sin*26 — 1) d6
T

2 Juj12

51/12 1
=2/ [4—(1—cos49)—1] de
/12 2

. 5m/12
=2[260 —sin46 - 0] |
/12

50 1 . 51t T 1 . T
—2[(E—Esm4(ﬁ)—(ﬁ—§sm4(ﬁ)))}
51 V3 w3 n V3 2
=2|—=+—-—=+—(=2(=+ u
12 4 12 4 3

2

99
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a Xj Xis1

Figura 4.14: Longitud de un arco de una

curva

0,5 1 15

Figura 4.15: funcién y = 2v/x

2,5

4.3. Cilculo de la longitud de arco de una curva

Definicién.- Sea f : [a,b] — R una funcién continua en el intervalo dado,
entonces la longitud de arco de la curva y = f(x) desde el punto cuya
abscisa es a, hasta el punto cuya abscisa es b viene dado por la férmula:

b d]/ 2
s=‘/a ‘/1+(§) dx (4.15)

Consideremos una particién P = {xg, x1,...,x,} del intervalo [a, b],
talquera=xp<x1 <...<Xx, =D

Demostracién:

Del triangulo rectangulo ABC de la figura se tiene:
Donde
Dividiendo la expresién por Ax? tendremos:

Como f es continua en [x;41, x;] y f’(x) existe en el mismo intervalo,
entonces por el teorema del valor medio

Luego de (2) y (1) se tiene:
A la férmula anterior le podemos expresar de la forma:
Donde

En esta forma el diferencial del arco, realizdndole algunos procedimientos
algebraicos, nos permite encontrar todas las férmulas para calcular la
longitud del arco de una curva dada, en cualquier forma y coordenadas
asi:

Sila curva estd dada por x = g(y) entonces el diferencial de arco es:

f dx |\ b / dx\?
ds = (@) +1dy—>s_‘/a (@) + 1dy (4.16)

Cuando la funcién viene dada por ecuaciones paramétricas tenemos:

ty
s =\ OF + ok, s = [ wor + o)

Y si la funcién esta definida en coordenadas polares es decir ¥ = f(0) el
diferencial del arco es:

ds = \[r2 + (f(0))*d6, s= / N \r2+(f(0))°d6
01

Ejemplos:
Ejemplo 4.3.1 Calcular la longitud de arco de la parabola y = 2v/x
desde x = 0 hasta x = 2 (figura 4.15)
Solucién:

En este ejemplo utilizamos la férmula (1), para lo cual primero encon-
tramos su derivada y luego de elevarle al cuadrado reemplazamos en
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la misma.

_ /_i /2_1
y=2vVx V=7 V=3

s—/ w/1+ dx—/ x+l
_/ Et —2tdt _/""t 2tdt
o (12 — 1) \z (t2 - 1)
/ 2tdt
= lm
N—oo \/— (#2 -

—t N gt
= Im |[[=—]|A/= + —
Nooo [\t2 -1 2 \/ﬁ 2 -1

= hm » —N + 3/2+ 1ln—t_1 | ﬁ
S Nowo|[\N2-1) 31 \2 [t+1 \3/2

[( -N 1
=1 - _
i [(555) o+ (3l - e )
=V6-1In \/— \/_

Ve

Cambio de variable:
S e

X t2-1 (f2-1)%

Cambio de limites:

t=1/x7”,parax=0, t=co y parax=2, t=\/§

Ejemplo 4.3.2 Hallar la longitud del arco de la rama derecha de la
tractriz

x=+/a2-y*+aln

Desde y =ahastay =b(0 <b < a)

VT

y

Solucién:

En este ejemplo utilizamos la férmula (2), para lo cual encontramos su
derivada y luego de elevarle al cuadrado reemplazamos en la misma

a++/a%—y?
x=4/a2—y2+aln R ot

y

dx
7 dy

’

101
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, y y ﬂ?_yz—(ﬁm)
—yz—a\/m—azwz
a(\/az—y2+a)

2

X

—y a -yt 2P

=+ =
VaZ=y2 yVa2—y?  ya?-y? y

2
() = y

s_/ﬁdy/Wd

= —=a1n| ||“=aln|—|u
«/b y Yllp b

Calcular la longitud del astroide x5+ y

2 2
3 3

=a
Solucion

En este ejemplo el procedimiento es igual al del ejemplo 1

23 4 4218 _ 218 _, %x—m + §y—1/3 e
1/3
¥y
0=y = /3

/2_]/
v —m

a / 2/3 a 2/3 2/3
_ Yy _ X +y
S—4/ 1+mdx—4'/ de
—4 a?/3 = 4111/3 “ dx — 4413 3 22| | &
x2/3 x1/3 2 0

=4 1/3 2/3| _ =45
a [2 au

Ejemplo 4.3.3 Determinar la longitud total de la curva r = a sin
dada en coordenadas polares, y cuyo valor de 0 varfa entre 0 < 0 < 37

30
3

Solucién: En este ejemplo utilizamos la férmula (4), encontramos su
derivada y luego de elevarle al cuadrado reemplazamos en la misma
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50
r=asm —
3

0

’ . 29
r =asm- — COS —
3 3

0 0
(r")* = a®sin* = cos? =

3n
s =/ \/1125in69+azsin4g-cos2 Qd@

0
3n

/ azsm — sm —+cos2 )d@

0

3n
=a/ sin® —d@— / 1(1—cos§)dﬁ

0 0 2 3

6 3 . 20\ 3m 3n 3 . 3an
=al=-—-sin— || =a ?—Zsm2n =—u

Ejemplo 4.3.4 Calcular la longitud del arco de la pardbola semict-
bica y> = x> esde el origen de coordenadas hasta el punto cuyas
coordenadasson x =4,y y = 8.

Solucién:

El procedimiento es igual al del ejemplo 1.

2 =23
2yy’ = 3x?
o3
=%y
, 9x* 9x 9
V)= =%

492 s
s—/ 1+ xdx— / V4 + 9xdx

= % [5(4 + 9x)3/2] =% [(4 +36)%2 — (4)%2

= 2l7 [(40)3/2 -~ (4)3/2] - 217[8,10@_ 8] = %[mm 1]

Ejemplo 4.3.5 Hallar la longitud total de la curva cuyas ecuaciones
paramétrica son:

x =a(2cost —cos2t);y = a(2sint —sin2t)
Solucién:

En este ejemplo utilizamos la férmula (3), como siempre encontramos
sus derivadas y luego de elevarle al cuadrado reemplazamos en la
misma.

x = a(2cost — cos2t)
x" = a(-2sint + 2sin2t)

(x')2 = 44> (si1r12 t — 2sin f sin 2t + sin® 2t)

103

0,5 1 1,5

Figura 4.16: funcién Vx3

2,5
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y =a2sint —sin2t)
Yy =a(2cost —2cos2t

(') = 4a? (cos® t — 2 cos t cos 2t + cos® 2t)

5= )7 \[4a? (sin? ¢ — 2sinsin2t +sin?2t) + ..

...+4a?(cos?t — 2 cos t cos 2t + cos? 2t) dt

2m

=2a V2 — 2sin t sin 2t — 2 cos t cos 2tdt
0

27
=2V2a V1 — (sint sin 2t + cos f cos 2t )dt
0

27 21
t
=2\/§a/ Vl—costdt:Z\/Ea/ A[2sin? Edt
0 0
271 21

t
:4u/ sin —dt = 8a —cos£
9 2 2|,

= 8a(— cos(m) + cos0) = 8a(1 + 1) = 16au

Ejemplo 4.3.6 Calcular la longitud total de la curva r = 2(1 + cos 9)
dada en coordenadas polares.

El procedimiento es igual al del ejemplo 4
7 =2(1+ cos )
7' =—-2sin0O

(')’ = 4sin? O

s
s :2/ \/4(1+c059)2+45in2 0do
0

U
:4/ \/1+2c056+cos26+sir12 0do
0

T T
=4/ V2+2c059d9=4\/§/ V1 + cos 6d6
0 0

T 0 o0 o
= 4\/5/ 2cos? —df = 16/ cos —dO = 16sin —| = 16u
sV 2 , 2 2|,

Ejemplo 4.3.7 Sea la region del plano limitado superiormente por
x% + y? = 2 e inferiormente por x? = —y3

Halle la longitud del contorno de la regién R.
Solucién:

Determinamos los limites de integracién, hallando la interseccién de
las curvas.
2,2
x“+y-=2
1
{ ellp O
Ponemos (2) en (1) =43 +y> =2 - > —y2+2 =0 > y = -1
reemplazando este valor en cualquiera de las 2 ecuaciones obtenemos
los puntos de interseccién. Py = (1, -1) N P; = (-1, -1)
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x2 =y
Encontramos la longitud del contorno de la siguiente manera:
st =2(sap +s0a) (I)
Calculando Sy, se tiene que x = 2 —y? parax > 0 .. ¥’ = ;y -
=V
entonces:
dy
_ 3\/5 -
-4
3y?

l( y) ]_1 (1 13;/_3)_(13\/5—8)u

Reemplazando (1) y (2) en (I) tenemos la solucién.

(3«/’ 13«/@—8) _ 81V2 + 52413 — 32
4

5= 27 54

4.4. Calculo de volimenes de revolucion.

Definicién.- Un sélido de revolucion es aquel que se obtiene al rotar
una regién plana alrededor de una recta en el plano, llamado eje de
revolucién [9]

Para calcular el volumen de un sélido de revolucion existen dos técnicas
de calculo que son las siguientes:

4.4.1. Método de los discos.

Definicién.- Consideremos una funcién f continua en un segmento
cerrado [a, b] suponiendo que f(x) > 0 Vx € [a,b]y sea S el solido
de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje “x” la regién R
limitada por la curva y = f(x) en el eje x y las rectas verticalesx =a 'y
x =b,yseaV el volumen del sélido resultante al cual definiremos por:

el ov e [ (o] as
/ /

(4.17)

V= lIim Zn(f(e)) Aix =1

|Ax|—0 Py

Método de los discos para una regién R limitado por dos curvas.

Notas importantes:

105

0 a

o 1 :
of a\/ b x

Ax

i-ésimo disco circular

Figura 4.18: Método de los discos
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Yir1
Yi

i
| |
| |
| |
| |
j |
a X; Xis1 b x

Figura 4.19: Funcién continua

Ax
\ &(ei)
L >

i-ésimo disco circular

Figura 4.20: Método de cortezas cilindri-
cas

Método de las cortezas cilindricas o de las arandelas.

Definicién. Consideremos una funcién f continua en un segmento
cerrado [a, b], suponiendo que f(x) > 0,Vx € [a,b], ysea S el s6lido de
revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje i la regién R limitada
porlacurva y = f(x), el eje x y las rectas verticales x =a y x = b, y sea
V el volumen del sélido resultante el cual estd definido por:

b b
= hm ZZnel(f(e ))Ax—2n/ xf(x)dszn/ xf(x)dx

|Ax]—0

Dividimos la region R en n franjas verticales y trazamos los rectdngulos
correspondientes. Uno de ellos le hacemos girar alrededor del eje en

forma paralela, produciéndose un anillo cilindrico de altura &, radio

interior rq, radio externo r,, y volumen. V = 7t (rz: - r%) h.

Aplicando este concepto al i-ésimo anillo circular, que resulta de girar
alrededor del eje y el rectangulo diferencial tendriamos:

AV =7 [x3,, — xi?] f(ei) = m(xis1 + x3) (xi41 — Xi) f (€3)
(x1+1+x)( X1 = xi) f (€1)

Si tomamos:

M = €; punto medio del segmento [x;, X;t1]

(xi+1 — x;) = Aix espesor de la franja diferencial

Tenemos:

AV =2me;f (€;) Aix volumen del i-ésimo anillo circular

Como son n discos anillos circulares, entonces el volumen de los n anillos
es:

n n
Z AiV = Z 27‘(€if (61‘) A,-x
i=1 i=1

Esta expresion no es mas que una sumatoria de Riemann, la misma
que al llevarle al limite cuando |A;x| — 0 nos da el volumen del s6lido
generado, obteniendo asi la férmula para encontrar el volumen del sélido
por medio del método de los caparazones cilindricos.

b b
V= lIm ZZne,f(e)Ax—Zn/ xf(x)dszn/ xf(x)dx

[Ax|—
Notas:

1. En este método podemos diferenciar dos elementos importantes en la
férmula, uno que es x, considerado como radio de giro y f(x) que es la
altura del rectdngulo.

Si la region esté limitada por dos curvas continuas f(x) y ¢(x), en donde
f(x) es mayor a g(x) en el segmento dado, lo tnico que cambia es la
altura del rectangulo de f(x) a f(x) menos g(x), quedando la fé6rmula
de la siguiente manera:

b
v=2n [ xlfe) - gl
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2. Si las regiones anteriores, en vez de girar alrededor del eje “Y”, tienen
como eje de revolucién una recta x = k, siendo a > k lo que cambia las
férmulas es el radio de giro de x por (x — k), quedando asi:

b b
V:2n/ (x-k)f(x)dx y V:ZR/(x—k)[f(x)—g(x)]dx

3. En caso que las regiones anteriores, en vez de girar alrededor del eje
“Y”, tienen como eje de revolucién una recta x = k, siendo a < k lo que
cambia en las férmulas es el radio de giro de x por (k — x), quedando
ast:

b b
V=27'c/ (k=x)f(x)dx y V:27'c/ (k= x)[f(x)— g(x)]dx

Método de las secciones planas paralelas conocidas.

l/ ”

Si las secciones son perpendiculares al eje “x”, el volumen del sélido S es

dado por la férmula:
Ejemplos:

Ejemplo 4.4.1 Solucién: Primero encontramos las intersecciones de la

gréfica con el eje de las “x”, estos serdn los limites de integracion.

Aplicando la férmula de los discos tenemos:

3
n/ (- x2+2x+3)2dx

1%

x* +4x% + 9 — 458

—6x% + 12x) dx

1,
/!

= xt —4x® - 2x% +12x +9) dx
1
i >
=7'c(——x ——+6x +9x)
5 -1
243 54 -1 2 5127 4
=22 -81- 2 454+27) - [ 2 -1+ Z+6-9
" (5 3 ) (5 3 )] 15

Ejemplo 4.4.2 Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar
alrededor del eje “x”, la superficie comprendida entre las pardbolas

y = x2/ y = '\/}
Solucioén:

a. Primero encontramos las intersecciones de las gréficas, resolviendo
el sistema, los mismos que serdn los limites de integracién.

(1%

Hacemos la gréfica.

Y y = f(x)

Radio de giro : x
D »

107

y
—

Ax

Y

Figura 4.22: Cilindo de espesor Ax

Figura 4.23: Seccién de espesor Ax

=y
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Aplicando la férmula de los discos tenemos:
1 2,5
—n/ [(\/_)2 2)2]dx:n/ (x—xﬂdxzn(%—%)
0

0 1 1 3nu3
I 10

Ejemplo 4.4.3 Un depésito de gasolina tiene la forma de un sélido de
revolucién que se obtiene al girar la regién en el plano limitado por las
curvas y? — 3y = 2x y x — y + 2 = 0 arededor del eje de las x. ;Cudl es
el volumen del depésito?

Solucién:

a. Primero encontramos las intersecciones de las curvas, resolviendo
el sistema (), los mismos que serdn los limites de integracién.

Y3 =3y =2x > x =35 (y*-3y)
xX—y+2=0—->x=y-2

Igualando (1) y (2) tenemos:

Reemplazando (3,1) N (3,2) en 2 tenemos x = 2y x = —1 respectiva-
mente

Hacemos la gréfica.

Para realizar la gréfica de la pardbola realizamos la siguiente modifica-
cion:

Aplicando la férmula de los discos tenemos: V = V1 + V5.

/ 6«/2x+ dx+
%
/ w/2x+9+2x+2—x —4x -4

/ 1

=7 6 2x + dx+ 2x+——x —2x+2
9
-8
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Ejemplo 4.4.4 Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar
alrededor del eje “y”, la superficie comprendida entre las parabolas

Y= le y= \/}
Solucién:

Primero encontramos las intersecciones de las gréficas, resolviendo el
sistema (), los mismos que serdn los limites de integracién.

=
y=Vx
Hacemos la gréfica.
Hacemos la gréfica.

Despejando x como funciénde y x =y N x = y2.

V:n/ol[(\/y)z_(yz)z] dy:ﬂ‘/ol(y_yél) dx:ﬂ(y;_y;)

B T
“l2 5/ 10

1

0

"1

Encuentre el volumen del sélido generado al girar sobre el eje “y”, la

"

region limitada por la curva y = (x — 1)%, el eje “x” ylasrectas x = 1y
x = 3 (figura 59).

Realizamos la figura.

Calculamos el volumen utilizando la férmula de las cortezas cilindricas.

3 3
V=2n/ x(x—l)zdx:ZR/ x (x*—2x +1) dx
1 1

3
=2n/ (x* —2x* + x) dx = 2m
1 4
81 54 9 1 2 1
=2n|l—=-=+Z|-(==-2+=
4 3 2 4 3 2

Ejemplo 4.4.5 Calcular el volumen engendrado al girar sobre el eje

Y7

y”, la regién limitada por la curvas y = x3, y* =2 — x, x = 0 (figura
60).

Solucién:

a. Primero encontramos las intersecciones de las gréficas, resolviendo
el sistema (), los mismos que serdn los limites de integracién.

y =x°
yr=2-x
Realizamos el grafico

Calculamos el volumen aplicando la férmula de las cortezas cilindricas.

109
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V=27z/01x[\/2—_x—x3]dx:2n/01(x\/2—_x—x4)dx

Ll o[ 24 16V2 1
5| 3 15 15 5

1 1 5
2
=2n [— g (x(Z—x)3/2) 0+ g/o (2 - x)¥2dx + %

2 4
=2 |-2 - =(2-x)*?
7T( 3 B2

:271(1&/5—11)“3

15

Ejemplo 4.4.6 Determinar el volumen del toro engendrado que se
obtiene al hacer girar alrededor de la recta x = 1, la regién limitada
por los gréaficos de y = |x2—2x—3,y+1 = 0ylasrectas x —2 =0,
x —4 = 0 (figura 61)

Solucién

Como tenemos solamente férmulas para calcular los volimenes de

" "1

rotacién alrededor del eje “x” y del eje “y”, pero en este ejemplo el eje
de rotacién es una recta paralela al eje “y”, en virtud de esto vamos a
utilizar uno de los procedimientos para determinar dicho volumen de
rotacién, que es el de la traslacién del radio de giro hacia la izquierda o
derecha segtin el caso, luego de esto procedemos a calcular el volumen

resultante.

Calculamos el volumen valiéndonos de la férmula de los caparazones
cilindricos.

4
V=2n/(x—1)[x2—2x—3—(—1)] dx
2
4
:2n/(x—1)[x2—2x—2] dx
2
4
=27'c/ (x® —2x% —2x — x* +2x +2) dx
2
4
=2n/ (x® = 3x% +2) dx
2
4

= 2m[(64 — 64 + 8) — (4 — 8 + 4)] = 16mu’
2

4

X
2n (= -a®+2
7'((4 X x)

Ejemplo 4.4.7 Calcular el volumen del sélido obtenido al rotar la

regién acotada por y = x2, el eje “x” y larecta x = 1, alrededor de la
recta y = 2 (figura 62).

Solucién:
a. Realizamos el grafico, el original y el trasladado.

Este ejemplo es similar al anterior con la diferencia de que el eje de
rotacién es una recta paralela al eje “x”,en virtud de esto vamos a
utilizar uno de los procedimientos para determinar dicho volumen
de rotacién, que es el de la traslacion de la gréfica las unidades que

sean necesarias hasta que la recta llegue al eje de las “x”, esto puede
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ser hacia arriba o hacia abajo, luego de esto procedemos a calcular el
volumen de la figura resultante.

V:T(/v1 [(—2)2—(x2—2)2] dx:n/1(4—x4+2x2—4) dx
0 0

1 3 5\ |1
2x b 2 1 7m
= 22—4d = — = — = - — = :—3
n‘/O(x x*) dx n(3 5) n(3 5) 5

2
Labase de unsoélido eslaregion "9—2 + yT = 1limitada porla elipse . Hallar
el volumen del sélido, suponiendo que las secciones transversales

"

perpendiculares al eje “x” son cuadrados (figura 63).

0

Realizamos el grafico.

Utilizando la férmula anterior, encontramos el volumen.
Despejandoy?de la ecuacién %2 + % =1->y>=3(9-x%).
Calculando el area de la seccion transversal.

Alx) = 2y =4y* = % (9-x?),

Luego el volumen es:

3

V:/ahA(x)dxzsz312_6(9—x2)dx:16(9x—’;—3)

0
= 16(27 — 9) = 288u°.

Ejemplo 4.4.8 3-57. Hallar el volumen del sélido, cuya base es un
circulo de radio 5 y cuyas secciones planas perpendiculares a un
diametro fijo son tridngulos equilateros.

Solucién:

Realizamos la figura (figura 64).

Determinamos el volumen del s6lido con la misma férmula anterior.
Despejando y2 de la ecuacién x? + y2? = 25 — y? = 25 — x2
Encontrando el area de la seccion transversal.

Determinamos el volumen del s6lido con la misma férmula anterior.

_b-h_ytan(60°)y V3 , V3 )
Alx) = —== > ==y —7(25—x)
5] 3\ |°
V=2/ ﬁ(ZS—xz)dx:\/gZSx—x— -3 (15— 12
o 2 3 )1, 3
_250«/§u3
==

Ejemplo 4.4.9 3-58. Determinar el volumen de revolucién de un arco

de la cicloide ; a) en torno al eje “x”; b) en torno al eje “y” y c) en torno
a la recta x = 2t (figura 65). Solucién:

"

Volumen alrededor del eje “x”.

Figura 4.24: Elipse

_5t 0

-5

Figura 4.25: Elipse seccion transversal
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b 27
V= n/ (y)dx = m (1 = cost)*(1 — cos t)dt
a 0

2n
=7z/ [1—3cost+3cos2t—cos3t] dt
0

27
3
:n/ [1—3cost+§(1+c052t)—(1—sin2t)cost] dt
0

21

5 3 1
:n[Et—4sint+‘—Lsin2t+§sin3t}0 3

= 51°u

Y7

Volumen alrededor del eje “y

b 2n
V= 271/ xydx = 2mn (t —sint)(1 — cost)(1 — cos t)dt
a 0
2n

=27 (t —sint)(1 — cos t)*dt
0

2n
27'(/ [t—2tcost+tcoszt—(1—cost)zsint] dt
0

2 i 2tsint —2 1E+t2+1 in 2t t2+
=2n|— —2tsint —2cost + — + —sin2t — — +---
2 4 4

(1—cost)?
=)

N

+1 2t
... —COS p—
8

1 1
:2n(2n2—2+2+2n2—n2+§—§+O) = 6m°u’ 21

Volumen alrededor de la recta x = 27t
b 27
V= 27'(/ (2m — x)ydx = 2m (27t — t + sint)(1 — cos t)*dt
a 0
[ 271 271
=2m |21 (1 — cos t)*dt — (t —sint)(1 — cos t)zdt]
L 0 0

[ 2n
=21 2n/ (1—2cost+coszt)dt—3n2}
| Jo

2n
1
=27 27'(/ [1—2cost+§(1+cos2t)] dt—37‘(2}
0

27
— 3712]

0

[ (3 1
=21 | 21 (Et —2sint + Zsin2t)

=27 [271(371) - 3712] = 6m°u’

Ejemplo 4.4.10 3-59. Determinar el volumen de una semiesfera sélida
homogénea de radio R.

Solucién:

Imaginémonos al sélido cortado en rebanadas de espesor mediante
planos perpendiculares al eje “z” (figura), de donde el volumen de la
rebanada diferencial es igual: AV = A(z)Az = Tcyl.zAz , realizando la
suma de todas las rebanadas tenemos un volumen aproximado del

s6lido igual a:

V&3 nyrAz
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Como la suma anterior es una Sumatoria de Riemann, podemos
calcularle por medio de integrales llevandole al limite cuando Az — 0
o si el nimero n de inervalos tienden al infinito ast:

n R R
V = Iim ZnyizAz:n/ yzdz:n/ (R* - z?)dz
n—oo £ 0 0

371IR
2
=T [R2z — %} = ZR3

3

0

de la circunferencia y? + z? = R* - y? = R? - 22

4.5. Calculo del drea de una superficie de
revolucién

Definicién:

El 4rea de una superficie S obtenida de girar alrededor de un eje de
rotacién, el arco de una curva en un intervalo cualquiera [aa, bb ], est4

definida por la férmula:

b
A(Sp) = Zn/ yds (4.18)

Donde:

y: radio de giro, en que tendra formas de acuerdo donde se haga girar el

arco

ds: diferencial del arco, el que tomara forma diferentes de acuerdo al tipo

de funciones asi:

a)siy = f(x)y el eje de rotacién el "X” tenemos:

b d]/ 2
A(Sy) :27z/ Y41+ (%) dx (4.19)

b)siy = f(x) y el eje de rotacién la recta y = c, el rea es:

b d]/ 2
A (Sy=c) :2n/ ly — ¢l 1+(a) dx (4.20)

7w

Si x = g(y) vy el eje de rotacion el ordenado “y” el 4rea estd definida

d dx\?
A(Sy)=2n[ X 1+(@) dy (4.21)

por:

Cuando x = g(y) y el eje de rotacién la reca x = k el 4rea serd

d dx\’
A(Syep) =2 k14 (2 4 422
= [Ce-tii+ (5] e

»

Figura 4.26: S6lido cortado en rebanadas
de espesor Az

ds
[ NP by sy S
7? Eje de rotacion i ﬂ

\/ia) 0 \/ib UL

Figura 4.27: Area de una superficie que
gira alrededor de un eje
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3

Figura 4.28: funciéon y = x

Si la funcién estd dad en forma paramétrica x = f(t) Ny = g(t)
tenemos:

t
A= [ Ry (123)
t

Cuando la funcién esta dad en coordenada polares es decir r = f(0) el
drea de revolucién alrededor del polo sera:

B
A(Sep) = 2n/ rsin 04/r2 + f/(0)2d6 (4.24)

Ejemplos:

Ejemplo 4.5.1 Determinar el drea de la superficie del “Huso”, que
resulta de girar una semionda cosenoidal iy = cos x en el intervalo de
(—%, %), alrededor del eje x.

Solucién
Hacemos el gréfico
Calculamos el 4rea de revolucién utilizando la férmula

y=cosx >y =—sinx.

/2 /2
A(Sx) = Z,Zn/ y~/1+ (/) dx = 47'[/ V1 + sin? x cos xdx
0 0
i 1
=4n [Slrzlx\/l +sin®x + th sinx + V1 +sin2x” | /2

=47 (%\/5+ %ln 1+ \/EI) =27(V2 + In |1 + V2|)u?

Ejemplo 4.5.2 Hallar el drea de la superficie de revolucién por la

"1y

rotacién en torno al eje de las “y”, de la curva x = y°, en el intervalo
paray de [0,3]
Solucién

Realizamos el gréfico.

Calculamos la derivada

x = yd— x’ = 3y?

Determinamos el area de revolucién utilizando la férmula ().

8 3
A(S ):27‘(/ x4J1+9y4d =2n/ 1+9y4y°d
Yy ! V1+9y*dy i V1+9yty”dy

_2n 43/23
= 5—4(1+9y)

0
TT s

= = |a+72902 -1| = Z | 7302 - 1| w?
= |a+79 = |20 u

Ejemplo 4.5.3 Encontrar el area de la superficie de revolucién formada
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cuando la curva y = x3, en el intervalo para x de [1,2], alrededor de la
rectay = -1

Solucién:
Encontramos su derivada

y=x3y=x3 >y =322

Ejemplo 4.5.4 Calculamos el drea de revolucién utilizado la férmula
(), para lo cual calculamos el radio de giro que en este caso es igual a

y-(-)=y+1
2 2

A (Sy=-1) :2n/ (y+1)V1+9x4dx=2n/ (x® +1) V1 + 9x%dx
1

1

2 2
= 2n/ V1 + 9x4x3dx + 2n/ V1 + 9x4dx
1 1

= 2 [+ oxt)™] ’j +2n[7,]

{237 [(145)3/2 - (10)3/2] + 14,271} 2

Ejemplo 4.5.5 Encontrar el drea de revolucién del huso, formado
cuando se hace girar alrededor del eje “x”, el primer arco de la cicloide
x=t—sint,y =1—cost

Solucién:
Encontramos sus derivada
dx =t —sint;dy =1—cost

Aplicamos la formula

b
A(s)zZn/ dx? + dy?
x j Y4/ y

U
=2n (1-cost)V1 —2cost + cos? t +sin? tdt
0

2n 2n
t
= 271/ (1 - cost)V2V1 — costdt = 4n (1 = cost)sin Edt
0 0

271 ¢ 2n ¢
=4n [/ sin —dt —/ cos t sin —dt}
0 2 0 2

=4mn —2cos£ +1cos§+cosE 2
; 2) 3772 2| o
1 271 1 1 16
|= 47 [ = cos = — cos = —dn(-=-=+1+1| = —nu?
n[gcos cos ]l n(3 3 ) 3 T

4.6. Aplicaciones fisicas de la integral definida

Definicién: El 4rea de una superficie S obtenida de girar alrededor [10]
de un eje de rotacion, el arco de una curva en un intervalo cualquiera
[a, b], esta definida por la férmula:

ds
[ W —— Ay S 1
i i
' Eje de rotacion |

115

\/ia) 0 \/ib

Figura 4.29: Area de un superficie

Ui
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b
A(Sp) = 2n/ yds (4.25)

Donde:

y: radio de giro, el que tendré formas distintas de acuerdo donde se haga
girar el arco.

ds: diferencial de arco, el que tomard diferentes de acuerdo al tipo de
funciones asi:

Siy = f(x)y eje de rotacién el X" tenemos:

b dy 2
A(Sy) :271/ Y41+ (%) dx (4.26)

Siy = f(x)y eje de rotacién la recta y = c, el &rea es:

Sy=c) Zn/ |y—c|‘f1+ dx (4.27)

// ”

Si x = g(y) y el eje de rotacién el ordenado el drea estd definida

por:
i 2
A(Sy) = 271/ xwfl + (Z—;) dy (4.28)

Cuando x = g(y)| y el eje de rotacién la recta x = k el drea serd

d dx\’
A(Sye) =2 k14 [E) g 4.29
ey =2 [ ey (52 dy “29)

Si la funcién estd dada en forma paramétrica x = f(f) Ny = g(t)
tenemos:

A(Sy)=2m /tz y(t)AJx' (1) + y/(t)? (4.30)
3]

Cuando la funcién estd dada en coordenadas polares es decir ¥ = f(0) el
drea de revolucién alrededor del polo sera:

B
A (Sop) = 271/ rsin 04/r2 + f(6)2d6 (4.31)

Ejemplo 4.6.1 Determinar el drea de la superficie del “Huso”, que
resulta de girar una semionda cosenoidal iy = cos x en el intervalo de
(—%, %), alrededor del eje x (figura 66)

Encontramos su derivada
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y=cosx =y’ =—sinx.

Calculamos el 4rea de revolucién utilizando la férmula

/2 /2
A(Sx) = 2,27'(/ yyJ1+ (') dx = 47'(/ V1 + sin? x cos xdx
0 0
i 1 /2
=4mn [Slrzlx\ll +sin® x + 5 In|sinx + V1 + sinzx‘] | é

=4n (%\/5+ %ln 11+ \/§|) =27t(V2 + In |1 + V2|)u?

Ejemplo 4.6.2 Hallar el 4rea de la superficie de revolucién por la
3, en el intervalo

“u__ 1y

rotacién en torno al eje de las “y”, de la curva x = y
de y de [0, 3] (figura 67)
Calculamos la derivada
x =y - x =3y?

Determinamos el area de revolucién utilizando la férmula ().

3 3
A(Sy) = 27'(‘/0 x4/1+9ytdy = 271/) \J1+9y4y3dy
3
_ 2_77 4\3/2) _ TC 3/2 _
= 22 (1+99") 0_27[(1+729) 1]

2”—7 [(730)3/2 - 1] 2

Ejemplo 4.6.3 Encontrar el area de la superficie de revolucién formada
cuando la curva y = x3, en el intervalo para x de [1, 2], alrededor de la
recta y = —1 (figura 68)

Solucién:

Encontramos su derivada.

3 2

y=x>—>y =3x

Calculamos el drea de revolucién utilizando la férmula (), para lo cual
calculamos el radio de giro que en este caso esiguala y — (-1) = y +1.

2 2
A (Sy=-1) =27t/ (y + 1)V1 + 9x4dx =2n/ (x* +1) V1 + 9x*dx
1 1
2 2
=2n/ V1+9x4x3dx+2n/ V1 + 9x*dx
1 1

= [(1 + 9x4)3/2] ’j +2m[7,1]

{237 [(145)3/2 - (10)3/2] + 14,2n} u?

Ejemplo 4.6.4 Encontrar el drea de revolucién del huso, formado

cuando se hace girar alrededor del eje “x”, el primer arco de la cicloide
x=t—sint,y=1-cost

Solucién

<
Il
=

X

1,2 1,4 1,6 1,8

Figura 4.30: funcién y = x3
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Encontramos sus derivadas

dx = 1- cost; dy = sint



5 Ejercicios propuestos

1. Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas
principales y las férmulas bésicas de integracién

11 [ (602¥a7) dx

12 [ (267 - 3x} + V37 dx
1.3 f x(x = 1)(x +2)(x + 3)dx
14 [ (mx*+ nx)2 dx

1.5 f(nx)“Tndx

16 [ &\/gz‘l)dx

18 [(¥x +2)(Vx — x +5)dx

d.
19 ./ xz-fll

d
110 [ A

dx
1 [ A
112 [5%3%e¥dx
113 / V3+x2-V3-x2 g,
Vo—xt
114 [ tan® 2xdx
115 [ sin? 3dx
116 [ cos®3xdx

2. Resolver las integrales, utilizar para ello la introduccién bajo el

signo de la diferencial, las reglas principales y las férmulas bésicas
de integraciéon
2d
21 f %x—xsfl
d

2.3 /\4/\/711 —nxdx
dx

24 f ax2+b




120

5 Ejercicios propuestos

3-2
20 [ s
210 /' mx+n

m2x2+n?

211] 'fdy

212 /' [arcsm3xdx

213 /- arctan( )d

9+x2
214 / x—%larctanSxd

1+9x2
2.15 / —_—
(1+t2)ln‘t+\/@‘

216 [ =Ad

217 /e \/ —ne"dx

218 | x2V7 = x3dx
T _dt_

2.19 /tan\/t 14

Xy In(1+4x2)+1
1+x2

2.20 / dx

. Encontrar la solucién de las siguientes integrales, utilizando para

ello las sustituciones més adecuadas, dependiendo de la presenta-
cién del ejemplo.
31 [ x(2x - 3)1%x

(1-vx)
32 [

33 [ &

3.6 /xz\/x —3dx
3.7 fx 3x3—2)2/3dx

38 / eV/2+eX
3.9 f arctan\/> dx_

T+x

3.10 / (x2- 2)(x2+3)
a1 [t

NV1+24+V(1+£2)°
d
312 | R

2d
313 [

314 [ uzfﬁ
315 [ \[ZEdx
24
316 [ \/yﬂz—Tyyz
3.17 / Vu? + m2du
3.18 / V@ +a)y +b)dy
319 [ ldx

320 [xy5Edx

4. Hallar las integrales, utilizando la integracién por partes

41 [ x3In(x)dx
4.2 /xze‘xzdx

4.3 fe"/zcosxdx
44 [ x?arctan(x)dx
45 fxarcsin(x)dx



4.6 / x2x—23dxx+1

47 [ m(T;‘)dx

4.8 /x’zlnzxdx
49 [ x(arctan x)*dx
410 [(arcsinx)dx
411 [ xsinvxdx

tan ¢
412 [ e
(1+t2)3/ 2

413 [ sin(Inx)dx

414 [ e**sinxdx

415 f sin x In(tan x)dx

416 [eVar

417 f (x? +5x — 7) cos 3xdx
418 f x tan? 3xdx

419 [ %dx

5. Resolver las integrales que tienen un trinomio cuadrado

dx
51 / V1-3x—x2

dx
52 / Vax2+bx+c

(2x+3)dx
53 [ VeZrari7

(x+2)dx
54 -/ Vi- x xz
5.5 f x\/x2+2x

56 [ & =
5.7 f (3x—2)dx

x2+x+1

5.8 / (5x+3)dx

2x2—x+3

5.9 f 5xdx

510 [ i
Vi3
2 ﬁ
512 [ Ve
5.13 f Vx2 + 4x + 13dx
5.14 f Vx — x2dx
5.15 / sin xdx

cos? x—3 cos x+7

516 Inxdx
/ xV1-4Inx—In® x

6. Integrar los siguientes ejemplos que contienen funciones racionales

xdx
6.1 / 2x3+x2-13x+6

(*c +2x-3)dx
6.2 / 2x+3)(x-2)

6.3 / _ x*dx

X+x2—8x—12 8x 12
6.4 f 355—354—4353 2x2—x-1
x2dx
6.5 / (x2+x+1 (x2+3x+7)
66 [

x4—xdz+1

x

6.7 / (x2+3x+5)>

6.8 (23(—3)dx3
(x24+x+2)
3d

6.9 / ;Z:{

610 [ X%

d.
6.11 ./ (x+3)(fc2f—2x+6)

121
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d
6.12 ./ x3(x2+3))c(3x+1)
7. Hallar las integrales siguientes, utilizando el método de Ostro-
gradski.

dx
1 / (x+2)2(x2+3)>
dx
2 / (x3+1)°
73 / (x +2x —x+2)dx

(x2— 2x+3
dy
o (-1’

8. Resolver las siguientes integrales, de funciones irracionales

4dx
81 [ s
/ _ Vx—3+5
(x=3)2+2Vx—
Vx+l
8.3 Err) dx

84/3x—+1dx

x+3
8.5 / x2\/2xi+dx

_ xPdx
8.6 / VaZtx+l

8.7 /x4\/xT

3
8.8 [ —Xdx
/ ‘\/(l-%—2x2

8.9 -/ x4V1+x
8.10 f\/x3 + x*dx

Vxdx
811 [ s

x3dx
812 [ FHis

813 /X+2X +5dx

Viex2
_xbdx
814 [ 3 \/T
8.15 -/ x5\/xZ 2x
8.16 -/ (x+1 x2+2x

x2+x+1
817 [ S
8.18

f[1+\/x(x+l 12
_x+VxZix41

819 [ e

8.20 /xvx2 2x + 2dx
xdx

8.21 -/ (x=1)2V1+2x—x2

822 [ X2y

x2+1
9. Determinar la solucién de las siguientes integrales, de funciones

trigonométricas

9.1 / sint (%) dx

9.2 / sin 3xdx

9.3 [ cos*(bx)dx

9.4 fcos72xdx

9.5 [ tan*(ax)dx

9.6 [ sin®x cos® xdx

9.7 fm(:OSS xdx

9.8 /sin3(ax) (cosax)3dx
9.9 [sin’ (%) cos* (3) dx




10.

11. Hallar las siguientes integrales, utilizando para ello sustituciones

12.

910 [ sin’x cos® xdx

9.11 fsm ax cos® axdx
9.12 /sm ) cos (E) dx
9.13 fsm 3x cos* 3xdx
914 [ tan®(mx)sec*(mx)dx
9.15 /’fan3 (%x) sec® (%x) dx
916 [ cot*(5x) csc®(5x)dx
917 [ cot®(nx)csc(nx)dx
9.18 f sin(2x + m) sin(x + n)dx
919 [ sin(3x) cos(7x)dx
9.20 [ cos (%) cos(4x)dx
9.21 / sin 2x cos 7x sin axdx
9.22 fcos 3x sin 6x cos £dx

9.23 / sin xcos3
9.24 [ iy il

sin* x cos? x
925 [ =&
926 [ ratts
9.27 | —S;?nxxso’;ix

cos xdx
9.30 ‘/ (1+sir12 x)2

9.31 [ V{%

9.32 [ é/tda%

Integrar los siguientes ejercicios, con funciones hiperbdlicas
101 [ sinh® (ax) dx

10.2 f sinh* x cosh® xdx

10.3 [ sinh’ x cosh® xdx

10.4 f sinh* bx cosh? bxdx

10.5 f tanh® axdx

10.6 [ coth® (%) dx

10.7 /cosh4 )dx

d
10.9 f 2 sinh x+x3 cosh x
1010 |

sinh® x cosh3

trigonomeétricas e hiérbdlicas

dx
BRN e
11.2 / Vx2 + 3x — 5dx

dx
1.3 / (x+2)V10-4x—x2
x2dx
11.4 VR
115 /\/5—6x—x2dx
11.6 / —-x+ 1 32 dx
ENA rvereiees:

dx
18 / (1+x2)V1-x*

Misceldnea de ejercicios sobre integrales

123
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x*d
121 / x4-;—5x§+4

d
122 f = x;

123 [ x5 dx
124 [ [ dx

125 [ fj%
26 [ i
(1+V1 xZ)dx

12.7 / ——
12.8 f (I+x)dx

x+x2

12.9 /xln (4 + x*) dx

1210 [ aehs . S gy

1211 [ xV1+x2InVx2 - 1dx
X __. _x

1212 [ o In (i) d

12 13 / sm4xdx

sm2 8 x+cos8 x
1214 [0 1n (3] dx

12.15 f X arc;ir;azcdx

12.16 / arctan e*/2dx

e¥/2(1+e*)
xln(x+ 1+x2)dx

12.17 -
(1-22)
1218 [ ——f

(e¥141)2—(ex~141)

1219 [ \/tanhzx+ 1dx
1220 [ m

12.21 / 12+4x)m
1222 [ L4

\/(y2 1

12.25 1+\/cotax

sin? ax

dx
12.26 -/ (tan bx+1) sin® bx
1227 [ Smh‘/det

1228 [2° ln \/z +1dz
1229 [

12.30 [ 2 o rE
12.31 / e dx

12.32 / V1 + sin? x dx

13. Utilizando la definicién de integral definida evaluar los siguientes
ejercicios.

(er 1>”4 ax

131 [ (x +3)dx

132 [ (x*-2x+5)dx

13.3 /01 3x*dx

134 [ (3 +x% —4x ~2) dx
13.5 f_12 (x3 +2x) dx



14.

15.

16.

136 [ (x2 1) dx
137 /" sin xdx

138 [ 2vxdx

Calcular las siguientes ejercicios, utilizando el primero y segundo

(férmula de Newton — Leibniz) teoremas fundamentales del célculo.

Halla F’(x) de:

141 F(x) = [[" ¢! In [t|dt

14.2 F(x) = /1"2 V1 + t4dt

143 F(x)= [* 4

14.4 F(x) = f12x cosh (2% + 1) dt
145 F(x) = [ “ n? tdt

14.6 F(x) = fs::x (cost +t2) dt

— fox 1+:i1t12t dt
147 F(x) = [, v

sin“ t

148 F(x) = [} (WZ VI +t4) dt

Encontrar los valores de las siguientes integrales definidas:

151 [°(x +2)%dx
152 [ (x* —2x2 +5) dx
15.3 fll 5xV4 — x2dx
15.4 / 20’444 g,

1

(x+1)2
(x2+2x)

155 f) m x
156 f) (m
15.7 /0 +1d

x+1

15.8 / (x + 1)Vx + 3dx

s
i xsinx 2 Qinl X, 3 x
15.9 /0 = dx/o sin® 5 - cos” 3dx

15.10 [04 tan3 2xdx

5.1 [ s

15.12 /Ozﬁdx
15.13 /5 (]9 - x| - x?) dx

d
15.14 [ e xx) —

1515 [1/2 In|x2 + 1| dx

1516 [ Il — xdx

517 [ [

1518 [ |x*+3x - 4|dx
1519 Demostrar que: [ * ——="—dx

sin x++/cos x

Calcular las siguientes integrales, utilizando el cambio de variable
adecuado.

1/2
16.1 fl/2 gy

16.2 ./0 smx+cosx+2

125
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2 Viig 1
16.4 /ﬁ/z —xz" dx /_1 3+de

1
165 [, covens

1 xa
16.6/_1\/%

16.7 foa x2Va? — x2dx
16.8 foa x2Va? — x2dx
169 [ Ver —1dx

1 arcsin vx
1610 [ mdx

17. Determinar si las siguientes integrales impropias son convergentes

o divergentes.

171 /1+°° dy
17.2 /0 In |x|dx
17.3 /+°° dx

oo X2+1

17.4 -/ x2+x+1)

75 ) o=

176/1ﬂ

77 [ = 1)
17.8 /(') arctan x dx

2+1)3/2
2a 3
17.9 [ Z;de
17.10 /0

2
x2+3)

18. Encontrar el valor aproximado de los siguientes integrales por

medio de la regla de los trapecios y de Simpson.

18.1 ]0 A (n=8)
1
182 [ 45 (n=12)
183 [“V1+cos?xdx (n=6)

18.4 Calcular la constante de Katalan G = /01 acanx para n = 10.

185 [ \xdx
18.6 [TV sinx gy

19. Determinar el 4rea de las siguientes regiones:

2 2
191 L+4 =1
19.2 y* = x? (a® — x?)
193 y = 5=, enx € [-1,1]
194 x =-2y>+10y —8,eny € [1,4]

19.5 y =In|x|,enx €[1,¢]

19.6 y=x*+1,enx €[1,3]

19.7 y* =16 —8x,eny € [-4,4]

198 x =y*-1,eny € [-1,1]

19.9 x = -2y?>+ 10y — 8,eny € [1,4]
1910 R={(x,y)eR*|0<y <x2,0<x <6 -y}
19.11 R = {(x, y)eR* | x? —2x <y < 6x — x?}

20. Problemas de célculo de areas

20.1 Hallar el 4rea de la figura limitada por las curvas y? = 4x,
2x—y =4
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20.2 Calcular el drea de la regién comprendida entre la curva
Yy = = lapardbola y = =
2|x|

x2+17

20.3 Determinar el drea de la regién limitada porla gréficay =
eleje “x” ylasrectasx = 2y x =1
20.4 Hallar el drea de la regién limitada por los arcos de las
parébolas: x? = 9y — 81, x2 = 4y — 16, x> = y — 1, la regi6n
no se intercepta con el eje “y”.
20.5 Determinar el area de la figura plana que forman las curvas
y=Vl-x-vxy=xyx
20.6 Calcular el d&rea mayor encerrada por las curvas x? — 2y° = 0,
x> -8y =0y=3
207 Hallar el drea de la region limitada por x? = 4ay, y = 52
20.8 Determinar el area de la regién encerrada por las curvas
y=4-In|x+1,x=0yy=In|x+1|
20.9 Calcular el area de la figura limitada por las funciones y =
Vx2 -3,y =0.
20.10 Encontrar el 4rea de un lazo de la curva y2(a? + x2) = x?(a% -
x?)
20.11 Calcular el area de la regién limitada por:

[x = 1| x<5
20.12
(x=3%-2 x>5

20.13 elejedelas “x” ylasrectasx = -3,y x =7

20.14 Determinar el area de la regién, en el primer cuadrante limi-
tada por las curvas:

2015 y = x3 —3x2+2x,y = —x> + 4x? - 3x

20.16 Hallar el 4rea de la regién limitada por el lazo de la Folium
de Descartes x = %, y= %,t # 1.

2at

20.17 Calcular el &rea de la region limitada por la curva x = =5,

It ¢ [0, +0] y el eje “y”.

20.18 Determinar el drea de una rama de la trocoide x = a t — b sint,
y=a-bcost (a<b<a).

20.19 Encontrar el 4rea de la region limitada por la curva x =
acos’t,y =bsin’t

20.20 Hallar el drea de la regién encerrada por el lazo de la curva:
x =cos®t, y = cos?t sint.

20.21 Calcular el 4rea de la regi6n limitada por la lemniscata r? =
16 cos 20

20.22 Hallar el area de la regién encerrada por la curva r = 2sin 20

20.23 Encontrar el drea interior a r = 4sin 6 cos?6, y exterior a
r =sin0.

20.24 Determinar el drea de la regién limitada por la curva r =
2 a cos 360 que esta fuera del circulo r = a.

20.25 Calcular el drea comun a los cardiodes r = a(1 + cos 0)

21. Problemas propuestos de longitud de curva

21.1 Calcular la longitud del arco de la curva y? = 4x — x2, com-
prendido entre los dos puntos en que corta al eje “x”.

21.2 Determinar la longitud de arco de la pardbola semictbica
5y® = x? comprendido dentro de la circunferencia x>+ y* = 6

21.3 Si F(x) = /Ox Vcost dt, encuentre la longitud de arco de la
grafica de F desde el punto x = 0 hasta x = 7.

21.4 Calcular la longitud total de la curva 8y? = x2(1 — x2).

21.5 Hallar la longitud del arco de la curva x = yz—z - 3Inlyl, si
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y€(l,el
21.6 Determinarlalongitud delacurvay = Vsec? x + 1-In |1 “Ssscci“
,six €% 13
2/3 v\2/3
217 Encuentre la longitud de la curva ( ) + (F) =1,enel

primer cuadrante, desde el punto donde x = % hasta donde
X =a.
21.8 Calcular la longitud total de la curva (y — arcsin x)? = 1 — x2
21.9 Hallar el perimetro de la regién limitada por y = x> N x = y?

21.10 Determine la longitud del arco de la curva y = Vx —x2 +
arcsin \x

21.11 Encuentre la longitud de la envolvente del circulo: x =
a(cost +tsint), y = a(sint —tcost) desdet = Ohastat =T.

21.12 Calcular la longitud de la curva cuyas ecuaciones x = % +t,
Y= % — t en el segmento [0, 1]

2113 Determinelalongitud delacurvadadapor:x = t—atanh (L) ,y =
asech (L), sit € [-a, 2a].

21.14 Hallar la longitud de un arco de la cicloide dada por: x =
2(t —sint), y =2(1 — cost)

2115 Encuentre la longitud de la curva x = e~ tsint, Yy = e~tcost
desdet =0Ohastat =m.

21.16 Calcular la longitud de la curva r = a sec? (g) en el intervalo
de 60, Z|.

21.17 Determine la longitud de arco de la espiral hiperbdlica r0 =1
desde el punto hasta el punto (3, 2).

21.18 Hallar la longitud del arco de la curva r = sin® (g) compren-
didaentre0 <0 < %

21.19 Calcular la longitud del arco de la espiral logaritmica r = a e,
(m > 0), que se encuentra dentro del circulo r = a.

21.20 Encuentre la longitud del arco de la pardbola r = a sec? (g),
cortada por la recta perpendicular que pasa por el polo.

22. Problemas propuestos sobre calculo de volimenes.

22.1 Hallar los voltimenes de los cuerpos limitados por las superfi-
cies obtenidas en la rotacién de las siguientes curvas.

222 y=b (%) (0 < x < a) entorno al eje “x”

223 y =2x —x?,y = 0a) en torno al eje “x”; b) en torno al eje
“y”; c) en torno a la recta x = 3y d) en torno a la recta y = 2.

22.4 y =sinx, ¥ =0 (x < x < m) a) en torno al eje “x”; b) en torno
al eje “y”; c) en torno a la recta y d) en torno a la recta y = —1.

"o,

225 y = b( ),y = b|%|a) entornoale]e y”; b) en torno a la
recta iy = 2 y c) en torno al eje “x”

226 y=e%,y=0(0 < x < o0)a)en torno al eje “x”; b) en torno
al e]e “y”

227 x* + (y k)2 =72(0 < r < k) en torno al eje “x”

22.8 x% — xy + y? = b? en torno del eje “x”

229 x =y?, y = 2, x = 0 en torno del eje

2210 x = —2y* + 10y — 8, x = y — 1 : a) en torno al eje “x”; b) en
torno eje “y”; c) en torno a la recta x = 5y d) en torno a la
rectay = 1.

2211 x = a(t —sint),y =a(l —cost) (0<t<2m),y=0:a)en
torno al eje “x”; b) en torno al eje “y”; ¢) en torno a la recta
x=5yd)entornoalarectay = 1.

2212 x =asin®t,y =acos®t (0 <t < 2m)a)en torno al eje

// ”

// ”,
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"o

b) en torno al eje “y” y c) en torno a la recta y = 24. a) en
torno al eje “x” y b) en torno al eje “y”.

22.13 Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotaciéon de
la superficie del lazo de la curva x = 2t — t2,y = 4t — t? en
torno: a) del eje “x”; b) del eje “y”.

22.14 Determinar el volumen de una cuia, cortada de un cilindro
circular por un plano, que pasando por el didmetro de la base
estd inclinado respecto a ella, formando un dngulo . El radio
de la base es igual a R.

22.15 Hallar el volumen del cono eliptico recto, cuya base es una
elipse de semiejes a y b y cuya altura es igual a h.

22.16 Calcular el volumen del obelisco, cuyas bases paralelas son
rectdngulos de lados A, By a,byla altura igual a h.

22.17 Determinar el volumen del elipsoide . 2 -+ Z =1
22.18 Hallar el volumen del solido limitado por los c111ndrosx 2422 =
a’ey® + z% = a?
23. Ejercicios sobre cdlculo de 4reas de revolucién. Determinar las
areas de las superficies engendradas al girar las siguientes lineas.

23.1 y—x\/g (0 < x < a) en torno del gje “x”
232 y=tanx (0<x< 4)en’fomodele]e” "

23.3 ;‘—; + yz =1 (0 <b <a)a)en torno del eje “x”; b) en torno
del e]e “y”.

23.4 x? + (y — b)*> = a®(b > a) en torno del eje “x”

23.5 x2/3 + y2/3 = a%/3 en torno del eje “x”

‘[2
23.6 ix=aln(a+ u ) \a% — y? en torno al eje “x”

237 x =a(t —sint),y = a(l —cost) (0 <t <2m)a)en torno al

"1

eje “x”; b) en torno al e]e y” y c) en torno ala recta y = 2a
23.8 x =asin’t,y = a cos® ten torno a la recta x = %a
23.9 12 = a% c0s 26 (Lemniscata) en torno al eje polar.

23.10 r = 2a(1 + sin 0) (cardiode) en torno al eje 7
24. Problemas propuestos de Aplicaciones fisicas.

24.1 Calcular los momentos estéticos, respecto a los ejes de coorde-
nadas, del segmento de la linea recta 7 + % =1, comprendido
entre dichos ejes coordenadas.

24.2 Encontrar los momentos estaticos del rectangulo de lados a y
b, respecto a estos mismos lados.

24.3 Determinar los momentos estaticos, respecto a los ejes “x” y
“y”,y las coordenadas del centro de gravedad del arco de la
astroide x*/3 + y?/% = a?/5, situado en el primer cuadrante.

24.4 Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de la
catenaria y = a cosh 7, comprendido entre x = a y x = a.

24.5 Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la
figura limitada por la elipse Z—i + Z—z = 1y por los ejes de
coordenadas “x”y “y” (x 20, y = 0)(0 < t <2n)

24.6 Calcular el centro de gravedad del arco de la circunferencia
de radio a, que subtiende el dngulo 2a.

24.7 Encontrar el centro de gravedad de la regién limitadas por las
curvas x% = 8y, x2 — 24 = —16y

24.8 Hallar el centro de gravedad de la regién finita, en el primer
cuadrante, comprendida entre la curva y = x e* y el eje “x”

24.9 Determinar el centro de gravedad de la figura limitada por
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5 Ejercicios propuestos

24.10

f(x)={

las graficas x =4y —y?, y = x .
Calcular el centro de gravedad de la regién plana limitada

por las curvas y = —x2,

1-x x<0
x2+1 x>0

y las rectas x = =1, x = 2.

241

242

24.3

24.4

24.5

24.6

24.7

24.8

24.9

24.10

2411

2412

24.13

Hallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a, con el
centro en el origen de coordenadas, sobre el plano “xoy”.
Determinar las coordenadas del centro de masas, momento
de inercia y radio de giro respecto al eje “y”, de un cono
homoggéneo circular recto de altura H y radio de la base R.
Encontrar el momento de inercia de la semicircunferencia
y = Vr2 — x2 , respecto al eje “x”.

Calcular el momento de inercia y el radio de giro del arco de
la catenaria y = a cosh = donde (0 < x < a) respecto al eje

“u__1r

y
Hallar el momento de inercia y el radio de giro de un segmento

parabdlico limitado por la recta y = 3y la pardbola y = 4 — x2
, respecto al eje “x”.

Determinar el momento de inercia y el radio de giro respecto
al eje “x” de la superficie generada por rotacién, alrededor del
eje “x”, de un arco completo de la cicloide , x = a(t —sint),
y=a(l—cost)

Un resorte tiene una longitud natural de 16 cm, si se requiere
una fuerza de 60 dinas para mantener el resorte estirado 2
cm, cuanto trabajo se realizara para estirar el resorte hasta 3
cm de la posicién de equilibrio.

Un muelle tiene una longitud natural de 8 pulgadas, si una
fuerza de 20 libras estira el resorte pulgada. Hallar el trabajo
necesario para alargar el resorte de 8 a 13 pulgadas.
Encontrar la longitudde un resorte metdlico pesado, si el
trabajo efectuado al alargarlo desde una longitud de 2 pies
hasta una longitud de 3 pies es la tercera parte del trabajo
efectuado al alargarlo de 3 pies hasta una longitud de 4 pies.
Un resorte tiene una longitud natural de 6 pulg. Una fuerza
de 12500 libras comprime el resorte a 55 pulg. Encontrar el
trabajo realizado al comprimirlo de 6 pulg a 5 pulg. La ley de
Hooke se cumple para comprimir como para extender.

Un tanque de agua en forma de un cono circular recto in-
vertido, mide 6m de didmetro en su parte superior y 5m de
profundidad, si la superficie del agua estd 2m por debajo de
la tapa del tanque. Encuentre el trabajo realizado al bombear
el agua: a) hasta la parte superior del tanque; b) hasta una
altura de 2m sobre el borde del tanque.

Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepipedo
rectangular de 6 pies de profundidad, 18 pies de ancho y 28
pies de largo. Encuentre el trabajo necesario para bombear el
agua del tanque hasta un nivel de 2 pies arriba de la superficie
del tanque.

Un depésito cilindrico vertical de radio 3m y altura 8m se
encuentra lleno de petréleo. Hallar el trabajo al bombear el
petréleo: a) hasta el nivel mas alto del tanque; b) hasta el nivel
de 6m por encima de dicho depésito.



2414

24.15

24.16

2417

24.18

24.19

Un cuenco semiesférico con un radio de 3m se llena de agua
a una profundidad de 1.5m. Encuentre el trabajo realizado al
bombear el agua la parte superior del tanque.

Que trabajo hay que realizar con una grtia para sacar un
bloque de hormigén armado del fondo de un rio de 20m de
profundidad, si el bloque tiene forma de tetraedro equilatero
de 1.5m de lado, siendo la densidad del hormigén 2.400
kg/m®.

Determinar el trabajo realizado en la expansién adiabética
del aire, hasta ocupar un volumen V; = 12 m3, si el volumen
inicial Vp = 1,5m? es y la presién pg = 1, 2kgf/cm?.

Una presa vertical tiene forma de trapecio. Calcular la fuerza
total del agua sobre dicha presa, sabiendo que la base superior
tiene 70 m, la base inferior 50 m y su altura 25 m.

Hallar la presién que ejerce un liquido, cuyo peso especifico
es , sobre una elipse vertical, de ejes 2a y 2b, el centro de la
cual estd sumergido hasta una profundidad h. El eje mayor
2a de la elipse es paralelo a la superficie del liquido / > b.
Un tridngulo de base b y altura h estd sumergido verticalmente
en agua, con el vértice hacia abajo, de forma, que su base
coincida con la superficie del agua. Hallar la fuerza que el
agua ejerce sobre él.
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