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INTRODUCCION

La presente obra, titulada Andlisis de circuitos eléctricos en estado estable
y transiente, estd destinada a aquellos estudiantes de ciencias e ingenieria
que tienen conocimientos de calculo diferencial e integral, dlgebra, nime-
ros complejos, geometria y trigonometria, con el tnico propésito de ayu-
dar a los estudiantes en el aprendizaje para resolver problemas de circuitos
eléctricos.

El desarrollo de los cinco capitulos tedricos se basa en la experiencia
del autor como docente en la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo,
tomando como base los argumentos teéricos de varios autores, especial-

mente William H. Hayt, Jr. y Jack E. Kemmerly.

Ellibro Andlisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente consta
de cinco capitulos.

El capitulo I comprende los circuitos RL y RC en corriente continua,
en estado estable y transiente, utilizando los métodos de anilisis de
nodos y andlisis de mallas.

El capitulo II, comprende los circuitos RL y RC con fuentes de co-
rriente continua en estado estable y transiente.

El capitulo III comprende los circuitos RLC en paralelo sin fuentes
de corriente continua en estado estable y transiente.

El capitulo IV comprende la aplicacién de la transformada de Laplace.
El capitulo V comprende las funciones de red en la cual se enfatiza

las funciones de transferencia y las graficas de los polos y ceros de una
funcién en el plano s.
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CAPITULO1
CIRCUITOS RL Y RCSIN FUENTE
1.1 El inductor

El inductor es un elemento pasivo capaz de almacenar y entregar
cantidades finitas de energia. A diferencia de una fuente ideal, este elemen-
to no puede suministrar una cantidad ilimitada de energia o una potencia
promedio finita sobre un intervalo de tiempo de duracién infinita. Por de-
finicién (Michael Faraday y Joseph Henry), el voltaje en el inductor (figura
1.1) se define como sigue:

T (1-1)

Donde, v e i son funciones del tiempo y L la inductancia expresada
en Henry (H). La ecuacién (1-1) muestra que el voltaje en el inductor es
proporcional a la rapidez de cambio (con respecto al tiempo) de la corriente
a través de él. También, en un inductor que lleva una corriente constante, el
voltaje es cero. De acuerdo a esto, se puede representar a un inductor como
un cortocircuito.

Figura 1.1 El inductor
Caracteristicas de un inductor
a) En corriente continua y estado estable, el inductor se comporta
como un cortocircuito, es decir, el voltaje en sus terminales es cero.

b) El inductor no permite cambios bruscos de corriente.
¢) El inductor almacena energia magnética.

11
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Potenciay energia en el inductor

La potencia P absorbida por el inductor estd dada por:

P=vi
P_Lm,

“rart

P_L_di

BRAPT: (1-2)

La energia W, almacenada por el inductor en el campo magnético se la
obtiene a partir de la ecuacién (1-2). Se multiplica por dt en ambos lados de
la ecuacién y se integra desde un tiempo inicial t, hasta un tiempo final t. Al
multiplicar la potencia por el tiempo, se obtiene la energia W/ en el inductor.

Pdt=Lidi
t t
det=fLidi

W, () = Wi (to) = 5 L {OT ~ 1)1

1
W, (=51 {i(®O) = [+ W, (to)
Si las condiciones iniciales del inductor son igual a cero, entonces tenemos:

W, (0 =1 LIi@OP

1.2 El capacitor

El capacitor es un elemento pasivo capaz de almacenar y entregar
cantidades finitas de energia. A diferencia de una fuente ideal, este elemen-

12
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to no puede suministrar una cantidad ilimitada de energia o una potencia
promedio finita sobre un intervalo de tiempo de duracién infinita. Por de-
finicién, la corriente en el capacitor (figura 1.2) se define como sigue:

) dv
i=C— (1-3)
Donde v e i son funciones del tiempo y C, la capacitancia expresada en
faradios (F). La ecuacién (1-3) muestra que la corriente en el capacitor es pro-
porcional a la rapidez de cambio (con respecto al tiempo) del voltaje a través de
él. También, un capacitor que lleva un voltaje constante, la corriente es cero. De
acuerdo a esto, se puede representar a un capacitor como un circuito abierto.

. /

Figura 1.2 El capacitor con su polarizacién de corriente y voltaje
Caracteristicas de un capacitor
a) En corriente continua y estado estable, el capacitor se comporta
como un circuito abierto, es decir, la corriente en el capacitor es cero.
b) El capacitor no permite cambios bruscos de voltaje.
c) El capacitor almacena energia eléctrica.

Potencia y energia en el capacitor

La potencia P entregada al capacitor estd dada por:

P=vi1

P=1)Cdi
dt

p—cy I (1-4)
dt

13
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La energia W, almacenada por el capacitor en el campo eléctrico se la
obtiene a partir de la ecuacién (1-4). Se multiplica por d# en ambos lados de
la ecuacién y se integra desde un tiempo inicial t, hasta un tiempo final t. Al
multiplicar la potencia por el tiempo, se obtiene la energia W, en el capacitor.
Por lo que la energia W, almacenada en su campo eléctrico es:

Pdt=Cvdv
t t
Pdt= [Cvdv
fres]
1
We(®) = Welto) = - C o))" = [o(to)]}
1
We(®) = 2 C{[oOF = [pOF} + We(to)
Silas condiciones iniciales del capacitor son igual a cero, entonces tenemos:
1
We@®) =5 ¢ v
1.3 Circuitos RL sin fuentes
En la figura 1.3, se muestra un circuito RL en serie, en la cual se

realizard el andlisis de la sefial transitoria. A continuacién se procede a de-
terminar la ecuacién de la corriente i que circula por el inductor.

1 >

|d+

URgR L

+

Figura 1.3 Circuito RL en serie sin fuente

14
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En el lazo del circuito de la figura 1.3, se aplica la Ley de Voltajes de
Kirchhoff (LV):

vR+ UL=O

Aplicando la Ley de Ohm y la definicién del voltaje en el inductor,

se tiene:

. di
Ri+ L pri 0
Se divide por L a cada término de la ecuacién
di R
atr!T? (1-5)

En la ecuacién (1-5) se despeja la derivada de la corriente con respec-

to al tiempo y se integra:

di R
dat L'
i _ R
i L

l
jdi_j Rdt
i L

La integral de la izquierda es igual al logaritmo natural de la corrien-
te (Ln 1), la integral de la derecha es igual a la constante (-R/L) por el tiem-
po # como se trata de una integral indefinida, se le afiade una constante K

de integracién:

Ini = Rt+K
ni= I

Para poder despejar la corriente 7, aplicamos el siguiente artificio ma-

tematico:
R
. (-— t+K)
e1n1 =e L
R
—*t K
i=e L ¢

15



Anilisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente

K _ 2 —

Donde, . e® = A = constante
i =Ae " (1-6)

En la ecuacién (1-6), para evaluar la constante A y obtener la ecua-

cién de la corriente i, se consideran las condiciones iniciales de la corriente

en el inductor; para un tiempo t, la corriente es I :
_5(0)
i(t=0)=A4e T =A=],

Entonces, se obtiene la ecuacién (1-7):

Re
i(t)=Iel
( ) 0 (1_7)
Pero,
= L _ constante de tiempo inductivo, viene expresado en segundos.
R
Entonces:
t
i(t)y=Ier

En la ecuacién (1-8), en t = 0 la corriente tiene un valor de 10, y
conforme transcurre el tiempo, la corriente disminuye y tiende a cero. La
ecuacion (1-8), se escribe de la siguiente manera:

i(t) _t
T lyer (1-9)

Puede apreciarse la forma de esta exponencial decreciente graficando

i(t) /I, contra t, como se ve en la figura 1.4:
io 1
I 1

0

t
Figura 1.4 Grificode € 7 contraz

16
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En la ecuacién (1-9), evaluamos para diferentes valores de tiempo
empezando con cero y los otros en funcién de tau (T) y se obtiene la grifica

de la figura 1.5:

i(t=0) _ e‘g_ ol =
I0
=7 _ v~ 120368
IO
2T
(=29 - o7 = o2 035
I, '
3t
(=30 _ 7o = 622 0,050
I, '
. 4t
(=40 _ 7e = emi=0.018
I, '
. 5t
(=57 _ 7% = ¢=520.007
IO
i) 4
IO
0.368
0.135
0.050
0,018 >t
0.007 T 2t 3t 4t 5t

Figura 1.5 Magnitud de la corriente cae a cero entre 3Ty 5T

17
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De acuerdo ala figura 1.5, podemos considerar que la magnitud de la
corriente cae a cero entre 3Ty 5T.

Ejemplo: después de estar cerrado por un tiempo muy largo, el in-
terruptor en la figura 1.6 se abre en t = 0. a) Calculese i, (0%) y W, (07).
b) Calcilese i (t). ¢) Calctlese V. (t).

t=0
40
» QA/VC iL
. +
12V = 2A Vio § 100 g 4H
Figura 1.6

Solucién:

Cuando en un circuito existen interruptores, se produce una sefial transi-
toria debido a la conmutacién del interruptor. Se debe realizar un analisis antes
y después de que ocurre la interrupcién. El tiempo en el cual ocurre la interrup-
cién se denomina t; un instante antes se denomina t,” y un instante después se
denomina t;". En este problema, el instante en que ocurre la interrupcion es de
t, = 0. El problema se resuelve en dos partes, que son las siguientes:

Parte 1, primeramente se debe dibujar un circuito para un tiempo
t < t, con la finalidad de hallar las condiciones iniciales, en este problema
t, = 0, entonces se analiza para un tiempo t < 0.

En la figura 1.6, se ve que el interruptor para t < 0 estuvo cerrado (la
flecha indica la posicién final) durante mucho tiempo; razén por el cual el
inductor se comporta como un cortocircuito, debido a la fuente de voltaje
(12 V) y de corriente (2 A), de corriente continua y en condiciones de es-
tado estable, cuyo circuito se muestra en la figura 1.7. La resistencia de 10
Q) se encuentra en paralelo con el cortocircuito, entonces por ahi no circula
corriente y el voltaje V., (0) es cero,

18



Pedro Infante Moreira

4Q
N ir(0)

12V = a(}) v, <o§) 100 |

Figura 1.7
Vi (07) =0

La fuente real de voltaje de 12 V en serie con la resistencia de 4 Q) se
transforma a una fuente real de corriente de 3 A en paralelo con la resis-
tencia de 4 ), cuyo circuito se representa en la figura 1.8.

is = % =34
1
i(0)
°
3A<D o 2A |

Figura 1.8

La resistencia de 4 Q se abre (Ia X en los extremos de la resistencia
significa circuito abierto), debido a que se encuentra en paralelo con el cor-
tocircuito. En el nodo 1, se aplica la Ley de Corrientes de Kirchhoft (LCK),
asumiendo que, a las corrientes que entran al nodo, se les asigna un signo
negativo y, a las corrientes que salen del nodo, se les asigna un signo positivo:

NODO 1 LCK
—3-2+i,(07)=0

i, (07) = 54

19
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a) i, (0") =, (0) = £,(0*), debido a que el inductor en corriente conti-
nua y en estado estable no permite cambios bruscos de corriente.

W, (0) = Li (0 =S (5] =501

w, (0") =50Joules

Parte 2. Después se debe dibujar un circuito para un tiempo t > t, en
este caso t > 0. En la figura 1.6, el interruptor para t > O se abre, de tal forma
que el circuito resultante queda como lo indica la figura 1.9.

’\i\g/z\, O (e, iL
. +
12V = 2A<D Vio g 100 % 4H

Figura 1.9

Debido a la conmutacién del interruptor, se produce una variacién
en la corriente; entonces, en estas condiciones, el inductor de 4 H trabaja
produciendo una corriente y un voltaje.

En el problema, se pide calcular V. (t) e (t) ; por lo tanto, el cir-
cuito del lado izquierdo de la figura 1.9 no interviene para dichos cilculos,
razén por la cual el circuito resultante es el que se muestra en la figura 1.10

y las ecuaciones de corriente y de voltaje son las siguientes:
t
iL (t) = IO e

i (07) = i (0) = i (O+) =1, =54

20



Pedro Infante Moreira

jn

Vio $ 100 4H

Figura 1.10

_ 4 =04
=170-0 seg

t
i, (t) = 5e 04 = 5¢~25¢

Entonces.

b) i, (t) = 5e*%A
c) Vio (£) = 10(—i;) = (—10)(5e~25t) = —50¢ 25t

V10 (t) = —508_2'5t V

Finalmente se procede a graficar la corriente i, y el voltaje v, (t) para
todo t (ver figura 1.11 y 1.12 respectivamente).

i (t) A (A)
- 0.36

>t (s)
T 2t 3t 4t 51
Figura 1.11 Grifico de iL(t) contra t, para todo t

21
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Vw(t) 4 [V]

T 2T 3T 47 51 >t (s)

-50
Figura 1.12 Grifico de V, (t) contra t, para todo t

1.4 Circuitos RC sin fuentes

En el circuito de la figura 1.13, se aplica el andlisis de nodos con
asignacién de potenciales en la cual aplicamos la Ley de Corrientes de

Kirchhoff (LCK); esto es:

? R
Ref

Figura 1.13 Circuito RC en paralelo sin fuente
C dv + = 0
dt R

v

\ |
/1
@

Se divide por C a cada término de la ecuacién:
dv N v
dt = RC "~

Se despeja la derivada del voltaje con respecto al tiempo y se integra:

0

22
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dv_ v

dt  RC

dv_ t

v  RC

jdv_ 1 gt
v RC

La integral de la izquierda es igual al logaritmo natural del voltaje

(Ln v); la integral de la derecha es igual a la constante (-1/RC) por el tiem-
po t; como se trata de una integral indefinida, se le afiade una constante K

de integracién,

1
L = - —t+K
nv RC
Para poder despejar el voltaje v, aplicamos el siguiente artificio matemético:

e]ny — e_ﬁt-'-K

_1,
v= e RC' ek
Donde, e¥= A = constante

_1
v= Ae RL

Para evaluar la constante A y obtener la ecuacién del voltaje o, se

t

consideran las condiciones iniciales del voltaje en el capacitor; para un

tiempo t, el voltaje es V ;:

dos.

1
i(t=0)= Ae ’re©®@ =4 =V,
Entonces:

1

W)=Vy e k' (1-10)

Pero:

T = RC =constante de tiempo capacitivo, viene expresado en segun-

23
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Entonces:

v(t) = Ve'F (1-11)

Ejemplo: obsérvese el circuito mostrado en la figura 1.14 y calctlese

los valores en t =1seg para:a) V. ;b) V.5 ¢) Vo

t=0
4 50
'\/\9\, oé/v o AAA-
+ -
VSW
+
e + —_
1V = 200 $ v, Ve ~~50mF
Figura 1.14
Solucién:

Parat <0, el interruptor de la figura 1.14 estd cerrado y el capacitor se
comporta como un circuito abierto debido a la fuente de 12 V de corriente
continua y que se encuentra en estado estable, el nuevo circuito se muestra
en la figura 1.15, cuyas ecuaciones son las siguientes:

40 50
N\ N\ % O— AN/
+ —
V., (0)
— + N o
7= 200 § Vv, (0) V(0) ¢
Figura 1.15
Vo (07) =0
Se aplica divisor de voltaje en la resistencia de 20 Q:
v, (0)=12—20_ 20 _ 1oy
20+4 24

24
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V.(0)=V, (0))=10V, debido a que el capacitor estd abierto, no circula

corriente; el capacitor estd en paralelo con el voltaje en la resistencia de 20 Q.

Para t < 0, en la figura 1.14, el interruptor se abre y el circuito resul-

tante queda reducido al de la figura 1.16.
40 5Q
NN\ O o NN
+ -

v

SwW

Figura 1.16

Enla figura 1.16, la fuente de voltaje de 12 V no afecta en nada en el
circuito de la derecha para la respuesta de las incégnitas V, y V; entonces,
el circuito queda como el que se muestra en la figura 1.17 (a). La resistencia
de 5 Q) estd en serie con la resistencia de 20 ) dando como resultado una
resistencia equivalente de 25 (), tal como se muestra en la figura 1.17 (b).

5Q
ic ic
+ + +
20Q VR Ve =< 50mF 25¢Q Ve =~ 50mF

Figura 1.17 (a)y (b)

La figura 1.17 (b) es un circuito RC sin fuente; por lo tanto, se aplica

la ecuacién (1-11):
t

V.(t) = Voe_;

V.(0) =V,(0) = V,(0") =10V

Debido a que el capacitor no permite cambios bruscos de voltaje.

25
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T=RC = (25)(50 x 1073) = 1,25seg

1
-=0,8
T

Entonces las respuestas de los literales a), b) y ¢) son:

a) v (t)=10e% v (1-12)
v.(1) =10e™*D _4.49v
b) En la figura 1.17 (a), se aplica la Ley de Ohm:
Ve () =20(-1,)

i v
dt

c = (50x 10"3)%(10e‘0.8t) = (50x 1073 )(=0.8) (lo)e—o.st
i, =-04e A

Ve () = (20)|_— (—0.46_0'8t)J= Qe 08t

Ve (t) = 8e % v

v (1) =8¢ =3 59y (1-13)
c¢) En la figura 1.16, en el lazo de la izquierda, se aplica la LVK

Vew = 12 — Vg = 12 — 8e 08¢
Vo (t) = 12 — 8e ™08ty (1-14)
Vow(1) = 12 — 87081 — 12 — 3.59 = 841V

Vo, (1) = 841V
Finalmente, las gréficas de las ecuaciones (1-12), (1-13) y (1-14) in-

26
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cluyendo sus valores iniciales, se representan en la figura 1.18.

v 4 V)
10

» t (s)

T 2T 3T 47 T

(2) V,.(t) =10e *5V

VR(t) A (V)

>t (s)
T 21 3T 4t 5t
(b) V() =8 05V
vaot ™
12
8
>t (s)
T 27 3T 4T 5t

(c) Vi (£) =12-8e 05V

Figura 1.18 Grificas de (a) V(t) vs t, (b) V(t) vs ty (c) Vi, (t) vs t.

27






CAPITULOII

CIRCUITOS RL'Y RC CON FUENTES

2.1 Funcién escalén unitario

La funcién de excitacién escalén unitario p(t — t,) estd definida en la ecua-
cién (2-1); donde, la amplitud de la funcién p(t - t) vale cero para un tiempo t
menor que t, (t < t,), la amplitud vale uno para un tiempo t mayor a t, (t > t)y
la funcién no estd definida para un tiempo t igual a t, (t = t ). En Ia figura 2.1, se
muestra la grifica de la funcién para valores positivos de t, (t, > 0).

_(0t<t,
ut—to) = {1 t>t, (2-1)
H(t_to) A
14
» t
0 tO

Figura 2.1 Funcién escalén unitario p(t —t,) para t, > 0.

Para valores negativos de t,, en la ecuacién (2-1), se reemplaza (- t,)
por t,, esto es:
p(t—to) = p(t— (—to)) = p(t + t)

la cual se representa en la grifica que se muestra en la figura 2.2.

pt+t) 4
1
» t
-t, 0

Figura 2.2 Funcién escalén unitario p(t + t ) para t, < 0.

29
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El instante en el que ocurre una discontinuidad de la funcién es t,. A
continuacién se dan tres ejemplos de la funcién escalén unitario:

Ejemplo 1: cuando t, = 0, la funcién escalén unitario p(t—t,) = p(t —

0) = p(t) se expresa en la ecuacion (2-2):

u(t— 0) = u(t) = {‘1’ i i 8 (2-2)

P(t) A

» t

0
Figura 2.3 Funcién escalén unitario p(t)

Ejemplo 2: cuando t, = 1, la funcién escalén unitario p(t —t,) = p(t —
1) se expresa en la ecuacién (2-3):

(t-1)= 0 t<lI
! {1

t>1
donde, la amplitud de la funcién p(t) vale cero para valores de t me-
nores que uno (t < 1),1a amplitud vale uno para valores de t mayores a uno
(t > 1) y la funcién no estd definida para un tiempo t igual a uno (t = 1). El
grifico de la ecuacién (2-3) se muestra en la figura 2.4.

(2-3)

p(t—l) A

0 1

Figura 2.4 Funcién escal6n unitario p(t-1)
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Ejemplo 3: cuando t, = — 2, 1a funcién escalén unitario p(t —t,) = p(t
— (= 2)) = p(t +2), se expresa en la ecuacién (2-4):

0t<-2

2-4
1¢>-2 @4

u(t+2) = {

Donde la amplitud de la funcién u(t +2) vale cero para valores de t
menores que — 2 (t < — 2); la amplitud vale uno para valores de t mayores
a—2 (t >—2); yla funcién no estd definida para un tiempo t igual a — 2, (t
= —2). El grifico de la ecuacion (2-4) se muestra en la figura 2.5.

|J(t+2) A

» t
-2 -1 0 1

Figura 2.5 Funcién escalén unitario p(t +2)
La funcién escalén unitaria invertida p(- t), estrictamente p(- (t—t,))

= p(- t + ), se muestra en la ecuacién (2-5) y su grafica en la figura 2.6 para
valores de t, positivos.

1t<t (2-5)
(=t + 1) = {0 t> tz
p.(—t+t0)“
1
» t
0 t

0
Figura 2.6 Funcién escalén unitario p(- t + t ), para t; > 0
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Para valores negativos de t,, en p(- (t -t )) se reemplaza (-t ) por t:
u[—=(t = (=to))] = n(=(t +to)) = p(—t — to)
la cual se representa en la grifica que se muestra en la figura 2.7.

Ivl(‘t‘to) A

-t, 0 t,

Figura 2.7 Funcién escalén unitario p(- t +t)) parat, < 0

Como la funcién escalén unitario es adimensional, se puede multi-
plicar por una funcién f{(t), esto es, f{t)u(t — t ). Sila funcién £(t) es un valor
constante de voltaje V, entonces serd Vp(t —t ), de tal forma que v(t) = Vp(t
—t,), el cual se representa en la ecuacién (2-6).

(0 t<t,
Vit —to) = {V t>t, (2-6)

Donde la amplitud de la funcién Viu(t -t ) vale cero para valores de

t menores que t, (t < t ); la amplitud vale V para valores de t mayores a t

(t > t,); y la funcién no estd definida para un tiempo t igual a t, (t = t ). El
grifico de la ecuacion (2-6) se muestra en la figura 2.8.

Viu(t-t,) 4

V.

» t
0 t,

Figura 2.8 Funcién escalén de voltaje Viu(t - t) para t, > 0
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La funcién de excitacién Viu(t - t ) se encuentra conectada a una red
eléctrica cualquiera en la figura 2.9.

Red
Vi (t-t,) CTD general

Figura 2.9 Funcién de voltaje escalén, es la fuente que excita a una red eléctrica

Si aplicamos la funcién de voltaje escalén Viu(t -t ) a la red eléctrica
de la figura 2.9, para valores de t < t, la fuente de voltaje vale cero. Hacer
cero una fuente de voltaje es equivalente a un cortocircuito, tal como se

indica en la figura 2.10.

general

I Red

Figura 2.10 Funcién de voltaje escalén Viu(t -t ) para t < t, se comporta como
un cortocircuito

Para valores de t > t, la fuente de voltaje vale V, es decir, la fuente de
voltaje entrega energia a la red eléctrica, tal como se indica en la figura 2.11.

" Red
\4 (—) general

Figura 2.11 Fuente de voltaje escalén Viu(t -t ) para t > t actda como una
fuente de voltaje normal
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Si la funcién f(t) es un valor constante de corriente I, entonces al
multiplicar f(t)u(t — t,) es igual a In(t — t ), de tal forma que i(t) = I p(t -t
como se indica en la figura 2.12.

Y Red
Tu(t— to) () general

Figura 2.12 Funcién de corriente escalén I p(t —t), es la fuente que excita a
una red eléctrica

Para valores de t < t,, 1a fuente de corriente vale cero. Hacer cero una
tuente de corriente es equivalente a un circuito abierto, tal como se indica

en la figura 2.13.

o Red

general

Figura 2.13 Funcién de corriente escalén Iu(t —t) parat <t

Para valores de t > t, la fuente de corriente vale I, es decir, la fuente de
corriente entrega energia a la red eléctrica, tal como se indica en la figura 2.14.

Y Red
I u(e— to) <> general

Figura 2.14 Funcién de corriente escalén Iu(t —t ) para t > t,
2.2 Respuesta natural y forzada

En un circuito eléctrico la respuesta completa se compone de dos
partes: la respuesta natural y la respuesta forzada. La respuesta natural es
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la correspondiente a la parte transitoria que ocurre cuando existe un inte-
rruptor que realiza una conmutacién o swicheo. En ese momento, la sefial
empieza a variar independientemente de que la fuente sea de corriente
continua o alterna. Esta sefial desaparece una vez que el circuito se ha es-
tabilizado. La respuesta forzada corresponde a la parte cuando el circuito
ya se ha estabilizado; esto ocurre después de un largo periodo de tiempo de
haber realizado la interrupcién. Consideremos el circuito que se muestra en
la figura 2.15, en la cual el interruptor se cierra en t = 0.

R
>{ A% )
llL(t)

Figura 2.15 Circuito RL en serie con un interruptor

La fuente de voltaje V'y el interruptor se puede reemplazar por una fun-
cién de excitacién de voltaje escalén V(t), como se muestra en la figura 2.16.

R iL(t)

NN

Vo) C) L

Figura 2.16 Circuito RL serie con la funcién de voltaje escalén Vp(t) reempla-
za al interruptor de la figura 2.15

Los circuitos de las figuras 2.15 y 2.16 son equivalentes; por lo tanto,
se puede encontrar la corriente i(t) por cualquiera de los dos circuitos. A
continuacién se analiza el circuito de la figura 2.16.

Para t < 0,1a fuente de voltaje se comporta como un cortocircuito y se
representa en la figura 2.17; como no existe ninguna fuente independiente

de corriente, entonces la corriente 1(0°) = 0.
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R

— A

| h

Figura 2.17 Circuito parat <0

i(0)

Para t > 0, la fuente de voltaje actia normalmente y se encuentra re-
presentada en la figura 2.18. Para calcular la corriente i, (t), se aplica la Ley

de Voltaje de Kirchhoff (LVK); esto es:

R i(t)

v %L

Figura 2.18 Circuito para t > 0

di
—V+Ri+L—=0
dt
di
L—=v—Ri (2-7)
dt

Haciendo,w =V —R i

y derivando ambos lados con respecto al tiempo:

dw _ o g di
dt dt
di _ 1 dw
dt R dt

Reemplazando en la ecuacién (2-7), tenemos:
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de_

Rdar "V

Despejando las variables e integrando:
J‘ dw R gt
wo L

I = Lt+K
nw=-o

Para despejar la variable w, se recurre a un truco matematico:

R
nw _ e(—Et+K)
_R,
w=e L eX = eX=A=constante
R
-t
w=Ae L

Reemplazando la variable w:

——t
V-Ri=Ae L

_R,
~Ri=Ae ' -V
1=X-ée_ft,i=i(t)

R R
VA -

Para evaluar la constante A, debido a que el inductor no permite
cambios bruscos de corriente, el valor de la corriente que se calculé para t
< 0 [i(0") = 0] es igual al valor de la corriente para t > 0 en el instante i(0*).
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Los tiempos 0- y 0+ son los mds cercanos a 0; entonces:
i(07)=i(0)=i(0*) =0

En la ecuacién (2-8), se evalda la corriente en un tiempo t = 0:

vV A

i(0)=—-—=¢’=0
(0) TR
y_4Aa
R R
A=V
R

V V -~
1 = _ _ L
1(t) R Re (2-9)

La respuesta completa de la ecuacién (2-9) tiene dos partes. La respuesta
natural (in) y la respuesta forzada (if) representada en la ecuacién (2-10):

i(t) = in+if (2-10)
Donde:

R,

in=—elL

< =<

if = R
La ecuacién (2-9) solo es vilida para la fuente de voltaje constante
del circuito de la figura 2.16. Una ecuacién mds general se deduce del cir-

cuito de la figura 2.18 en la cual aplicamos la LVK.

V+Ldi—0
dt
di
L—+Ri=V

dt
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di+R__V

at L' T L

di+P'—

T i=Q (2-11)
Dond p=R _Y

One) _Z)Q_L

Multiplicando a cada término de la ecuacién (2-11) por el diferencial

del tiempo dt (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p.184)
di+Pidt=Qdt
Multiplicando cada término por e?*:
ePtdi+ePtPidt=ePtQdt (2-12)

pero, la derivada de d(i e*) = eP*di+iPefrdt

Reemplazando en la ecuacién (2-12):

d@iePt)y= Qeftdt

Integrando:

fd(ie”)z er”dt
ieft = er”dt+Ae‘”

1 — -Pt Pt -Pt
i(t)y=-e er dt + Ae (2-13)

La ecuacién (2-13) es mds general, donde A e** es la respuesta natu-
raly e[ Qe dt es la respuesta forzada. El valor de Q_puede representar
el valor de una fuente de corriente constante o variable.
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2.3 Circuitos RL con fuente

En la figura 2.15, se muestra un circuito RL en serie con un interrup-
tor y una fuente de voltaje. El analisis se realiza antes y después de que se
acciona el interruptor, es decir, para un tiempo t < 0 y para un tiempo t > 0.

Para t < 0, el interruptor de la figura 2.15 estd abierto, dando como
resultado la figura 2.19, donde la corriente i(0") es igual a cero:
i(0)=0 R

i(0),

‘O J

Figura 2.19 Circuito para t <0

Para t > 0, el interruptor de la figura 2.15 estd cerrado, tal como se
muestra en la figura 2.18. Cuando el circuito de la figura 2.18 se estabiliza, el
inductor se comporta como un cortocircuito debido a la fuente de voltaje V de
corriente continua y en condiciones de estado estable; el circuito se muestra
en la figura 2.20. Cuando el circuito estd en condiciones de estado estable, la
corriente se denomina forzada if 'y, se calcula la corriente forzada en el inductor.

R if

AN :

‘O .

Figura 2.20 Circuito para t > 0 en condiciones de estado estable, se produce la
corriente forzada (if)

] vV
lf:E

La respuesta total de la corriente en el inductor estd compuesta por
la suma de la corriente natural y forzada; esto es:
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i(t) =in+if
R
Donde,in= A e It
Entonces: v
R
() =Ae L' +—
i(t)y=Ae T + R
En el inductor, i(0") = i(0) = i(0*) = 0, debido a que el inductor no

permite cambios bruscos de corriente.

174
[ = 0 —_=
i(0)=Ae +R 0

. 1%
" R
V RV
l(t) = —E e_ft +E
Vv R
iM=xl-e LY (2-14)

L
T=4 viene expresado en segundos

(0) =2 (1~

De esta manera se llega a la misma respuesta que en la seccién an-
terior, pero de una manera mds sencilla. La grafica de la ecuacion (2-14),
se muestra en la figura 2.21. Por lo general, el circuito se estabiliza en los
alrededores entre 3 Ty 5 T, pero puede ser antes de 3 T o después de 5 T.

i(t)1

>

» t

T 2t 31t 4t 5t
Figura 2.21 Griéfico de la ecuacién (2-14)
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Ejemplo 4: en el circuito de la figura 2.22, calcular y graficar la co-
rriente i para todo t y calcular el voltaje v.
75V

4H

—»i 15 Q

Figura 2.22
Solucién:

Para t < 0, en la figura 2.22, el interruptor estd cerrado en el bor-
ne superior. Debido a las condiciones de estado estable del circuito y a la
tuente de 75 V de corriente continua, los inductores se comportan como
un cortocircuito, tal como se muestra en la figura 2.23. A continuacién se
plantean las ecuaciones:

5V

0o =0
7 sq 120V

) ANAA- I||
v (07)

+

— iL(0) 15 Q
Figura 2.23
v(07)=0

En el lazo externo se aplica la LVK:
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15i(07) =754+ 10i(07) =0

25i(07) =75
oy TS5
1(0 )—£—3
i((07)=3A

Para t > 0, en la figura 2.22, el interruptor estd cerrado en el borne
inferior, tal como se muestra en la figura 2.24. Las resistencias de 10 Q,5 Q
y 15 Q, estdn en serie y su equivalente es de 30 Q. Los inductores de 2 H'y
4 H estan conectados en serie cuyo equivalente es de 6 H; el nuevo circuito
equivalente se muestra en la figura 2.25. Este es un circuito RL con fuente,
donde la corriente en el inductor obedece a la siguiente f6rmula:

75V
l [}
10 0
s q 1|2(|)|V
_ T
v Q2H
+ 4H
—1 15 Q
Figura 2.24
30 O
AAA
120V — 6 H
—>1
Figura 2.25

i, = i + i
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Donde:
lpn = corriente natural
if = corriente forzada

t
iL=Ae_?+if
SRy
T_R_SO_ .L5eg
1
—=5
T

Cilculo de la corriente forzada

En la figura 2.25, cuando el circuito se ha estabilizado y debido a la
tuente de voltaje de 120 V de corriente continua, el inductor se comporta
como un cortocircuito, tal como se muestra en la figura 2.26. La corriente
forzada es:

. 120

=35 =

ir =4A
30 Q
AN

120V —
—»if
Figura 2.26
i = ﬁle—% +4

i(t) =Ae ™" +4

i(07)=i(0)=i(0*)=3
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debido a que el inductor no permite cambios bruscos de corriente.

i(0) =A4e°+4=3
A=-1
i(t)=—e 5t +4

i(t) =4—e 5t (2-15)

En la figura 2.27, se encuentra la gréfica de la ecuacién (2-15) y la
condicién inicial de la corriente i(t).

t t t t t > t(s)
1T 2T 3T 4T 5T

Figura 2.27

En la figura 2.24, se procede a calcular el voltaje v en el inductor de 2 H:

= —2E
rciit
v = _ZEH — e™°f)
V= —2(56"5’)
=-10e™ V
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2.4 Circuitos RC con fuente

La respuesta completa de cualquier circuito RC en serie también se pue-
de obtener como la suma de la respuesta natural y la respuesta forzada; esto es:

v=vf+vn
Donde: .
vn=V,e RC

T = RC, viene expresado en segundos.
Reemplazandg:

v(t) =Vye T+ vf

Ejemplo 5: en el circuito de la figura 2.28 (Hayt Jr. y Kemmerly,
1988, p. 192), calcular vc(t) e i(t).
a

AAA

PR

b
+
10Q -

€00 2000 500 UC(_t),\O.OSF
— 120V = 50V li(t)
T T

Figura 2.28 Circuito RC para obtener la respuesta completa de vc(t) e i(t)

Solucién:

Para t < 0, en la figura 2.28, el interruptor se encuentra en la posicién
a, tal como se muestra en la figura 2.29, y se procede a calcular las condi-
ciones iniciales de la corriente i(0) y el voltaje v .(0").
a

AN

b

10Q av.(0)
60Q 2000 50Q q

— 120V — 50V li(O’)
T T

Figura 2.29  Circuito RC parat <0
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—50 + 60 i(07) + 200 i(07) = 0

—50 +260i(07) = 0

[(07) = 50 _ 019234
W) =560
ve(07) = 120 z5-—0 = 100V

Para t > 0, en la figura 2.28, el interruptor estd en la posicién b, tal
como se muestra en la figura 2.30.

a
=]

.
v.(t)—
602 2000 Q50©Q c(_)/-\ 0.05F

— 120V — 50V li(t)
T

=
Figura 2.30 Circuito RC parat >0

Para calcular la corriente i(t) y el voltaje vc(t), la resistencia de 10 Q
que se encuentra en serie con la fuente de voltaje de 120 V no afecta en
nada al circuito de la derecha; el circuito se reduce a la figura 2.31.

+

v ()=
609 §2009 §SOQ s 005K

= 50V li(t)

Figura 2.31 Circuito RC para t > 0 reducido

Para obtener el modelo del circuito RC serie, en la figura 2.31, abri-
mos el capacitor y aplicamos el teorema de Thévenin en los puntos d y e, tal
como se muestra en la figura 2.32. Las resistencias de 200 Q y 50 Q) estin
conectadas en paralelo y su valor equivalente es de 40 Q.
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40
Vde = 50 ———= = 20V

40 + 60
VTH = Vde = ZOV
g + Ud
Vd
609 § 2000 §509 KT
— 50V li(t)
T

Figura 2.32 Circuito reducido para calcular el voltaje de Thévenin

Para encontrar el voltaje de Thévenin en los puntos d y e, el circuito
se reduce y se muestra en la figura 2.33; y se procede a calcular el voltaje en
los puntos d-e (Vde) aplicando divisor de voltaje.

Vde = 50— _ 5oy
€=V 40 +60

VTH = Vde = ZOV

+] d
600 § 400 Yﬂlee

— 50V
T

Figura 2.33 Circuito reducido para calcular el voltaje de Thévenin
Para encontrar la resistencia de Thévenin, se hace cero la fuente de

voltaje de la figura 2.32 y, como resultado, se obtiene el circuito de la figura
2.34; posteriormente calculamos la resistencia Rde en los puntos d y e.
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: o
600 §2009 §509 Rde,

ba)

Figura 2.34 Cilculo de la resistencia Rde en los puntos d y e

11,1 1
Ry 60 200 150

Rde = 24.0.

Con el voltaje y la resistencia de Thévenin, se obtiene el circuito equi-
valente de Thévenin que se muestra en la figura 2.35.

R, =24 @

AN

+ *|d
(Do

Figura 2.35 Circuito equivalente de Thévenin en los puntos d y e

O o

Finalmente se conecta el capacitor en los puntos d y e que se mues-
tra en la figura 2.36 el cual representa el circuito equivalente de Thévenin
incluido el capacitor. Este circuito es el modelo para plantear la ecuacién
de voltaje en el capacitor constituido por un voltaje natural y un voltaje
forzado; esto es: vc = vf + un.

t

Un = Vye 7 siendo T = RC = (24)(0.05) = 1.2 Seg
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R =240

AN\

+

"
VTH=2OVC—> v (t) —0.05F

Figura 2.36 Circuito equivalente de Thévenin, con el capacitor

Cuando el circuito de la figura 2.36 se estabiliza, el capacitor se com-
porta como un circuito abierto debido a la fuente de voltaje de corriente
continua de 20 V. El circuito se muestra en la figura 2.37, y se calcula el

voltaje forzado uf en el capacitor.
R, =240

"
V. =20V C_) uf

Figura 2.37 Voltaje forzado vf

vf= 20V

La respuesta total de voltaje en el capacitor es:

vc =vf+vn . .

UC=2O+VOG_; =20+V0€ 1.2 =2O+Voe—0.83t

Debido a que el voltaje en el capacitor es continuo, ya que el capaci-
tor no permite cambios bruscos de voltaje, entonces:

ve(07) = ve(0) = 1e(07) =100
0e(0)=20+Ae” =100
V, =80

ve() =20 +80¢ O (2-16)
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Para calcular la corriente i(t), regresamos al circuito de la figura 2.31

y aplicamos la Ley de Ohm, considerando el voltaje del capacitor de la
ecuacién (2-16); esto es:

—-0.83t
i(t)= Uzco(g) 20 82%5 _0.1+0.4¢%
i(t)= 0.1923+0.4¢°%'A (2-17)

El grifico de la ecuacién (2-16) se muestra en la figura 2.38 y el gra-
fico de la ecuacién (2-17) se muestra en la figura 2.39.

uc(t) A V

100

/1) g

1T 2T 3T 4T 5T
Figura 2.38 Grifico de uc(t) contra t

i() | (A)
0.5 -

0.4 1

0.3 4

0.2 |
0.19

0.1 -___.___.______T _____

>t(s)

Figura 2.39 Grifico de la corriente i(t) contra t
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CAPITULO III
CIRCUITOS RLC
3.1 Circuito RLC en paralelo sin fuentes

La presencia de inductancias y capacitancias en el mismo circuito
produce por lo menos un sistema de segundo orden, es decir, un sistema
caracterizado por una ecuacién diferencial lineal que incluye una derivada
de segundo orden.

Cuando un inductor fisico se conecta en paralelo con un capacitor, y
el inductor tiene asociado a él una resistencia 6hmica no nula, la red resul-
tante tendrd un circuito equivalente RLC en paralelo sin fuente como el
que se muestra en la figura 3.1 para un tiempo t > t .

v

Ref
Figura 3.1 Circuito RLC en paralelo sin fuente, para t > t,

En el circuito de la figura 3.1, se aplica el andlisis de nodos con asig-
nacién de potenciales, el cual nos dice que a cada nodo se asigna un potencial
positivo con respecto al nodo de referencia. Aplicando la Ley de Corrientes de
Kirchhoft (LCK) en el nodo superior de la figura 3.1 y asumiendo que las
corrientes que salen del nodo son positivas y las corrientes que entran al
nodo son negativas, tenemos:

v 1] dv
—+— |vdt+C—=0
R L [O d 3-1)

Pero el segundo término de la corriente en el inductor se divide en

dos partes:
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1td 1%d 1td
— [vdt=— [vdt+— [vdt
A A |

Los limites de la integral evaluados en un tiempo de menos infinito
(-e0) a un tiempo t, es el tiempo en el cual el circuito estuvo en condiciones
de estado estable cuyo valor es i (t,). El tiempo t, es el instante en la cual
ocurre la interrupcién. Reemplazando en la ecuacién (3-1), tenemos:
t

]iz)dﬁr % judﬁr C% =0

Ty

v 1
Yy 2
R

to

1
Donde, — =i = tant
onde L _j;o vdt =i (ty) = constante

Entonces:

v . 1 dv
— i (tg) +— [vdt+C===0 (3-2)
R Ly dt

Derivando cada término con respecto al tiempo en la ecuacién (3-2),
sabiendo que i, (t,) es una constante, entonces tenemos:

2
l_di+0+ v +Cd v
R dt L dt’
2
dv+id_v+£=0 (3-3)

Debido a que el circuito RLC de la figura 3.1 no tiene fuente, se
supone que la solucién del voltaje u(t) para la ecuacién diferencial (3-3) es
de tipo exponencial (transitorio) y estd representado por la ecuacién (3-4).

u(t)=Ae" (3-4)
Sacando la primera y segunda derivada de la ecuacién (3-4), tenemos:
dv .
E = Ase (3-5)
d*v :
e Asg? (3-6)

Las ecuaciones (3-4), (3-5) y (3-6) se reemplaza en la ecuacién (3-3):
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st 1
CAs*® + % Ase™ + E Ae¥ =0

Ae™ (Cs*+ %er %)=0 (3-7)

Para que la ecuacién (3-7) sea una igualdad, es decir, O = 0; la Gnica
solucién factible es que:

1 1
Cs’+ —s+ — =0

. 1
S+ES+E_O (3-8)

Como la ecuacién (3-8) es una ecuacién cuadrética, existen dos solucio-
nes para el valor de s,y son las que aparecen en las ecuaciones (3-9) y (3-10).

1 1\ 1
S1=- + -
2RC (2RC) LC (3-9)
S 1y 1
> 2RC 2JRC) LC (3-10)
haciendo,
1
W = —_—
0 LC (3-11)
y
]
a:—
2RC (3-12)
Donde

W, = frecuencia de resonancia
a = frecuencia neperiana o coeficiente de amortiguamiento exponencial

Reemplazando los valores de w, y a en las ecuaciones (3-9) y (3-10),
se obtienen las ecuaciones (3-13) y (3-14):

s =-o+ /az _Woz (3-13)
S;=-0- 4 o —W02 (3-14)
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Como existen dos valores de s (s, y s,), entonces vamos a tener dos
respuestas U, (t) y u,(t) en la solucién propuesta por la ecuacién (3-4).

vi()=A e’
V(1) = Ay et

Como el sistema es lineal, se aplica superposicién; la respuesta total
de voltaje u(t) es igual a la suma de las respuestas parciales v (t) y v,(t), y
estd representada en la ecuacién (3-15):

o) =Are™ + Ayett (3-15)
3.2 Circuito RLC en paralelo sobreamortiguado

Cuando el valor de a < w,, se obtiene un circuito RLC en paralelo
sobreamortiguado. Supéngase que la condicién iniciales del capacitor es
v(0’) = 0, y una corriente inicial en el inductor es i(0") = 5 A. El circuito

para t > O se representa en la figura 3.2.
b

v
.

F
: e
3Q 8H§ 3 F

Ref
Figura 3.2 Circuito RLC en paralelo sobreamortiguado para t > 0

azzzic: SRRRLE
2(3) —
o 5]
w, = L | =+/3 =1.732rad/s
" JLe \/81 '
24
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si=-a+~ ol —w,? = -4+ (@ -(1.732)] = - 039 [s]
s=-a- ol —w,l =-35- @ +(1.732) = - 7.606 [s"]

Reemplazando los valores de s, y s, en la ecuacién (3-15), se tiene:

vt)=A.e" +A,e™
U(t)=Ale—0.394t +A2 e—7.606t (3—16)

La interrupcién ocurre en un tiempo t = 0, debido a las condiciones
del problema, en el cual las condiciones iniciales de corriente y voltaje son:
i(0) =5 Ayv(0) = 0. De tal manera que se procede a evaluar el voltaje para
un tiempo t = 0 en la ecuacién (3-16).

v(0)=Ae"+A,e" =0

A +A, =0 (3-17)

Aplicando la Ley de Corrientes de Kirchhoft en el nodo superior de
la figura 3.2, asumiendo que las corrientes que salen del nodo tienen signo
positivo y las corrientes que entran al nodo tienen signo negativo, entonces:

io-i-i; =0

Pero, el andlisis lo hacemos para un instante de tiempo t = 0*; entonces:
i(07)-i(0")-i, (07)=0

i.(07)=i(0")+i, (07) (3-18)

La corriente inicial en el inductor es igual a 5 A; ademads es continuo
en: i(07)= 1(0)= 1(0)=5, debido a que el inductor no permite cambios brus-
cos de corriente.

El voltaje inicial en el capacitor es igual a 0V, ademds es continuo en v(0°
)=(0)=v(0")=0, debido a que el capacitor no permite cambios bruscos de voltaje.

En el circuito de la figura 3.2, se aplica la Ley de Ohm en la resisten-
cia de 3 Q para calcular el valor de la corriente i,(0%):
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u(o+) 0

i, (0)="""=-2=0A
Reemplazando en la ecuacién (3-18), tenemos:
i(0")=5-0=5
i(0)=5A
Derivando la ecuacién (3-16):
dv

S O30AL - T.606Az ¢ T
t

Evaluando la derivada en t = 0:
dv

| =-0394A,-7.606A,

t=0

Por definicién, la corriente en el capacitor es:

i —cdv

© T dt

o1,

d C°
Como el voltaje es continuo en 07, 0 y 0%; entonces:
dv 1

— = —1 0)= 0" ——5 120
i, C ic(0)= c( )

24
dv =120 V/s
dr|

Igualando las ecuaciones (3-19) y (3-20):

~0.394 A, -7.606 A, =120
De la ecuacién (3-17), A, = — A,
Reemplazamos en la ecuacién (3-21):
20.394(-A,)-7.606 A, =120

0.394 A, -7.606 A, =120

-7.212 A, =120

A, = -16.639

(3-19)

(3-20)

(3-21)
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En la ecuacién (3-17):
A= -A, =-(-16.639)=16.639
A, =16.639

Por lo tanto, reemplazando en la ecuacién (3-16), la solucién de la
respuesta del voltaje natural es la ecuacion (3-22).

— -0.394t _ -7.606
v(t)=16.64 (e eV (3-22)

La ecuacién (3.22) se deriva y se iguala a cero para calcular el tiempo

méximo t_, tiempo en el cual el voltaje es maximo um.

@ = 1[16.639 (6—0.394t _ o7 6061 )]

dt  di
[16.639 (- 0.394 6 — (= 7.606)e ™" )|=0

~0.394e % 4 7.606e % =0
0.394e 3%t = 7.606¢ 5"

-0394t, _ 7.606 o760,

0.394

-0.394 -7.606
e =19.305¢ fm

e 03%tn 76060, _ 19 3()5
e (0394+7.606)ts _ 19 30)5
e7.212tm =19.305
lne7.212tm =1n19.305

7.212¢, Ine=1n19.305

;o In19.305 0410

" 7.212
t, =04ls

En la ecuacién (3-22), se evalia para un tiempo méximo t = 0.41 s:
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W, ) =16.639 (e 0204040 _ g7 00041
W(t,)=16.639(0.851—-0.044)=13.428V

v, =v(t,)=13.43V

n

Para que la onda transitoria caiga en su amplitud a cero necesita un
tiempo infinito. La respuesta de la amplitud es despreciable después que
la magnitud de vu(t) ha alcanzado valores menores que el 1% de su valor
miximo absoluto |u,_|. Al tiempo requerido para que esto suceda se le defi-
ne como el tiempo de asentamiento t..

El1% dev_es,0.134 V:

0.134=16.639 (¢ 3% — 700 )

16.639

0.134 (670.394% _6—7.606%)

In 0.134 :ln(e—o.394ts _e—7.606tx)
16.639

Despreciando el segundo término exponencial, debido a que desapa-
rece en poco tiempo en comparacién del primer término, entonces tenemos:

2% _ 03041,
16.639

1, 0134

= =12.238
0394 16.639

t,=12.238s

Ejemplo: considere el circuito de la figura 3.3. Calcular el voltaje en
el capacitor v (t), la corriente en el inductor i, (t) y la corriente en el resistor
i (t), para todo t.
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soH L) 2p(-) v
YY" Y )
—/
12u-0 V() 2 400 S mF A= el
Figura 3.3

Solucién:

La funcién escalén unitario nos indica el instante en el cual ocurre una
interrupcién, en la figura 3.3; las dos funciones escalén unitario son p(-t), por lo
tanto, el instante en la cual ocurre la interrupcién es en un tiempo t=0 ; esto es:

124(—~ — 1) =12 pa(~ — 0) = 12 pu(~1)

Para t < 0, en el circuito de la figura 3.3, las dos fuentes de voltaje de
12 p(-t) voltios actdan en el circuito, debido a que la amplitud de la funcién
escalén unitario p(-t) vale 1 para valores de tiempo de - e a 0, entonces
reemplazando tenemos: 12(1) = 12 V. Debido a que el circuito estd en con-
diciones de estado estable y las fuentes de voltaje son de corriente continua,
el inductor de 50 H se comporta como un cortocircuito y el capacitor de 5
mkF se comporta como un circuito abierto, dando como resultado el circuito

que se muestra en la figura 3.4.

iy 0')l 12V
D

—e—e— )
o]
2v(e) § 400 ve(0)

Figura 3.4

En el circuito de la figura 3.4, aplicamos la Ley de Ohm en la resis-
tencia de 40 Q para calcular la corriente i (0) :

iAO):i%:OBA
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Debido a que el capacitor estd abierto, la corriente del inductor i (0")
es igual a la corriente de la resistencia i,(0):

i,(01)=i,(07)=0.3A

Para calcular el voltaje en el capacitor v (0), aplicamos la Ley de vol-
tajes de Kirchhoff en el lazo externo del circuito de la figura 3.5:

—12-12+4v,(07)=0
v.(07) =24V

La corriente en el capacitor para t < 0 es igual a cero, ya que el capa-
citor estd abierto:

i (07)=0

Para t > 0, en el circuito de la figura 3.3, las dos fuentes de voltaje de 12 (-
t) voltios son iguales a cero, debido a que la amplitud de la funcién escalén unita-
rio p(-t) vale O para valores de tiempo de t > 0. Entonces, reemplazando, tenemos:
12(0) = 0 V. Debido a que el circuito estd en condiciones de estado transiente, en
el inductor de 50 H y en el capacitor de 5 mF va a circular una corriente variante
en el tiempo, dando como resultado el circuito que se muestra en la figura 3.5.

i (t
lL( ) ]3
i ir(t) lic(t)
SO0H 400 § SmEAS ve(t)
Figura 3.5

La figura 3.5 es un circuito RLC en paralelo sin fuente; por lo tanto, se
procede a calcular los valores de ay para determinar el tipo de circuito RLC.

1 1
= = =25s5"
“T2rC " 2a0)5x102) " 77

1 1
~JLC  (50)5x107)

=2radls

@,

62



Pedro Infante Moreira

Debido a que & > w, entonces es un circuito RLC en paralelo so-
breamortiguado. Por lo tanto, se aplica la férmula de la ecuacién (3-15)
para calcular el voltaje en el capacitor v (t).

v, (1) =Ae" + A,e™ (3-23)
Procedemos a calcular los valores de s, y s,:

s, =—a+ya’ —w]

s, =—a—~Ja’ —w,

Reemplazando valores:

s, ==2.5+4(2.5) - (2)
5, =—25+1.5=—1
s, =—2.5-1.5=—4

-1 -1
Entonces, s; =—ls " y s, =—4s
Reemplazando valores en la ecuacién (3-23), tenemos:

v.(t)=Ae" + 4e (3-24)

En la ecuacién (3-24), procedemos a evaluar las constantes A, y A,
en t=0 , tiempo en el cual ocurre la interrupcién.

v.(0) = Ale_(o) + Aze_4(0)

v.(0)= 4, ﬁ+A2 ﬁ

v.(0)=4, %+A2%

v,(0)= A, + 4, (3-25)
Pero:

v,(0)=v,(0)=v,(0") =24V debido a que el capacitor no permite
cambios bruscos de voltaje.

Reemplazando en la ecuacién (3-25):
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v.(0)=4+4,=24

Al + A2 = 24 (3—26)
En la ecuacién (3-24) derivamos con respecto al tiempo:
dv (¢
vc( ) — _Aleft _ 4Azef4t
dt
Evaluamos para t = 0, ya que es el instante en la cual ocurre la interrupcién:
DOy 0 g g o0
da |,
v (1 (3-27)
BOF 4y 44,
da | _,

En el nodo B del circuito de la figura 3.5, asumimos que las corrientes
que entran al nodo tienen un signo negativo y las corrientes que salen del nodo,

un signo positivo; luego aplicamos la Ley de Corriente de Kirchhoft (LCK):

—i, () +ig()+i ()=0
i, (D)=1i,(1)—ix(?) (3-28)

Para obtener el valor de la corriente i.(t) , se aplica la Ley de Ohm
en la resistencia de 40 Q:

iﬂ0=%%2 (3-29)

En las ecuaciones (3-28) y (3-29), evaluamos para un tiempo t=0":

i,(0")=i,(0") ~i,(0")=0 (3-30)
oy _v0) 24

40 40 40
i,(0")=0.6A

i;(07)=i,(0)=i,(0") =0.3A; debido a que el inductor no permite

cambios bruscos de corriente.
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Reemplazando valores en la ecuacién (3-30):
i,(07)=03-0.6=-0.3
i.(0")=-03A

Por definicién, la corriente en el capacitor es:

oL dv (1)
i (0)=C=

Despejando la derivada del voltaje con respecto al tiempo y evaluan-
do en un tiempo t = 0, tenemos:

dv, (1) _i,(t)

dt C
dv,()] .0
a |, C

Reemplazando valores:

dv, (1) ~0.3
| = — =—60
dr |, 5x10
DO __govss
dr |, (3-31)

La ecuacién (3-27) es igual a la ecuacién (3-31):
A, —44, =—60

Cambiando de signo a todos los términos y despejando la constante

A,, tenemos:

A, +44, =60
3-32
A, =60— 44, (3-32)

La ecuacién (3-32) se reemplaza en la ecuacién (3-26):
60— 44, + A, =24
34, =24 60
—34, =-36
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4,=2-12
3
4, =12

En la ecuacién (3-32):
A, =60—-4(12)=60—-48=12
A, =12

Entonces, las constantes A, y A, son iguales a 12 y, reemplazamos

en la ecuacién (3-24):
v(6)=12¢ +12¢7V (3-33)

Por lo tanto, el voltaje en el capacitor para toda t es:
v, () = 24u(~1) +[12¢” +12¢7* | u(t)V
En el circuito de la figura 3.5, la corriente en el capacitor parat > O es:

o dv (D)
i (0)=C— =

Reemplazando valores:
i (t)=5x10" di[lzef +12e7 ]
t
i (£)=5x10"-12¢" —12(-4)e |
i (£)=5x10"-12¢" +48¢™* |
i (t)=—0.06e" +0.24¢* A,parat>0
La respuesta de la corriente en el capacitor para toda t es:
i (1) =0u(~t) +|-0.06¢ +0.24¢ * Ju(t) V
De la ecuacién (3-29), la corriente en el resistor es:

v.t) 1
=—v,(t
20 20"
Reemplazando el valor del voltaje del capacitor de la ecuacién (3-33),
tenemos:

iR(t):
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i ()= % [12¢ +12¢%]=03¢ +0.3¢*
i (1)=03e" +0.3¢ A, parat >0

La corriente en el resistor para toda t es:

i (£) =0.31(~t) +[0.3¢ + 03¢ * Ju(t) A

De la ecuacién (3-28), despejamos la corriente en el inductor:

i, () =ip(O)+i.(1)

Reemplazando los valores de las corrientes en el resistor y en el capa-
citor para t > 0, tenemos:

i, () =0.3¢" +03¢ ™ |+ |-0.06e " +0.24¢ |

i,()=03e" +0.3e™ —0.06e" +0.24e™*

i,(t)=024e™ +0.54¢™" A,parat>0

La corriente en el inductor para toda t es:

i, (1)=03u(-t)+ [0.24e" +0.54¢* 1u(t) A, para toda t

3.3 Circuito RLC en paralelo criticamente amortiguado

Cuando el valor de a=w,, se obtiene un circuito RLC en parale-
lo criticamente amortiguado. Supéngase que las condiciones iniciales del
capacitor es v(0)=0, y una corriente inicial en el inductor es i(0)=10 A. El
circuito pata t>0 se representa en la figura 3.2; pero la resistencia vale 5,

el inductor 5 H y el capacitor 1/20 F.

1 1
“T Jrc 2
2(5) —
) 50)
1 1

= =2

{3
20

w0 =
NLC
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2 2
S =-ata —w, =-2
2 2
S,=-a-ya —w, =-2

Cuando a = w, a la ecuacién (3-3) se le da el siguiente tratamiento:

2
du+1du U=0

df Rdr L
Igualando los dos valores de a y w,, tenemos:
1 1

2RC LC

Elevamos al cuadrado los dos términos para despejar el valor de 1/L:
LY (1Y

(21«7) :(«/LCJ

(@F =,

e

1_ >
—=a’ C -
I (3-34)
Por otro lado, partimos del valor de a para despejar el valor de 1/R:
1
a = —_
2RC
L —2ac (3-35)
R

Reemplazando los valores de las ecuaciones (3-34) y (3-35) en la

ecuacién (3-3):

68

2
e rac® ot co=0
t dt
2
dr’ dt
La solucién de la ecuacién diferencial (3-36) es:
D)= “(AL+A,) (3-37)
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Después de sustituir el valor de a en (3-37):
vt)=e* (At+A,) (3-38)

Se calculan los valores de A, y A :
0(0)=¢ V(A (0) +A,) =0

A,=0
Sustituyendo el valor de A, en la ecuacién (3-38):
v(t)=A, te”
' (3-39)
Derivando la ecuacién (3-39):
40 At (-2)e ™ +Ae”
dt
Se evalta en t = 0:
dol - _ A, (0)(-2)e" + A e’
dt|_,
dv
dtl_, A (3-40)

Aplicando la Ley de Corrientes de Kirchhoft en el nodo superior de

la figura 3.2,y despejando la corriente del capacitor tenemos:
ic (07)=i(0") +ir(07)
U(0+) 0
0") =
i (07)= =3
i(0) =1(0) = 1(0 ) = 10, debido a que el inductor no permite cambios

bruscos de corriente.

=0A

Entonces:
i. (0M)=i(0")+i,(0")=10+0=10
dvo 1.

_—1C

dr C

Evaluando para t = 0:
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dv 1

— =—1.(0)=20(10)=200

i, C c (0) (10)

dv

—1 =200

dt o (3-41)

Igualando las ecuaciones (3-40) y (3-41), tenemos: A, = 200, este

valor se remplaza en la ecuacién (3-29):

v(t)=200 te” (3-42)

Para calcular el tiempo méximo (tm), se deriva la ecuacién (3-42) y

se iguala a cero:

4 _d00pe
di  di
dv

——=200[t(-2¢*)+e*]=0
dt

2t e et =0

-2 -2
L — 2t e Ly

=2t

tm=lzo.5
2

t_ =0.5Seg

0(0.5)=(200) (0.5) e **? =36.79
v(0.5)=vm=36.79V

El tiempo de asentamiento t ocurre cuando el voltaje maximo ha

caido al 1 %:

70

el 1% v_=0.3679 V

Entonces:

0.3679=200t e *"
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t_se obtiene por el método de prueba y error, o usando un programa
de computacién:

t = 3.82 seg

Ejemplo: en el circuito de la figura 3.6, calcular el voltaje en el capa-
citor para un tiempo t > 0.

t=0
100 ; )
20v(®) IH 10 § %F —vel)
Figura 3.6
Solucién:

Para t < 0, en el circuito de la figura 3.6, el interruptor esta cerrado.
Debido a que el circuito estd en condiciones de estado estable y la fuente
de voltaje es de corriente continua, el inductor se comporta como un corto-
circuito y, el capacitor se comporta como un circuito abierto, dando como
resultado el circuito que se muestra en la figura 3.7.

10Q

AN o—o
i(0) () Lico
20v(®) iI ig 10 l "

ve(07)

T_

Figura 3.7

En el circuito de la figura 3.7, por la resistencia de 1 ) no circula co-
rriente, debido a que estd en paralelo con el cortocircuito por el cual circula
la corriente del inductor i, (07), por lo tanto, la corriente de la resistencia de
1Qes iR(O’) , que es igual a cero amperios; esto es:
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i(07)=0

En el lazo de la izquierda de la figura 3.7, aplicamos la LVK:

-20+10i,(07)=0

i,(0)=21=2

i,(07)=2A

La corriente en el capacitor para t<0 es igual a cero, ya que el capacitor
estd abierto; entonces:

i (07)=0

De igual manera, el capacitor estd en paralelo con el cortocircuito;
entonces el voltaje en el capacitor es igual a cero. Esto es:

v.(07)=0
Para t > 0, en el circuito de la figura 3.6, el interruptor estd abierto y

la fuente de voltaje de 20 V no afecta al circuito, dando como resultado un
circuito RLC en paralelo sin fuente, tal como se muestra en la figura 3.8:

iiL ilR i ic
lp_L*
IH 1Q§ T N v
Figura 3.8

La figura 3.8 es un circuito RLC en paralelo sin fuente; por lo tanto, se
procede a calcular los valores de a y w) para determinar el tipo de circuito RLC.

1 1

a= = =25
2RC 20{1)
4
1 1
= = 2radls
Ty
4
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Debido a que a=w =2 , entonces es un circuito RLC en paralelo
criticamente amortiguado; por lo tanto, se aplica la férmula de la ecuacién

(3-37) para calcular el voltaje en el capacitor v (t).
b(t)=e (AL +A,)

En la ecuacién (3-43), procedemos a evaluar las constantes A, y A,
en t=0, tiempo en el cual ocurre la interrupcién.

(3-43)

v, (0)=e"(4,(0)+ 4,)
v.(0)= 4, G4
Pero:

v.(07)=v.(0)=v,(0")=0V, debido a que el capacitor no permite
cambios bruscos de voltaje.

Reemplazando en la ecuacién (3-44):

v.(0)=A, =0

4, =0

En la ecuacién (3-43), derivamos con respecto al tiempo:

dv.(t) df _,
L Lo (e a,)]

dv, (1
—v;h( ) e 20 (At + 4,)

Evaluamos para t = 0, ya que es el instante en el cual ocurre la interrupcién:

POy 0 50204, 0)+ 4,)

da |,
v, (1
——= =4,-24,
dar |,
Pero, A, = 0
Entonces:
v, (t)
N (3-45)
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En el nodo superior del circuito de la figura 3.8, asumimos que las
corrientes que entran al nodo tienen un signo negativo y las corrientes que
salen del nodo, un signo positivo. Luego aplicamos la Ley de Corriente de

Kirchhoff (LCK):
i () +i () +i.(1)=0
i.(t) =—i, (1) =ip(?) 3-46)

Para obtener el valor de la corriente i,(t) , se aplica la Ley de Ohm
en la resistencia de 1 Q:

t
0 ="22=0-0
3-47
ix(1)=0 (3-47)
En las ecuaciones (3-46) y (3-47), evaluamos para un tiempo t = 0*:
i,(01)==i,(0") =iy (07)=0 (3-48)
i,(07)=0

i,(0)=7,(0)=7,(0")=2A; debido a que el inductor no permite
cambios bruscos de corriente.

Reemplazando valores en la ecuacién (3-48):

i (0")=—2-0=-2
i(07)=—2A

Por definicién, la corriente en el capacitor es:

dv,(t)
i ()=c2l
(1) 7
Despejando la derivada del voltaje con respecto al tiempo y evaluan-
do en un tiempo t = 0, tenemos:

dv,(0) _i.(0)

dt C
dv, ()] i, (0)
dt C

t=0
Reemplazando valores:
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a0 -2

dr |, 025

O _ gy (3-49)
dr |

La ecuacién (3-45) es igual a la ecuacién (3-49):
A =-8

Entonces, las constantes A, y A son iguales a -8 y 0, respectivamente;
dichos valores se reemplazan en la ecuacién (3-50).

v(t)=e* (-8t+0)

Por lo tanto, el voltaje en el capacitor para t > 0 es:

v, ()= -8te™ u(t) V (3-50)

3.4 Circuito RLC en paralelo subamortiguado

Cuando el valor de a<w,, se obtiene un circuito RLC en paralelo
subamortiguado. Supéngase que las condiciones iniciales del capacitor es
v(0)= 0,y una corriente inicial en el inductor es i(0) = 10 A. El circuito para
t > 0 se representa en la figura 3.2; pero la resistencia vale 8 (), el inductor

5 H y el capacitor 1/20 F.
1 1

a=2 = I =1.25
RC 2(8)[)
20
1 1
W, = = =1.58
" JLc /&L
‘ ~N N

Debido a que a < w,, en los valores de s,,,, se realiza los siguientes ajustes:

12

2 2 . 2
Sjp=-0a%+ 1loaz—wo =-a+ -1 on —a2=-aiquw0 —a’
_ . 2 2 _ .
S;=-0a+] /wo —a"=-ot]wy
_ . 2 2 _ .
Sz—-Oﬁ'JJWo -0 =-0-]Wy
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Donde:

Wy =+ W, —a’ =0.968

W, = frecuencia natural de resonancia

Reemplazando en la ecuacién (3-15) tenemos:
U(t): Ale(7a+./wd ) +A2 e(*a*./‘wd )t

v(t)=e “ (A +Ae ") (3-43)

Aplicando procedimientos matemiticos, la solucién de la ecuacion
(3-43) es la que se muestra en la ecuacién (3-44):

v(t)=e “(B, cos w,t + B, sen w,t) (3-44)
Reemplazando los valores de a y w,, tenemos:

v(t)=e "Y' (B, cos 0.968 t + B, sen 0.968 t)
v(0)=¢"*”(B, cos 0.968(0) + B, sen 0.968(0)) =0
v(0) =€’ (B, cos 0+ B, sen 0)=0

B,=0

v(t)=e """ B, sen 0.968t

v(t)=B,e "**sen 0.968t

% =0.968 B,e™"*” cos 0.968t -1.25B,e > sen 0.968t

Evaluando para t = 0:

% =0.968 B, cos 0.968 (0)-1.25B, sen 0.968 (0)

Llizo

40 _ 0968 B, (3-45)
dt |,

Como en los casos anteriores, aplicamos la LCK en el nodo superior

de la figura 3.2:

=10 _ 54 (3-46)
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Igualando las ecuaciones (3-45) y (3-46):
0.968 B, =200

B, = 206.612

Por lo tanto, la solucién es:

v(t)=206.612¢"*" sen 0.968t

Ejemplo: en el circuito de la figura 3.9, calcular el voltaje en el capacitor.
t=0

v 10g

NG

l\)l»—i

Figura 3.9

Solucién:

Para t < 0, en el circuito de la figura 3.9, el interruptor esta cerrado.
Debido a que el circuito estd en condiciones de estado estable y la fuente
de voltaje es de corriente continua, el inductor se comporta como un corto-
circuito y, el capacitor se comporta como un circuito abierto, dando como
resultado el circuito que se muestra en la figura 3.10.

30
= Loy |
NG la ] . M0

LAZO

Figura 3.10

En el circuito de la figura 3.10, por la resistencia de 1 Q no circula co-
rriente, debido a que estd en paralelo con el cortocircuito por el cual circula
la corriente del inductor i, (07) ; por lo tanto, la corriente de la resistencia de
1Qesiy(0) que esigual a cero amperios; esto es:

iR(Oi):O
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En el lazo de la figura 3.10, circula la corriente del inductor, en el

cual aplicamos la LVK:

-6+3i,(07)=0
S ¢

i, (0 )2522
i,(07)=2A

La corriente en el capacitor para t < O es igual a cero, ya que el capa-
citor esta abierto; entonces:

i (07)=0

De igual manera, el capacitor estd en paralelo con el cortocircuito.
Entonces, el voltaje en el capacitor es igual a cero; esto es:

y.(07)=0

Para t > 0, en el circuito de la figura 3.9, el interruptor estd abierto y
su circuito se muestra en la figura 3.11. Este circuito se encuentra en esta-
do transiente, razén por la cual, en el inductor y en el capacitor, existe una
corriente variante en el tiempo; ademads, en este circuito la fuente de voltaje
de 6 V no puede entregar energia a la parte derecha del circuito, ya que el
interruptor estd abierto, de tal manera que finalmente resulta un circuito
RLC en paralelo sin fuente, tal como se muestra en la figura 3.12.

30
° !

sv(®) 1Q§ - H %FT_v(t)

Figura 3.11
i b v
+
10 § 1 PR
Figura 3.12
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En el circuito de la figura 3.12, se procede a calcular los valores de a
y w, para determinar el tipo de circuito RLC.

-1
o= = :25

Debido a que a < w, , entonces se trata de un circuito RLC en para-
lelo subamortiguado; por lo tanto, se procede a calcular la frecuencia natu-
ral de resonancia w,.

w, = w," —a’
w, =4 (2\/5)2 —(2)2
w, =y 242) - (2] =2

w,=2rad/s

:2\/§rad/s

Reemplazando valores en la ecuacion (3-44):
v(t)=e (B, cos w,t + B, senw,t)

W(t)=e (B, cos 2t + B, sen2t) (3-47)

En la ecuacién (3-47), procedemos a evaluar las constantes B,y B
en t=0, tiempo en el cual ocurre la interrupcién.

2

v(0) = e >(B, cos 2(0)+ B, sen2(0))
v(0)=e" (B1 (1)"' B, (0)): B,

H0) = B (3-48)

Pero, en el capacitor:
v(07)=v(0)=v(0") =0V, debido a que el capacitor no permite cam-
bios bruscos de voltaje.
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Entonces, reemplazando en la ecuacién (3-48), tenemos:
B =0
Se reemplaza el valor de B, en la ecuacién (3-47):
v(t)=e > ((0)cos 2t + B, sen2t)
w(t)=e > (0+ B, sen2t)
W)= B, (sen2t)e™™ (3-49)

Se deriva la ecuacién (3-49) y se evalia en t = 0, ya que en este tiempo
ocurre la interrupcién

d‘;(tt) =B, [(sen 2t)-2) e +(2cos 21)6721]
% _Be™ [(sen 2t)(— 2) + (2 cos 2t)]
d:i(tf) = B,e 2 [(sen2(0))2) + (2cos 2(0))]
M = Bze0 [sen 0+ 2cos 0]
dt |,
M = Bzeo [O + 2 ]
dt |,
av(®)|  _
0 s, (3-50)

En el nodo superior del circuito de la figura 3.12, asumimos que las
corrientes que entran al nodo tienen un signo negativo y las corrientes que
salen del nodo, un signo positivo. Luego aplicamos la Ley de Corriente de

Kirchhoff (LCK):

i, (D) +ig(t)+i,(5)=0
i, (t) =i, (1)~ i (1) (3-51)

Para obtener el valor de la corriente i,(t) , se aplica la Ley de Ohm
en la resistencia de 1 Q:
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ix (2)

Enel
7, (O

t
0 0,
1 1
inductor:
) =1,(0)=17,(0") = 2A; debido a que el inductor no per-

mite cambios bruscos de corriente.

Reemplazando valores en la ecuacién (3-51):

i.(0")=—2+0=-2
i.(0")=-2A
Por definicién, la corriente en el capacitor es:
. dv(t)
i.(H)=C
(0 %

Despejando la derivada del voltaje con respecto al tiempo y evaluan-
do en un tiempo t = 0, tenemos:

dv(t) _i, (1)

dt C
(o) i (0)
d |, C
Reemplazando valores:
av(t)l -2
dt |, 025
dv(t)
| =—-8V/s (3-52)
La ecuacién (3-50) es igual a la ecuacién (3-52):
2B, =-8
B,=—4

Entonces, reemplazando el valor de B,=-4 en la ecuacion (3-49), se tiene:

V(1) =—4(sen2t)e 'V
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CAPITULO IV
APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE
4.1 La transformada de LAPLACE

Sea f{#) una funcién que estd definida para todos los valores positivos
de t. La funcién F{s), tal como se muestra en la ecuacién (4-1), se llama
transformada de Laplace de la funcién original de f{#) y estd representada

por IGF) .
F(s) = J’O Cfye dt

(4-1)
Donde, s es un nimero complejo, s = o+ j@
Podemos escribir la ecuacién (4-1) como:
F(s) = I{f(t)} = '[: e f(t)dt (4-2)

La operacién descrita sobre f( ¢) se llama transformacién de Laplace.
La funcién original f{#) en la ecuacién (4-2) se llama transformada inversa
o inversa de F{(s) y se denota por ! [F (S)] es decir, la transformada inver-

sa de Laplace es la funcién f7z).

J9 =T [F(s)]
Ejemplo 1: sea la funcién f{#)=1 para t>0.

Solucién:
Utilizando la ecuacién (4-2) tenemos:

i p=2l}= [ e (e = | e ar

Cambiando de variables y reemplazando:

u=-—st
du=-sdt
=
s
du 1 1
1= uf N~ ud —
I} J.e( sj SJ.e u=-—ec
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=1

S

Ejemplo 2:sea f{z)=t parat > 0.

Solucién:
Utilizando la ecuacién (4-2) tenemos:

L=zl =[ e (@)dt = [ etdr

La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:
u=t dv=e"dt

du =dt Y= —le"”

L {f(t)}= ! {t}=uvifvdu

L{t}= —ie_“ —j;m—%e_”dt
0

s
2 I R
L{t}= —;e ZO +;j(; e tdf
L{t}= L +ll—le_”
s s|os |,

8 (=}

L{t}= —Le_“ - [ize_”
0

S S 0
L {t}= _fe—s(m) _ (_ge—s(o))) _ [Lze—s(w) _Lze—s(()):l
S S S S
o 1 1
L= (- - (O)) - [Szes<w) - Szesm)l
o0 I 1
= (-2 0)- [
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Cuando tenemos oo/oo, se aplica la regla de L"Hopital, es decir se de-
riva independientemente el numerador y el denominador. A continuacién
partimos de la ecuacién:

Derivando:

I{r}{—@—(@}{ﬁ—ﬁ}

Reemplazando t = oo:

Lit}= (— - Sels(oo> B (O)J B {ﬁ ) S%(l)}

Ejemplo 3: sea f{#)=¢" cuando t>0, donde a es una constante.

Solucién:
Utilizando la ecuacién (4-2) tenemos:

_ atl _ [© -st _at
L{f ()= Lle" |=[ e e ar
La integral resolvemos por partes y reemplazando valores tenemos:
u=e" dv=edt

du=ae”dt v=——e"

N

I{f(l)}= I{e“t}= uv—jvdu

00

o)

0 1 —S a
—J —— " ae”dt
0 s
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a e _
+—I e e’dt

(s— a).[:e_” e”dt =—[0-1]=1

j eedt =
0

s—a
Entonces:
I{e“’}zfe_” e’dt = -
I{e‘” } = i -

Propiedad de linealidad

La transformada de Laplace es una operacién lineal, es decir, para
funciones cualesquiera {t) y g(t) cuyas transformadas de Laplace existen y
con constantes cualesquiera a y b, se tiene:

Lla f()+bg ()} =aL{f (1)}+bL{g(t)}

86



Pedro Infante Moreira

Ejemplo 4: sea f{#) =cos wt cuando t > 0, donde w=Cte

Solucién:
Utilizando la ecuacién (4-2) tenemos:

I{f(t)} = I{cos a)t} = I: e coswt dt

La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:

u = cos wt dv=edt
I

du =—wsen ot dt y=—=-e ¥
s

Z{f ()} = I{e”t}: uv—jvdu

i —st *
T{cos ot} =| cos ot (— e_] —J.O L (~wsenawtdt)
s s

0

—st
e o
T{cos wt} = —cosa){—J ——IO e 'senatdt
s

s (4-3)

Nuevamente la integral J.O e “'sentdt la resolvemos por partes:

u =senawt dv=e’'dt
1 _.

du =wcos at dt y=——e ¥
s

Reemplazando en la ecuacién (4-3) tenemos:

Z{coswt}=| —cos a)t(eY ] -2 uv—J.vdu]
s

N

r ©

e*S' a) e*S[
T{cos wt}=| —cos ot ——| senat | —
S 0 S S

B —st * —st
e ® e
T{cos ot} =|-cos a)t( J +— sen ot [ ]

N N

*© —st
ol e
—f (— j @cos wt dt}
0 s
0

o0 a)2 . »
—S—ZJ.O e cos wt dt (4-4)
0

0

Pero, Z{cos ot} = re_“ cos ot dt , reemplazando en la ecuacién (4-
4) tenemos: 0
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©

o » eﬂ't ) efst
I e cosatdt =| —cos wt +—zsen wt
0 s ), s s

2 —st
- ° o e
e cos wt dt +—2J.0 e cosatdt = {—cosa)t[j

©
2
e
——ZI e cos wt dt
Ky 0
0

©

a) e*SI
+— sen wt | —
0 K} K

o

5
< 38

N N

0

wz © 1 - w 1 "
I+— J‘ e’ cosawtdt =|—cosawt| — || +—senat —
s7 )0 se” J|, s se ™ /|,
ST+ o cosart | wsenot |”
5 J e cosatdt =| —— + oo
s 0 L sem |, s'e ‘0
2 2 B
[s +za) JI o cosardi =| — < a()(c)zo)+cos a()o()O)} [a)Sjnc(o()oo)_a)sSnc(z)(O)}
s 0 | se'” se’ s“e™” s“e’
2 2 " B 0 O
(S +2a) j_[ e cosmtdt = —0+&E) + 0—%’10()
K 0 L se s’e
2 2 r
[S +20) J.[ e cosmtdt = —O+1}+{0—%}
K 0 L K K
2 2
(S +2a) JI e cos wt dt -1
K 0 s
2
.[ e'”cosa)talt:1 2S 5
0 NS )
Jme"“ cos ot dt =———
0 s"+ow
Entonces:
© ¢ S
Z{f (0} = T{cos a)t}=j eV cosamtdt=———
0 s+ w
S
T{cos a)t}=ﬁ
S t+w

Teorema de traslacién

Al sustituir s por s-a en la transformada corresponde a la multiplica-
cién de la funcién original por e* ; esto es:

Tl f(6)}=F(s—a)

Ejemplo 5: aplicando el teorema de traslacién al ejemplo 4, tenemos:
a todas las s se reemplaza por (s - a) :
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S—da

I{e‘” cos a)t} = (s—a)—2+a)2

Transformada de Laplace de derivadas

Utilizando la ecuacién (4-2), se obtiene la transformada de la deriva-
da de grado uno; esto es /(t):

IZ{fol=Z{r o= e f@d

La integral la resolvemos por partes y reemplazando valores tenemos:
u=e" dv=f'(t)dt

du=—se dt v=f(1)

L O} = T4 (0} = uv— [vau

Z{r )= f () - [ f@O)(-se™ )ar

ziror=le o) - rose)a

I{f’(t)}z{%—%}+sfe”f(t)dt

De acuerdo a Kreyszig (1980, p. 191), plantea lo siguiente: si la fun-
cién f{z) satisface | 1) | < Me™ para todo t20 , entonces:

& vale cero cuando s>a

s()

e
Reemplazando:
Zif'(0}= {0 - fe((?)} + sj:e"”f(t) dt
Z{f'(0}= {0 - @} + sj': e f(t)dt

Z{f @) == +s[ e f (Dt

Pero:
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F(s) = j: F()e™ dt
Entonces:
L/ (0} ==/ (0)+sF(s)
I/ (@)= sF(s) = 1 (0)
Ejemplo 6: hallar la transformada de /”’(2)

Solucién:
Utilizando la ecuacién (4-2), se obtiene la transformada de la segun-

da derivada /7(2) :
IZ{f o} =T} = e fr@)dr
La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:
u=e™ dv=f"(t)dt
du=—se™ dt v=f'(t)
z{f (t)} Z{f ")} = uv — [ vu
i b=l o [ o lse )
i b=l o +s[ e e (4-5)

Nuevamente, la integral roe"" f'(t)dt 1a resolvemos por partes:
0

u=e" dv=f'(t)dt

du=—se™ dt v=f(t)

J:O e () dt =uv— jva’u
[eriar= e ro -] ro (-se )t

Reemplazando en la ecuacién (4-5):

Z{f"(0)} = [e JZON +s[e_s’ f(z)\: +s? jo " e () di

e
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Z{f"(0)} =0~ £(0) +5(0)— 5/ (0) + s> F(s)
Z{f"(0)} = s F(s) — s (0) — £'(0)

Ejemplo 7: hallar la transformada de /()

Solucién:
Utilizando la ecuacién (4-2), se obtiene la transformada de la tercera

derivada /7’ (2):
Zif@of=Z{" )= [ e frwydr
La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:
u=e™" dv=f"(t)dt
du=—se™* dt v=f"(t)
Z{f ()= Z{ ")) =uv - [ vdu

zirmol=le o - [ rrose )

i oy=le o) s e d (4-6)
Nuevamente, la integral J.o e ["(1)dt 13 resolvemos por partes:
u=e" dv=f"(t)dt

du=-se™ dt v=f'(t)

J:e_”f"(t)dt =uy —fvdu
L o)=le ref; - rwkse)a
L o)=le 7 JEsf e @ dr

Reemplazando en la ecuacion (4-6):

L=l 1o, +s[ e @) +s[ e ) dt]
L=l @) sl o) s e a4

Nuevamente, la integral L e f'(t)dt la resolvemos por partes:
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92

u=e™ dv=f'(t)dt
du=—se™ dt v=f(t)

re“’f'(t) dt =uv— Ivdu

0

[ riwyar = = O NSINIG (~se )

0

Reemplazando en la ecuacién (4-7):

zirroy=le o) < sl )] +s2[ e f@) - [ rolse )dt]
L=l @) sl o) sl @) s e rwar
Z{f"(t)} =0~ % i s{o - fe(oo)} +5° {0 - fe(o)} +5°F(s)

Z{ (O} = —f"(0)— 5£'(0) =5 £ (0) + 5°F (s)
{0} = 5 F(s)~ 5> £(0) ~5/"(0) — £"(0)

Finalmente, la transformada de Laplace para orden n:

T ()= s"F(s) =" f(0) = 5" f"(0) —...— /" (0)

Transformada de Laplace de integrales
Sea la funcién f (1) = .[Otf(f) dr
Utilizando la ecuacién (4-2), se obtiene la transformada de la integral
SO = [ f@)dr
L{r@)}=1 { J: f(@) dz'}= [e [ J: 1) dtldt

La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:

"= L f()dt dv=edt
du = f(t)dt v:—le_”
S

I{[O £ a’t}: {— %e [ r@ar

+1 [ “e f @) dt
0 s 0
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1

se

I{E f(t)dt}z [— ~[ rwar

I{‘Zf(t) dt}: 0+ %F(s)
I{[O 1) dt}: éF(s)

+ 1]‘” e £(t) dt
0 s 0

En la tabla 4.1, se muestra algunos pares de transformada de Laplace

que se calcularon y otros pares mds.

S2) F(s) #
Funcién escalén,u(t) % 1
Funcién escalén, p(t-a) %5 2
Kk £ 3
e—at 1 4

s+a
sen wt = f P 5
S
cos wt g 6
n N
t Sn+1 7
=10 SF) =510 =520 0 0) 8
[ roa PO ryar 9
S S
Funcién impulso (t) 1 10
e™sen wt (s+a++w2 11
at (s+a) 12
e cos wt m
O, oy 3 @2 13
—L—e “'senw,\/1-{71, § < n
J1-¢? 2 +20w, 5+ @}

Tabla 4.1 Pares de transformada de Laplace
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Desarrollo en fracciones parciales

Existen varios casos para resolver una funcién por fracciones parcia-
les. A continuacién, presentamos tres casos.

Caso 1. Cuando en una funcién fraccionaria H(s) el grado del po-
linomio del numerador p(s) es mayor o igual que el grado del polinomio
del denominador ¢(s), se debe dividir hasta que el grado del numerador sea
menor que el del denominador; esto es:

H(s) = 2
=6

2
Ejemplo 8: sea H(s) = p(s): sT+6s+7

q(s) s+2

Solucién:

—s =25
0 +4s+7
—4s5 -8
0 -1
Entonces, la funcién se vuelve a reescribir de la siguiente manera:
2 .
H(s) = p(s) _sT+ 6s+7 _ cociente + residuo
q(s) s+2 divisor
2
H(s) = p(s)= sT+65+7 Ceids 1
q(s) s+2 s+2
2
H(s) = p(s): s°+6s+7 a4 1
q(s) s+2 s+2

Caso 2. Cuando la funcién H(s) es de la forma
p(s) _ 4 " 4, 4,

(s-a,\s—a,){s—a,) (s-a,) (S_a2)+...+

H(s) =
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Donde,

A,A,...,A ya,a,...,a son constantes

Ejemplo 9: sea la funcién

45 +9
H(§)=———
() s? +8s+15
Solucién:

Se debe factorizar el polinomio del denominador y luego aplicar la regla:

5T +85+15=(s+3)(s+5)
45+9 4s5+9 A4 A,
= = —+
s +8s+15 (s+3)s+5) s+3 s+5
Para encontrar el valor de A, , a todos los términos los multiplicamos
por s+3 y evaluamos para s=-3 .
(45 +9)s+3) Al(s+3)+ 4,(s+3)
(S+3)(s+5) s+3 s+5

(45+9) 4, (s+3)

(s + 5) s+5
Reemplazando s=-3
(4(-3)+9) _ (-3+3)

©3)+35) TR (53)rs

(-12+9) _ ., (3+3)

—3+5 P 345
(-=3+5)
-3 0
—=A1+A2(—)
_73:A1+0
P

2

Para calcular A, , a todos los términos los multiplicamos por s+5y
evaluamos en s=-5 :

(45 +9)s+5) _ A(s+5)  Ay(s+5)
(s+3)(s+5)' ‘s+3 s+5
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(4s+9)_ A,(S+5)
(s+3) C 543

+ 4,

Reemplazando s = -5:

(=3)+9)_ 4(5)+3)
(=5)+3)  (=35)+3 °°
(-20+9) A(-5+5) y
(-5+3)  (-5)+3 T
~11_ 4,0)
-2 -2
_—11—0+A
2 2

+ 4,

_u
2

Entonces:

45+9 45+9 3 11

S +85+15 (s43)5+3)  2(s+3) 2(s+9)

Caso 3. Cuando la funcién H(s) es de la forma

AZ

H(s) = pe) _ A 4 _+ A, ot A,
(s-a) (s-a) (s-af (s-a) (s—af
3s* +8s+2
Ejemplo 10: sea la funciéon H(s) = ————
(s + 2)
Solucién:
Aplicando la regla del caso 3, tenemos:
H(s)=3S +8s+2 A4 N 4, A,

= +
(s+2) s+2 (s+2) (s+2)
Se multiplica a cada término por (S + 2)3 :

(s> +8s+2)(s+2) _ 4(s+2) Ao +2)  A(s+2)

(s+2) s+2 (s+2) (s+2)
Simplificando:
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352 +8s+2=A(s+2) + 4, (s +2)+ 4,

35> +85+2 = A, (57 +ds+4)+ Ays + 2.4, + 4,

35° +85+2= A s> +4A5+4A4, + A5 +24, + A4,

352 +85+2= A5 +(44, + A )s + 44, + 24, + A4, (4-8)

Debido a que la ecuacién (4-8) es de grado 2, se obtienen tres ecuacio-
nes, igualando los coeficientes de igual grado en cada término de la ecuacién:

3=4, (4-9)
8=(44,+4,) (4-10)
2 =44, +24, + A, (4-11)

La ecuacién (4-9) se reemplaza en la ecuacién (4-10):

8=(403)+4,)
8=12+4,
A, =4

Los valores de A, y A, se reemplaza en la ecuacién (4-11):
2 =4(3)+2(-4)+ 4,
2=12-8+ 4,
A, =-2

Entonces la respuesta €s:

35> +8s+2 3 4 2
H(s) = - _ _
W="(12) “s+2 Gr2f G2y

4.2 Aplicacién de la transformada de Laplace

Utilizando las ecuaciones (4-1) y (4-2), obtenemos las transforma-
das de algunas funciones que se muestran en la tabla 4.1. A continuacidn,
desarrollaremos dos ejemplos en la cual se evidencia la aplicacién de la
transformada de Laplace en la resolucién de circuitos eléctricos.
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Ejemplo 11: en la figura 4.1, se muestra un circuito RC en serie con

una fuente de voltaje constante V y un interruptor que se cierra en un tiem-

po t = 0. Utilizando la transformada de Laplace, calcular la corriente i(t).
R

oo

t=0

\ |
] 1

Figura 4.1 Circuito RC en serie

Solucién:
Para t < 0, en la figura 4.1, el interruptor esta abierto, tal como se
muestra en la figura 4.2. Como el circuito estd desconectado a la fuente de

voltaje V, la corriente es cero, esto es, i(07) = 0, el voltaje inicial en el capa-
R

citores V(0) = 0
O O
v

i(0")

Figura 4.2 Circuito RC en serie, para t < 0

Para t > 0, en la figura 4.1, el interruptor estd cerrado, tal como se
ra 4.3. La corriente i(t) es equivalente a i, aplicando la

‘Z+ V.

muestra en la figu
Ley de Voltaje de Kirchhoft (LVK), tenemos:

i(t)

Figura 4.3 Circuito RC en serie, para t > 0
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N A
_V+RI+ELoldt_O (4-8)
El tercer término de la ecuacién (4-8) se descompone en dos partes:

%_rwidt= éJ‘OwidtJr%Ltidt

Pero:

dq

i = —, entonces dg=id¢ , integrando

0 . —_
g=|[ idi=q(0")
Reemplazando valores en la ecuacién (4-8):
1 N
~V+Ri+—q(0 )+Edet—O (4-9)

En cada término de la ecuacién (4-9), se aplica la transformada de

Laplace:

_z+R,(S)+1{@+Ls>}0 (4-10)
s C| s s

Debido a que las condiciones iniciales del capacitor son iguales a
cero, el término q(07) = 0, ya que q(0-) = C V(0") = 0. Desarrollando la

ecuacién (4-10), tenemos:

—K+R1(s)+l{9+@}=0
s Cls s

—K+R1(s)+l@:0
K C s

_%JFI(S){RJFé}:O

_K+I(S)[RCS +1} o
s Cs

RCs +1 d iando I 1 : 4 _ .
—V+1(s) |- 0, despejando I(s), tenemos la ecuacién (4-11):
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I(s) = Vc
RCs +1
En la ecuacién (4-11), aplicamos la transformada inversa de Laplace
Z'{I(s)} para obtener la respuesta i(t). Debemos comparar la ecuacién (4-
11) con las transformadas que existen en la tabla 4.1, la que se parece es 1/
(s+a). Procedemos a adecuar la ecuacién (4-11); esto es:

~ 1] v 1 v 1
](S)_VC|:RCS +J— RCL+(1/RC)}_ RL+(1/RCJ' ’

Siendo, a=1/RC

i) =L"{(s)}= %{rl {WH

Observando las transformadas de la tabla 4.1, corresponde al par de
transformadas del #4.

(4-11)

1

i(t):%eRCt (4-12)

Ejemplo 12: en la figura 4.4, se muestra un circuito RL en serie con
un interruptor y una fuente de voltaje constante V; calcular la corriente i(t).

oo X

t=0

Figura 4.4 Circuito RL en serie
Solucién:
Para t < 0, en la figura 4.4, el interruptor estd abierto, dando como resulta-

do el circuito que se muestra en la figura 4.5. Como el circuito estd desconectado
de la fuente de voltaje V, la corriente en el inductor es cero, esto es,i(0") = 0.
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O (o,

<
i

) i(0) L

Figura 4.5 Circuito RL en serie, para t < 0.

Para t > 0, en la figura 4.4, el interruptor estd cerrado, dando como
resultado el circuito que se muestra en la figura 4.6, en la cual la corriente
i(t) es equivalente a i, esto es i = i(t). Aplicando la LVK, tenemos:

R
o—o AAA
t=0
+
\4 _E i(t) L
Figura 4.6 Circuito RL en serie, para t > 0.
L (4-13)
—V+Ri+L P 0
t

En cada término de la ecuacién (4-13), aplicamos la transformada de
Laplace, dando como resultado la ecuacién (4-14)

Y Ris)+ L]s 16s)—i0)] =0, (4-14)
S

Debido a que las condiciones iniciales del inductor son iguales a cero, el
término i(07)=0 . Desarrollando la ecuacién (4-14) y despejando I(s), tenemos:

—K+R1(s)+L[sI(s)]:0
S

—K+I(s)[R+Ls]: 0
S
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I(s)[R + Ls]= Y
)

V
)= S(R + Ls)
14 1
1= S+ (#+15)

Para obtener la transformada inversa de Laplace, comparamos la ecua-
cién (4-15) con las transformadas que existen en la tabla 4.1; en este caso,
ninguna de ellas se parece. Procedemos a adecuar la ecuacién aplicando frac-
ciones parciales para que una de las ecuaciones de la tabla 4.1 se parezca.

I(s):K 1 ___ VL
Ls[s+(R/L)] s[s+(R/L)]
VIL A, B (@16

sls+(R/L)] s +s+(R/1:)

En todos los términos de la ecuacién (4-16), multiplicamos por

s[s+(R/L)]:

V

o= Als+(R/L)]+Bs
4 = As +A£+Bs
L L

Se agrupan los términos de igual grado independientemente los de la
izquierda y los de la derecha:

%:s(A+B)+ A% (4-17)

Al igualar los coeficientes del lado izquierdo y del lado derecho de
los términos de igual grado de la ecuacién (4-17), se obtiene un conjunto
de ecuaciones algebraicas iguales. En el lado derecho, el coeficiente de la
variable s de grado uno es (A+B). En el lado izquierdo, no existe ningin

102



Pedro Infante Moreira

término de grado uno; entonces se debe poner cero, tal como se representa
en la ecuacién (4-18):

A + B = 0 (4_18)
En el lado izquierdo, el coeficiente de grado cero es V/L, mientras

que, en el lado derecho, el coeficiente de grado cero es A(R/L). Igualando

los dos términos, tenemos:

VF_4R
L L
Simplificando:
V=AR
|14
= z (4-19)

De la ecuacién (4-18), despejamos la constante B:
B=-4
Reemplazamos el valor de A4 que se encuentra en la ecuacién (4-19):

p=-L
R

Finalmente, reemplazando los valores de 4y B en la ecuacién (4-16),
tenemos:

VIL A B 4 v
P+ @R/ s s+®R/L) R Rs+R/L)]
,(S):z{z_;}

Rls s+(R/L) (4-20)

Comparando los términos de la ecuacién (4-20), se observa que son
iguales a los pares de transformadas de los numerales 3 y 4 de la tabla 4.1;
esto es: (k/s) y [1/(s+a)] . Aplicando la transformada inversa de Laplace a
cada término de la ecuacién (4-20), se obtiene la respuesta de la corriente i(t).
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i(t)y=2"{I(s)} = %{r 1 {%} -4 I{WH

Donde el simbolo L™ representa la transformacién inversa de Laplace

()= T"11(s)} = % [

i,(t):%(l—e‘R”L), 10 (4-21)

Ejemplo 13: considere el enunciado del ejemplo 1. En la figura 4.1,
podemos reemplazar el interruptor que se cierra en un tiempo t = 0 por una
funcién escalén unitario multiplicado por la fuente de voltaje V constante;
esto es, V, dando como resultado el circuito que se muestra en la figura 4.7.

R

2%

HOV= i(0)

Figura 4.7 Red equivalente a la figura 4.1

Debido a que la amplitud de p (t) es 1 para valores de t > 0 y es 0 para va-
lores de t < 0,en t = 0 no estéd definida. La fuente de voltaje actda para un tiempo
t > 0y para un tiempo t < 0 la fuente de voltaje no actda (vale cero). El circuito de
la figura 4.7, se resuelve en dos partes; la una para t < 0 y la otra parte para t > 0.

R R
+ t | +
I i(0) Covgm) "= i Co=V(0)
@) (b}

Figura 4.8 (a) parat < 0, (b) parat >0
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Primera parte (para t < 0)

Debido a la funcién escalén unitario, la fuente de voltaje no actua,
es decir, vale cero. La fuente de voltaje se comporta como un cortocircuito,
tal como se muestra en la figura 4.8 (a). De aqui sacamos las condiciones
iniciales del capacitor. Como no existe ningtn tipo de fuente en el circuito,
los valores iniciales del capacitor son cero.

i(07)=0
v.(07)=0
Segunda parte (para t > 0)

Debido a la funcién escalén unitario, la fuente de voltaje si actda;
entonces da como resultado el circuito que se muestra en la figura 4.8 (b),
que es igual al circuito de la figura 4.3. Aplicando la Ley de Voltaje de Kir-
chhof se obtiene la ecuacién (4-8) y de aqui en adelante, el desarrollo del
problema es igual al ejemplo 1.

Ejemplo 14: para t = 0, se aplica un pulso de ancho a al circuito RL
de la figura 4.9, sabiendo que la resistencia R = 1 y la inductancia L = 1
H. Calcular la corriente i(t).

R

o ([ i L

Figura 4.9 Circuito RL con excitacién de pulso o(t)

Solucién:

En la figura 4.10, se realiza la operacién de resta entre el grifico de la

figura 4.10 (a) menos el grifico de la figura 4.10 (b), dando como resultado
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el grafico de la figura 4.10 (c) y cuya ecuacion de voltaje es (4-22).

W) = p(t) - u(t —a) (4-22)

Aplicando la transformada de Laplace al voltaje v(t) de la ecuacion

(4-22), se tiene como resultado su respectivo voltaje V(s) y se desarrolla de
la siguiente manera:

v A H(t)
» t
a
(a)
V) “(t'a)
a ’ t
(b)
v A p(t) u(ta)
» t
a

(c)

Figura 4.10 (a) Funcién p(t), (b) funcién p(t-a), (¢) funcién v(t) = p(t) — p(t-a)
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Para t < 0, en la figura 4.10 (c), la amplitud de la funcién v(t) (el cual
es un pulso) vale cero, por lo tanto, la fuente de voltaje se comporta como
un cortocircuito representado en la figura 4.11; entonces la corriente en el
inductor es cero:

R

NN

O
O

i(0) L

O
O

Figura 4.11 Parat < 0
Para t > 0, en la figura 4.10 (c), la amplitud de la funcién v(t) (el cual

es un pulso de 0 hasta a) vale uno, por lo tanto, la fuente de voltaje actda en
el circuito, tal como se muestra en la figura 4.12; entonces:

R

0@ L

Figura 4.12 Parat >0

Aplicando la ley de voltaje de Kirchhoff en el circuito de la figura
4.12, tenemos la ecuacién (4-24):

i
—V(l‘)+Rl+LE—O (4_24)

En la ecuacién (4-24), aplicamos la transformada de Laplace en cada
término y, como resultado, tenemos la ecuacién (4-25):

~V(s)+RI(s)+L[sI(s)—i(0)]=0 (4-25)

Las condiciones iniciales en el inductor son iguales a cero; entonces:
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/ - — 7 — + —_— . . . .
(07)=i(0)=i0") =0 debido a que el inductor en corriente conti-
nua y en estado estable no permite cambios bruscos de corriente.

Reemplazando el valor de la corriente inicial i(0), tenemos:
—V(s)+RI(s)+L[sI(s)—0]=0

—V(s)+RI(s)+L[sI(s)]=0

Despejando I(s) y reemplazando el valor de 71s) de la ecuacién (4-23):
ISR+ Ls]=~(1-¢)

Sustituyendo los valores de R = 1 Q yL=1H:

1(s)+1s]= L (1-e)
S

1()1+s]=1(1—e)
)

l-e
[(S) = m (4_26)

La ecuacién (4-26) se puede escribir como la suma de dos términos,
tal como se indica en la ecuacién (4-27):

e
LA (B S T (4-27)

El primer término de la ecuacién (4-27) se desarrolla con facilidad
mediante fracciones parciales y se obtiene:

1 I 1

s(l+s) s l+s

De acuerdo con este desarrollo, la ecuacién (4-27) se puede expresar
como sigue:

1 1 efas efas
I(s)=—-— - +
) s l+s S 1+s (4-28)

La transformacién inversa de Laplace de la ecuacién (4-28) se puede
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desarrollar término por término, para dar como resultado la ecuacion (4-
29); esto es:

i) =L {I(s)}
i(t)=(1—e " Ju) -[1-e " |ut—a) (4-29)
Ejemplo 15: supéngase que la red de la figura 4.12 se activa median-

te una fuente de impulsos en vez de una fuente de pulsos. En este caso,
V(s)=1y,con i(0°) = 0, la transformada de la ecuacién de voltaje es:

LsI(s)+RI(s)=1
Sustituyendo los valores L =1 y R = 1y despejando I{s), tenemos:

I(S)=L
1+s

Aplicando la transformada inversa de Laplace se tiene:

i) =L ()} =T {ﬁ}

i(t)y=e"
4.3 Impedancia transformada y circuitos transformados
En esta seccién se procede a determinar la representacién de una red
para cada uno de sus elementos en funcién de la impedancia transformada

o admitancia transformada y de fuentes para las condiciones iniciales.

Resistencia
En la figura 4.13 (a), se presenta un circuito resistivo puro en el do-

minio del tiempo que relaciona al voltaje con la corriente; para el resistor,
estd dada por la Ley de Ohm de la siguiente manera:

ve(t) = Rip(t) (4-30)

También podemos expresar en funcién de la conductancia G, como sigue:
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1p(1) = G (1)
Donde G es la conductancia equivalente a G=1/R

(4-31)

I(1) L(s)
3—’— o —d
V(t) R V. (5) H Z.=R
o o
a) b)

Figura 4.13 El resistor, en funcién del tiempo (a) y la representacién
de su impedancia transformada (b)

Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones (4-30) y (4-31),

tenemos:

Ve(s)=R1I,(s)

(4-32)
1 (5) = GVy(s) (4-33)
De la ecuacién (4-32), despejamos R:
e _p_7 (5) (4-34)
I (s)
De la ecuacién (4-34), despejamos G
1 ()
V.(s) 2 (5) ( )

Estos resultados indican que el resistor no es sensible a la frecuencia,
incluso a la frecuencia compleja. Por lo tanto, la representacién de la impe-
dancia transformada para un circuito resistivo puro, se muestra en la figura

4.13 (b).
Inductancia
En la figura 4.14 (a), se presenta un circuito inductivo puro en el

110



Pedro Infante Moreira

dominio del tiempo que relaciona al voltaje con la corriente en un inductor.
Por definicién, el voltaje en un inductor es:

v, (t) = L% (4-36)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (4-36), tenemos:

V() =Lls1,(s)-i,(07)]

V,(s)=sL1,(s)—Li, (0)

0=sLI,(s)—Li, (07)=V,(s)

-V, (s)—Li, (07 )+sLI,(s)=0 (4-37)

Cada término de la ecuacién (4-37) representa los voltajes en un
lazo; por lo tanto, obedece a la aplicacién de la Ley de Voltajes de Kirchho-
ff. El término -V (s) es el voltaje de la fuente aplicada al circuito. El térmi-
no -Li,(0) representa el voltaje generado debido a las condiciones iniciales
del inductor, y el término sLI, (s) corresponde al voltaje V(s) generado por
la impedancia del inductor multiplicado por la corriente que circula por el
mismo, es decir, aplicando la Ley de Ohm, tenemos:

V, =sLI,(s)

L=sL=ZL(s) (4-38)
1,(s)

donde,
Z, (s) es la impedancia transformada del inductor.
La representacién de la transformada de una red con inductor con

corriente inicial se encuentra a partir de la ecuacién (4-37) y se representa

en la figura 4.14 (b).

111



Anilisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente

i (0) 1,(s)
—d —>
' ' Li(0)
V(1) L <L) Vi.(s)
) ) Z, (s)=Ls
a) b)

Figura 4.14 El inductor con corriente inicial en funcién del tiempo (a)
y la representacién de su impedancia transformada (b)

Ejemplo 15: dado el circuito de la figura 4.15, calcular la corriente i(t).

t=0
Py
1H 1H
/YY) .

10Q 10Q i i(0

L0V T 10Q 100
Figura 4.15
Solucién:

Para t < 0, en la figura 4.15, el interruptor estd abierto debido a la
tuente de 100 voltios de corriente continua; y, en estado estable, los induc-
tores se comportan como un cortocircuito. El circuito resultante es el que
se muestra en la figura 4.16.

i(07)
_’ A
° s o
10Q 100 i i)
— 10Q 10Q
Figura 4.16
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En el nodo A del circuito de la figura 4.16, las dos resistencias de
10 Q estin conectadas en paralelo y su resistencia equivalente es Req y el
circuito resultante es el que se muestra en la figura 4.17.

R, - (to)10) _
“10+10
i(0)
— > é
200
4
100V =
T Req=5Q
Figura 4.17

En el circuito de la figura 4.17, se aplica la Ley de voltaje de Kirchhoft:

—100+204,(07)+5i,(07) =0
~100+25i,(07)=0

25i (07) =100
100

i(0)=— =44

1(07) Y

En el nodo A de la figura 4.16, aplicamos divisor de corriente para
calcular la corriente 7(0°).

10
i(07)=i (0
@) =i( )10+10
i(0)=4 10 =24
10+10

Para t > 0, en la figura 4.15, el interruptor esti cerrado, dando como
resultado el circuito de la figura 4.18. A este circuito se le aplica la trans-
formada de Laplace, dando como resultado el circuito transformado que se
muestra en la figura 4.19.
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10Q 1H i(t)
WA 1H
ii(t)
1 10Q 10Q
100V =
Figura 4.18
100 Liii(0) Li(s) Li (07 Ls
Vo N e ' S /)
AN &) ) ¢I(s)
Ls
nN= 2100 10Q
Figura 4.19

Reemplazando valores, se obtiene el circuito de la figura 4.20.

100 4V s ES; 2V s ﬁ)}
I Y'Y Y\ ) Y Y Y T __
MN ) Y
100 ——
TT la(SD § 1OQ lb(sD § IOQ
Figura 4.20

En el circuito de la figura 4.20, aplicamos el método de analisis de
mallas para calcular la corriente i(t).

Malla Ia LVK
100
— —— +101a(s) — 4+ sla(s) + 10[Za(s) — Ib(s)] = 0
S

(20+5)I,(s)—101,(s) =4+ 100
S

(20+ )1, (s) =101, (s) =
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Malla Ib LVK
—2+451,(s)+101,(s) +10(Z, ()= 1 ,(5))= 0
—107,(s) + (20 + $)I, () =2 (4-40)
0. Ast10
s 405 +100 405+ 25> +40s +100
—10 D) 40+ 2s + . S
1,(s)= = =—
20+s  —10 (20+5)20+5)—100 52 +40s + 400 —100
-10  20+s

25> +805+1000 _ 25> +80s +1000

L= s(s? +40s+300)  s(s +10)s +30)
25 +80s +1000
OG0k +30) (4-41)
La ecuacién (4-41) se resuelve por fracciones parciales:
? 4 4 4
]b(s)zzs +80s +1000 A A (4-42)

s(s+10Ys+30) s  s+10 s+30

Para calcular A1 se multiplica por s cada uno de los términos de la
ecuacion (4-42) y se evalta en s=0

(25> +80s+1000)s  As Ay | As
25" +80s+1000 _ As = Ays  Ays
s(s+10)s+30) s s+10 s5+30

(2% +805+1000) _ A5 As
(s+10)(s+30) ' s+10 s+30
25 +80s +1000 = A4, (s +10)(s +30)+ Ays(s +10)s +30)  Ayss +10ks +30)
s+10 5+30
2(0) +80(0)+ 1000 = 4, ((0)+ 10)(0) + 30)+ 2 (0X(0)+10X(0)+30)  A4:(0X(0)+ 10X(0)+30)
(0)+10 (0)+30
1000 = 3004,
4, =333

Para calcular A, , se multiplica por s+10 cada uno de los términos de
la ecuacién (4-42) y se evalda en s=-10.

(252 +80s +1000)(s +10) _ Al(s+10)+ Az(s+10)+ A, (s +10)

s(s+10)s +30) s s+10 5+30
(2(-10)* +80(=10)+1000)  4,(~10+10) A4,(~10+10)
= + A4, +
(-10)-10+30) -10 ~10+30
(200800 +1000) _
-200 :
4,=-2
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Para calcular A, se multiplica por s+30 cada uno de los términos de
la ecuacion (4-42) y se evalda en s = -30.

(25> +80s+1000)s +30) _ Al(s+30)+ Az(s+30)+ Ay (s +30)

s(s+10)s+30) s s+10 5 +30
(2(—30)2+80(—30)+IOOO) A4,(-30+30)  4,(~30+30)
= + + A4,
(-30)(-30+10) -30 —~30+10
1800 —2400+1000 _
600 }
A, =0.67

Reemplazando los valores de A, A, y A, en la ecuacién (4-42), se
tiene la ecuacién (4-43).
2s5% +80s +1000 333 B 2 N 0.67
s(s+10Ys+30) s s+10 s+30

Aplicamos la transformada inversa de Laplace para obtener la co-
rriente i (t):

1,(s)= (4-43)

333 2 067
() = 11 — 1 —
i, (?) r{b(s)} I_{ s S+10+S+30}

i, (O =T, ()} =T {333} rl{ Sflo}Jrrl{sOfZO}

ib(t)=rl{lb(s)}=3.33rl{l}—zr‘{ ! }+0.67f1{ 1 }
S

s+10 s+30

Observando la tabla 4.1, las transformadas inversas corresponden a
los numerales 1y 4

i, () =T {1, (5)}=333(1)-2(e"*)+0.67 (")
i,O)=T'{I,(s)}=333-2¢"" +0.67 "
Finalmente, en la figura 4.20:

1(s)=1,(s)
Aplicando la transformada inversa de Laplace:

Ty =T 1, ()}
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i(t) =1, (t)
Entonces, la respuesta de i(t) para t > 0 es:

i()=333-2¢" +0.67¢™  Amperios
Y la respuesta de i(t) para todo tes:

i(t) = 2u(~t)+[3.33 =2 ¢ +0.67 ¢ | u(r) Amperios

Capacitancia

En la figura 4.21 (a), se presenta un circuito capacitivo puro en el do-
minio del tiempo que relaciona al voltaje con la corriente en un capacitor.
Por definicién, la corriente en el capacitor es:

v, (1

L) =C—= (4-44)

Despejando el voltaje:

I,
== i (4-45)
i(t) I(s)
—> —>
] ve(0)
ve(®) C=Z v (0) Ve(s) ’
" Z(s)=1
- - Cs
a) b)

Figura 4.21 El capacitor con voltaje inicial en funcién del tiempo (a)
y la representacién de su impedancia transformada (b)

Debido a que la transformada de una integral solo existe para valores de
un tiempo t = 0 hasta un tiempo final t, la ecuacién (4-46) se vuelve a escribir:

L[, ‘s
v 0= [ i@d 0] (4-46)
La corriente en el capacitor es:
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. dg

1.(f)=—

A==
Despejando e integrando la carga:
dg =i (t)dt
jdq = Iic(t)dt
q(t) = [i.(dt

Considerando los limites de - a 0, obedece a las condiciones inicia-
les del capacitor y se representa por:

0
g(07) = [ i.(t)at (4-47)
La ecuacién (4-47) se reemplaza en la ecuacion (4-46):

v (0 =] g0+ it (4-48)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (4-48), tenemos:

v (s)=L]20) 105 (4-49)
¢ C s

S

La capacitancia en un capacitor es:

Despejando la carga:
q=Cv,

Considerando las condiciones iniciales, el voltaje en el capacitor es
-v.(07) , debido al sentido de referencia del voltaje.

g(07) = Cl-v,(07)]
g(07)==Cv,(0")

Reemplazando valores en la ecuacion (4-49):
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=L [_ Cr.(0) L, (s)}

S S
Vo2 | ICS;)
¥ (s)— V(O) Icfs) 0 (4-50)

Cada término de la ecuacién (4-50) representa los voltajes en un
lazo; por lo tanto, obedece a la aplicacién de la Ley de voltajes de Kirchhoff.
El término -V (s) es el voltaje de la fuente aplicada al circuito. El término
-v.(07)/s, representa el voltaje generado debido a las condiciones iniciales
del capacitor, y el término I (s)/Cs corresponde al voltaje V,(s) generado
por la impedancia del capacitor multiplicado por la corriente que circula
por el mismo, es decir, aplicando la Ley de Ohm, tenemos:

1(s)

Cs
ho_1_
IC(S)_CS Ze(s)

Vl:

Donde:

Z(s) es la impedancia transformada del capacitor.
La representacién de la transformada de una red con capacitor con
voltaje inicial se encuentra a partir de la ecuacién (4-50) y se representa en

la figura 4.21 (b).
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CAPITULOV
FUNCIONES DE RED
5.1 Puertos

En un circuito eléctrico, pueden existir dos o mds puertos (termina-
les), tal como se muestra en la figura 5.1. El nimero minimo de puertos
es dos, de los cuales, un puerto representa la entrada al circuito y el otro
puerto representa la salida del circuito y siempre cada terminal o puerto
viene asociado entre dos puntos, esto es, 1-1’, 2-2’, etc. El terminal o puerto
asignado por 1-1’, representa la entrada al circuito y el puerto 2-2’represen-
ta la salida del circuito o red eléctrica. A la red eléctrica se representa con
un rectingulo, cuya entrada es el puerto 1-1’y la salida es el puerto 2-2’, tal
como se muestra en la figura 5.1.

1 o— t—o2

1,0—‘ L 5 2)

Figura 5.1 (a) Red de dos puertos
5.2 Funcién de transferencia

Una funcién de transferencia estd definida como la variable de salida
dividida para la variable de entrada. Suponiendo que la variable de salida
es el voltaje V(s) y la variable de entrada es la corriente I(s), la funcién de
transferencia F{s) se escribe de la siguiente manera:

_V(s)
1(s)

F(s)
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I,(t) 1(s)
—> <+—
1 o— o2
+ +
Vl(s) Red VZ(S)
1) 5_ —_O 27

Figura 5.2. Red de dos puertos

En la figura 5.2, se presenta una red eléctrica de dos puertos cuyas
variables de entrada son V,(s) e I (5) y las variables de salida son V(s) e ()
; por lo tanto, las funciones de transferencia que relacionan los voltajes con
las corrientes tienen las siguientes formas posibles:

Gel9)= % (5-1)
Yols) = ;ES; 52)
Z,(5) = % (5-3)
7= 70 G-4)

Ejemplo 1: hallar la funcién de transferencia V (s)/V (s) en el circui-
to de la figura 5.3.

+0
=
+

<
&

V|

A

Figura 5.3 Red de dos puertos
Solucién:

El circuito de la figura 5.3 es una red de dos puertos, con impedan-
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cias transformadas que se indican para cada elemento. La funcién de trans-
ferencia de la relacion del voltaje de salida V (s) para el voltaje de entrada
V.(s) es G_(s), tal como se muestra en la ecuacién (5-1).

En la figura 5.3, se aplica la Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK) en

el lazo de entrada; esto es:
—Vl(s)+R](s)+iI(s) =0
Cs
V.(s)=1(s)[R+1/Cs] (5-5)
El voltaje en la terminal de salida es:
V()= 2 (s) (5-6)
Cs

Las ecuaciones (5-5) y (5-6) se reemplaza en la ecuacién (5-1):
V,s)  (UCs)is)y 1 1/RC

G,(s) = = =

V.(s) (R+1/Cs)I(s) RCs+1 s+1/RC
Entonces:
V,(s)  1/RC

Viis) s+1/RC

Ejemplo 2: hallar Ia funcién de transferencia V_(s)/V.(s) en el circui-
to de la figura 5.4, sabiendo que las condiciones iniciales de los capacitores
son iguales a cero.

o

\
71

(o}

o

Figura 5.4
Solucién:
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En el circuito de la figura 5.4, aplicamos anilisis de mallas con la asig-
nacién de las corrientes de mallas i, e i,, tal como se muestra en la figura 5.5.

:
:

)
] 1
)
] 1

o
o

Figura 5.5
Malla I LVK:
oL
_V1+Rlll+aj_m(ll_lz)dt:0
o 1[0
_v1+R111+a|:J._w( —i, dt+.|. dt} 0 (5-7)

0
El término J. (l -1, ) dt corresponde a las condiciones iniciales del
capacitor uno, el cual es igual a cero; por lo tanto, este término es igual a
cero.

Aplicando la transformada de Laplace a cada término de la ecuacion
(5-7), se tiene:

-V, (s)+R, Il(s)+i{0+lll(s)—llz(s)} =0
C S

1

-V, (s)+ R, I(s)+C 1,(s)— I(s) 0

l

—V(s)+{R +C j|I(S) —I ,(s)=0

1S

1S Cys

V() + {R?“}I(s) —1(5)=0 (5-9)
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Malla IT LVK:
. 1 ¢ . |
R212 +C_2.[—wlz dt +aj._w(lz —ll)dt =0

R, +CL2U_°®1'2 dr+ ', dt}+é“_0w( i)+, dt} 0

0
Los términos I L dt y I (i, —i,) dt, corresponden a las condicio-
nes iniciales de los dos capacitores, los cuales son igual a cero; por lo tanto,
estos términos son iguales a cero.

Ry, + c. [O+Jzzdt}+g[0+j dt} 0 (5-9)

Aplicando la transformada de Laplace a cada término de la ecuacién
(5-9), se tiene:

Rzlz(s)+ci{0+élz(s)} +Ci{llz(s)—%11(s)} =0

2 1

Rzlz(s)+CL2slz(s)+C 1,(s)— Cs I(s) 0

11 1
R +—+— |L(s)——1,(s)=0
{ o Cls} 2 () Cos 1(9)

—] (5)=0 (5-10)

1

R,C.C,s+C, +C, 1,(s)—
C,C,s

En la salida del circuito de la figura 5.5:
I o,
v, = C—ZLOZZ dt=0
1o ‘.
v, =C—2Uw12 dt+L12 dt}zO (5-11)

El término corresponde a las condiciones iniciales del capacitor dos,
el cual es igual a cero; por lo tanto, este término es igual a cero.

Aplicando la transformada de Laplace a cada término de la ecuacion
(5-11), se tiene:
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V,(s) =CL[O+§12(S)} =0

2

Vy(s) =%12 (s) (5-12)

2

De la ecuacién (5-10):

Lll(s)= R,C.Cys+C, +C, 1,(s)
Cs C\C,s
R,C.C,s+C, +C
Il(s){ e 2}12@) (5-13)
2

La ecuacién (5-13) se reemplaza en la ecuacién (5-8):

_V(S)+[R1Cls+1}{R2C1C2S+Cl+C2:| 1
1

c 1)~ 1,(5) =0

1S 1

—V(s)+M Iz(s)—CLIZ(S)zo
S

1

1S

~Vi(s)+ PL,(s)=0 (5-14)

—Vl(s){M—Ci}lz(s):o

Donde:

v [RCs+1|[R,C,Cos+C, +C,
Cs C,

[RC2C,R,s> +C,C,R,s+ R,C s +C, + RC,Cys + cz}

C\C,s

[RCCR,s* +(C,CoR, + RC + RC,C,)s +C, +C,
CC,s
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P{Rlc,zcziezs2 +(C.CR, +RC +RCC,)s+C, +C, | 1

C,C,s Cs
p_RCICRs +(CCR +RC +RCC s+ +C, - C,
C\C,s
p_ RC'CRs’ +(C,CR, + RC +RCC,)s+C,
C/C,s
p_ RCCR,s" +(CR, + RC + R G, )s+1 (5-15)
C,s

La ecuacién (5-15) se reemplaza en la ecuacién (5-14):

R,C,C,R,s* +(C,R, + R,C, + R,C,)s +1
C,s

—Vl(S)+[ }12(8)=0 (5-16)

De la ecuacién (5-12):
1,(s) = C,sV,(s) (5-17)
La ecuacién (5-17) se reemplaza en la ecuacién (5-16):
2
V) [Rlclcszs +(C,R, +R,C, +R,C,)s + l}cstz(s) o
C,s
— V() +|RC,C,R,s* +(C,R, + RC, + R.C,)s +1]V/,(5) =0
|RC,C,R,s* +(C,R, + RC, + R.C,)s +1|V,(s) =V, (s)
V,(s) . 1
Vi(s) R,C,C,R,s*>+(C,R, +R,C, +R,C,)s+1

5.3 Polos y ceros de una funcién de red

Una funcién de transferencia H(s) también estd representada en el
numerador por un polinomio p(s) y en el denominador por un polinomio
g(s), tal como se muestra en la ecuacién (5-18).

H(s) = p(s) _ a,s”" +a1s”’i +..4+a, ,s+a,
q(s) bys" +bs™ +..+b, s+b,

(5-18)
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Donde los coeficientes a y b son reales y positivos. Las ecuaciones
2(s)=0y ¢(s)=0 tienen ny m raices. Para poder representar en una grafica
los polos y ceros de una funcién, tanto p(s) como ¢(s) se deben escribir
como un producto de factores lineales, tal como se muestra en la ecuacién
(5-19). Las raices del polinomio del numerador Z, Z, ..., 2, 5¢ denominan
ceros de la funcién de red. Las raices del polinomio del denominador p 2
s P, » 8€ denominan polos de la funcién de red.

H(s)=4 (S—Z])(S—Zz),,,(S—Zn) (5-19)
(s=p)s—p,).(s—p,)

Donde A es una constante Zp Zpy ooy ZY Pp P oos P, SON frecuencias
complejas. Cuando la variable s tiene los valores z,, 2, ..., z ,1a funcién de red
se hace nula; este tipo de frecuencias complejas se denominan los ceros de la
funcién de red. Cuando s tiene los valores DPp Py P,y la funcién de red se
hace infinita; estas frecuencias complejas son los po/os de la funcién de red.

Ejemplo 2: sea la funcién de red representada en la ecuacién (5-20).

H(s) = (s+1)(s+4)
Cs(s+3+/3)(s+3-/3)

Solucién:

(5-20)

Los ceros de la funcién son:

(s+1)=0

s=-1

(s+4)=0

s=-4

Los polos de la funcién son:
s=0

(s+3+,3)=0

s=-3-j3

(s+3-,3)=0

s=-3+/3
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La grafica de los polos y ceros de la funcién H(s) de la ecuacién (5-
20) se muestra en el plano complejo s en la figura 5.6. Donde el cero se
representa con un pequefio circulo y el polo se representa con una x.

‘jw

Kemmmmmmmmm ey j3

'J2

4 3 2 -1 0

Figura 5.6 Polos y ceros de la ecuacién (5-20)
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