






    Análisis de circuitos eléctricos en
 estado estable y transiente





Análisis de circuitos eléctricos en
 estado estable y transiente

Pedro Infante Moreira



Análisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente
© 2016 Pedro Infante Moreira
© 2016 Escuela Superior Politécnica de Chimborazo
             Panamericana Sur, kilómetro 1 1/2
             Instituto de Investigación
             Riobamba, Ecuador
             Teléfono: (593-03) 299 8200
             Código Postal: EC060155

Aval ESPOCH

Este libro se sometió a arbitraje bajo el sistema de doble ciego 
(peer review).

Corrección y diseño:
La Caracola Editores

Impreso en Ecuador

Prohibida la reproducción de este libro, por cualquier medio, sin la 
previa autorización por escrito de los propietarios del copyright.

CDU: 537 + 621.3
Análisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente.
Riobamba: Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.
Instituto de Investigaciones; 2015
131 p. vol: 17 x 24 cm
ISBN: 978-9942-14-366-2
1. Circuitos eléctricos
2. Física
3. Electricidad
4. Electromagnetismo



CONTENIDO GENERAL

Introducción .......................................................................................... 09

Capítulo 1. Circuitos RL y RC sin fuente ............................................. 11
1.1 El inductor ............................................................................. 11
1.2 El capacitor ............................................................................ 12
1.3 Circuitos RL sin fuentes ......................................................... 14
1.4 Circuitos RC sin fuentes ........................................................ 22

Capítulo 2. Circuitos RL y RC con fuente ............................................ 29
2.1 Función escalón unitario ........................................................ 29
2.2 Respuesta natural forzada ....................................................... 34
2.3 Circuitos RL con fuente ......................................................... 40
1.4 Circuitos RC con fuente......................................................... 46

Capítulo 3. Circuitos RLC .................................................................... 53
3.1 Circuitos RLC en paralelo sin fuentes ................................... 53
3.2 Circuitos RLC en paralelo sobreamortiguado ........................ 56
3.3 Circuitos RLC en paralelo críticamente amortiguado ............ 67
3.4 Circuitos RLC en paralelo subamortiguado ........................... 75

Capítulo 4. Aplicación de la transformada de LAPLACE .................... 83
4.1 La transformada de LAPLACE ............................................ 83
4.2 Aplicación de la Transformada de LAPLACE ...................... 97
4.3 Impedancia transformada y circuitos transformados ............ 109

Capítulo 5. Funciones de red ............................................................... 121
5.1 Puertos ................................................................................. 121
5.2 Función de transferencia ...................................................... 121
5.3 Polos y ceros de una función de red ...................................... 127

Bibliografía .......................................................................................... 131





INTRODUCCIÓN

La presente obra, titulada Análisis de circuitos eléctricos en estado estable 
y transiente, está destinada a aquellos estudiantes de ciencias e ingeniería 
que tienen conocimientos de cálculo diferencial e integral, álgebra, núme-
ros complejos, geometría y trigonometría, con el único propósito de ayu-
dar a los estudiantes en el aprendizaje para resolver problemas de circuitos 
eléctricos.

El desarrollo de los cinco capítulos teóricos se basa en la experiencia 
del autor como docente en la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo, 
tomando como base los argumentos teóricos de varios autores, especial-
mente William H. Hayt, Jr. y Jack E. Kemmerly.

El libro Análisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente consta 
de cinco capítulos. 

El capítulo I comprende los circuitos RL y RC en corriente continua, 
en estado estable y transiente, utilizando los métodos de análisis de 
nodos y análisis de mallas.

El capítulo II, comprende los circuitos RL y RC con fuentes de co-
rriente continua en estado estable y transiente.

El capítulo III comprende los circuitos RLC en paralelo sin fuentes 
de corriente continua en estado estable y transiente.

El capítulo IV comprende la aplicación de la transformada de Laplace.

El capítulo V comprende las funciones de red en la cual se enfatiza 
las funciones de transferencia y las gráficas de los polos y ceros de una 
función en el plano s.
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CAPITULO I

CIRCUITOS RL Y RC SIN FUENTE

1.1 El inductor
 
El inductor es un elemento pasivo capaz de almacenar y entregar 

cantidades finitas de energía. A diferencia de una fuente ideal, este elemen-
to no puede suministrar una cantidad ilimitada de energía o una potencia 
promedio finita sobre un intervalo de tiempo de duración infinita. Por de-
finición (Michael Faraday y Joseph Henry), el voltaje en el inductor (figura 
1.1) se define como sigue:

� � � �����
�

                        (1-1)
Donde, v e i son funciones del tiempo y L la inductancia expresada 

en Henry (H). La ecuación (1-1) muestra que el voltaje en el inductor es 
proporcional a la rapidez de cambio (con respecto al tiempo) de la corriente 
a través de él. También, en un inductor que lleva una corriente constante, el 
voltaje es cero. De acuerdo a esto, se puede representar a un inductor como 
un cortocircuito.

Figura 1.1  El inductor
 

Características de un inductor

a) En corriente continua y estado estable, el inductor se comporta 
como un cortocircuito, es decir, el voltaje en sus terminales es cero.
b) El inductor no permite cambios bruscos de corriente.
c) El inductor almacena energía magnética.

ȣ

i L
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Potencia y energía en el inductor

La potencia P absorbida por el inductor está dada por:
� � ����
�
� � � ���� ���
�
� � ��� �����
�

      (1-2)

La energía WL almacenada por el inductor en el campo magnético se la 
obtiene a partir de la ecuación (1-2). Se multiplica por dt en ambos lados de 
la ecuación y se integra desde un tiempo inicial t0 hasta un tiempo final t. Al 
multiplicar la potencia por el tiempo, se obtiene la energía WL en el inductor.

���� � �������
�

� ���� � ������
�

��

�

��

�

�
��� � ��� �� � �

� ��� � �
� � � � � �

�
��� � � �

� ��� � �
� � � � � ��� �� �

�
�
�

    

Si las condiciones iniciales del inductor son igual a cero, entonces tenemos:

WL(t) =      L [i(t)]2

1.2 El capacitor

El capacitor es un elemento pasivo capaz de almacenar y entregar 
cantidades finitas de energía. A diferencia de una fuente ideal, este elemen-

t0)]2}

t0)]2}

1
2
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to no puede suministrar una cantidad ilimitada de energía o una potencia 
promedio finita sobre un intervalo de tiempo de duración infinita. Por de-
finición, la corriente en el capacitor (figura 1.2) se define como sigue:

� � � ���� �
�
�
�
�
�
�
�
�
�

                                                                                                  (1-3)

Donde v e i son funciones del tiempo y C, la capacitancia expresada en 
faradios (F). La ecuación (1-3) muestra que la corriente en el capacitor es pro-
porcional a la rapidez de cambio (con respecto al tiempo) del voltaje a través de 
él. También, un capacitor que lleva un voltaje constante, la corriente es cero. De 
acuerdo a esto, se puede representar a un capacitor como un circuito abierto.

Figura 1.2  El capacitor con su polarización de corriente y voltaje

Características de un capacitor

a) En corriente continua y estado estable, el capacitor se comporta 
como un circuito abierto, es decir, la corriente en el capacitor es cero.
b) El capacitor no permite cambios bruscos de voltaje.
c) El capacitor almacena energía eléctrica.

Potencia y energía en el capacitor

La potencia P entregada al capacitor está dada por:

                                                                                                  (1-4)

i C

ȣ
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La energía WC almacenada por el capacitor en el campo eléctrico se la 
obtiene a partir de la ecuación (1-4). Se multiplica por dt en ambos lados de 
la ecuación y se integra desde un tiempo inicial t0 hasta un tiempo final t. Al 
multiplicar la potencia por el tiempo, se obtiene la energía WC en el capacitor. 
Por lo que la energía WC almacenada en su campo eléctrico es:

 

Si las condiciones iniciales del capacitor son igual a cero, entonces tenemos:
�� � � �

� ��� � � ��
�
�
�
�
�
�
�

 

1.3 Circuitos RL sin fuentes

En la figura 1.3, se muestra un circuito RL en serie, en la cual se 
realizará el análisis de la señal transitoria. A continuación se procede a de-
terminar la ecuación de la corriente i que circula por el inductor. 

i

RȣR

-

+
L

+

-
ȣL

 

Figura 1.3  Circuito RL en serie sin fuente
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En el lazo del circuito de la figura 1.3, se aplica la Ley de Voltajes de 
Kirchhoff (LV):

�� � ��� � ��
�
�
�
�
�
�
�

Aplicando la Ley de Ohm y la definición del voltaje en el inductor, 
se tiene:

�� � �� ���� � ��
�
�

Se divide por L a cada término de la ecuación
��
�� � �

�
� �� � ��

�
�
�

           (1-5)
En la ecuación (1-5) se despeja la derivada de la corriente con respec-

to al tiempo y se integra:
��
�� � � ��� ���
�
��
� � � ��� ����
�
��
� � � ��� ����

�
�
�
�
�
�

La integral de la izquierda es igual al logaritmo natural de la corrien-
te (Ln i), la integral de la derecha es igual a la constante (-R/L) por el tiem-
po t; como se trata de una integral indefinida, se le añade una constante K 
de integración:

���� � � ��� �� � ��
�
�Para poder despejar la corriente i, aplicamos el siguiente artificio ma-

temático:
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Donde,  �� � � � ����������
�
�
�
�
�
�

� � ���
�
���

�
�
�
�

       (1-6)
En la ecuación (1-6), para evaluar la constante A y obtener la ecua-

ción de la corriente i, se consideran las condiciones iniciales de la corriente 
en el inductor; para un tiempo t0 la corriente es I0:

�� � � � � ���
�
� � � � � ���

�
�
�
�

Entonces, se obtiene la ecuación (1-7):
�� � � �����

�
����

�
�
�

               (1-7)
Pero, 
� � �

� � ������������������������������� ����������������������������
�
�
�

 constante de tiempo inductivo, viene expresado en segundos.

Entonces:
� � � ������

�
��

�         (1-8)
En la ecuación (1-8), en t = 0 la corriente tiene un valor de I0, y 

conforme transcurre el tiempo, la corriente disminuye y tiende a cero. La 
ecuación (1-8), se escribe de la siguiente manera:

� �
��

� ������
�
��

�
� �

         (1-9) 

Puede apreciarse la forma de esta exponencial decreciente graficando 
i(t) / I0  contra t, como se ve en la figura 1.4:

i (t)
I0

t

1

Figura 1.4  Gráfico de ��
�
��

�
�

 contra t
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En la ecuación (1-9), evaluamos para diferentes valores de tiempo 
empezando con cero y los otros en función de tau (ɒ) y se obtiene la gráfica 
de la figura 1.5: 

i (t)
I0

t

1

τ

0.368
0.135
0.050
0.018
0.007 2τ 3τ 4τ 5τ

Figura 1.5  Magnitud de la corriente cae a cero entre 3ɒ�y 5ɒ
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De acuerdo a la figura 1.5, podemos considerar que la magnitud de la 
corriente cae a cero entre 3ɒ y 5ɒ.

Ejemplo: después de estar cerrado por un tiempo muy largo, el in-
terruptor en la figura 1.6 se abre en t = 0.  a) Calcúlese iL (0+) y WL(0+).  
b) Calcúlese iL (t). c) Calcúlese V10 (t). 0t =

41

4H12V V102A

+

- 10 1

iL

Figura 1.6  
Solución:

Cuando en un circuito existen interruptores, se produce una señal transi-
toria debido a la conmutación del interruptor. Se debe realizar un análisis antes 
y después de que ocurre la interrupción. El tiempo en el cual ocurre la interrup-
ción se denomina t0; un instante antes se denomina t0

- y un instante después se 
denomina t0

+. En este problema, el instante en que ocurre la interrupción es de 
t0 = 0. El problema se resuelve en dos partes, que son las siguientes:

Parte 1, primeramente se debe dibujar un circuito para un tiempo 
t < t0 con la finalidad de hallar las condiciones iniciales, en este problema 
t0 = 0, entonces se analiza para un tiempo t < 0.

En la figura 1.6, se ve que el interruptor para t < 0 estuvo cerrado (la 
flecha indica la posición final) durante mucho tiempo; razón por el cual el 
inductor se comporta como un cortocircuito, debido a la fuente de voltaje 
(12 V) y de corriente (2 A), de corriente continua y en condiciones de es-
tado estable, cuyo circuito se muestra en la figura 1.7. La resistencia de 10 
Ω se encuentra en paralelo con el cortocircuito, entonces por ahí no circula 
corriente y el voltaje V10(0-) es cero,
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41

12V V10 (0-)2A

+

- 10 1

iL(0-)

Figura 1.7  
���� �� ����
La fuente real de voltaje de 12 V en serie con la resistencia de 4 Ω se 

transforma a una fuente real de corriente de 3 A en paralelo con la resis-
tencia de 4 Ω, cuyo circuito se representa en la figura 1.8.

�� � ���� � ���
�
�

41
3A 2A

1
iL(0-)

Figura 1.8  

La resistencia de 4 Ω se abre (la X en los extremos de la resistencia 
significa circuito abierto), debido a que se encuentra en paralelo con el cor-
tocircuito. En el nodo 1, se aplica la Ley de Corrientes de Kirchhoff (LCK), 
asumiendo que, a las corrientes que entran al nodo, se les asigna un signo 
negativo y, a las corrientes que salen del nodo, se les asigna un signo positivo: 

NODO 1 LCK   
 
��� �� ��� �� � ���
�
��� �� � ����
�
�
�
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a)  iL (0-) = iL (0) = iL(0+), debido a que el inductor en corriente conti-
nua y en estado estable no permite cambios bruscos de corriente.

Parte 2. Después se debe dibujar un circuito para un tiempo t > t0, en 
este caso t > 0. En la figura 1.6, el interruptor para t > 0 se abre, de tal forma 
que el circuito resultante queda como lo indica la figura 1.9.

 41

4H12V V102A
+

- 10 1

iL

Figura 1.9  

Debido a la conmutación del interruptor, se produce una variación 
en la corriente; entonces, en estas condiciones, el inductor de 4 H trabaja 
produciendo una corriente y un voltaje.

En el problema, se pide calcular  V10 (t) e iL (t)  ; por lo tanto, el cir-
cuito del lado izquierdo de la figura 1.9 no interviene para dichos cálculos, 
razón por la cual el circuito resultante es el que se muestra en la figura 1.10 
y las ecuaciones de corriente y de voltaje son las siguientes:

��� � � �����
�
��

�
��� �� � ��� � � ��� �� � ��� � ���
�
�
�
�
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4HV10

+

- 10 1

iL

Figura 1.10  
� � �

� �
�
�� � ��������

�
��� � � ���

�
��� � ��������

�
�
�
Entonces.

b) ����� � ���������
�
�
�
�

c) ���� � � �� ��� � ��� ������� � ����������
�
���� � � ������������
�
�
�
�

Finalmente se procede a graficar la corriente iL y el voltaje v10(t) para 
todo t (ver figura 1.11 y 1.12 respectivamente). 

i L(t)

t (s)
τ 2τ

0.36
(A)

3τ 4τ 5τ
Figura 1.11  Gráfico de iL(t) contra t, para todo t
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V10(t)

t (s)τ 2τ

-50

[V]

3τ 4τ 5τ

Figura 1.12  Gráfico de V10(t) contra t, para todo t

1.4 Circuitos RC sin fuentes

En el circuito de la figura 1.13, se aplica el análisis de nodos con 
asignación de potenciales en la cual aplicamos la Ley de Corrientes de 
Kirchhoff (LCK); esto es:

R

Ref

ȣ

C

Figura 1.13  Circuito RC en paralelo sin fuente

������ � �
�
� � ��

�
�
�
�
�
�
�

Se divide por C a cada término de la ecuación:

����� � �
�
�� � ��

�
�
�
�
�
�

Se despeja la derivada del voltaje con respecto al tiempo y se integra:

R
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����� � � � ����
�
��
� � � � ����
�
��
� � � �

������
�
�
�
�
�

La integral de la izquierda es igual al logaritmo natural del voltaje 
(Ln v); la integral de la derecha es igual a la constante (-1/RC) por el tiem-
po t; como se trata de una integral indefinida, se le añade una constante K 
de integración,

���� � �� � ��� �� � ��
�
�
�
Para poder despejar el voltaje v, aplicamos el siguiente artificio matemático:
����� � ����

�
������ �

�
� � ����

�
������� �

�
�
�
Donde,   eK= A = constante
� � �����

�
������

�
�
�
Para evaluar la constante A y obtener la ecuación del voltaje v, se 

consideran las condiciones iniciales del voltaje en el capacitor; para un 
tiempo t0 el voltaje es V0:

� � � � � �����
�
��� � � � � ����

�
�
�
�
�

Entonces: 
   
                  (1-10)
Pero:
 
Ĳ = RC =constante de tiempo capacitivo, viene expresado en segun-

dos.
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Entonces:
                    (1-11)���� � �����

�
��

�
�
�
�
�

�
�

Ejemplo: obsérvese el circuito mostrado en la figura 1.14 y calcúlese 
los valores en t =1seg para: a) VC ; b) VR ; c) VSW

41

12V
Vsw 

+

+

-

-

+

-20Ω

5Ω

50 mFVCVR

t = 0

Figura 1.14  

Solución:

Para t < 0, el interruptor de la figura 1.14 está cerrado y el capacitor se 
comporta como un circuito abierto debido a la fuente de 12 V de corriente 
continua y que se encuentra en estado estable, el nuevo circuito se muestra 
en la figura 1.15, cuyas ecuaciones son las siguientes:

41

1

1

12V
Vsw  (0-)

 (0-)

+

+

-

-

+

-20

5

VC(0-)VR 

Figura 1.15  

Se aplica divisor de voltaje en la resistencia de 20 Ω:
V
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VC(0-)=VR (0-)=10V, debido a que el capacitor está abierto, no circula 
corriente; el capacitor está en paralelo con el voltaje en la resistencia de 20 Ω.

Para t < 0, en la figura 1.14, el interruptor se abre y el circuito resul-
tante queda reducido al de la figura 1.16.

41 1

1
12V

Vsw 

+

+

-

-

+

-20

5

50 mFVCVR

Figura 1.16  

En la figura 1.16, la fuente de voltaje de 12 V no afecta en nada en el 
circuito de la derecha para la respuesta de las incógnitas VC y VR; entonces, 
el circuito queda como el que se muestra en la figura 1.17 (a). La resistencia 
de 5 Ω está en serie con la resistencia de 20 Ω dando como resultado una 
resistencia equivalente de 25 Ω, tal como se muestra en la figura 1.17 (b).

20 1 50mF

51

VR

+

- VC

+

-

i C

25 1 50mFVC

+

-

i C

Figura 1.17  (a) y (b)

La figura 1.17 (b) es un circuito RC sin fuente; por lo tanto, se aplica 
la ecuación (1-11):

Debido a que el capacitor no permite cambios bruscos de voltaje.
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� � �� � �� ��������� � ��������
�
�
� � ����
�
�
�
Entonces las respuestas de los literales a), b) y c) son:

b) En la figura 1.17 (a), se aplica la Ley de Ohm:

                   

        

c) En la figura 1.16, en el lazo de la izquierda, se aplica la LVK

                    ���� ��� � �� � ��
�
��� � ��� �� � ��� ��������
�
��� � � ��� ���������
�
��� � � ��� ������ � � ��� ���� � ������
�
������ � ������
� �
�
�
�
�
�

Finalmente, las gráficas de las ecuaciones (1-12), (1-13) y (1-14) in-

(1-12)

(1-13)

(1-14)
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cluyendo sus valores iniciales, se representan en la figura 1.18.

Vc(t)

t (s)
τ 2τ

10
(V)

3τ 4τ 5τ

(a) VC (t) =10e -0.8tV 

VR(t)

8

t (s)
τ 2τ

10
(V)

3τ 4τ 5τ

(b) VR (t) =8e -0.8tV

VR(t)

8

t (s)
τ 2τ

12
(V)

3τ 4τ 5τ

(c) VSW (t) =12-8e -0.8tV

Figura 1.18  Gráficas de (a) VC(t) vs t, (b) VR(t) vs t y (c) VSW(t) vs t.
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CAPÍTULO II

CIRCUITOS RL Y RC CON FUENTES

2.1 Función escalón unitario

La función de excitación escalón unitario µ(t – t0) está definida en la ecua-
ción (2-1); donde, la amplitud de la función µ(t – t0) vale cero para un tiempo t 
menor que t0 (t < t0), la amplitud vale uno para un tiempo t mayor a t0 (t > t0) y 
la función no está definida para un tiempo t igual a t0 (t = t0). En la figura 2.1, se 
muestra la gráfica de la función para valores positivos de t0 (t0 > 0).

� �� �� � ���� � ��
���� � ���

�
�
�
�

         (2-1)
µ(t-t0)

1

0 t0
t 

Figura 2.1  Función escalón unitario µ(t – t0) para t0 > 0.

Para valores negativos de t0, en la ecuación (2-1), se reemplaza (– t0) por t0, esto es:
                                                                                        
la cual se representa en la gráfica que se muestra en la figura 2.2.

µ(t+t0)

1

0-t0
t 

Figura 2.2  Función escalón unitario µ(t + t0) para t0 < 0.
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El instante en el que ocurre una discontinuidad de la función es t0. A 
continuación se dan tres ejemplos de la función escalón unitario:

Ejemplo 1: cuando t0 = 0, la función escalón unitario µ(t – t0) = µ(t – 
0) = µ(t) se expresa en la ecuación (2-2):

                     
� �� � � � � � ���� � �

���� � ��
�
�
�

µ(t)

1

0 t 

Figura 2.3  Función escalón unitario µ(t)

Ejemplo 2: cuando t0 = 1, la función escalón unitario µ(t – t0) = µ(t – 
1) se expresa en la ecuación (2-3):

donde, la amplitud de la función µ(t)  vale cero para valores de t me-
nores que uno (t < 1), la amplitud vale uno para valores de t mayores a uno 
(t > 1) y la función no está definida para un tiempo t igual a uno (t = 1). El 
gráfico de la ecuación (2-3) se muestra en la figura 2.4.

µ(t-1)

1

10 t 

Figura 2.4  Función escalón unitario µ(t-1)

(2-2)

(2-3)
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Ejemplo 3: cuando t0 = – 2, la función escalón unitario µ(t – t0) = µ(t 
– (– 2)) = µ(t +2), se expresa en la ecuación (2-4):

         
          (2-4)� �� � � ���� � ��

���� � ���
�
�
�
Donde la amplitud de la función µ(t +2) vale cero para valores de t 

menores que – 2 (t < – 2); la amplitud vale uno para valores de t mayores 
a – 2 (t > – 2); y la función no está definida para un tiempo t igual a – 2, (t 
= – 2). El gráfico de la ecuación (2-4) se muestra en la figura 2.5.

µ(t+2)

1

1-1-2 0 t 

Figura 2.5  Función escalón unitario µ(t +2)

La función escalón unitaria invertida µ(- t), estrictamente µ(- (t – t0)) = µ(- t + t0), se muestra en la ecuación (2-5) y su gráfica en la figura 2.6 para 
valores de t0 positivos.

          (2-5)
� ��� �� � ���� � ��

���� � ���
�
�
�
�
�

µ(-t+t0)

1

t00 t 
Figura 2.6  Función escalón unitario µ(- t + t0), para t0 > 0
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Para valores negativos de t0, en µ(- (t – t0)) se reemplaza (– t0) por t0:
� � �� ��� � � � �� �� � ����� ����
�
�
�
�
�

la cual se representa en la gráfica que se muestra en la figura 2.7.
µ(-t-t0)

1

t0-t0 0 t 

Figura 2.7  Función escalón unitario µ(- t + t0) para t0 < 0

Como la función escalón unitario es adimensional, se puede multi-
plicar por una función f(t), esto es, f(t)µ(t – t0). Si la función f(t) es un valor 
constante de voltaje V, entonces será Vµ(t – t0), de tal forma que v(t) = Vµ(t 
– t0), el cual se representa en la ecuación (2-6).

�� �� �� � ���� � ��
���� � ���

�
�
�
�

                (2-6)

Donde la amplitud de la función Vµ(t – t0) vale cero para valores de 
t menores que t0 (t < t0); la amplitud vale V para valores de t mayores a t0 (t > t0); y la función no está definida para un tiempo t igual a t0 (t = t0). El 
gráfico de la ecuación (2-6) se muestra en la figura 2.8.

Vµ(t-t0)

V

t00 t 
Figura 2.8  Función escalón de voltaje Vµ(t – t0) para t0 > 0
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La función de excitación Vµ(t – t0) se encuentra conectada a una red 
eléctrica cualquiera en la figura 2.9.

Vµ (t-t0)
Red 

general+-

Figura 2.9  Función de voltaje escalón, es la fuente que excita a una red eléctrica

Si aplicamos la función de voltaje escalón Vµ(t – t0) a la red eléctrica 
de la figura 2.9, para valores de t < t0, la fuente de voltaje vale cero. Hacer 
cero una fuente de voltaje es equivalente a un cortocircuito, tal como se 
indica en la figura 2.10.

 

Red 
general

Figura 2.10  Función de voltaje escalón Vµ(t – t0) para t < t0 se comporta como 
un cortocircuito

Para valores de t > t0, la fuente de voltaje vale V, es decir, la fuente de 
voltaje entrega energía a la red eléctrica, tal como se indica en la figura 2.11.

V
Red 

general+-

Figura 2.11  Fuente de voltaje escalón Vµ(t – t0) para t > t0 actúa como una 
fuente de voltaje normal
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Si la función f(t) es un valor constante de corriente I, entonces al 
multiplicar f(t)µ(t – t0) es igual a Iµ(t – t0), de tal forma que i(t) = I µ(t – t0) como se indica en la figura 2.12.

I µ(t – t0) 
Red 

general

Figura 2.12  Función de corriente escalón I µ(t – t0), es la fuente que excita a 
una red eléctrica

Para valores de t < t0, la fuente de corriente vale cero. Hacer cero una 
fuente de corriente es equivalente a un circuito abierto, tal como se indica 
en la figura 2.13.

Red 
general

Figura 2.13  Función de corriente escalón Iµ(t – t0) para t < t0

Para valores de t > t0, la fuente de corriente vale I, es decir, la fuente de 
corriente entrega energía a la red eléctrica, tal como se indica en la figura 2.14.

I µ(t – t0) 
Red 

general

Figura 2.14  Función de corriente escalón Iµ(t – t0) para t > t0

2.2 Respuesta natural y forzada

En un circuito eléctrico la respuesta completa se compone de dos 
partes: la respuesta natural y la respuesta forzada. La respuesta natural es 
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la correspondiente a la parte transitoria que ocurre cuando existe un inte-
rruptor que realiza una conmutación o swicheo. En ese momento, la señal 
empieza a variar independientemente de que la fuente sea de corriente 
continua o alterna. Esta señal desaparece una vez que el circuito se ha es-
tabilizado. La respuesta forzada corresponde a la parte cuando el circuito 
ya se ha estabilizado; esto ocurre después de un largo período de tiempo de 
haber realizado la interrupción. Consideremos el circuito que se muestra en 
la figura 2.15, en la cual el interruptor se cierra en t = 0.

V

t=0 iL(t)

L+-

R

Figura 2.15  Circuito RL en serie con un interruptor

La fuente de voltaje V y el interruptor se puede reemplazar por una fun-
ción de excitación de voltaje escalón Vµ(t), como se muestra en la figura 2.16.

iL(t)

L+-

R

Vµ(t) 

Figura 2.16  Circuito RL serie con la función de voltaje escalón Vµ(t) reempla-
za al interruptor de la figura 2.15

Los circuitos de las figuras 2.15 y 2.16 son equivalentes; por lo tanto, 
se puede encontrar la corriente i(t) por cualquiera de los dos circuitos. A 
continuación se analiza el circuito de la figura 2.16. 

Para t < 0, la fuente de voltaje se comporta como un cortocircuito y se 
representa en la figura 2.17; como no existe ninguna fuente independiente 
de corriente, entonces la corriente i(0-) = 0.
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i(0-)

L

R

Figura 2.17  Circuito para t < 0

Para t > 0, la fuente de voltaje actúa normalmente y se encuentra re-
presentada en la figura 2.18. Para calcular la corriente iL(t), se aplica la Ley 
de Voltaje de Kirchhoff (LVK); esto es:

i(t)

L

R

V +-
Figura 2.18  Circuito para t > 0

��� ��� � ���� � ��
�
� ���� � �� ���
�
�
�
�
�
�

      

          (2-7)

Haciendo, w = V – R i
y derivando ambos lados con respecto al tiempo:

Reemplazando en la ecuación (2-7), tenemos:
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� �� �
��
�� � ��

�
�
�
�
�
� �
�

Despejando las variables e integrando:
��
� � ��� ����

�
���� � � �� �� � ��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Para despejar la variable w, se recurre a un truco matemático:

Reemplazando la variable w: 

          

          (2-8)

Para evaluar la constante A, debido a que el inductor no permite 
cambios bruscos de corriente, el valor de la corriente que se calculó para t 
< 0 [i(0-) = 0] es igual al valor de la corriente para t > 0 en el instante i(0+). 
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Los tiempos 0- y 0+ son los más cercanos a 0; entonces:
� �� � � � � � �� � ��
�
�
�
�
�
� �
�

En la ecuación (2-8), se evalúa la corriente en un tiempo t = 0:

          (2-9)

La respuesta completa de la ecuación (2-9) tiene dos partes. La respuesta 
natural (in) y la respuesta forzada (if ) representada en la ecuación (2-10):

� � � �� � ���
�                  
Donde:
�� � �

� ��
�����

�
�� � �

���
�
�
�
�

La ecuación (2-9) solo es válida para la fuente de voltaje constante 
del circuito de la figura 2.16. Una ecuación más general se deduce del cir-
cuito de la figura 2.18 en la cual aplicamos la LVK.

�� � � ���� � ��
�
� ���� � �� � ��
�
��
�� � �

�
� � �

�
� �

�
��
�� � �� � ��
�
�
�
�
�
�
�

                

(2-10)
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�� � � ���� � ��
�
� ���� � �� � ��
�
��
�� � �

�
� � �

�
� �

�
��
�� � �� � ��
�
�
�
�
�
�
�

Donde, � � �
� �

�
�
�
�
�
�
�

,  � � �
� �

�
�
�
�
�
�
�

Multiplicando a cada término de la ecuación (2-11) por el diferencial 
del tiempo dt (Hayt Jr. y Kemmerly, 1988, p.184)

�� � ������ � �����
�
�
�
�
�
�
�

Multiplicando cada término por e P t :
������� � ����������� � ���������
�
�
�
�

             
pero, la derivada de d(i eP t) =  eP t di + i P eP t dt

Reemplazando en la ecuación (2-12):
� ������ � �����������
�
�
�
�

 Integrando:
��������� � � ����������

�
������ � � ��������� � �������
�
���� � ������ ��������� � �������
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

             

La ecuación (2-13) es más general, donde A e-P t es la respuesta natu-
ral y  e-Pt ∫ QePt dt es la respuesta forzada. El valor de Q puede representar 
el valor de una fuente de corriente constante o variable.

(2-11)

(2-12)

(2-13)
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2.3 Circuitos RL con fuente

En la figura 2.15, se muestra un circuito RL en serie con un interrup-
tor y una fuente de voltaje. El análisis se realiza antes y después de que se 
acciona el interruptor, es decir, para un tiempo t < 0 y para un tiempo t > 0.

Para t < 0, el interruptor de la figura 2.15 está abierto, dando como 
resultado la figura 2.19, donde la corriente i(0-) es igual a cero:

i(0-) = 0 i(0-)

L+-

R

V 

Figura 2.19  Circuito para t < 0

 Para t > 0, el interruptor de la figura 2.15 está cerrado, tal como se 
muestra en la figura 2.18. Cuando el circuito de la figura 2.18 se estabiliza, el 
inductor se comporta como un cortocircuito debido a la fuente de voltaje V de 
corriente continua y en condiciones de estado estable; el circuito se muestra 
en la figura 2.20. Cuando el circuito está en condiciones de estado estable, la 
corriente se denomina forzada if y, se calcula la corriente forzada en el inductor.

if

L

+-

R

V 

Figura 2.20  Circuito para t > 0 en condiciones de estado estable, se produce la 
corriente forzada (if )

�� � �
��

�
�
�

La respuesta total de la corriente en el inductor está compuesta por 
la suma de la corriente natural y forzada; esto es:
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� � � �� � ���
�
�
�
Donde, in =  � � � ����

�
�� � ���

�
�
�

Entonces:
� � � ����

�
�� � ���

�
�
�

En el inductor, i(0-) = i(0) = i(0+) = 0, debido a que el inductor no 
permite cambios bruscos de corriente.

� � � ���� � �� � ��
�
� � ����
�
� � � ��� ��

���� � ����
�
� � � �

� ��� �
������

�

� � �
� � ����������������������������

�
� � � �

� ��� �
�����

�
�
�
�
�

� � � ���� � �� � ��
�
� � ����
�
� � � ��� ��

���� � ����
�
� � � �

� ��� �
������

�

� � �
� � ����������������������������

�
� � � �

� ��� �
�����

�
�
�
�
�

� � � ���� � �� � ��
�
� � ����
�
� � � ��� ��

���� � ����
�
� � � �

� ��� �
������

�

� � �
� � ����������������������������

�
� � � �

� ��� �
�����

�
�
�
�
�

� � � ���� � �� � ��
�
� � ����
�
� � � ��� ��

���� � ����
�
� � � �

� ��� �
������

�

� � �
� � ����������������������������

�
� � � �

� ��� �
�����

�
�
�
�
�

� � � ���� � �� � ��
�
� � ����
�
� � � ��� ��

���� � ����
�
� � � �

� ��� �
������

�

� � �
� � ����������������������������

�
� � � �

� ��� �
�����

�
�
�
�
�

� � � ���� � �� � ��
�
� � ����
�
� � � ��� ��

���� � ����
�
� � � �

� ��� �
������

�

� � �
� � ����������������������������

�
� � � �

� ��� �
�����

�
�
�
�
�

            

De esta manera se llega a la misma respuesta que en la sección an-
terior, pero de una manera más sencilla. La gráfica de la ecuación (2-14), 
se muestra en la figura 2.21. Por lo general, el circuito se estabiliza en los 
alrededores entre 3 ɒ y 5 ɒ, pero puede ser antes de 3 ɒ o después de 5 ɒ.

i (t)
V
R

t
τ 2τ 3τ 4τ 5τ

V0.632 R

Figura 2.21  Gráfico de la ecuación (2-14)

(2-14)
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Ejemplo 4: en el circuito de la figura 2.22, calcular y graficar la co-
rriente i para todo t y calcular el voltaje v.

10 Ω 

75 V

5  Ω 120 V

2 H

15  Ω 
4 H+

-

i 

t = 0

v  

Figura 2.22  

Solución:

Para t < 0, en la figura 2.22, el interruptor está cerrado en el bor-
ne superior. Debido a las condiciones de estado estable del circuito y a la 
fuente de 75 V de corriente continua, los inductores se comportan como 
un cortocircuito, tal como se muestra en la figura 2.23. A continuación se 
plantean las ecuaciones:

i L (0  )-

10 Ω 

75 V

5  Ω 120 V

15  Ω 

+

-

t = 0

v  (0  )-

Figura 2.23  
� �� � ��
�
�
�
�
�
�
�
�

En el lazo externo se aplica la LVK:
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��� �� � ��� ��� �� � ��
�
��� �� � ���
�
� �� � ��

�� � ��
�
� �� � ����
�
Para t > 0, en la figura 2.22, el interruptor está cerrado en el borne 

inferior, tal como se muestra en la figura 2.24. Las resistencias de 10 Ω, 5 Ω 
y 15 Ω, están en serie y su equivalente es de 30 Ω. Los inductores de 2 H y 
4 H están conectados en serie cuyo equivalente es de 6 H; el nuevo circuito 
equivalente se muestra en la figura 2.25. Este es un circuito RL con fuente, 
donde la corriente en el inductor obedece a la siguiente fórmula:

10 Ω 

75 V

5  Ω 120 V

2 H

15  Ω 
4 H+

-

i 

t = 0

v  

Figura 2.24  

6 H

i 

120 V

30  Ω 

Figura 2.25  
�� � �� � ���
�
�
�
�
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Donde:
�� � �� � ���
�
�
�
�

  = corriente natural
�� � �� � ���
�
�
�
�

  = corriente forzada

�� � ���
�
� � ���

�
� � �

� �
�
�� � �������

�
�
� � ��
�
�
�
�
�

Cálculo de la corriente forzada

En la figura 2.25, cuando el circuito se ha estabilizado y debido a la 
fuente de voltaje de 120 V de corriente continua, el inductor se comporta 
como un cortocircuito, tal como se muestra en la figura 2.26. La corriente 
forzada es:

�
�
�� �

���
�� � ��

�
�� � ���
�
�

 

i f

120 V

30  Ω 

Figura 2.26  



Pedro Infante Moreira

45

debido a que el inductor no permite cambios bruscos de corriente.
�
� � � ��� � � � ��
�
� � ���
�
� � � ����� � ��
�
� � � �� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

     

                              (2-15)

En la figura 2.27, se encuentra la gráfica de la ecuación (2-15) y la 
condición inicial de la corriente i(t).

1Ĳ 2Ĳ 3Ĳ 4Ĳ 5Ĳ

3

4

t ( s ) 

i  ( t )  

Figura 2.27  

En la figura 2.24, se procede a calcular el voltaje v en el inductor de 2 H:
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2.4 Circuitos RC con fuente

La respuesta completa de cualquier circuito RC en serie también se pue-
de obtener como la suma de la respuesta natural y la respuesta forzada; esto es:�

� � �� � ���
�
�Donde:�
�� � �����

�
�� �

�ɒ = RC, viene expresado en segundos.
Reemplazando:�
� � � �����

�
� � ���

Ejemplo 5: en el circuito de la figura 2.28 (Hayt Jr. y Kemmerly, 
1988, p. 192), calcular ɓc(t) e i(t).

101
601 2001 1

120V

a
t=0

+
-50

50V

0.05FΙC(t)

i(t)

b

Figura 2.28  Circuito RC para obtener la respuesta completa de ɓc(t) e i(t)

Solución:

Para t < 0, en la figura 2.28, el interruptor se encuentra en la posición 
a, tal como se muestra en la figura 2.29, y se procede a calcular las condi-
ciones iniciales de la corriente i(0-) y el voltaje ɓC(0-).

101
601 200

i(0-)
1 1

120V

a

b +

-50

50V

ΙC(0-)

Figura 2.29   Circuito RC para t < 0
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�
���� ���� �� � ��������� � ��
�
���� ����� �� � ��
�
�� �� � ��

��� � ���������
�
�� �� � ���� ��

��� �� � �����
�
�
�
�
�

Para t > 0, en la figura 2.28, el interruptor está en la posición b, tal 
como se muestra en la figura 2.30.

101
601 2001 1

120V

a

b +

-50

50V

0.05FΙC(t)

i(t)

 

Figura 2.30  Circuito RC para t > 0

Para calcular la corriente i(t) y el voltaje ɓc(t), la resistencia de 10 Ω 
que se encuentra en serie con la fuente de voltaje de 120 V no afecta en 
nada al circuito de la derecha; el circuito se reduce a la figura 2.31.

601 2001 1

50V

+

-50 0.05FΙC(t) 

i(t)

Figura 2.31  Circuito RC para t > 0 reducido

Para obtener el modelo del circuito RC serie, en la figura 2.31, abri-
mos el capacitor y aplicamos el teorema de Thévenin en los puntos d y e, tal 
como se muestra en la figura 2.32. Las resistencias de 200 Ω y 50 Ω están 
conectadas en paralelo y su valor equivalente es de 40 Ω.
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�
��� � �� ��

��� �� � ����
�
��� � ��� � ����
�
�

601 2001 1

50V

+

-50 Vde

i(t)

d
e

Figura 2.32  Circuito reducido para calcular el voltaje de Thévenin

Para encontrar el voltaje de Thévenin en los puntos d y e, el circuito 
se reduce y se muestra en la figura 2.33; y se procede a calcular el voltaje en 
los puntos d-e (Vde) aplicando divisor de voltaje.�

��� � �� ��
��� �� � ����

�
��� � ��� � ����
�
�

601 401

50V

-
+

Vde 

d 

e 

Figura 2.33  Circuito reducido para calcular el voltaje de Thévenin

Para encontrar la resistencia de Thévenin, se hace cero la fuente de 
voltaje de la figura 2.32 y, como resultado, se obtiene el circuito de la figura 
2.34; posteriormente calculamos la resistencia Rde en los puntos d y e.
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601 2001 1

+

-50 Rde
d
e

i(t)

Figura 2.34  Cálculo de la resistencia Rde en los puntos d y e�
�
���

� �
���

�
����

�
���

�
��� � ����
�
��� � ��� � ����
�
�
�
�
�

Con el voltaje y la resistencia de Thévenin, se obtiene el circuito equi-
valente de Thévenin que se muestra en la figura 2.35.

60

RTH =24

VTH =20V
1

1
++

-- d
e

Figura 2.35  Circuito equivalente de Thévenin en los puntos d y e

Finalmente se conecta el capacitor en los puntos d y e que se mues-
tra en la figura 2.36 el cual representa el circuito equivalente de Thévenin 
incluido el capacitor. Este circuito es el modelo para plantear la ecuación 
de voltaje en el capacitor constituido por un voltaje natural y un voltaje 
forzado; esto es: ɓc =�ɓf + ɓn.�

�� � ����
�
��

�
�
�
�
�

�
�
�

 siendo ɒ = RC = (24)(0.05) = 1.2 Seg
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RTH=24

VTH=20V 0.05Fυc(t)

+-

1

+

-

Figura 2.36  Circuito equivalente de Thévenin, con el capacitor

Cuando el circuito de la figura 2.36 se estabiliza, el capacitor se com-
porta como un circuito abierto debido a la fuente de voltaje de corriente 
continua de 20 V. El circuito se muestra en la figura 2.37, y se calcula el 
voltaje forzado ɓf en el capacitor.

RTH=24

VTH=20V υf

+-

Ω

+

-

 

Figura 2.37  Voltaje forzado ɓf �

ɓ � ൌ ʹ Ͳ � �
�
�
�
�
�

�
�
�

La respuesta total de voltaje en el capacitor es:

Debido a que el voltaje en el capacitor es continuo, ya que el capaci-
tor no permite cambios bruscos de voltaje, entonces:

� � � � � � 100000    �� ccc XXX �

�

� � 100200 0  $� ecX �

�

800  V �

�

� � tetc 83.08020 �� X �

�
�

                    
(2-16)-0,83t
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Para calcular la corriente i(t), regresamos al circuito de la figura 2.31 
y aplicamos la Ley de Ohm, considerando el voltaje del capacitor de la 
ecuación (2-16); esto es:

� �  ti
200

)(tcX
ൌ

200
e8020 t83.0��

ൌ � -0.83te 0.4+0.1 �

�

� �  ti $-0.83te 0.4+0.1923 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�
�

                   (2-17)

El gráfico de la ecuación (2-16) se muestra en la figura 2.38 y el grá-
fico de la ecuación (2-17) se muestra en la figura 2.39.

1Ĳ 2Ĳ 3Ĳ 4Ĳ 5Ĳ

20

100

t ( s ) 

υc(t) V

Figura 2.38  Gráfico de ɓc(t) contra t

1Ĳ 2Ĳ 3Ĳ 4Ĳ 5Ĳ
t ( s ) 

i(t)
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1
0.19

(A)

Figura 2.39  Gráfico de la corriente i(t) contra t
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CAPÍTULO III

CIRCUITOS RLC 

3.1 Circuito RLC en paralelo sin fuentes

La presencia de inductancias y capacitancias en el mismo circuito 
produce por lo menos un sistema de segundo orden, es decir, un sistema 
caracterizado por una ecuación diferencial lineal que incluye una derivada 
de segundo orden.

Cuando un inductor físico se conecta en paralelo con un capacitor, y 
el inductor tiene asociado a él una resistencia óhmica no nula, la red resul-
tante tendrá un circuito equivalente RLC en paralelo sin fuente como el 
que se muestra en la figura 3.1 para un tiempo t > t0.

R

Ref

CL

v

Figura 3.1 Circuito RLC en paralelo sin fuente, para t > t0

En el circuito de la figura 3.1, se aplica el análisis de nodos con asig-
nación de potenciales, el cual nos dice que a cada nodo se asigna un potencial 
positivo con respecto al nodo de referencia. Aplicando la Ley de Corrientes de 
Kirchhoff (LCK) en el nodo superior de la figura 3.1 y asumiendo que las 
corrientes que salen del nodo son positivas y las corrientes que entran al 
nodo son negativas, tenemos:

01
 �� ³

f� dt
dCdt

LR

t XXX
� �

�
�

          (3-1)

Pero el segundo término de la corriente en el inductor se divide en 
dos partes:
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Los límites de la integral evaluados en un tiempo de menos infinito 
(-∞) a un tiempo t0, es el tiempo en el cual el circuito estuvo en condiciones 
de estado estable cuyo valor es iL(t0). El tiempo t0 es el instante en la cual 
ocurre la interrupción. Reemplazando en la ecuación (3-1), tenemos:

 +
R
X

� �
L
1

� +
0

³
f�

t

dtX � �
L
1

+
0

³
t

t

dtX � � 0 =C
dt
dX

� �

�

Donde,                                   constante

Entonces: 
 

 0 =  C+1+ )(ti+
0

0L dt
ddt

LR

t

t

XXX
³ � � �

     
                     (3-2)

Derivando cada término con respecto al tiempo en la ecuación (3-2), 
sabiendo que iL(t0) es una constante, entonces tenemos:

                    

                   (3-3)                                                   

Debido a que el circuito RLC de la figura 3.1 no tiene fuente, se 
supone que la solución del voltaje ɓ(t) para la ecuación diferencial (3-3) es 
de tipo exponencial (transitorio) y está representado por la ecuación (3-4).

� � stet $ X � �

�
�
� �

        
                      (3-4)

Sacando la primera y segunda derivada de la ecuación (3-4), tenemos:
� ste
dt
d s$ X

� � � � � � �

ste
dt
d 2

2

2

s$ X
� �

  (3-5) 
                     

                                                                        (3-6)
 

Las ecuaciones (3-4), (3-5) y (3-6) se reemplaza en la ecuación (3-3):

d2v
dt2 = As2est
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                      (3-7)

Para que la ecuación (3-7) sea una igualdad, es decir, 0 = 0; la única 
solución factible es que:

                 
                                                      (3-8)

Como la ecuación (3-8) es una ecuación cuadrática, existen dos solucio-
nes para el valor de s, y son las que aparecen en las ecuaciones (3-9) y (3-10).

          
                                                                            (3-9)

           
                                                                          (3-10)

           
                                                      (3-11)

          
                                                    (3-12)

Donde:
w0 = frecuencia de resonancia
Ƚ = frecuencia neperiana o coeficiente de amortiguamiento exponencial

Reemplazando los valores de w0 y Ƚ en las ecuaciones (3-9) y (3-10), 
se obtienen las ecuaciones (3-13) y (3-14):

                               (3-13)
           

                               (3-14)
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Como existen dos valores de s (s1 y s2), entonces vamos a tener dos 
respuestas ɓ1(t) y�ɓ2(t) en la solución propuesta por la ecuación (3-4).

Como el sistema es lineal, se aplica superposición; la respuesta total 
de voltaje ɓ(t) es igual a la suma de las respuestas parciales ɓ1(t) y ɓ2(t), y 
está representada en la ecuación (3-15):

                             (3-15)

3.2 Circuito RLC en paralelo sobreamortiguado

Cuando el valor de Ƚ < w0, se obtiene un circuito RLC en paralelo 
sobreamortiguado. Supóngase que la condición iniciales del capacitor es 
ɓ(0-) = 0, y una corriente inicial en el inductor es i(0-) = 5 A. El circuito 
para t > 0 se representa en la figura 3.2.

 

31

Ref

8H
1

24 F

iciiR 
v

Figura 3.2 Circuito RLC en paralelo sobreamortiguado para t > 0

][s 4

24
1)3(2

1=
2

1 = 1- 
¸
¹
·

¨
©
§RC

D � � �

rad/s732.13

24
18

11 = w0    
LC

� � �

� � ][s  0.394  732.1)4(4 +  - = s 1-222
0

2
1  ��� �wDD � �

�

� � ][s  7.606  732.1)4(5.3 -  - = s 1-222
0

2
2  ��� �wDD � � �

�
�
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Reemplazando los valores de s1 y s2 en la ecuación (3-15), se tiene:
tsts ee 21

 21 AA = (t) �X � �
tt ee 606.7

 2
394.0

1 AA = (t) �� �X �

�
�

     
                   (3-16)

La interrupción ocurre en un tiempo t = 0, debido a las condiciones 
del problema, en el cual las condiciones iniciales de corriente y voltaje son: 
i(0-) = 5 A y ɓ(0-) = 0. De tal manera que se procede a evaluar el voltaje para 
un tiempo t = 0 en la ecuación (3-16).

0AA = (0) 0
 2

0
1  � eeX � �

0AA  21  � �

�
� �

      
                              (3-17)

Aplicando la Ley de Corrientes de Kirchhoff en el nodo superior de 
la figura 3.2, asumiendo que las corrientes que salen del nodo tienen signo 
positivo y las corrientes que entran al nodo tienen signo negativo, entonces:

0i-i-i RC  � �

�
� �

Pero, el análisis lo hacemos para un instante de tiempo t = 0+; entonces:

� � � � � � 00i-0i-0i RC  ��� �

� � � � � ���� � 0i0i0i RC �

�
�
�

      
                   (3-18)

        
La corriente inicial en el inductor es igual a 5 A; además es continuo 

en: i(0-)= i(0)= i(0+)=5, debido a que el inductor no permite cambios brus-
cos de corriente.

El voltaje inicial en el capacitor es igual a 0V, además es continuo en ɓ(0-

)=ɓ(0)=ɓ(0+)=0, debido a que el capacitor no permite cambios bruscos de voltaje.

En el circuito de la figura 3.2, se aplica la Ley de Ohm en la resisten-
cia de 3 Ω para calcular el valor de la corriente iR(0+):
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A 0
3
0

3
)0( = )(0i +

R  � 
� �X

� � � �

�Reemplazando en la ecuación (3-18), tenemos:
� � 5 = 0 - 5 = 0i +

C � � � �

� � A 5 = 0i +
C �

�
�
�
� �
�

Derivando la ecuación (3-16):

Evaluando la derivada en t = 0:

21
0

7.606A - A 0.394 - 
 tdt

dX
��               (3-19)

                               
Por definición, la corriente en el capacitor es:

dt
dXC = iC �

Ci
1=
Cdt

dX
� � �

�Como el voltaje es continuo en 0-, 0 y 0+; entonces:�

120 = 5

24
1
1)(0i1 = (0)i1= +

CC
0

 
 CCdt

d
t

X
�  � � � �

V/s120 =
0 tdt

dX
� �

�

 
                     

                   

�

120 = 5

24
1
1)(0i1 = (0)i1= +

CC
0

 
 CCdt

d
t

X
�  � � � �

V/s120 =
0 tdt

dX
� �

�

            (3-20)

Igualando las ecuaciones (3-19) y (3-20): 
�

120 = A 7.606 - A 0.394 - 21 �  � � � �

�
              (3-21)           

De la ecuación (3-17), A1 = – A2Reemplazamos en la ecuación (3-21):�

120 = A 7.606 - )A (- 0.394 - 22 � �

120 = A 7.606 - A 0.394 22 �

120 = A 7.212 - 2 �

16.639   = A 2  � � � �

� �
�
�
�
�
�
�
�

-
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En la ecuación (3-17):
16.639 = 16.639) - ( - = A-  = A 21 � �

16.639 = A1 �

�
�
�
�
�
�
�
�

Por lo tanto, reemplazando en la ecuación (3-16), la solución de la 
respuesta del voltaje natural es la ecuación (3-22).

V )e -(e 16.64 = (t) -7.606t-0.394tX � �

�
�
�
�
�
�
�
�
�

              (3-22)
La ecuación (3.22) se deriva y se iguala a cero para calcular el tiempo 

máximo tm, tiempo en el cual el voltaje es máximo ɓm. 
 

En la ecuación (3-22), se evalúa para un tiempo máximo t = 0.41 s:
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 � � � � � �� � 41.0606.70.410.394e16.639 �� � etv m �

�

� � � � V13.428 044.00.85116.639  � mtv �

�

� � V13.43  mm tvv �

�
�
�
�
�
�

Para que la onda transitoria caiga en su amplitud a cero necesita un 
tiempo infinito. La respuesta de la amplitud es despreciable después que 
la magnitud de ɓ(t) ha alcanzado valores menores que el 1% de su valor 
máximo absoluto ȁɓm|. Al tiempo requerido para que esto suceda se le defi-
ne como el tiempo de asentamiento ts.

El 1% de ɓm es, 0.134 V:

� � ste 606.7t0.394 se16.6390.134 �� � �

�

� � ste 606.7t0.394 se
16.639
0.134 �� � �

�

� � ste 606.7t0.394 seln
16.639
0.134ln �� � �

�
�
�
�
�
�

 

 

 

Despreciando el segundo término exponencial, debido a que desapa-
rece en poco tiempo en comparación del primer término, entonces tenemos:

 st394.0
16.639
0.134ln � �

�

238.12
16.639
0.134ln

394.0
1

 �  st �

�

s238.12  st �

�
�
�
�
�
�

 

 

Ejemplo: considere el circuito de la figura 3.3. Calcular el voltaje en 
el capacitor ɓc(t), la corriente en el inductor iL(t)  y la corriente en el resistor  
iR(t), para todo t.
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40 �

50 H

12µ(-t) V   vC(t)
+

-

iR(t)

iL(t)

5 mF

iC(t)

12µ(-t) V

Ω

 

Figura 3.3
Solución:

La función escalón unitario nos indica el instante en el cual ocurre una 
interrupción, en la figura 3.3; las dos funciones escalón unitario son µ(-t), por lo 
tanto, el instante en la cual ocurre la interrupción es en un tiempo t0=0 ; esto es:

 )(12)0(12)(12 0 tttt � �� �� PPP �

�
�
�
�
�

Para t < 0, en el circuito de la figura 3.3, las dos fuentes de voltaje de 
12 µ(-t) voltios actúan en el circuito, debido a que la amplitud de la función 
escalón unitario µ(-t) vale 1 para valores de tiempo de - ∞ a 0, entonces 
reemplazando tenemos: 12(1) = 12 V. Debido a que el circuito está en con-
diciones de estado estable y las fuentes de voltaje son de corriente continua, 
el inductor de 50 H se comporta como un cortocircuito y el capacitor de 5 
mF se comporta como un circuito abierto, dando como resultado el circuito 
que se muestra en la figura 3.4.

 

40 �12 V

12 V

+

-

iL(0-)

iR(0-)

vC(0-)Ω

 
Figura 3.4

En el circuito de la figura 3.4, aplicamos la Ley de Ohm en la resis-
tencia de 40 Ω para calcular la corriente iR(0-) :

A3.0
40
12)0(   �

Ri � �

�
�
�
�
�
�
�
�
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Debido a que el capacitor está abierto, la corriente del inductor iL(0-) 
es igual a la corriente de la resistencia iR(0-):

 
�

A3.0)0()0(   ��
RL ii � �

�
�
�
�
�
�
�

Para calcular el voltaje en el capacitor ɓc(0-), aplicamos la Ley de vol-
tajes de Kirchhoff en el lazo externo del circuito de la figura 3.5:

 0)0(1212  ��� �
cv �

V24)0(  �
cv �

�
�
�
�
�

La corriente en el capacitor para t < 0 es igual a cero, ya que el capa-
citor está abierto:

 0)0(  �
ci �

�
�
�
�

Para t > 0, en el circuito de la figura 3.3, las dos fuentes de voltaje de 12 µ(-
t) voltios son iguales a cero, debido a que la amplitud de la función escalón unita-
rio µ(-t) vale 0 para valores de tiempo de t > 0. Entonces, reemplazando, tenemos: 
12(0) = 0 V. Debido a que el circuito está en condiciones de estado transiente, en 
el inductor de 50 H y en el capacitor de 5 mF va a circular una corriente variante 
en el tiempo, dando como resultado el circuito que se muestra en la figura 3.5.

  

40 �
+
-

iL(t)

iC(t)

vC(t)5 mF

B

iR(t)

50 H Ω

Figura 3.5

La figura 3.5 es un circuito RLC en paralelo sin fuente; por lo tanto, se 
procede a calcular los valores de Ƚ y  para determinar el tipo de circuito RLC.

 
 � �� �

1
3 5.2

10x5402
1

2
1 �

�
   s

RC
D �

� �� �
srad

LC
/2

10x550

11
30    

�
Z �

�
�
�
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Debido a que Ƚ�η�ɘ0, entonces es un circuito RLC en paralelo so-
breamortiguado. Por lo tanto, se aplica la fórmula de la ecuación (3-15) 
para calcular el voltaje en el capacitor ɓc(t).

tsts
c eAeAtv 21

21)( � ��                 (3-23) 
                   

Procedemos a calcular los valores de s1 y s2:
2
0

2
1 ws ��� DD �

2
0

2
2 ws ��� DD �

� �

 
 

Reemplazando valores:
� � � �22

1 25.25.2 ��� s �

15.15.21 � �� s �

45.15.22 � �� s �

�

 

 
 
Entonces, 1

1 1 �� ss � � � 1
2 4 �� ss � y  1

1 1 �� ss � � � 1
2 4 �� ss �

Reemplazando valores en la ecuación (3-23), tenemos:
tt

c eAeAtv 4
21)( �� � �                (3-24)

En la ecuación (3-24), procedemos a evaluar las constantes A1 y A2 en t=0 , tiempo en el cual ocurre la interrupción. 

 
� � � �04

2
0

1)0( �� � eAeAvc �

� � � �0201
11)0(
e

A
e

Avc � �

1
1

1
1)0( 21 AAvc � �

21)0( AAvc � �

�

 
 
                     

                   (3-25)

Pero:
V24)0()0()0(    ��

ccc vvv �, debido a que el capacitor no permite 
cambios bruscos de voltaje.

Reemplazando en la ecuación (3-25):
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24)0( 21  � AAvc �

2421  � AA � �                (3-26)
En la ecuación (3-24) derivamos con respecto al tiempo:�

ttc eAeA
dt
tdv 4

21 4
)( �� �� �

�

 

Evaluamos para t = 0, ya que es el instante en la cual ocurre la interrupción:

� � � �04
2

0
1

0

4
)( ��

 

�� eAeA
dt
tdv

t

c �

�

21
0

4
)(

AA
dt
tdv

t

c �� 
 

�

 

                    (3-27)

En el nodo B del circuito de la figura 3.5, asumimos que las corrientes 
que entran al nodo tienen un signo negativo y las corrientes que salen del nodo, 
un signo positivo; luego aplicamos la Ley de Corriente de Kirchhoff (LCK):

0)()()(  ��� tititi cRL �

)()()( tititi RLc � � �                   (3-28)

Para obtener el valor de la corriente iR(t) , se aplica la Ley de Ohm 
en la resistencia de 40 Ω:

           
           

40
)(

)(
tv

ti c
R  � �                 (3-29)

En las ecuaciones (3-28) y (3-29), evaluamos para un tiempo t=0+:

0)0()0()0(  � ���
RLc iii � � � � � � � � � � � � � � � � �

6.0
40
24

40
)0(

40
)0(

)0(     
��

� cc
R

vv
i �

A6.0)0(  �
Ri �

A3.0)0()0()0(    ��
LLL iii �

               (3-30)
         

            

 

0)0()0()0(  � ���
RLc iii � � � � � � � � � � � � � � � � �

6.0
40
24

40
)0(

40
)0(

)0(     
��

� cc
R

vv
i �

A6.0)0(  �
Ri �

A3.0)0()0()0(    ��
LLL iii �; debido a que el inductor no permite 

cambios bruscos de corriente.
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Reemplazando valores en la ecuación (3-30):

 
3.06.03.0)0( � � �

ci �

A3.0)0( � �
ci �

�Por definición, la corriente en el capacitor es:

dt
tdv

Cti c
c

)(
)(  �

�

 

Despejando la derivada del voltaje con respecto al tiempo y evaluan-
do en un tiempo t = 0+, tenemos:

C
ti

dt
tdv cc )()(
 �

C
i

dt
tdv c

t

c )0()(

0

 
 

�

�
�
�

 

 

Reemplazando valores:

 
60

10x5
3.0)(
3

0

� 
�

 
�

 t

c

dt
tdv

�

V/s60)(

0

� 
 t

c

dt
tdv

� � �

�

                   (3-31)

La ecuación (3-27) es igual a la ecuación (3-31):
604 21 � �� AA �

 
Cambiando de signo a todos los términos y despejando la constante 

A1, tenemos:
604 21  � AA �

21 460 AA � � �
                 (3-32)

La ecuación (3-32) se reemplaza en la ecuación (3-26):

 24460 22  �� AA �

60243 2 � � A �

363 2 � � A �

12
3
36

2   A �

122  A � �

�

 



Análisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente

66

 

24460 22  �� AA �

60243 2 � � A �

363 2 � � A �

12
3

36
2   A �

122  A � �

�
 
En la ecuación (3-32):

� � 124860124601  � � A �

121  A �

�

 

 Entonces, las constantes A1 y A2 son iguales a 12 y, reemplazamos 
en la ecuación (3-24): 

                   (3-33)V1212)( 4tt
c eetv �� � � �       

 Por lo tanto, el voltaje en el capacitor para toda t es:

 > @ V)(1212)(24)( 4 teettv tt
c PP �� ��� � �

�En el circuito de la figura 3.5, la corriente en el capacitor para t > 0 es:

dt
tdv

Cti c
c

)(
)(  � 

Reemplazando valores: 
> @tt

c ee
dt
dti 43 121210x5)( ��� � �

� �> @tt
c eeti 43 4121210x5)( ��� ��� �

> @tt
c eeti 43 481210x5)( ��� �� �

tt
c eeti 424.006.0)( �� �� � �

�

 

 

> @tt
c ee

dt
dti 43 121210x5)( ��� � �

� �> @tt
c eeti 43 4121210x5)( ��� ��� �

> @tt
c eeti 43 481210x5)( ��� �� �

tt
c eeti 424.006.0)( �� �� � �

�

  A, para t > 0

La respuesta de la corriente en el capacitor para toda t es:
> @ V )(24.006.0)(0)( 4 teetti tt

c PP �� ���� �

�De la ecuación (3-29), la corriente en el resistor es:

 )(
40
1

40
)(

)( tv
tv

ti c
c

R   �

Reemplazando el valor del voltaje del capacitor de la ecuación (3-33), 
tenemos:
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> @ tttt
R eeeeti 44 3.03.01212

40
1)( ���� � � �

tt
R eeti 43.03.0)( �� � �

> @ tttt
R eeeeti 44 3.03.01212

40
1)( ���� � � �

tt
R eeti 43.03.0)( �� � �A, para t > 0

La corriente en el resistor para toda t es:
> @ A)(3.03.0)(3.0)( 4 teetti tt

R PP �� ��� � � �

De la ecuación (3-28), despejamos la corriente en el inductor:
)()()( tititi cRL � � � � 

Reemplazando los valores de las corrientes en el resistor y en el capa-
citor para t > 0, tenemos:

> @ > @tttt
L eeeeti 44 24.006.03.03.0)( ���� ���� �

tttt
L eeeeti 44 24.006.03.03.0)( ���� ��� �

tt
L eeti 454.024.0)( �� � � � �

 
> @ > @tttt

L eeeeti 44 24.006.03.03.0)( ���� ���� �
tttt

L eeeeti 44 24.006.03.03.0)( ���� ��� �
tt

L eeti 454.024.0)( �� � � � �  A, para t > 0

La corriente en el inductor para toda t es:
> @ )(54.024.0)(3.0)( 4 teetti tt

L PP �� ��� �

�

  A, para toda t

3.3 Circuito RLC en paralelo críticamente amortiguado

Cuando el valor de Ƚ=w0, se obtiene un circuito RLC en parale-
lo críticamente amortiguado. Supóngase que las condiciones iniciales del 
capacitor es ɓ(0)=0, y una corriente inicial en el inductor es i(0)=10 A. El 
circuito pata t>0 se representa en la figura 3.2; pero la resistencia vale 5Ω, 
el inductor 5 H y el capacitor 1/20 F.

� �
2 =

20
152

1 = 
2

1  = 
¸
¹
·

¨
©
§RC

D � �

2 = 

20
15

1=1= w0
LC

� �

2 - = +  - = s 2
0

2
1 w�DD � �

2 - = - - = s 2
0

2
2 w�DD � �

�
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� �
2 =

20
152

1 = 
2

1  = 
¸
¹
·

¨
©
§RC

D � �

2 = 

20
15

1=1= w0
LC

� �

2 - = +  - = s 2
0

2
1 w�DD � �

2 - = - - = s 2
0

2
2 w�DD � �

�Cuando�Ƚ = w0, a la ecuación (3-3) se le da el siguiente tratamiento:

01+C 2

2

 �
Ldt

d
Rdt

d XXX
� � � �

�Igualando los dos valores de Ƚ y w0, tenemos:

LCRC
1

2
1

 � �

�Elevamos al cuadrado los dos términos para despejar el valor de 1/L:
22 1

2
1

¸
¹

·
¨
©

§ ¸
¹
·

¨
©
§

LCRC
�

� �
LC
1Į 2  �

C  =1 2D
L

� �

      
                   

                                                                                                (3-34)

Por otro lado, partimos del valor de Ƚ para despejar el valor de 1/R:

RC2
1 = D �

C2 =1 D
R

�

        
 

                   (3-35)

Reemplazando los valores de las ecuaciones (3-34) y (3-35) en la 
ecuación (3-3):

0 =  C C  2C 2
2

2

XDXDX
��

dt
d

dt
d

� �

 0 =  +2 +  2
2

2

XDXDX
dt
d

dt
d

� � �

    
                   

                                                                                                 (3-36)

La solución de la ecuación diferencial (3-36) es:
) A +t A ( = (t) 21

te DX � � � �               (3-37)
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Después de sustituir el valor de Ƚ en (3-37):
)A +t A (  = (t)  21

2te�X � � �              (3-38)

Se calculan los valores de A1 y A2:
0 = ) A + (0)A ( = (0) 21

)0(2�eX � �

0 = A2 �

� � �Sustituyendo el valor de A2 en la ecuación (3-38):
te 2

1 tA = (t) �X �
                (3-39)

Derivando la ecuación (3-39):
tt ee

dt
d 2

1
2

1 A +2) (- t A = ��X
� � �

�Se evalúa en t = 0:
0

1
0

1
0

A +2) (- (0) A ee
dt
d

t

 
 

X
� �

1
0

A =
 tdt

dX
�

     
                              

             
                                                                                                 (3-40)

Aplicando la Ley de Corrientes de Kirchhoff en el nodo superior de 
la figura 3.2, y despejando la corriente del capacitor tenemos: 

)(0i + )i(0 = )(0 i +
R

++
C �

A 0 =
5
0

5
)0( = )(0 i +

R  
� �X

� � �

�i(0-) = i(0) = i(0+) = 10, debido a que el inductor no permite cambios 
bruscos de corriente.

Entonces:
10 = 0 + 10 )(0i + )i(0 = )(0 i +

R
++

C  �

Ci 
1
Cdt

d
 

X
� �

� Evaluando para t = 0:
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200 = (10) 20 = (0) i1
C

0 Cdt
d

t

 
 

X
� � �

200 =
0 tdt

dX
� �

                
Igualando las ecuaciones (3-40) y (3-41), tenemos: A1 = 200, este 

valor se remplaza en la ecuación (3-29):
 te 2 t200 = (t) �X �                 (3-42)

Para calcular el tiempo máximo (tm), se deriva la ecuación (3-42) y 
se iguala a cero:

te
dt
d

dt
d 2t 200 � 
X

� � � �

0 = ] + ) 2 (-[t  200 = 22 tt ee
dt
d ��X

� � �

0 2t - 22
m  � �� mm tt ee �

m
2 t2 � mte � mte 2� � �
mte 2�

m
2  t2 mte � �

m
0  t2 =e � �

5.0
2
1= tm  � �

Seg 0.5 =tm �

36.79 =  (0.5) (200) = (0.5) )5.0(2�eX �

 V 36.79 = m = (0.5) XX �

�El tiempo de asentamiento ts ocurre cuando el voltaje máximo ha 
caído al 1 %:

el 1% ɓm = 0.3679 V

Entonces:
ste 2

s  t200 = 0.3679 � �

�

(3-41)
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ts se obtiene por el método de prueba y error, o usando un programa 
de computación:

ts = 3.82 seg

Ejemplo: en el circuito de la figura 3.6, calcular el voltaje en el capa-
citor para un tiempo t > 0.

 

vC(t)1 �
+

-
1 H20 V

10 �
t = 0

    1  F
4

Ω

Ω

 

Figura 3.6

Solución:

Para t < 0, en el circuito de la figura 3.6, el interruptor está cerrado. 
Debido a que el circuito está en condiciones de estado estable y la fuente 
de voltaje es de corriente continua, el inductor se comporta como un corto-
circuito y, el capacitor se comporta como un circuito abierto, dando como 
resultado el circuito que se muestra en la figura 3.7.

 

1 �20 V +

-

iL(0-)

vC(0-)

10 �

iR(0-) iC(0-)

Ω

Ω
 

Figura 3.7

En el circuito de la figura 3.7, por la resistencia de 1 Ω no circula co-
rriente, debido a que está en paralelo con el cortocircuito por el cual circula 
la corriente del inductor iL(0-), por lo tanto, la corriente de la resistencia de 
1 Ω es iR(0-) , que es igual a cero amperios; esto es:
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0)0(  �
Ri �

En el lazo de la izquierda de la figura 3.7, aplicamos la LVK:
0)0(1020  �� �

Li �

2
10
20)0(   �

Li �

A2)0(  �
Li �

�

 

 

La corriente en el capacitor para t<0 es igual a cero, ya que el capacitor 
está abierto; entonces:

0)0(  �
ci �

�
 
De igual manera, el capacitor está en paralelo con el cortocircuito; 

entonces el voltaje en el capacitor es igual a cero. Esto es:
0)0(  �

cv �

�
 
Para t > 0, en el circuito de la figura 3.6, el interruptor está abierto y 

la fuente de voltaje de 20 V no afecta al circuito, dando como resultado un 
circuito RLC en paralelo sin fuente, tal como se muestra en la figura 3.8:

 
 

1 �
+

-

iC
1
41 H

F vC

iRiL

Ω

Figura 3.8

La figura 3.8 es un circuito RLC en paralelo sin fuente; por lo tanto, se 
procede a calcular los valores de Ƚ y ɘ0 para determinar el tipo de circuito RLC.

 
 

� �
12

4
112

1
2
1 � 

¸
¹
·

¨
©
§

  s
RC

D �

� �
srad

LC
/2

4
11

11
0  

¸
¹
·

¨
©
§

  Z �
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Debido a que Ƚίɘ0=2 , entonces es un circuito RLC en paralelo 
críticamente amortiguado; por lo tanto, se aplica la fórmula de la ecuación 
(3-37) para calcular el voltaje en el capacitor ɓC(t).

                   (3-43)�

) A +t A ( = (t) 21
2te�X ��                

 En la ecuación (3-43), procedemos a evaluar las constantes A1 y A2 en t=0, tiempo en el cual ocurre la interrupción. 
� � � �� �21
02 0)0( AAevc � � �

2)0( Avc  � � �
                    (3-44)

Pero:
V0)0()0()0(    ��

ccc vvv �, debido a que el capacitor no permite 
cambios bruscos de voltaje.

Reemplazando en la ecuación (3-44):

 0)0( 2   Avc �

02  A �

 En la ecuación (3-43), derivamos con respecto al tiempo:

� �> @21
2)(

AtAe
dt
d

dt
tdv tc � � �

� �21
22

1 2
)(

AtAeeA
dt
tdv ttc �� �� �

 
 

Evaluamos para t = 0, ya que es el instante en el cual ocurre la interrupción:
� � � � � �� �21

0202
1

0

02
)(

AAeeA
dt
tdv

t

c �� ��

 

�

21
0

2
)(

AA
dt
tdv

t

c � 
 

�

 

 

Pero, A2 = 0

Entonces:
1

0

)(
A

dt
tdv

t

c  
 

� �                 
                   (3-45)
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En el nodo superior del circuito de la figura 3.8, asumimos que las 
corrientes que entran al nodo tienen un signo negativo y las corrientes que 
salen del nodo, un signo positivo. Luego aplicamos la Ley de Corriente de 
Kirchhoff (LCK):�

0)()()(  �� tititi cRL �

)()()( tititi RLc �� � � �
 
                                 3-46)
Para obtener el valor de la corriente iR(t) , se aplica la Ley de Ohm 

en la resistencia de 1 Ω:

0
1
0

1
)(

)(    
tv

ti c
R � � �

0)(  tiR � �

      
          
                   (3-47)

En las ecuaciones (3-46) y (3-47), evaluamos para un tiempo t = 0+:
                        (3-48)0)0()0()0(  �� ���

RLc iii �

0)0(  �
Ri �

A2)0()0()0(    ��
LLL iii �

      
                   

0)0()0()0(  �� ���
RLc iii �

0)0(  �
Ri �

A2)0()0()0(    ��
LLL iii �; debido a que el inductor no permite 

cambios bruscos de corriente.

Reemplazando valores en la ecuación (3-48):
202)0( � �� �

ci �

A2)0( � �
ci �

�

 

Por definición, la corriente en el capacitor es:

dt
tdv

Cti c
c

)(
)(  � 

Despejando la derivada del voltaje con respecto al tiempo y evaluan-
do en un tiempo t = 0+, tenemos:

C
ti

dt
tdv cc )()(
 �

C
i

dt
tdv c

t

c )0()(

0

 
 

�

�

 

 

Reemplazando valores:
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8
25.0
2)(

0

� 
�

 
 t

c

dt
tdv

�

V/s8)(

0

� 
 t

c

dt
tdv

� �

               
La ecuación (3-45) es igual a la ecuación (3-49):

81 � A �
 

Entonces, las constantes A1 y A2son iguales a -8 y 0, respectivamente; 
dichos valores se reemplazan en la ecuación (3-50).

Por lo tanto, el voltaje en el capacitor para t > 0 es:
                                                               (3-50) 

                             

3.4 Circuito RLC en paralelo subamortiguado

Cuando el valor de Ƚ<w0, se obtiene un circuito RLC en paralelo 
subamortiguado. Supóngase que las condiciones iniciales del capacitor es 
ɓ(0)= 0, y una corriente inicial en el inductor es i(0) = 10 A. El circuito para 
t > 0 se representa en la figura 3.2; pero la resistencia vale 8 Ω, el inductor 
5 H y el capacitor 1/20 F.

� �
25.1

20
182

1
2

1 =  
¸
¹
·

¨
©
§

 
RC

D � �

58.1

20
18

11 =w  0   
LC

� �

�Debido a que Ƚ < w0, en los valores de s1,2, se realiza los siguientes ajustes:

 

(3-49)
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Donde:
0.968 = = w 22

0d D�w �

�wd = frecuencia natural de resonancia

Reemplazando en la ecuación (3-15) tenemos:
tjwtjw dd ee )(

 2
)(

1 A +A = (t) ���� DDX � �

 )A +(A = (t) 21
tjwtjwt dd eee ��DX � � �

�

             (3-43)
                  
Aplicando procedimientos matemáticos, la solución de la ecuación 

(3-43) es la que se muestra en la ecuación (3-44):
 t)sen w B +t  wcos (B = (t) d2d1

te DX � � �                              (3-44)  
          

Reemplazando los valores de Ƚ y wd, tenemos:

 t)0.968sen  B + t 0.968 cos (B = (t) 21
25.1 te�X � �

0 = 0.968(0))sen  B + 0.968(0) cos (B = (0) 21
)0(25.1�eX � �

0 = 0)sen  B + 0 cos (B(0) 21
0e X � �

0 = B1 �

0.968tsen  B  = (t) 2
25.1 te�X � �

0.968tsen B = (t) 25.1
2

te�X � �

0.968tsen  1.25B -0.968t  cos B 0.968 = 25.1
2

25.1
2

tt ee
dt
d ��X

� � �

�Evaluando para t = 0:
(0) 0.968sen   1.25B - (0) 0.968 cos B 0.968 22

0

 
 tdt

dX
� �

2
0

B 0.968 =
 tdt

dX
�                   (3-45)

Como en los casos anteriores, aplicamos la LCK en el nodo superior 
de la figura 3.2:

 200 =)0(=
0 C
i

dt
d C

t 

X
� � �                (3-46)



Pedro Infante Moreira

77

Igualando las ecuaciones (3-45) y (3-46):

206.612 = B
 200 = B 0.968

2

2 � �

Por lo tanto, la solución es:
0.968tsen  206.612 = (t) 25.1 te�X � �

Ejemplo: en el circuito de la figura 3.9, calcular el voltaje en el capacitor.

 
 

6 V

3 �
t = 0

v(t)1 �
   1
   2

H +

-

   1
   4

F

Ω

Ω

Figura 3.9
Solución:

Para t < 0, en el circuito de la figura 3.9, el interruptor está cerrado. 
Debido a que el circuito está en condiciones de estado estable y la fuente 
de voltaje es de corriente continua, el inductor se comporta como un corto-
circuito y, el capacitor se comporta como un circuito abierto, dando como 
resultado el circuito que se muestra en la figura 3.10. 

6 V

3 �

1 �
+

-

iL(0-)

v(0-)
LAZO

Ω

Ω

 

Figura 3.10

En el circuito de la figura 3.10, por la resistencia de 1 Ω no circula co-
rriente, debido a que está en paralelo con el cortocircuito por el cual circula 
la corriente del inductor iL(0-) ; por lo tanto, la corriente de la resistencia de 
1 Ω es iR(0-)  que es igual a cero amperios; esto es:

0)0(  �
Ri �
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 En el lazo de la figura 3.10, circula la corriente del inductor, en el 
cual aplicamos la LVK:

0)0(36  �� �
Li �

2
3
6)0(   �

Li �

A2)0(  �
Li �

�

 

 

La corriente en el capacitor para t < 0 es igual a cero, ya que el capa-
citor está abierto; entonces:

0)0(  �
ci �  

De igual manera, el capacitor está en paralelo con el cortocircuito. 
Entonces, el voltaje en el capacitor es igual a cero; esto es:

 0)0(  �
cv �

Para t > 0, en el circuito de la figura 3.9, el interruptor está abierto y 
su circuito se muestra en la figura 3.11. Este circuito se encuentra en esta-
do transiente, razón por la cual, en el inductor y en el capacitor, existe una 
corriente variante en el tiempo; además, en este circuito la fuente de voltaje 
de 6  V no puede entregar energía a la parte derecha del circuito, ya que el 
interruptor está abierto, de tal manera que finalmente resulta un circuito 
RLC en paralelo sin fuente, tal como se muestra en la figura 3.12.

 
 

6 V

3 �

v(t)1 �
   1
   2

H +
-

   1
   4

F

Ω

Ω

Figura 3.11
 

v(t)1 �
+
-

iR iL iC
1
4H F1

2
Ω

 

Figura 3.12
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En el circuito de la figura 3.12, se procede a calcular los valores de�Ƚ 
y ɘ0 para determinar el tipo de circuito RLC.

 
� �

12

4
112

1
2
1 � 

¸
¹
·

¨
©
§

  s
RC

D �

srad
LC

/22

4
1

2
1
11

0  

¸
¹
·

¨
©
§
¸
¹
·

¨
©
§

  Z �

�

 

Debido a que Ƚ < ɘ0 , entonces se trata de un circuito RLC en para-
lelo subamortiguado; por lo tanto, se procede a calcular la frecuencia natu-
ral de resonancia wd. 22

0 D� wwd �

� � � �22
222 � dw �

� � � � 2222 22
 � dw �

sradwd /2 �

�

 

 

 

Reemplazando valores en la ecuación (3-44): 
� �twsenBtwBetv dd
t

21 cos)( � �D �

� �tsenBtBetv t 22cos)( 21
2 � � � �

 
                    (3-47)

En la ecuación (3-47), procedemos a evaluar las constantes B1 y B2  en t=0, tiempo en el cual ocurre la interrupción. 
� � � � � �� �0202cos)0( 21
02 senBBev � � �

� � � �� � 121
0 01)0( BBBev  � �

1)0( Bv  �

 

 
                   (3-48)

Pero, en el capacitor:�

V0)0()0()0(    �� vvv �, debido a que el capacitor no permite cam-
bios bruscos de voltaje.
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Entonces, reemplazando en la ecuación (3-48), tenemos:
 01  B �   
Se reemplaza el valor de B1 en la ecuación (3-47):

� �� �tsenBtetv t 22cos0)( 2
2 � � �

� �tsenBetv t 20)( 2
2 � � �

� � tetsenBtv 2
2 2)( � � �

 

                    (3-49)

Se deriva la ecuación (3-49) y se evalúa en t = 0, ya que en este tiempo 
ocurre la interrupción

 � �� � � �> @tt etetsenB
dt
tdv 22

2 2cos222)( �� �� �

� �� � � �> @ttseneB
dt
tdv t 2cos222)( 2

2 �� � �

� � � �� �� � � �� �> @02cos2202)( 02
2

0

�� �

 

seneB
dt
tdv

t

�

> @0cos20)( 0
2

0

� 
 

seneB
dt
tdv

t

�

> @20)( 0
2

0

� 
 

eB
dt
tdv

t

�

2
0

2)( B
dt
tdv

t

 
 

�

 

 

 

 

                   (3-50)

En el nodo superior del circuito de la figura 3.12, asumimos que las 
corrientes que entran al nodo tienen un signo negativo y las corrientes que 
salen del nodo, un signo positivo. Luego aplicamos la Ley de Corriente de 
Kirchhoff (LCK):

0)()()(  �� tititi cRL �

)()()( tititi RLc �� � � �

 
                              (3-51)

Para obtener el valor de la corriente iR(t) , se aplica la Ley de Ohm 
en la resistencia de 1 Ω:
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0
1
0

1
)(

)(    
tv

tiR �

En el inductor:
A2)0()0()0(    ��

LLL iii �; debido a que el inductor no per-
mite cambios bruscos de corriente.

Reemplazando valores en la ecuación (3-51):
202)0( � �� �

ci �

A2)0( � �
ci �

�

 

Por definición, la corriente en el capacitor es:

dt
tdvCtic
)()(  � 

Despejando la derivada del voltaje con respecto al tiempo y evaluan-
do en un tiempo t = 0, tenemos:

C
ti

dt
tdv c )()(
 �

C
i

dt
tdv c

t

)0()(

0

 
 

�

 

 

Reemplazando valores:
8

25.0
2)(

0

� 
�

 
 tdt

tdv
�

V/s8)(

0

� 
 tdt

tdv
� �

 

                   
                                                                                                    

La ecuación (3-50) es igual a la ecuación (3-52):

 82 2 � B �

42 � B �

�Entonces, reemplazando el valor de B2=-4 en la ecuación (3-49), se tiene:

� � V24)( 2tetsentv �� �

(3-52)
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CAPÍTULO IV

APLICACIÓN DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.1 La transformada de LAPLACE 

Sea f(t) una función que está definida para todos los valores positivos 
de t. La función F(s), tal como se muestra en la ecuación (4-1), se llama 
transformada de Laplace de la función original de f(t) y está representada 
por /�I� �. 

³
f � 
0

)( dtetf
stF(s) �                   (4-1)

Donde, s es un número complejo, ZV js � �  
Podemos escribir la ecuación (4-1) como:

^ ` ³
f �  
0

)()( dttfetf
st/F(s) �                      (4-2)

La operación descrita sobre f(t) se llama transformación de Laplace. 
La función original f(t) en la ecuación (4-2) se llama transformada inversa 
o inversa de F(s) y se denota por > @)(1

sF�/ �; es decir, la transformada inver-
sa de Laplace es la función f(t).

 > @)(1
sFf(t)

� / �

Ejemplo 1: sea la función f(t)=1 para t>0.

Solución:
Utilizando la ecuación (4-2) tenemos:

 ^ ` ^` � � ³³
f �f �    
00

11)( dtedtetf
stst// �

Cambiando de variables y reemplazando:
stu � �
dtsdu � �

s

du
dt � �

^ ` uuu
e
s

due
ss

du
e ³³ � � ¸

¹
·

¨
©
§� 

111/ �

^ ` � � � � �> @ > @101111 0

0
�� �� � �f�f�

s
ee

s
e

s

ssst/ �

^ `
s

11  / �

�
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stu � �
dtsdu � �

s

du
dt � �

^ ` uuu
e
s

due
ss

du
e ³³ � � ¸

¹
·

¨
©
§� 

111/ �

^ ` � � � � �> @ > @101111 0

0
�� �� � �f�f�

s
ee

s
e

s

ssst/ �

^ `
s

11  / �

�Ejemplo 2: sea f(t)=t  para t > 0.

Solución:
Utilizando la ecuación (4-2) tenemos:

 ^ ` ^` � � ³³
f �f �    
00

)( dttedttettf
stst// �

La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:
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Cuando tenemos ∞/∞, se aplica la regla de L`Höpital, es decir se de-
riva independientemente el numerador y el denominador. A continuación 
partimos de la ecuación:

^ ` � � � � � � »¼
º

«¬
ª ��¸

¹
·

¨
©
§ �� f 022

110
esesse

t
t

st
/ �

�

 

Derivando:
^ ` � � � � � � � � »¼

º
«¬
ª ��¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�� f 022

1101
esesses

t
st

/ � 

Reemplazando t = ∞:
^ ` � �� � � � � � � �»¼

º
«
¬

ª
��¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�� ff 1

1101
22
sesses

t
s

/ �

^ ` � � »¼
º

«¬
ª �
f

�¸
¹
·

¨
©
§ �

f
� 2

1101
s

t/ �

^ ` � �� � »¼
º

«¬
ª�� »¼

º
«¬
ª ���� 22

101000
ss

t/ �

^ ` 2

1
s

t  / �

�

 

 

 
 

Ejemplo 3: sea f(t)=eat cuando t>0, donde a es una constante.

Solución:
Utilizando la ecuación (4-2) tenemos:
^ ` ^ ` dteeetf

atstat ³
f �  
0

)( // � 
La integral resolvemos por partes y reemplazando valores tenemos:

at
eu  � dtedv

st� �

dteadu
at � st

e
s

v
�� 

1
�

^ ` ^ ` ³�  duvuvetf
at// )( �

^ ` dteae
ss

e
ee

atst

st

atat �f
f

�

³ ��
«
«
¬

ª
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� 

0
0

1/ �

^ ` ³
f �

f
� �«

¬

ª
� 

0
0

1
dtee

s

a
ee

s
e

atststatat/ �

�
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at
eu  � dtedv

st� �

dteadu
at � st

e
s

v
�� 

1
�

^ ` ^ ` ³�  duvuvetf
at// )( �

^ ` dteae
ss

e
ee

atst

st

atat �f
f

�

³ ��
«
«
¬

ª
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� 

0
0

1/ �

^ ` ³
f �

f
� �«

¬

ª
� 

0
0

1
dtee

s

a
ee

s
e

atststatat/ �

�Pero:
 ^ ` ³

f � 
0

dteee
atstat/ �

³³
f �

f
�f � �«

¬

ª
� 

0
0

0

1
dtee

s

a
ee

s
dtee

atststatatst �

f
�f �f �

«
¬

ª
� � ³³

0
00

1 statatstatst
ee

s
dtee

s

a
dtee �

� �
f

��f �
«
¬

ª
� ¸

¹
·

¨
©
§ � ³

0
0

11 tasatst
e
s

dtee
s

a
�

� �� � � �� � »¼
º

«¬
ª �� ¸

¹
·

¨
©
§ �

�f�

f �³ 00

111
asas

atst

ees
dtee

s

as
�

� � »¼
º

«¬
ª �� � f

f �³ 00

11
ee

dteeas
atst �

� � > @ 110
0

 �� � ³
f �

dteeas
atst �

as
dtee

atst

�
 ³

f � 1
0

�

�

 
 
 
 
 
 

 

Entonces:
^ ` ³

f �

�
  

0

1
as

dteee
atstat/ �

^ `
as

e
at

�
 
1/ �

�

 

 

Propiedad de linealidad

La transformada de Laplace es una operación lineal, es decir, para 
funciones cualesquiera f(t) y g(t) cuyas transformadas de Laplace existen y 
con constantes cualesquiera a y b, se tiene:

^ ` ^ ` ^ `)()()()( tgbtfatgbtfa /// � � �
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 Ejemplo 4: sea f(t) =cos ɘt cuando t > 0, donde ɘ=Cte  

Solución:
Utilizando la ecuación (4-2) tenemos:
^ ` ^ ` dttettf

st³
f �  
0

coscos)( ZZ// �  
La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:

tu Zcos � � dtedv
st� �

dttsendu ZZ� � st
e
s

v
�� 

1
�

^ ` ^ ` ³�  duvuvetf
at// )( �

^ ` � �dttsene
ss

e
tt

st

st

ZZZZ ���
«
«
¬

ª
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� �f

f
�

³0
0

1coscos/ �

^ ` ³
f �

f
�

�
«
«
¬

ª
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� 

0
0

coscos dttsene
ss

e
tt

st

st

ZZZZ/ �

  
  

   

 
 

           (4-3)

Nuevamente la integral ³
f �

0
dttsene

st Z � la resolvemos por partes:

 
tsenu Z � � dtedv

st� �

dttdu ZZ cos � st
e
s

v
�� 

1
�

�

   
   
Reemplazando en la ecuación (4-3) tenemos:

^ ` > @³��
«
«
¬

ª
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� 

f
�

duvuv
ss

e
tt

st ZZZ
0

coscos/ � �

^ `
»
»
¼

º

«
«
¬

ª
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
��¸̧

¹

·
¨̈
©

§
��

«
«
¬

ª
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� ³

f �
f

�
f

�

0
00

coscoscos dtt
s

e

s

e
tsen

ss

e
tt

ststst

ZZZZZZ/ �

^ ` dtte
ss

e
tsen

ss

e
tt

st

stst

ZZZZZZ coscoscos
02

2

0
2

0

³
f �

f
�

f
�

�¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�

«
«
¬

ª
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� / �

  

                                                                                                  (4-4)
            

Pero, ^ ` dttet
st³

f � 
0

coscos ZZ/ � �

�

, reemplazando en la ecuación (4-
4) tenemos:
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dtte
ss

e
tsen

ss

e
tdtte

st

stst

st ZZZZZZ coscoscos
02
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0 ³³

f �

f
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f
�f � �¸̧
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� �
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�f �f �
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� � ³³
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f � ¸
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� ³
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§ �
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� �
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� �
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� �
� �

� �
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f �
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22 0010cos
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s st ZZ
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s

s st 1cos
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 ¸̧
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·
¨̈
©

§ �
³
f � ZZ

�
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2

0
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Z

Z
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 ³
f �

s

s

s
dtte

st �
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Z
Z

�
 ³

f �

s

s
dtte

st �

�Entonces:
^ ` ^ ` 220

coscos)(
Z

ZZ
�

   ³
f �

s

s
dttettf

st// �

^ ` 22cos
Z

Z
�

 
s

s
t/ �

�
�

 

 

Teorema de traslación

Al sustituir s por s-a en la transformada corresponde a la multiplica-
ción de la función original por eat ; esto es:

 ^ ` )()( asFtfe
at � / �

Ejemplo 5: aplicando el teorema de traslación al ejemplo 4, tenemos: 
a todas las s se reemplaza por (s - a)  :
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^ `

� � 22cos
Z

Z
��

�
 

as

as
te

at/ �

Transformada de Laplace de derivadas

Utilizando la ecuación (4-2), se obtiene la transformada de la deriva-
da de grado uno; esto es f ’(t):

 
 ^ ` ^ ` dttfetftf

st³
f � c c 
0

)()()( // �

La integral la resolvemos por partes y reemplazando valores tenemos:
st

eu
� � � dttfdv )(c �

dtesdu
st�� � )(tfv  �

^ ` ^ ` ³� c duvuvtftf )()( // �

^ ` � �³ �� �� c dtestftfetf
stst )()()(/ �

^ ` > � �³
f �f� �� c
00

)()()( dtestftfetf
stst/ �

^ ` � � � � ³
f �

f �»¼
º

«¬
ª �

f
 c

00 )()0()()( dttfes
e

f

e

f
tf

st

ss
/ �

�

    
   

 

 

 

 
De acuerdo a Kreyszig (1980, p. 191), plantea lo siguiente: si la fun-

ción f(t)  satisface t
eMf(t)
Dd �

�

 para todo t≥0 , entonces:

 
� �f

f
s
e

f )(
� vale cero cuando s>Ƚ 

Reemplazando:
^ ` ³

f ��»¼
º

«¬
ª � c

00 )()0(0)( dttfes
e

f
tf

st/ �

^ ` ³
f ��»¼

º
«¬
ª � c

0
)(

1
)0(0)( dttfes

f
tf

st/ �

^ ` ³
f ��� c
0

)()0()( dttfesftf
st/ �

�

 
 
 

Pero:
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 ³
f � 
0

)( dtetf
stF(s) �

Entonces:
^ ` )()0()( ssFftf �� c/ �

^ ` )0()()( fssFtf � c/ �

�

 

Ejemplo 6: hallar la transformada de f ’ ’(t)  

Solución:
Utilizando la ecuación (4-2), se obtiene la transformada de la segun-

da derivada f ’ ’(t) :
^ ` ^ ` dttfetftf

st³
f � cc cc 
0

)()()( // �

�

 

La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:
st

eu
� � � dttfdv )(cc �

dtesdu
st�� � )(tfv c �

^ ` ^ ` ³� cc duvuvtftf )()( // �

^ ` > � �³
f �f� �c�c cc
00

)()()( dtestftfetf
stst/ �

^ ` > ³
f �f� c�c cc
00

)()()( dttfestfetf
stst/ �

    
   

 
 
           
                                                                                                   (4-5)

Nuevamente, la integral ³
f � c
0

)( dttfe
st � la resolvemos por partes:

st
eu
� � � dttfdv )(c �

dtesdu
st�� � )(tfv  �

³³ � c
f �

duvuvdttfe
st

0
)( �

> � �³³
f �f�f � �� c
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)()()( dtestftfedttfe
ststst �

�

    
   

 

 

Reemplazando en la ecuación (4-5):

 ^ ` > > ³
f �f�f� ��c cc
0

2

00
)()()()( dttfestfestfetf

ststst/ �
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00 sFs

e

f
s

e

f
s

e

f

e

f
tf

ssss
��

f
�

c
�

fc
 cc

ff/ �
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^ ` )0()0()()( 2
fsfsFstf c�� cc/ �
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^ ` > > ³
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0
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00
)()()()( dttfestfestfetf

ststst/ �
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00 sFs

e
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^ ` � � )()0(0)0(0)( 2
sFssfsftf ���c� cc/ �

^ ` )0()0()()( 2
fsfsFstf c�� cc/ �

�

Ejemplo 7: hallar la transformada de f ’’’(t)  

Solución:
Utilizando la ecuación (4-2), se obtiene la transformada de la tercera 

derivada f ’ ’ (t):
 ^ ` ^ ` dttfetftf

st³
f � ccc ccc 
0

)()()( // �

La integral la resolvemos por partes y, reemplazando valores, tenemos:
st

eu
� � � dttfdv )(ccc �

dtesdu
st�� � )(tfv cc �

^ ` ^ ` ³� ccc duvuvtftf )()( // �

^ ` > � �³
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f �f� cc�cc ccc
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)()()( dttfestfetf
stst/ �

    
   

 
 
           
                                                                                                  (4-6)

Nuevamente, la integral ³
f � cc
0

)( dttfe
st ��la resolvemos por partes:

    
   

 
 
 

Reemplazando en la ecuación (4-6):

^ ` > > »¼
º

«¬
ª c�c�cc ccc ³

f �f�f�

000
)()()()( dttfestfestfetf

ststst/ �

^ ` > > ³
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)()()()( dttfestfestfetf

ststst/ � �

 
           

         
Nuevamente, la integral ³

f � c
0

)( dttfe
st � la resolvemos por partes:

(4-7)
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st
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Reemplazando en la ecuación (4-7):
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Finalmente, la transformada de Laplace para orden n:

 ^ ` )0(...)0()0()()( 121 ��� ��c�� nnnnn
ffsfssFstf/ �

�

Transformada de Laplace de integrales

Sea la función WW dftf
t

³ 0
)()( �   
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En la tabla 4.1, se muestra algunos pares de transformada de Laplace 

que se calcularon y otros pares más.
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Tabla 4.1 Pares de transformada de Laplace
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        Desarrollo en fracciones parciales

Existen varios casos para resolver una función por fracciones parcia-
les. A continuación, presentamos tres casos.

Caso 1. Cuando en una función fraccionaria H(s) el grado del po-
linomio del numerador p(s) es mayor o igual que el grado del polinomio 
del denominador q(s), se debe dividir hasta que el grado del numerador sea 
menor que el del denominador; esto es:

q(s)
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Ejemplo 8: sea 
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Entonces, la función   se vuelve a reescribir de la siguiente manera:�
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Caso 2. Cuando la función H(s) es de la forma
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Donde,
A1, A2, … , An  y a1, a2, … , an son constantes

Ejemplo 9: sea la función  

Solución:

Se debe factorizar el polinomio del denominador y luego aplicar la regla:
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Para encontrar el valor de A1 , a todos los términos los multiplicamos 

por s+3 y evaluamos para s=-3 .
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Reemplazando  s=-3
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Para calcular A2 , a todos los términos los multiplicamos por s+5y 
evaluamos en s=-5 :
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Entonces:
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Caso 3. Cuando la función H(s) es de la forma
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Ejemplo 10: sea la función  �
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Aplicando la regla del caso 3, tenemos:
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Se multiplica a cada término por � �32�s � :
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Simplificando:
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� � � � 32
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2
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2 244283 AAAsAAsAss ����� �� � �          (4-8)

Debido a que la ecuación (4-8) es de grado 2, se obtienen tres ecuacio-
nes, igualando los coeficientes de igual grado en cada término de la ecuación:

13 A �

� �2148 AA � � �

321 242 AAA �� �

       (4-9)
                    (4-10)
                   (4-11)

La ecuación (4-9) se reemplaza en la ecuación (4-10):
� �� �2348 A� �

2128 A� �

42 � A �

�

 
 
 

Los valores de  A1 y A2 se reemplaza en la ecuación (4-11):
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Entonces la respuesta es:
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4.2 Aplicación de la transformada de Laplace 

Utilizando las ecuaciones (4-1) y (4-2), obtenemos las transforma-
das de algunas funciones que se muestran en la tabla 4.1. A continuación, 
desarrollaremos dos ejemplos en la cual se evidencia la aplicación de la 
transformada de Laplace en la resolución de circuitos eléctricos.
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Ejemplo 11: en la figura 4.1, se muestra un circuito RC en serie con 
una fuente de voltaje constante V y un interruptor que se cierra en un tiem-
po t = 0. Utilizando la transformada de Laplace, calcular la corriente i(t).

0t =

i(t)V

R

C

+

-

Figura 4.1 Circuito RC en serie

Solución:

Para t < 0, en la figura 4.1, el interruptor está abierto, tal como se 
muestra en la figura 4.2. Como el circuito está desconectado a la fuente de 
voltaje V, la corriente es cero, esto es, i(0-) = 0, el voltaje inicial en el capa-
citor es Vc(0-) = 0

i(0-)V

R

C Vc(0-)

+

-

+

-

 

Figura 4.2 Circuito RC en serie, para t < 0

Para t > 0, en la figura 4.1, el interruptor está cerrado, tal como se 
muestra en la figura 4.3. La corriente i(t) es equivalente a i, aplicando la 
Ley de Voltaje de Kirchhoff (LVK), tenemos:

i(t)V

R

C Vc(t)

+
-

+

-

 
Figura 4.3 Circuito RC en serie, para t > 0
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01
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El tercer término de la ecuación (4-8) se descompone en dos partes:
³ ³ ³f� f�
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Pero:

dt
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i  �, entonces dq=idt , integrando 

)0(
0 �

f�
  ³ qdtiq �

Reemplazando valores en la ecuación (4-8):
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En cada término de la ecuación (4-9), se aplica la transformada de 

Laplace:                  
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Debido a que las condiciones iniciales del capacitor son iguales a 
cero, el término q(0-) = 0, ya que q(0-) = C V(0-) = 0. Desarrollando la 
ecuación (4-10), tenemos:
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sIV �, despejando I(s), tenemos la ecuación (4-11):

(4-8)

(4-9)
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En la ecuación (4-11), aplicamos la transformada inversa de Laplace  

^ `)(1
sI

�/ �para obtener la respuesta i(t). Debemos comparar la ecuación (4-
11) con las transformadas que existen en la tabla 4.1, la que se parece es 1/
(s+a). Procedemos a adecuar la ecuación (4-11); esto es:
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Siendo,  a=1/RC
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Observando las transformadas de la tabla 4.1, corresponde al par de 

transformadas del #4.

  t
RCe

R

V
ti

1

)(
�

 �        
                   

Ejemplo 12: en la figura 4.4, se muestra un circuito RL en serie con 
un interruptor y una fuente de voltaje constante V; calcular la corriente i(t).

0t =

i(t)V

R

L

+

-

Figura 4.4 Circuito RL en serie

Solución:

Para t < 0, en la figura 4.4, el interruptor está abierto, dando como resulta-
do el circuito que se muestra en la figura 4.5. Como el circuito está desconectado 
de la fuente de voltaje V, la corriente en el inductor es cero, esto es, i(0-) = 0.

(4-11)

(4-12)
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i(0-)V

R

L
+

-

Figura 4.5 Circuito RL en serie, para t < 0.

Para t > 0, en la figura 4.4, el interruptor está cerrado, dando como 
resultado el circuito que se muestra en la figura 4.6, en la cual la corriente 
i(t) es equivalente a i, esto es i ȩ i(t). Aplicando la LVK, tenemos:

 

0t =

i(t)V

R

L

+

-
Figura 4.6 Circuito RL en serie, para t > 0.

  

0 ���
dt

di
LRiV �

      
                              (4-13)

En cada término de la ecuación (4-13), aplicamos la transformada de 
Laplace, dando como resultado la ecuación (4-14)

> @ 0)0()()(  ���� �
isIsLsIR

s

V
�

 
         ,                         (4-14)

Debido a que las condiciones iniciales del inductor son iguales a cero, el 
término i(0-)=0 . Desarrollando la ecuación (4-14) y despejando I(s),  tenemos:

> @ 0)()(  ��� sIsLsIR
s

V
� � � �

> @ 0)(  ��� LsRsI
s

V
�

> @
s

V
LsRsI  �)( �

� �LsRs

V
sI

�
 )( �

� �> @LRssL

V
sI

/
1)(

�
 �
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> @ 0)()(  ��� sIsLsIR
s

V
� � � �

> @ 0)(  ��� LsRsI
s

V
�

> @
s

V
LsRsI  �)( �

� �LsRs

V
sI

�
 )( �

� �> @LRssL

V
sI

/
1)(

�
 �

            

Para obtener la transformada inversa de Laplace, comparamos la ecua-
ción (4-15) con las transformadas que existen en la tabla 4.1; en este caso, 
ninguna de ellas se parece. Procedemos a adecuar la ecuación aplicando frac-
ciones parciales para que una de las ecuaciones de la tabla 4.1 se parezca.

 � �> @ � �> @LRss

LV

LRssL

V
sI

/
/

/
1)(

�
 

�
 �

� �> @ � �LRs

B

s

A

LRss

LV

//
/

�
� 

�
�                            (4-16)

En todos los términos de la ecuación (4-16), multiplicamos por 
s[s+(R/L)]:

 � �> @ BsLRsA
L

V
�� / �

Bs
L

R
AAs

L

V
�� �

 

Se agrupan los términos de igual grado independientemente los de la 
izquierda y los de la derecha:

� �
L

R
ABAs

L

V
�� �

                      
                         (4-17)

Al igualar los coeficientes del lado izquierdo y del lado derecho de 
los términos de igual grado de la ecuación (4-17), se obtiene un conjunto 
de ecuaciones algebraicas iguales. En el lado derecho, el coeficiente de la 
variable s de grado uno es (A+B). En el lado izquierdo, no existe ningún 

(4-15)
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término de grado uno; entonces se debe poner cero, tal como se representa 
en la ecuación (4-18):

  0 �BA �                 (4-18)

En el lado izquierdo, el coeficiente de grado cero es V/L, mientras 
que, en el lado derecho, el coeficiente de grado cero es A(R/L). Igualando 
los dos términos, tenemos:

L

R
A

L

V
 �

                    
Simplificando:

          
                                                    

De la ecuación (4-18), despejamos la constante B:

B = - A

Reemplazamos el valor de A que se encuentra en la ecuación (4-19):

R

V
B � � �
 

Finalmente, reemplazando los valores de A y B en la ecuación (4-16), 
tenemos:

� �> @ � �LRs

B

s

A

LRss

LV

//
/

�
� 

�
α � � �> @LRsR

V

Rs

V

/�
� ��

� �»¼
º

«
¬

ª
�

� 
LRssR

V
sI

/
11)( �

    
    

                                                    (4-20)

Comparando los términos de la ecuación (4-20), se observa que son 
iguales a los pares de transformadas de los numerales 3 y 4 de la tabla 4.1; 
esto es: (k/s) y [1/(s+a)] . Aplicando la transformada inversa de Laplace a 
cada término de la ecuación (4-20), se obtiene la respuesta de la corriente i(t).

(4-19)



Análisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente

104

^ ` � � »
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LRssR

V
sI

/
11)(= i(t) 111 /// �

�Donde el símbolo L-1 representa la transformación inversa de Laplace

^ ` > @LRt
e

R

V
sI

/1 1)(= i(t) �� � / �

� �,1)( / LRt
e

R

V
ti

�� � 0tt � �

 ,                               
                                                                                                 (4-21)

Ejemplo 13: considere el enunciado del ejemplo 1. En la figura 4.1, 
podemos reemplazar el interruptor que se cierra en un tiempo t = 0 por una 
función escalón unitario   multiplicado por la fuente de voltaje V constante; 
esto es,  V, dando como resultado el circuito que se muestra en la figura 4.7. 

 

i(t)Ɋ(t)V

R

C

+

-

Figura 4.7 Red equivalente a la figura 4.1

Debido a que la amplitud de Ɋ (t) es 1 para valores de t > 0 y es 0 para va-
lores de t < 0, en t = 0 no está definida. La fuente de voltaje actúa para un tiempo 
t > 0 y para un tiempo t < 0 la fuente de voltaje no actúa (vale cero). El circuito de 
la figura 4.7, se resuelve en dos partes; la una para t < 0 y la otra parte para t > 0. 

 
   

 Figura 4.8 (a) para t < 0, (b) para t > 0
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Primera parte (para t < 0)

Debido a la función escalón unitario, la fuente de voltaje no actúa, 
es decir, vale cero. La fuente de voltaje se comporta como un cortocircuito, 
tal como se muestra en la figura 4.8 (a). De aquí sacamos las condiciones 
iniciales del capacitor. Como no existe ningún tipo de fuente en el circuito, 
los valores iniciales del capacitor son cero. 

0)0(  �
i �

0)(0vc  �
�

 

 
Segunda parte (para t > 0)

Debido a la función escalón unitario, la fuente de voltaje sí actúa; 
entonces da como resultado el circuito que se muestra en la figura 4.8 (b), 
que es igual al circuito de la figura 4.3. Aplicando la Ley de Voltaje de Kir-
chhoff se obtiene la ecuación (4-8) y de aquí en adelante, el desarrollo del 
problema es igual al ejemplo 1.

Ejemplo 14: para t = 0, se aplica un pulso de ancho a al circuito RL 
de la figura 4.9, sabiendo que la resistencia R = 1ɻ  y la inductancia L = 1 
H. Calcular la corriente i(t).

 

ɓ(t)

R

i(t) L

+
-

Figura 4.9 Circuito RL con excitación de pulso v(t)

Solución:

En la figura 4.10, se realiza la operación de resta entre el gráfico de la 
figura 4.10 (a) menos el gráfico de la figura 4.10 (b), dando como resultado 
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el gráfico de la figura 4.10 (c) y cuya ecuación de voltaje es (4-22).
  

)()()( atttv �� PP �

       
                   (4-22)

Aplicando la transformada de Laplace al voltaje ɋȋ�Ȍ de la ecuación 
(4-22), se tiene como resultado su respectivo voltaje V(s)  y se desarrolla de 
la siguiente manera:

 

Ɋȋ�Ȍ

a
(a)

t

t

ɋ

ɋ

ɋ Ɋȋ�ȌǦɊȋ�ǦȽȌ

Ɋȋ�ǦȽȌ

t

(b)

a
(c)

a

Figura 4.10 (a) Función µ(t), (b) función µ(t-a), (c) función v(t) = µ(t) – µ(t-a)
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                               (4-23)
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Para t < 0, en la figura 4.10 (c), la amplitud de la función v(t) (el cual 
es un pulso) vale cero, por lo tanto, la fuente de voltaje se comporta como 
un cortocircuito representado en la figura 4.11; entonces la corriente en el 
inductor es cero:

 

R

Li(0-)

 
Figura 4.11 Para t < 0

Para t > 0, en la figura 4.10 (c), la amplitud de la función v(t) (el cual 
es un pulso de 0 hasta a) vale uno, por lo tanto, la fuente de voltaje actúa en 
el circuito, tal como se muestra en la figura 4.12; entonces:

 
ɋ(t)

R

i(t) L

+

-

Figura 4.12 Para t > 0

Aplicando la ley de voltaje de Kirchhoff en el circuito de la figura 
4.12, tenemos la ecuación (4-24):

  0)(  ���
dt

di
LRitv �                (4-24)

En la ecuación (4-24), aplicamos la transformada de Laplace en cada 
término y, como resultado, tenemos la ecuación (4-25):

  > @ 0)0()()()(  ���� issILsIRsV �              (4-25)

Las condiciones iniciales en el inductor son iguales a cero; entonces:
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0)0()0()0(    ��
iii �, debido a que el inductor en corriente conti-

nua y en estado estable no permite cambios bruscos de corriente.

Reemplazando el valor de la corriente inicial i(0), tenemos:
> @ 00)()()(  ���� ssILsIRsV �

> @ 0)()()(  ��� ssILsIRsV �

 
 

Despejando I(s) y reemplazando el valor de V(s) de la ecuación (4-23):
> @ � �ase

s
sLRsI

�� � 11)( �

Sustituyendo los valores de R = 1 Ω y L = 1 H:

 > @ � �ase
s

ssI
�� � 1111)( �

> @ � �ase
s

ssI
�� � 111)( �

� �ss

e
sI

as

�
�

 
�

1
1)( �

 
                      

                   

                                                                                                 (4-26)

La ecuación (4-26) se puede escribir como la suma de dos términos, 
tal como se indica en la ecuación (4-27):

� � � �ss

e

ss
sI

as

�
�

�
 

�

11
1)( �                    (4-27)

El primer término de la ecuación (4-27) se desarrolla con facilidad 
mediante fracciones parciales y se obtiene:

� � ssss �
� 

� 1
11

1
1

�

De acuerdo con este desarrollo, la ecuación (4-27) se puede expresar 
como sigue:

  
s

e

s

e

ss
sI

asas

�
��

�
� 

��

11
11)( �

     
                   (4-28)

La transformación inversa de Laplace de la ecuación (4-28) se puede 
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desarrollar término por término, para dar como resultado la ecuación (4-
29); esto es:

^ `)()( 1
sIti

� / �

� � > @ )(1)(1)( )(
ateteti

att ���� ��� PP �

 

                                          (4-29)

Ejemplo 15: supóngase que la red de la figura 4.12 se activa median-
te una fuente de impulsos en vez de una fuente de pulsos. En este caso, 
V(s)=1 y, con i(0-) = 0 , la transformada de la ecuación de voltaje es:

 1)()(  � sIRssIL �

Sustituyendo los valores L = 1  y R = 1 y despejando I(s), tenemos:
 

s
sI

�
 
1
1)( �

Aplicando la transformada inversa de Laplace se tiene:
^ `
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¯
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s
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1)()( 11 // � �

t
eti
� )( �

�

  
 

4.3 Impedancia transformada y circuitos transformados

En esta sección se procede a determinar la representación de una red 
para cada uno de sus elementos en función de la impedancia transformada 
o admitancia transformada y de fuentes para las condiciones iniciales.

Resistencia

En la figura 4.13 (a), se presenta un circuito resistivo puro en el do-
minio del tiempo que relaciona al voltaje con la corriente; para el resistor, 
está dada por la Ley de Ohm de la siguiente manera:

  )()( tiRtv
RR

 ��                 (4-30)

También podemos expresar en función de la conductancia G, como sigue:
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)()( tvGti
RR

 �                 (4-31)
Donde G es la conductancia equivalente a  G=1/R
 

ZR=R

IR(s)

VR(s)

+

-

R

IR(t)

VR(t)

a) b)

+

-

Figura 4.13 El resistor, en función del tiempo (a) y la representación 
de su impedancia transformada (b)

 
Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones (4-30) y (4-31), 

tenemos:
)()( sIRsV

RR
 � �

)()( sVGsI
RR

 �
                       (4-32) 

                   (4-33)  

De la ecuación (4-32), despejamos R:

)(
)(
)(

sZR
sI

sV

R

R

R   �                    (4-34)

De la ecuación (4-34), despejamos G:

)(
)(
)(

sYG
sV

sI

R

R

R   �                    (4-35)

Estos resultados indican que el resistor no es sensible a la frecuencia, 
incluso a la frecuencia compleja. Por lo tanto, la representación de la impe-
dancia transformada para un circuito resistivo puro, se muestra en la figura 
4.13 (b).

Inductancia

En la figura 4.14 (a), se presenta un circuito inductivo puro en el 
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dominio del tiempo que relaciona al voltaje con la corriente en un inductor. 
Por definición, el voltaje en un inductor es:

   
dt

tdi
Ltv

L

L

)()(  �
       

                   (4-36)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (4-36), tenemos:

> @)0()()( �� 
LLL
isIsLsV �

)0()()( �� 
LLL
iLsIsLsV �

)()0()(0 sViLsILs
LLL

�� � �

0)()0()(  ��� �
sILsiLsV

LLL
�

 

  
                   
                        (4-37)

Cada término de la ecuación (4-37) representa los voltajes en un 
lazo; por lo tanto, obedece a la aplicación de la Ley de Voltajes de Kirchho-
ff. El término -VL(s) es el voltaje de la fuente aplicada al circuito. El térmi-
no -LiL(0-) representa el voltaje generado debido a las condiciones iniciales 
del inductor, y el término sLIL(s) corresponde al voltaje V1(s) generado por 
la impedancia del inductor multiplicado por la corriente que circula por el 
mismo, es decir, aplicando la Ley de Ohm, tenemos:

)(1 sILsV
L

 �

)(
)(

1
sZLs

sI

V

L

L

  �

 
                                                                                                (4-38)
                    

donde,

ZL (s) es la impedancia transformada del inductor.

La representación de la transformada de una red con inductor con 
corriente inicial se encuentra a partir de la ecuación (4-37) y se representa 
en la figura 4.14 (b).
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ZL(s)=Ls

IL(s)

VL(s)

+

-

L

iL(t)

iL(0-)
Li(0-)

VL(t)

a) b)

+

-

+

-

Figura 4.14 El inductor con corriente inicial en función del tiempo (a) 
y la representación de su impedancia transformada (b)

Ejemplo 15: dado el circuito de la figura 4.15, calcular la corriente i(t).

100V

t=0

10ȳ

1H 1H
i(t)10ȳ

10ȳ 10ȳ

Figura 4.15

Solución:

Para t < 0, en la figura 4.15, el interruptor está abierto debido a la 
fuente de 100 voltios de corriente continua; y, en estado estable, los induc-
tores se comportan como un cortocircuito. El circuito resultante es el que 
se muestra en la figura 4.16. 

100V

10ȳ i(0-)10ȳ
10ȳ

A

10ȳ

il(0-)

 

Figura 4.16
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En el nodo A del circuito de la figura 4.16, las dos resistencias de 
10 Ω están conectadas en paralelo y su resistencia equivalente es Req y el 
circuito resultante es el que se muestra en la figura 4.17.

� �� �
: 

�
 5

1010
1010

eq
R �

 

100V
Req=5ȳ

A
il(0-)

20 Ω

 
Figura 4.17

En el circuito de la figura 4.17, se aplica la Ley de voltaje de Kirchhoff:
0)0(5)0(20100 11  ��� ��

ii �

0)0(25100 1  �� �
i �

100)0(25 1  �
i �

Ai 4
25
100)0(1   � �

�

 

 

 
 
En el nodo A de la figura 4.16, aplicamos divisor de corriente para 

calcular la corriente i(0-).)0( �
i �

1010
10)0()0( 1 �

 ��
ii �

Ai 2
1010

104)0(  
�

 � �

�

 

 

Para t > 0, en la figura 4.15, el interruptor está cerrado, dando como 
resultado el circuito de la figura 4.18. A este circuito se le aplica la trans-
formada de Laplace, dando como resultado el circuito transformado que se 
muestra en la figura 4.19.
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100V

10ȳ 1H 1H
i(t)

il(t)

10ȳ 10ȳ

Figura 4.18

 

 
10 �

10 � 10 �

LsL1 i1 (0-) Li (0-)

100
s

I1(s)

I(s)
Ls

ȳ

ȳ ȳ

Figura 4.19
Reemplazando valores, se obtiene el circuito de la figura 4.20.

 
10 �

10 � 10 �

ss4 V 2 V

100
s

I1(s) I(s)

Ia(s) Ib(s)

ȳ

ȳ ȳ

Figura 4.20
En el circuito de la figura 4.20, aplicamos el método de análisis de 

mallas para calcular la corriente i(t).
Malla Ia LVK

> @ 0)()(10)(4)(10100
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�

� �
s
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s
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1004)(10)(20 �
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                                                             (4-39)
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Malla Ib LVK                                                                            
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                                                                                                (4-40)

                    

 

 

                                                          (4-41)

La ecuación (4-41) se resuelve por fracciones parciales:
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b
�                                                                                                  (4-42)

Para calcular A1 se multiplica por s cada uno de los términos de la 
ecuación (4-42) y se evalúa en  s=0

 
� �

� �� � 30103010
1000802 321

2

�
�

�
� 

��
��

s

sA

s

sA

s

sA

sss

sss
�

� �
� �� � 30103010

1000802 32
1

2

�
�

�
� 

��
��

s

sA

s

sA
A

ss

ss
�

� �� � � �� � � �� �
30

3010
10

301030101000802 32
1

2

�
��

�
�

��
��� ��

s

sssA

s

sssA
ssAss �

� � � � � �� � � �� � � � � �� � � �� �
� �

� � � �� � � �� �
� � 300

3001000
100

3001000
300100100008002 32

1
2

�
��

�
�

��
��� ��

AA
A

13001000 A �

33.31  A �

�

 
 
 
 

 

Para calcular A2 , se multiplica por s+10 cada uno de los términos de 
la ecuación (4-42) y se evalúa en s=-10.
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Para calcular A3, se multiplica por s+30  cada uno de los términos de 
la ecuación (4-42) y se evalúa en s = -30. 
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Reemplazando los valores de A1, A2  y  A3 en la ecuación (4-42), se 

tiene la ecuación (4-43).
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Aplicamos la transformada inversa de Laplace para obtener la co-
rriente ib(t):
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Observando la tabla 4.1, las transformadas inversas corresponden a 

los numerales 1 y 4
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Finalmente, en la figura 4.20:

)()( sIsI
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 � 
Aplicando la transformada inversa de Laplace:
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^ ` ^ `)()( 11

sIsI
b

��  // �

)()( titi
b

 �

�Entonces, la respuesta de i(t) para t > 0 es:
tt

eeti
3010 67.0233.3)( �� �� �  Amperios

Y la respuesta de i(t)  para todo t es:

> @ )(67.0233.3)(2)( 3010
teetti

tt PP �� ���� � Amperios

Capacitancia

En la figura 4.21 (a), se presenta un circuito capacitivo puro en el do-
minio del tiempo que relaciona al voltaje con la corriente en un capacitor. 
Por definición, la corriente en el capacitor es:

 
dt

tdv
Cti

c

c

)()(  �                 (4-44)

Despejando el voltaje:

³ f� 
t

cc
dtti

C
tv )(1)( �                 (4-45)

 

ZC(s)=1

IC(s)

VC(s)

+

-

C

iC(t)

ɋC(0-)
ɋC(0-)

ɋC(t)

a) b)
Cs

s
+

-

+

-

-

+

Figura 4.21 El capacitor con voltaje inicial en función del tiempo (a) 
y la representación de su impedancia transformada (b)

Debido a que la transformada de una integral solo existe para valores de 
un tiempo t = 0 hasta un tiempo final t, la ecuación (4-46) se vuelve a escribir:

  »¼
º

«¬
ª � ³³ f�

t

ccc
dttidtti

C
tv

0

0
)()(1)( �              (4-46)

La corriente en el capacitor es:
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dt

dq
ti

c
 )( �

 
Despejando e integrando la carga:

dttidq
c
)( �

³³  dttidq
c
)( �

³ dttitq
c
)()( �

�

 
 
 

Considerando los límites de -∞ a 0, obedece a las condiciones inicia-
les del capacitor y se representa por:

  ³ f�

�  
0

)()0( dttiq
c

�                (4-47)

La ecuación (4-47) se reemplaza en la ecuación (4-46):
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C
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)()0(1)( �               (4-48)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (4-48), tenemos:
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C
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)()0(1)( �               (4-49)

La capacitancia en un capacitor es:

c
v

q
C  �

 

Despejando la carga:

 c
Cvq  �

Considerando las condiciones iniciales, el voltaje en el capacitor es 
-vC(0-) , debido al sentido de referencia del voltaje.

> @)0()0( �� � 
c
vCq �

)0()0( �� � 
c

Cvq �
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Reemplazando valores en la ecuación (4-49):
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Cada término de la ecuación (4-50) representa los voltajes en un 
lazo; por lo tanto, obedece a la aplicación de la Ley de voltajes de Kirchhoff. 
El término -VC(s) es el voltaje de la fuente aplicada al circuito. El término   
-ɋC(0-)/s, representa el voltaje generado debido a las condiciones iniciales 
del capacitor, y el término  IC(s)/Cs corresponde al voltaje V1(s) generado 
por la impedancia del capacitor multiplicado por la corriente que circula 
por el mismo, es decir, aplicando la Ley de Ohm, tenemos:

Cs

sI
V

c
)(

1  �

)(1
)(

1
sZ

CssI

V

c

c

  �

�

 
 

Donde:

 ZC(s) es la impedancia transformada del capacitor.
La representación de la transformada de una red con capacitor con 

voltaje inicial se encuentra a partir de la ecuación (4-50) y se representa en 
la figura 4.21 (b).

(4-50)
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CAPÍTULO V

FUNCIONES DE RED 

5.1 Puertos

En un circuito eléctrico, pueden existir dos o más puertos (termina-
les), tal como se muestra en la figura 5.1. El número mínimo de puertos 
es dos, de los cuales, un puerto representa la entrada al circuito y el otro 
puerto representa la salida del circuito y siempre cada terminal o puerto 
viene asociado entre dos puntos, esto es, 1-1’, 2-2’, etc. El terminal o puerto 
asignado por 1-1’, representa la entrada al circuito y el puerto 2-2’ represen-
ta la salida del circuito o red eléctrica. A la red eléctrica se representa con 
un rectángulo, cuya entrada es el puerto 1-1’y la salida es el puerto 2-2’, tal 
como se muestra en la figura 5.1.

 

1

1’

2

2’

Figura 5.1 (a) Red de dos puertos

5.2 Función de transferencia

Una función de transferencia está definida como la variable de salida 
dividida para la variable de entrada. Suponiendo que la variable de salida 
es el voltaje V(s) y la variable de entrada es la corriente I(s), la función de 
transferencia F(s) se escribe de la siguiente manera:

)(
)()(
sI

sV
sF  �       
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1

1’

2

2’
V1(s) V2(s)Red+
-

I2(s)I1(t)

+
-

Figura 5.2. Red de dos puertos

En la figura 5.2, se presenta una red eléctrica de dos puertos cuyas 
variables de entrada son V1(s) e I1(s) y las variables de salida son V2(s) e I2(s) ; por lo tanto, las funciones de transferencia que relacionan los voltajes con 
las corrientes tienen las siguientes formas posibles:

)(
)()(

1

2
12

sV

sV
sG  � �

)(
)()(

1

2
12

sV

sI
sY  ��

)(
)()(

1

2
12

sI

sV
sZ  �

)(
)()(

1

2
12

sI

sI
s  D �

        
                     (5-1)

           
          (5-2)

           
           (5-3)

           
           (5-4)

Ejemplo 1: hallar la función de transferencia V2(s)/V1(s) en el circui-
to de la figura 5.3.

V1(s) I(s)
V2(s)

R
1
Cs

+

-

+

-

 

Figura 5.3 Red de dos puertos
Solución: 

El circuito de la figura 5.3 es una red de dos puertos, con impedan-
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cias transformadas que se indican para cada elemento. La función de trans-
ferencia de la relación del voltaje de salida  V2(s) para el voltaje de entrada 
V1(s) es G12(s), tal como se muestra en la ecuación (5-1).

En la figura 5.3, se aplica la Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK) en 
el lazo de entrada; esto es:

0)(1)()(1  ��� sI
Cs

sIRsV �

> @CsRsIsV /1)()(1 � �

 

           (5-5)
El voltaje en la terminal de salida es:

)(1)(2 sI
Cs

sV  �                        (5-6)

Las ecuaciones (5-5) y (5-6) se reemplaza en la ecuación (5-1):
� �
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Entonces:

RCs

RC

sV

sV

/1
/1

)(
)(

1

2

�
 �

Ejemplo 2: hallar la función de transferencia V2(s)/V1(s) en el circui-
to de la figura 5.4, sabiendo que las condiciones iniciales de los capacitores 
son iguales a cero.

ɋ2ɋ1

R1 R2

C2C1

 

Figura 5.4
Solución:
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En el circuito de la figura 5.4, aplicamos análisis de mallas con la asig-
nación de las corrientes de mallas i1 e i2, tal como se muestra en la figura 5.5.

i1 i2
ɋ2ɋ1

R1 R2

C2C1

 

Figura 5.5

Malla I LVK:

� � 01
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1
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                      (5-7)

El término � �³ f�
�

0

21 dtii �

� �

corresponde a las condiciones iniciales del 
capacitor uno, el cual es igual a cero; por lo tanto, este término es igual a 
cero.

 
Aplicando la transformada de Laplace a cada término de la ecuación 

(5-7), se tiene:�
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                                                                                                   (5-8)
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Malla II LVK:
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nes iniciales de los dos capacitores, los cuales son igual a cero; por lo tanto, 
estos términos son iguales a cero.
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Aplicando la transformada de Laplace a cada término de la ecuación 
(5-9), se tiene:
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                              (5-10)

En la salida del circuito de la figura 5.5:
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                   (5-11)

El término   corresponde a las condiciones iniciales del capacitor dos, 
el cual es igual a cero; por lo tanto, este término es igual a cero.

Aplicando la transformada de Laplace a cada término de la ecuación 
(5-11), se tiene:



Análisis de circuitos eléctricos en estado estable y transiente

126
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De la ecuación (5-10):
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La ecuación (5-13) se reemplaza en la ecuación (5-8):
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(5-12)

(5-13)

(5-14)
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La ecuación (5-15) se reemplaza en la ecuación (5-14):
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De la ecuación (5-12):
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La ecuación (5-17) se reemplaza en la ecuación (5-16):
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5.3 Polos y ceros de una función de red

Una función de transferencia H(s) también está representada en el 
numerador por un polinomio p(s) y en el denominador por un polinomio 
q(s), tal como se muestra en la ecuación (5-18).
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Donde los coeficientes a y b son reales y positivos. Las ecuaciones 
p(s)=0 y q(s)=0  tienen n y m raíces. Para poder representar en una gráfica 
los polos y ceros de una función, tanto p(s) como q(s) se deben escribir 
como un producto de factores lineales, tal como se muestra en la ecuación 
(5-19). Las raíces del polinomio del numerador z1, z2, ..., zn, se denominan 
ceros de la función de red. Las raíces del polinomio del denominador p1, p2 ,..., pm, se denominan polos de la función de red.
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21
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zszszs
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 �                         (5-19)

Donde A es una constante z1, z2, ..., zn y p1, p2, ..., pm son frecuencias 
complejas. Cuando la variable s tiene los valores z1, z2, ..., zn, la función de red 
se hace nula; este tipo de frecuencias complejas se denominan los ceros de la 
función de red. Cuando s tiene los valores p1, p2, ..., pm, la función de red se 
hace infinita; estas frecuencias complejas son los polos de la función de red.

Ejemplo 2: sea la función de red representada en la ecuación (5-20).
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Solución:

Los ceros de la función son:
� � 01  �s �

1� s �

� � 04  �s �

4� s �
�

 
 

 
 
Los polos de la función son:
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La gráfica de los polos y ceros de la función H(s) de la ecuación (5-
20) se muestra en el plano complejo s en la figura 5.6. Donde el cero se 
representa con un pequeño círculo y el polo se representa con una x.
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Figura 5.6 Polos y ceros de la ecuación (5-20)
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