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INTRODUCCION

El presente libro de Electrostatica, se basa en la experiencia adquirida en las
aulas de dos instituciones educativas, esto es, la Escuela Superior Politécnica de
Chimborazo y, la Universidad Nacional de Chimborazo, durante una trayectoria
de 27 afos. La publicacion de esta obra, es con la finalidad de ayudar a los estu-
diantes en el aprendizaje de los campos electrostaticos.

La obra esta destinada a aquellos estudiantes de ciencia e ingenieria que tie-
nen conocimientos de calculo diferencial, integral y vectorial. La parte tedrica,
presenta los principales aspectos en los que se basa la electrostatica y, posterior-
mente aplicarlos en el desarrollo de los problemas, en los que paso a paso se va
guiando al estudiante, convirtiéndose en una herramienta de trabajo de facil en-
tendimiento.

A partir del capitulo 2, se hace énfasis en las leyes de Coulomb, Gauss y Ohm;
asi como también, a los teoremas de la divergencia y de Stokes. Ademas, se utili-
zan las ecuaciones de Lorenz, Poisson y Laplace, en el desarrollo de los problemas.
A continuacion, se presenta una breve descripcion de los contenidos en cada uno
de los cuatro capitulos.

El capitulo 1, trata sobre el célculo vectorial, se hace un breve repaso de los
valores escalares y vectores. Se analiza el algebra vectorial, haciendo énfasis en los
vectores unitario y normal, la suma, resta y multiplicacion de vectores con esca-
lares, especialmente destacando el producto punto y producto cruz. Se analizan
los sistemas de coordenadas ortogonales rectangulares o cartesianas, cilindricas y
esféricas. Se realiza el calculo de funciones escalares y vectoriales, haciendo énfa-
sis en el gradiente de una funcién escalar, en coordenadas cartesianas, cilindricas
y esféricas; se determina la divergencia y el rotacional de una funcién vectorial, en
coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Por tltimo, se analizan los teore-
mas de la divergencia y de Stokes.
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El capitulo 2, trata sobre el campo eléctrico estatico en ausencia de dieléctri-
cos. Se realiza el estudio de las fuerzas y campos eléctricos producidos por cargas
eléctricas estaticas para distribuciones lineales, superficiales, volumétricas y pun-
tuales; las mismas que ejercen una fuerza eléctrica en cualquier punto del espacio
que las rodea vy, se puede calcular la magnitud de la fuerza y la intensidad del
campo eléctrico, utilizando la Ley de Coulomb. A partir del campo eléctrico, se
puede determinar el potencial eléctrico o viceversa. Se analiza la Ley de Gauss a
partir del angulo sdlido en forma integral y diferencial, con la que se obtienen las
ecuaciones de Poisson y Laplace. Finalmente, se realiza el analisis de la capacitan-
cia entre materiales conductores.

El capitulo 3, trata sobre el estudio del campo eléctrico en presencia de ma-
teriales dieléctricos, en el que se determina el potencial y campo eléctrico de un
dipolo y de un agregado de dipolo, con las que se obtienen las densidades super-
ficiales y volumétricas de polarizacion. Se obtiene la forma generalizada de la Ley
de Gauss y el vector de desplazamiento eléctrico en forma integral y diferencial.
Por ultimo, se realiza un analisis de las condiciones de frontera entre dos materia-
les 0 medios de los vectores campo eléctrico y de desplazamiento.

Finalmente, el capitulo 4, trata sobre el estudio de la corriente eléctrica esta-
cionaria en materiales conductores. Se determina la densidad e intensidad de co-
rriente, la ecuacion de la continuidad. Se realiza el analisis del mecanismo de flujo
de corriente en solidos y liquidos conductores, y se explica la ecuacion de Lorenz.
Posteriormente se analiza la fuerza electromotriz de un generador. Se explica la
Ley de Ohm en forma puntual. Se analizan y calculan sistemas de puesta a tierra.



CAPITULOI.
1. VECTORES Y ESPACIO TRIDIMENSIONAL

1.1 PUNTOS EN EL ESPACIO

Un punto en el plano se localiza mediante un par ordenado de niimeros rea-

les, (x, y). En el espacio un punto es localizado por una terna de niimeros reales
(X, y, z), por tal razon se denomina tridimensional (Stewart, 2013).

1.2 PLANOS COORDENADOS
Plano xy: z =0

En la Figura 1.1 el plano xy se puede considerar también sus ecuaciones pa-
ramétricas:

x=s5;y=tz=0 dondes,teR

En consecuencia, todos los planos coordenados paralelos al plano xy son
traslaciones verticales de este plano a lo largo del eje z, tanto en su parte positiva
como en la negativa.

Figura 1.1 Plano xy.

Planoxz: y =0
En la Figura 1.2 el plano xz se puede considerar también como:

x=s5;y=0;z=tdondes, e R.
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En consecuencia, todos los planos coordenados paralelos al plano xz son tras-
laciones horizontales de este plano a lo largo del eje y, tanto en su parte positiva
como en la negativa.

[
1012
20
A5 g =
.-1\.:5 @ __1_9'_14'__-
£ @.g-""-.
10— =5
an B =l RNF0
X A0 ~20
Y

Figura 1.2 Plano xz.

Plano yz: x =0
En la Figura 1.3 se considera x =0; y=s; z=tdonde 5,7 ¢ R

En consecuencia, todos los planos coordenados paralelos al plano yz son tras-
laciones horizontales de este plano a lo largo del eje x, tanto en su parte positiva
como en la negativa.

i
10,2
5
i - =20
‘iu-ﬂi-fﬂ 5h-5:101%
~80 ¢
g 10— |10 45
20 "= 3 ——20
X a0 y

Figura 1.3 Plano yz.
Planos paralelos a los planos coordenados

« Plano: x=a Plano: x=a es //al Plano: yz (x=0)

« Plano: y = b Plano: y =b es // al Plano: xz (y=0)
« Plano: z = ¢ Plano: z =c es // al Plano: xy (z=0)
« Plano: x = 2 Plano: x =a es // al Plano: yz (x=0)

10
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« Plano: y = 3 Plano: y =b es // al Plano: xz (y=0)
« Plano: z =5 Plano: z =c es // al Plano: xy (z=0)

Punto

La interseccion de los planos x = a, y = b, z = ¢ (paralelos a los planos coorde-
nados), es el punto A de coordenadas (a, b, c) como se observa en la Figura 1.4

(Stewart, 2013).

10/Z

10
15 20
20 -5 e
y
X -10

Figura 1.4 Punto A en el espacio.

Ejemplo 1
Como representaciones numéricas, los puntos B(4, 3, 5) y C(3, 2, 6) se dibu-

jan en la Figura 1.5 siguiente:

[ ]
10|Z
-20 S '(EB 20
15 20 .
15 g 10 15
1 =" ¥
20 -15 -:-I--[—I""f; 0
20 13 Js
10
10f g

Figura 1.5 Puntos By C.

1
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Formula de distancia de dos puntos en tres dimensiones

La distancia P,P, entre los puntos Py(x,, ¥, z1) y Py(x5, ¥, 2,) esta dada de

la siguiente manera

(Stewart, 2013):

P1_P2:\/(x2_x1)2+(y2_y1)2+(22_z1)2

La distancia del punto P (2, 1, 7) al punto Q (1, 3, 5) es,

PO=VI-2P+(B-1P+(5-7F=VI+4+4=3

1.3 ECUACION DE UNA ESFERA EN EL ESPACIO

La ecuacion de una esfera con centro C (h, k, ) y radio r es
(x=hP+(y=-k)P+(z-1P7=r?

En particular, si el centro es el origen O, entonces la ecuacion de la esfera esta

dada de la siguiente manera (Stewart, 2013):

X+ y +z2=r
Ejemplo 2. Probar que
X>+ 3y +z22+4x-6y+2z+6=0
es la ecuacion de una esfera, y determine su centro y radio.
Solucion:

Se puede escribir la ecuacién en la forma de la ecuacion de una esfera si se

completan los cuadrados:

(X +4x+4)+(*-6y+9)+(z2°+2z+1)=-6+4+9+1
(x+2°+(-3)>2+(z+1)*=8

Al comparar esta ecuacion con la forma estandar, se ve que es la ecuacién de

una esfera con centro

12
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(2,3, -1) y radio V8 = 2V2.

Ejemplo 3. ;Qué regién en R’ estd representada por las siguientes desigual-
dades?

4<x*+y"+2*<9
Solucidn: Las desigualdades
4<x*+y*+2*<9

Se pueden reescribir como
2<Vx2+ )2 +22<3

En la Figura 1.6 se representan los puntos (x, y, z) cuya distancia desde el
origen es por lo menos 2, y a lo mas 3. Asi, las desigualdades dadas representan la
region que se encuentra entre las esferas

X+y+z22=4yx*+y*+z°=9.

Ademas, geométricamente cada una de estas esferas tienen como centro el
origen de coordenadas (0, 0, 0) y radios 2 y 3 respectivamente, es decir se escriben
las ecuaciones de las esferas:

(x=-01P+(-0>2+(z-001=2>y(x-0>+(y-0>+(z-0)>=32

Figura 1.6 Esferas de centro en el origen y radios 2y 3.

13
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14 VECTORES

Un vector se representa por lo comun mediante una flecha o un segmento
de recta dirigido. La longitud de la flecha representa la magnitud del vector y la
flecha apunta en la direccion del vector (Stewart, 2013).

B

- s D
4 U

A c

Figura 1.7 Vectores.

En la Figura 1.7 el vector de desplazamiento desde el punto A hacia el punto
B se puede escribir de la forma V.

Suma vectorial

Figura 1.8 Suma de dos vectores.

Multiplicacion por un escalar

Figura 1.9 Vector multiplicado por escalares.

14
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Componentes del vector en el espacio

Para ciertos propdsitos es mejor introducir un sistema de coordenadas y tra-
tar a los vectores algebraicamente.

B (g, ca,05)
» i/

P

F i G
h =

-

#
I
[
|
|
|

B

*
(8] X %

Figura 1.10 Componentes del vector A en el plano y en el espacio.

Se emplea la notacion A (ay, a,, as). En ambos casos los vectores son de posi-
cidn, tienen su punto inicial en el origen y las coordenadas del punto final coinci-
den con las componentes del vector (Stewart, 2013).

Dados los puntos A(x,, y,, z;) y B(x, ¥», 2,), €l vector desde el punto A hasta
el punto B tiene las coordenadas (x, — x,, y, — 1, 2, — 2))

Ejercicio 1

Encuentre el vector representado por el segmento de recta dirigido con punto
inicial A(2, -3,4) y punto terminal B(-2,1,1)

Magnitud de un vector

La magnitud del vector bidimensional A (a,, a,) es,

A= 'ﬂf-l—ﬂ%

La longitud del vector tridimensional A (a,a,a,)es,

A= ’a,z+a§+a§

15
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Operaciones en coordenadas cartesianas

SI X(al, a,, a3) Y E (bl, b2> b3)
A+ B = (ay + b)i+ (ay + by)J + (az + by)k
A—B = (a, - b)i+ (ay — by)j + (as — b))k

cA = ca,i + cayj + cazk
Vectores, base estandar
7=(1,000  j=(0,1,0)  k=(0,0,1)

Asi, cualquier vector en el espacio se puede expresar en términos de los vec-
tores base estandar 7, j y k. Por ejemplo, A (4,—2,1)=4i+(-2)j+1k=41-2j+k

Vector unitario

Un vector unitario es un vector cuya magnitud es 1. Por ejemplo, 7,/ y k son
vectores unitarios. En general, si A #0, entonces el vector unitario que tiene la
misma direccién que A es,

=)

Il

oy

1]
:l:.l b )

=

Ejercicio 2

Si A(=5,4,-3)y B(-4,3,2)

«Determine el vector unitario en la direccién del vector A
«Calcule los vectores A + B, B- A,3A + 4B

El producto punto

Definicion analitica

Si A (a,,a,,a) y B (b,,b,,bs), entonces el producto punto de A y Bes el nimero
A« B dado por (Stewart, 2013),

X o §:a1b1+a2b2+a3b3

16
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Definicién geométrica.- Si 0 es el angulo entre los vectores A y B, entonces
A« B=A Bcosf

Ejemplo 4

Determine el angulo entre los vectores A (2,-3) y B(3,1)

A‘«Eﬁa 3

cosf = = (.26
AB 130 130
g =7493°

El producto cruz o producto vectorial

Definicién analitica.- Si A (a,,a,,a;) y B (b,,b,,b;), entonces el producto cruz
de Ay Bes el vector A x Bdado por (Stewart, 2013):
A X B :(a2b3_a3b2, a3b1_a1b3, albz_azbl)

Se puede reescribir usando determinantes de segundo orden ast:

-

ixBlay @ af=|? D= %
% 92 G931 % |p,  byl' T by I+ by bz
by by by

Direccion del vector A x B

Construimos el producto cruz A x B de manera que sea perpendicular a A
y B. Esta es una de las propiedades mas importantes de un producto cruz, por lo
que lo se enfatiza y verifica en el siguiente teorema,

Teorema.- El vector A x B es ortogonal a A y B (Stewart, 2013).

Lﬁ

}i/

rd

Figura 1.11 Ortogonalidad del producto cruz.

17
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Teorema Si 0 es el angulo entre los vectores A y B, entonces
|Ax B|=AB send

Ejercicio 3

« ;Qué significa que: Ax B= O

« ;Qué interpretacién geométrica tiene: [A x B |

« Justifique sus respuestas

1.5 ECUACIONES DE RECTAS Y PLANOS

Una recta en el plano xy se determina cuando se dan un punto sobre la recta
y la direccién de ésta (su pendiente o angulo de inclinacidn).

De igual forma, en la Figura 1.12 se observa que una recta L en el espacio
tridimensional se determina cuando se conoce un punto Py(x0,y0,Z0) sobre L yla
direccién de L. En tres dimensiones la direccion de una recta se describe conve-
nientemente por un vector I7(Stewart 2013).

i
F

'f'tl'i"""::"w:l1 s AR 7)

Figura 1.12 Geometria de la recta L.

Ecuaciones de la recta en el espacio
En la Figura 1.12, la suma de vectores da 7 =7, + @

Pero, puesto que @ y V son vectores paralelos, hay un escalar  tal que a =tV

18
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. 7 . - = ,
La ecuacion vectorial es dada por, ¥ =Fp+tV , donde ¢ es elemento de los nu-
meros reales,

‘_u’(a,b,c] TolXoiVorZ0) TN 2)

(x,v.2) =(x, +at,y,+ bt,z, + ct)

Las ecuaciones paramétricas de la recta estan dadas por,
X =Xxo+at y=Yy,+ bt z=2zZp+ct,te R
Ejercicio 4

» Encuentre la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas para la recta
que pasa por el punto (5, 1, 3) y es paralela al vector 7 + 4 - 2 k

o Encuentre otros dos puntos sobre la recta.

Otra forma de describir una recta L es eliminar el pardmetro t de las ecuacio-
nes parameétricas y si ninguno de los literales a, b o ¢ es 0, se puede resolver cada
una de las ecuaciones paramétricas para t, igualar los resultados y se obtiene la
ecuacion simétrica de la recta en el espacio,

X—Xo Y= Yo Z—5Z
a b c

Ejercicio 5

« Encuentre las ecuaciones paramétricas y las simétricas de la recta que pasa
a través de los puntos A (2,4, -3) y B (3, -1, 1).

« ;En qué punto interseca esta recta el plano xy?
Ecuacion del plano en el espacio

Un plano en el espacio se determina por un punto Pp(X, Yo, Zo) Y un vector
7 que es ortogonal al plano generado por el punto P de la Figura 1.13. Este vector
ortogonal 7 se llama vector normal (Stewart, 2013).

19
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=3

Plx v, z)

Figura 1.13 Modo de generar un plano mediante el punto P.

El vector normal 7 es ortogonal a todo vector en el plano generado por el
punto P. En particular, 7 es ortogonal a r — r,, y, por tanto, se tiene

n-(r-rp)=0
Para obtener una ecuacion escalar del plano, se escribe
;i (a) ba C) r (X, Vs Z) I‘O(-XO’ Yo» ZO)
Entonces la ecuacion vectorial se transforma en la ecuacion escalar del plano:

a(x —x0) + b(y — yo) + c(z—20) =0

Ejercicio 6

Encuentre una ecuacion del plano que pasa por el punto (-2, 4, 1) con vector
normal 71 = (2, 3, 4). Determine las intersecciones con los ejes y bosqueje el plano.

Cilindros en el espacio

Un cilindro es una superficie que consiste de las lineas rectas llamadas gene-
ratrices que son paralelas a una recta dada y pasan por una curva plana (Stewart
2013).

20
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Ejemplo 5

Bosqueje la grafica de la superficie z = x*.

Figura 1.14 Superficie z=x.

La Figura 1.14 se denomina cilindro parabdlico.
Ejemplo 6
Identifique y bosqueje las superficies

a)x’+y*=1

Figura 1.15 Cilindros en el espacio.

1.6 FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN EL ESPACIO

En general, una funcién es una regla que asigna a cada elemento del dominio
un elemento del rango o recorrido. Una funcién con valores vectoriales, es decir,
una funcidn vectorial, es simplemente una funcién cuyo dominio es un conjunto de
nuimeros reales y cuyo rango es un conjunto de vectores (Larson y Edwars, 2010).

21
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Si f(t), g(t) y h(t) son las componentes del vector 7 (¢), entonces f, gy h son
funciones de valores reales llamadas funciones componentes y podemos escribir:

F (1) = (f(0), g(t), h(1)) = F(F + g(t)j + h(D)k
Ejemplo 7
Si7 (1) =(1InG3-1), Vi)
Donde las funciones componentes son:
f=r gt)=In3-1) h@)=Vi

De acuerdo con la convencion usual, el dominio consiste de todos los valores
de t para los cuales la expresion para F () estd definida. Las expresiones #°, In(3 — ¢),
y V1 estan definidas para

3—1t>0yt>0.Por tanto, el dominio de ¥ (¢) es el intervalo [0,3).

Hay una estrecha relacion entre funciones vectoriales continuas y curvas en el
espacio. Supongamos que f, gy h son funciones continuas de valores reales sobre

un intervalo I. Entonces el conjunto C de todos los puntos (x, y, z) en el espacio,
donde

x=f(t) y=g(t) z=h(r)

I‘i

C

|

PA(e) g(e) hie))

Y

Figura 1.16 C esta trazada por la punta de un vector en posicion 7 (¢).

y t varia en todo el intervalo I, se llama curva en el espacio. Estas ecuaciones
reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de C, y ¢ se llama parametro.
Podemos pensar que C esta trazada por una particula en movimiento cuya
posicion en el tiempo t es f(¢), g(t), h(t). Si ahora consideramos la funcion

22
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F (1) = (f(t), g), h(t)), entonces F (t) es el vector de posicion del punto
P(f(1), g(1), h(z)) sobre C. Por tanto, cualquier funcion vectorial continua 7 () de-
fine una curva C en el espacio trazada por la punta del vector 7 (¢) que se desplaza,
como se ilustra en la Figura 1.16.

Ejemplo 8

Trace la curva cuya ecuacion vectorial es

¥ (t)=(cost,sent,t)

Solucion Las ecuaciones paramétricas para esta curva son,

X =cCost y=sent z=t1

Figura 1.17 Curva trazada por la punta de un vector en posicion 7 (7).

Ejemplo 9

Determine una funcién vectorial que represente la curva de la interseccion
del cilindro x> + y* =l yelplanoy + z =2

Figura 1.18 Curva trazada por la interseccion del cilindro y el plano.
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La proyeccion de C sobre el plano xy es la circunferencia x*+y*=1,z=0.
X=cost y=sent 0<t<2r

A partir de la ecuacién del plano tenemos

z=2—-y=2—-sent

La ecuacion vectorial correspondiente es

F(t)=costi+sentj+ (2 —sent)k 0<t<2x

Esta ecuacion de llama parametrizaciéon de la curva C.

1.7 DERIVADAS E INTEGRALES DE FUNCIONES VECTORIALES

Las derivadas e integrales se calculan de las funciones vectoriales notadas con

F(1).
Derivadas

La derivada 7'(¢) de una funcion vectorial 7 (¢) esta definida de la misma ma-
nera que para las funciones de valores reales (Larson y Edwars 2010).
dr(t) “() = It r(t + h) — 7(t)
a Tl h

Teorema.- Si 7 (t)=(f(¢), g(¢), h(t))zf(t)i+g(t)j+h(t)l€, donde f, gy h son fun-
ciones derivables, entonces (Larson y Edwars 2010):

F)=(f 1,80 h0)=f0i+g Oj+h 0k

L]
9

r'-[-;} i"{r +|'-'F] —J"(I}

P é'/ﬂ/‘ 5
¢ I.J’f:j:l’f Fle+ M)

V4

e

Figura 1.19 Proceso de derivada de una funcién vectorial.

-

24



Pedro Severo Infante Moreira, Manuel Antonio Meneses Freire

Ejemplo 10

a) Calcule la derivada de 7 (t) = (1 + £3)i + te™j + sen 2t k.

b) Determine el vector tangente unitario en el punto donde ¢ = 0.

Solucion

a) Segun el teorema anterior, se deriva cada componente de r:
F(t) =3+ (1 - 1)ej + 2 cos 2t k

b) Como 7(0) =iy r'(0) =j + 2k, el vector tangente unitario en el punto
(1,0,0) es

T" _?’:’{ij ?‘*n_f‘l{l}}-ﬁ 2.{; \I," _1* JE
(t) = 17 ()] ( }_lﬁr([}}l_“—!_ ) {1+4}_E]+E

Ejemplo 11

Determine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la hélice de
ecuaciones parameétricas

x=2cost y=sent z=t
En el punto (0,1, 7/2).

Solucidén La ecuacién vectorial de la hélice es (t) = (2 cos t, sen t, t), de modo
que

r'(t)=(-2sent, cost,1)

El valor del parametro que corresponde al punto (0,1, z/2) es t = x/2, de
modo que el vector tangente es 7' (7/2) = (=2,0,1). La recta tangente es la recta
que pasa por (0,1, 7/2) paralela al vector(-2,0,1), de modo que de acuerdo con las
ecuaciones paramétricas son:

m
x= —2t }r=12=5+t

Reglas de derivacion

El teorema siguiente muestra que las formulas de derivacidon para funciones
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de valores reales tienen su equivalente para las funciones de valor vectorial.

Teorema.- Suponga que, & y U son funciones vectoriales derivables, ¢ es un
escalar y f es una funcion de valores reales. Entonces (Larson y Edwars, 2010),

1L L[+ 5] =1 @) +7(0)

2. Sleil (6)] = cil (1)

3. ST O] = FOF ) + fOT ()

4. ;—!Iﬁ (O -v(O)] =u"(t) () +u(t) ()

5. [ (6) x H(H)] =i "(6) x B(e) + T (¢) X ()

6. %[ﬁ (f(eN] = f()i "(f(t)) (Regla de la cadena)

Integrales

La integral definida de una funcién vectorial continua 7 (t) se puede definir
casi de la misma manera que para las funciones de valores reales, excepto que la
integral es un vector (Larson y Edwars, 2010).

J-b F{tdt = (Ibf(L}dr) i+ (J-b_g(t}dl)i + U-bh(t)m)ic

Esto significa que se puede evaluar una integral de una funcién vectorial in-
tegrando cada funcién componente.

Es posible generalizar el teorema fundamental del calculo para funciones vec-
toriales continuas como se sefiala a continuacién:

b
ffmm=§mﬁ=mm—m@

0
Donde R es una antiderivada de 7, es decir, R’(¢)=F (). Utilizamos la nota-
cién [F (¢)dt para integrales indefinidas (antiderivadas).

Ejemplo 12
Si 7 ()=2cos t i+sen t j+2tk, entonces

f:‘-{!]d: = Uzcosu dz)i+U_-.-eu:d:);+U 2 d:)E

=2senti—costj+t3k+C
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Donde C es un vector constante de integracion, por lo que

m/2 = HZ
I F(t)dt =[2 senti—costj+ t2k ]:"iz=2i+f+Tﬁ
0

1.8 FUNCIONES DE DOS Y TRES VARIABLES

Definicién. Una funcioén f de dos variables es una aplicacion que asigna a cada
par ordenado de dos niimeros reales (x, y) de un conjunto D, un unico nimero
real que se denota con f (x, y). El conjunto D es el dominio de fy su imagen es el
conjunto de valores que toma f, es decir, { f(x,y)|(x,y)E D} (Stewart 2013).

{ X1 ]

gl

Figura 1.20 Dominio e imagenes de la funcion f.

Ejemplo 13

Para las funciones siguientes, evaluar f(3,2), determinar y graficar el dominio D.

a) f(ny)=+20 b) f(x,y) = xIn(y* = x)
Solucion
e R
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La expresion para f tiene sentido si el denominador no es cero y la cantidad
dentro del signo de la raiz cuadrada es no negativa. Entonces, el dominio de fes,

D={(x,y)|x+y+1>0,x#1}

Figura 1.21 Dominio D de la funcién f.

b) f/(3,2)=3In(2>-3)=3In1=0

Puesto que In(y* — x) se define solo cuando y* — x > 0, es decir, x < y?, el
dominio de fes

D ={(x, y)||x < y}. Este es el conjunto de puntos a la izquierda de la parabola
x =)

Figura 1.22 Dominio D de la funcién f.

Definicion

Si fes una funcién de dos variables con dominio D, entonces la grafica de fes
el conjunto de todos los puntos (x,y,z) en R* tal que z=f(x,y) y (x,y) estd en D
(Stewart, 2013).
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Figura 1.23 Dominio Dy superficie de la funcién f.

Ejemplo 14

Grafique la funcion f(x,y)=6-3x-2y.

Figura 1.24 Superficie de la funcién f.
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Curvas de nivel

Las curvas de nivel de una funcién f de dos variables son las curvas cuyas
ecuaciones son f(x,y)=k donde k es una constante (en la imagen de f) (Stewart,
2013).

Ejemplo 15

Grafique las curvas de nivel de la funciéon f(x,y)=6-3x-2y para los valores
k=-6,0,6,12.

Solucion
Las curvas de nivel son 6-3x—2y=k o bien 3x+2y+(k—6)=0

Esta es una familia de rectas cuya pendiente es —3/2. Las cuatro curvas de
nivel particulares con k=-6, 0, 6, 12 son 3x+2y—12=0, 3x+2y-6=0, 3x+2y=0y
3x+2y+6=0.

Entre las curvas de nivel hay una separacion igual, y dichas curvas son rectas
paralelas debido a que la grafica de f es un plano.

8 7 664321 [\N1 X3 a5 6 7 8
Ao i \

—4 .l"\

-5 ' . X,

Figura 1.25 Superficie de la funcién f .

Ejemplo 16
Grafique las curvas de nivel de la funcién

g(x,y)=V9-x>~y*parak =0, 1,2, 3
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5}"
41 k=2
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Figura 1.26 Curvas de nivel para k=0,1,2,3.

Solucion
Las curvas de nivel son V9—x2-y? o bien x> + y* =9 — k?

Donde la ecuacion anterior es una familia de circunferencias concéntricas
con centro (0,0) y radio V9—k? . Los casos k = 0, 1, 2, 3 se ilustran en la Figura
1.26. Se intenta imaginar estas curvas denivel elevadas desde la superficie.

Ejemplo 17

Grafique algunas curvas de nivel de la funcién A(x,y)=4x>+y*+1
xz z

k=1

Solucién 4x*+y’+1=k o bien 5

7 (k= 1)

3ly

25|

! -2. =
- 1-5
/ 1 |
o5

rar

2 e

05|
WS S
N
R
=25
-3

3 25 -2 15 U1 Lo5 | a5 4] 165 2 28

Figura 1.27 Curvas de nivel para k = 1,2, 3, 4,5, 6.
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Derivadas parciales

Si fes una funcién de dos variables, sus derivadas parciales son las funciones
fxy f, definidas por

flx+hy) = flx.y)

fu(x,y) = lim

h
eyt h) - fxy)
) = im =
Notaciones para derivadas parciales
Si z=f(x,y) se escribe:
af a dz
LGay) =fe =g = flny) = o=
af @ dz
y)=f= i af(L}') =5y

Regla para determinar las derivadas parciales de z=f(x,y)

1. Paradeterminar f,, conservar a y constante y derivar f(x,y) con respecto a x.
2. Para determinar f, ,» conservar a x constantey derivar f(x,y) con respectoa y.
Ejemplo 18

Si f(x,y)=x’+xy*-2y?, determine f (2,1)y f,(2,0).

Solucion

Al considerar como constante a y, y derivar con respecto a x se obtiene,
[i(xy)=3x*+2xy’

entonces f,(2,1)=(3)(2%)+(2)(2)(1*)=16
Si consideramos como constante a x derivamos con respecto a y entonces
[(x.y)=3x"y*~4y

f,(2,1)=(3)(2*)(1*)—(4)(1)=8
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Ejemplo 19

Calcular 0z/0x y dz/0y si z se define implicitamente como una funcién de x
y y mediante la ecuacién:

xX*+y*+z°+6xyz=1
dz x2 4 2yz
dx 22 4 2xy

dz ¥E 4 2xz
dy 22+ 2xy

1.9 EL VECTOR GRADIENTE
Definicion

Si f es una funcién de dos variables x e y, entonces el gradiente de f es la
funcion vectorial notada por V f'y definida por (Stewart 2013):

. af  af.
Vi(x,y) = (L(xy) L&) = Friad 51

ﬁf(xa-}'a)

Fﬁa"a.‘

Curva de mvel
Axy)=k

Figura 1.28 Curva de nivel y gradiente.
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Ejemplo 20
Si f(x,y)=senx+e*’, entonces
Vf(x.3)=(f o f,)=(cosx+ye,xe™)
V £(0,1)=(2,0)

Para la funcién f de tres variables, el vector gradiente, denotado por v fo
grad fes,

ﬁf(x,y,z)=(fx(x,y,z),fy(x,y,z),fz(x,y,z))

of o O O
Vf=Uufif) = c+@;+ —F

Ejemplo 21
Si f(x,y,z)=x sen yz, determine el gradiente de f
Solucion
a)El gradiente de f es
V£ 2)=(f (6,2, f (x,,2),f (%,,2))
=(sen yz, Xz COS yz, Xy COS yZ)
Volumenes en el espacio

De una manera similar consideramos una funcion f de dos variables defini-
das sobre un rectangulo cerrado

R=[a,b] x [c,d] ={(x,y) ER*|a<x<b,c<y<d}

Y suponemos primero que f(x,y)20. La grafica de f es una superficie con
ecuacion z=f(x,y). Sea Vel solido que aparece arriba de R y debajo de la grafica
de f, es decir (Stewart 2013),

V={(x,y,z) € R*}
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1.10 COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS

Todo lo anterior estd desarrollado en el sistema de coordenadas cartesianas.
Existen otros sistemas coordenados que se utilizan para diferentes aplicaciones
que facilitan operaciones de calculo (Stewart, 2013).

Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas son una extensién del sistema de coordenadas
polares al espacio tridimensional. En lugar de utilizar x, y, z, se usan r, el angulo
0y z.

La relacion existente entre las coordenadas cilindricas y cartesianas estan da-
das de la siguiente manera:

x=r cos 6
y=r sen 0
Z=Z
<4
(x,v.zdoir.8.2)
Pt
|
1
i
i
i
]
B
F-
1
|
i
[ S ——y
T F Y
LB P
e s s i e
L ir, &

Figura 1.29 Coordenadas cilindricas del punto P.

Coordenadas esféricas

El sistema de coordenadas esféricas es un cambio total de las variables en el
espacio tridimensional.

La relacion existente entre las coordenadas esféricas y cartesianas estan dadas
de la siguiente manera:
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(xyv.2)oir.é.8)

=
'-"‘1

-

=
-

-
=

Figura 1.30 Coordenadas esféricas del punto P.

x=r sen (J)cos(0)
y=r sen(J)sen(0)
z=r cos(D)

1.11 GRADIENTE EN COORDENADAS CARTESIANAS,
CILINDRICAS Y ESFERICAS

El gradiente en coordenadas cartesianas de una funcion f = f(x,y,z) viene dado
por la expresion (Stewart, 2013),

_ B e ol
f—-—aﬂ.x+£ﬂy+aﬂz

=]

Donde d,, d,, d, son direcciones unitarias de los ejes x, y y z respectivamente.

Entonces el gradiente en coordenadas cilindricas de la funcién f = f(r, 6, z)
viene dado de la siguiente manera, ver Figura 1.29,

L of _ 19f_  af_
?Jf—::i';&r-l-;"!ﬁﬂg +'EE!Z

Donde d, es la direccion unitaria radial, d, es la direccion unitaria del angulo
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Ademds, el gradiente en coordenadas esféricas de la funcién f = f{p,,0) se
obtiene de la siguiente expresion, ver Figura 1.30,
af 1 af 1af

Vf= aar + mﬁﬂ“ +;ﬁﬂ3

Donde d, es la direccion unitaria radial, d, es la direccidn unitaria del angulo
0y dg es la direccién unitaria del angulo &.

1.12 DIVERGENCIA EN COORDENADAS CARTESIANAS,
CILINDRICAS Y ESFERICAS

La divergencia en coordenadas cartesianas de una funciéon vectorial
A=(A, A,, A;) se define comoel producto punto (Stewart 2013):

A, % dA, 9A,
dx iy dz

La divergencia en coordenadas cilindricas de una funcién vectorial
A=(A,, Ay, A;) se define como el producto punto:
dA, A, 18A; A,

R AP ol AP 8

$=—
ar roorof iz

La divergencia en coordenadas esféricas de una funcién vectorial
A=(A,, Ag, Ay) se define como el producto punto:

A, 1 8.
—(Agsen(8))

i 1 4 .
& = — = -2 S
VA 2 ar (r"A,) g (6) ap T Tsen (@) ag

1.13 ROTACIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS,
CILINDRICAS Y ESFERICAS

El rotacional de una funcion vectorial es el producto vectorial del operador
nabla V con una funcién vectorial (Stewart, 2013).
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El rotacional de la funcién vectorial K=(Xx, Xy, Xz) en coordenadas cartesia-

nas se obtiene;
L (oK, 9A,\. (0K, oA\  [0A, arA.\.
vxh_(ﬂy_ﬂ_z):+(52_ﬂr)j+(ﬂx_ ﬂ_}r)k

El rotacional de la funcién vectorial A =(X,, Ay, A, ) en coordenadas cilindri-

cas se obtiene;

" a
¥ = &

—— ﬂ —_—

r @ r
Vxa=1[@ d d
ar 96 0z

Ar ThAg A

El rotacional de la funcién vectorial A= (X,, X@, Ay ) en coordenadas esféricas

se obtiene;

| dr dg E
risen(f) rsen(d) r
VA= i i d
ar a6 a0
Ay rAg  rsen(0)Ay

Con las definiciones de los operadores anteriores en coordenadas cartesianas,
cilindricas y esféricas se precede a realizar las aplicaciones de los teoremas de la
divergencia y de Stokes.

1.14 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

Sea F(x,y,z) un campo vectorial de tres dimensiones, V el volumen de tres
dimensiones y S es la superficie de V (Stewart 2013).

El teorema de la divergencia relaciona la divergencia de E en el volumen V
con el flujo de F hacia afuera de la superficie S:

f ﬁ-ﬁdv=§ F-fids
Vv 5
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Donde 7 representa el vector normal unitario que apunta hacia afuera a cada
punto de la superficie. En aplicaciones practicas, cuando un campo vectorial tridi-
mensional F (x,y,z) se considera como la representacion de la corriente de un fluido,
el flujo de F a través de una superficie S, es una medida de cuanto liquido pasa a
través de esa superficie por unidad de tiempo. Se mide con la siguiente integral:

jg F-fids
5

Sea V un cubo de dimensiones 1x1x1 en el espacio, de tal manera que una es-
quina estd en el origen, una esquina estd en (1,1,1) y todas sus aristas son paralelas a
uno de los ejes de coordenadas. S representa la superficie de este cubo, que consta de

Ejemplo 22

6 caras cuadradas orientadas mediante vectores normales que apuntan hacia afuera.
Calcular la siguiente integral de superficie utilizando el teorema de la divergencia:

f# (2yE + 3y?j + 4zk) - d§
L

Donde d5 son pequefos vectores tangentes a S.
Solucién

Utilizando el teorema se obtiene la igualdad,
f (2yf + 3y + 42k) - ds =
L3

11 111

1
jj ﬁ-nyf-i— 3y'°‘f+4z§}dxdydz= ﬂ] 6y + 4 dxdydz =7
0

oo oo0o

1.15 TEOREMA DE STOKES

Este teorema convierte la integral de superficie de un campo vectorial rota-
cional en una integral de linea alrededor de la frontera de esa superficie, es decir
(Stewart 2013):

[ xd-nas=¢ 4-ai
5 I
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Donde A es una funcién vectorial tridimensional,V x A es el rotacional tri-
dimensional de A , S es una superficie en tres dimensiones, 7 es una funcién que
asigna vectores unitarios normales a S, dl son pequefos vectores tangentes a C
que es la frontera de S.

Ejemplo 23

Sea S la mitad de la esfera unitaria centrada en el origen y sobre el plano xy,
orientada con vectores normales unitarios apuntando hacia afuera. Sea V' (x,y,z)
la funcién vectorial definida como ¥V (x,y,z)=yi. Calcular la integral de superficie
fS f/' d;

Solucion

Para proceder aplicar el teorema de Stokes se requiere primero encontrar una
funcion A cuyo rotacional sea yi, es decir:

ﬁxﬁf:yt
2Ax _ Az 5y (v _2A\p _
+(Elz Bx)1+(ax E}r)ﬁ_}”
¥

Para hacer mas sencillo encontrar 4, se particularizaa 4, = 0,4, = 0,4, = =

= = 24, a4
Vxd= —f——}')r
dy dz

wd

A=00+0f+ }’?E

es decir

Se nota que esta integral sobre la circunferencia C es igual a cero debido que
k-dl =0 porque dl son pequenos vectores tangentes a I contenida en el plano xy,
por tanto k es un vector perpendicular a dl’, ver Figura 1.31.
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X 2! y
3

Figura 1.31 Esfera unitaria Sy C circunferencia en el plano xy.

1.16 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema P1.1. Se representan numéricamente los puntos (-4, -3, -5) y
(2, 3, 5). Graficar estos puntos en el espacio tridimensional.

Problema P1.2. Qué superficies en el espacio tridimensional representan
las siguientes ecuaciones:

a)y=-3
b)z=4
ox=1

Problema P1.3. Probar que la siguiente ecuacion representa una esfera y
calcular su centro y radio

2x* + 2y* 4+ 27 - 4x - 8y + 162 =30

Problema P1.4. Encuentre el vector representado por el segmento de recta
dirigido con punto inicial (-2, 1, 3) y punto terminal (3, 4, -2)

Problema P1.5. Calcular el punto en el cual la recta con ecuaciones paramé-
tricas x = 4 + 6t, y = —8t, 7 = 10 + 2t interseca al plano 8x + 10y — 4z = 36
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Problema P1.6. Graficar la curva de ecuacion vectorial 7 (¢) = 2cos(t) T +
2sen(t) f+ t k

Problema P1.7. Calcular la longitud de arco de la hélice circular de la
ecuacion vectorial 7 (¢) = 2cos(t)  + 2sen(t) j+ t k desde el punto (2, 0, 0)
hasta el punto (2, 0, 2m)

Problema P1.8. Graficar en el plano las curvas de nivel de la funcién

flx,y) =vV16—-x2—y?parak=0,1,2, 3,4
Problema P1.9. Si {(x,y,z) = x cos(yz), calcular el gradiente de f

Problema P1.10. Dada la ecuacién de la esfera en coordenadas cartesianas
x*+y*+ 72 =9, representar en coordenadas esféricas

Problema P1.11. Si f(x,y,2) = x cos(yz), calcular el gradiente de f en coor-
denadas cilindricas

Problema P1.12. Dada la funcién A = (sen(x+y), cos(y+z), tan(z+x) ), cal-
cular la divergencia en coordenadas cartesianas.

Problema P1.13. Dada la funcién A = (sen(x+y), cos(y+z), tan(z+x) ), cal-
cular el rotacional en coordenadas cartesianas.

Problema P1.14. Sea V un cubo de dimensiones 2x2x2 en el espacio, de tal
manera que una esquina esta en el origen, una esquina esta en (2,2,2) y to-
das sus aristas son paralelas a uno de los ejes de coordenadas. S representa
la superficie de este cubo, que consta de 6 caras cuadradas orientadas me-
diante vectores normales que apuntan hacia afuera. Calcular la siguiente
integral de superficie utilizando el teorema de la divergencia:

f (2yt + 3% + 4zk) - ds
;

Donde d5 son pequenos vectores tangentes a S.

Problema P1.15. Sea S la mitad de la esfera unitaria centrada en el origen
y bajo el plano xy, orientada con vectores normales unitarios apuntando
hacia afuera. Sea I7(x,y,z) la funcién vectorial definida como V (x,y,z)=yi.
Calcular la integral de superficie [;V-ds
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) CAPITULOII.
2. CAMPO ELECTRICO ESTATICO
EN AUSENCIA DE DIELECTRICOS

2.1 LEY DE COULOMB

La ley de Coulomb establece que la magnitud de la fuerza entre dos cargas

puntuales es directamente proporcional al producto de la magnitud de sus car-

gas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa, tal

como se muestra en la ecuacion (2-1); donde, F, es la fuerza que ejerce la carga

Q, sobre la carga Q,. r es la distancia de separacion entre las dos cargas y K es la
constante de proporcionalidad (Hayt y Buck, 2012).

0.0;
& (2-1)
Si las cargas tienen signos iguales, las fuerzas F, y F,, sonde repulsion, como
se muestra en la figura 2.1, mientras que, si las cargas tienen signos diferentes, las

Flz =H

fuerzas son de atraccion. Los vectores se dibujan en la misma direccion o linea
de accion, ya sea atrayéndose o repeliéndose. En la ecuacién (2-2) se muestra la
fuerza F,, en forma vectorial, donde /i, es el vector unitario que va dirigido desde
la carga 1 hacia la carga 2.

Fpi @ iy Q: Fq
-t Or—a= Cr -
lea .|
el T =1

Figura 2.1 Dos cargas puntuales Q; y Q..
= Ql Qz A
Fiz = K_rz Hiz2

! (2-2)

4mE,

€, es la permitividad en el vacio, cuyo valor es:

IR, . Coulomb?
g =5———— = t. X _—
7 36mx10° N m?
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Para aplicar la Ley de Coulomb se debe cumplir lo siguiente:

Se aplica entre dos cargas puntuales electrostaticas, independiente a otras
cargas que seencuentren en su alrededor.

Las cargas puntuales deben ser pequefias o particulas.

Para que una carga sea considerada como particula, la distancia de separa-
cion debe ser mucho mayor que el tamafio de las cargas.

Para dibujar el vector fuerza, s6lo se necesitan los signos de las cargas. Car-
gas con signos iguales se repelen y cargas con signos diferentes se atraen.

Los vectores fuerza, se dibujan en la misma direccion o linea de accién
entre las dos cargas.

La magnitud de la fuerza F,, es igual a la magnitud de la fuerza F,,, inde-
pendiente de lamagnitud de las cargas.

Si en el punto p se encuentra una carga puntual Q y en su alrededor existen

varias cargas untuales Q 5 Q 5 eee s Q como se muestra en la ﬁ ura 2.2 entonces,
1 2 n

para calcular la fuerza total f[, en el punto p se aplica el principio de superposiciéon

utilizando la ecuacién (2-3) con sus vectores F,,, F,,y F,, y escrito en forma de
sumatoria para n cargas puntuales, la ecuacion (2-4).

(2-3)

i=1 (2-4)
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2.2 CAMPO ELECTRICO ESTATICO

La carga puntual Q genera un campo eléctrico vectorial E en cualquier punto
del espacio que le rodea, produciendo una fuerza de tipo eléctrica debido a que
la carga se encuentra estatica o en reposo. Si en el punto p se coloca una carga de
prueba AQ positiva que se encuentra a una distancia r desde la carga Q, la fuerza
eléctrica que acttia en ese punto estd dada por la ecuacién (2-5) y, representada
en la figura 2.3, con las cargas Q y AQ positivas la fuerza 17@, es de repulsion y, el
vector de la intensidad de campo eléctrico E, tiene la misma direccién y sentido
que la fuerza.

Fop = AQE, (2 -5)

No obstante, al colocar la carga AQ, en dicho espacio va a cambiar las condi-
ciones del campo, para que no se altere las condiciones en ese punto, la carga de
prueba AQ se hace tan pequena que se aproxima a cero, de tal manera que, la in-
tensidad del campo eléctrico en el punto p esta definido como el limite de la fuerza
eléctrica dividido para la carga de prueba AQ a medida que dicha carga de prueba
tienda a cero, y esta representado en la ecuacion (2-6) (ESPOL, 1982, p.24).

Q T y p Fop. Ep
(——- - -
AQ
Figura 2.3 Fuerza eléctrica que ejerce la carga Q en el punto p.
: F,
s _ o Top
E, = lim —
P AQ=0 ﬂQ (2 _ 6)

Se procede a calcular la magnitud de la intensidad de campo eléctrico utili-
zando la ecuacion (2-2) de la Ley de Coulomb.

» QAQ . )
E, = lim @— lim M— lim KQ firz —KE“
P ag-0 AQ  Ag-0  AQ T agmo pE o peiaz

Dando como resultado la ecuacion (2-7)

4 Q
Ep = Kr_glﬂIZ
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Escribiendo en forma escalar y reemplazando la constante de proporcionali-
dad K, se tiene la ecuacion (2-8),

1 @
P 4mweyr? 2-8)
En el caso que se tengan varias cargas puntuales (Q,,0,, ... , Q,), como se

muestra en la figura 2.4, se aplica el principio de superposicion para calcular la
intensidad de campo eléctrico total E, en el punto p generado por cada una de las
cargas es E|,E,,...,E, como se muestra en la ecuacion (2-9),

BB Bpoia B

(2-9)
Figura 2.4 Intensidad de campo eléctrico para n cargas puntuales.
reemplazando valores (2-10),
7 Qy 1 QZ L Oy
B st i i R i
P dmegrf Aap + 4 €y 17 Aap oot 4 €y 1t A (2-10)
en forma de sumatoria (2-11),
- T 1 Qn
Bom ) e 2
P dadmeyrif np
=1 2-11)

Para calcular la intensidad de campo eléctrico E, en el punto p producido por
una carga puntual Q ubicada en un plano tridimensional (figura 2.5), primera-
mente se coloca la carga Q a una distancia " desde el eje de coordenadas (0,0,0)
del plano rectangular, a continuacién se ubica el punto p a una distancia r desde el
eje, el vector unitario f va dirigido desde la carga Q al punto p, finalmente la dis-
tancia que existe desde la carga Q al punto p es |[F —F'| y, el valor de la intensidad
del campo eléctrico en el punto p se muestra en la ecuacion (2-12).
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5
-

- 4 =_ =

¥

4

Figura 2.5 Una carga puntual Q en el espacio tridimensional.

- 1 }
E e
P dmey I — 1r‘-|‘3'rJ 2-12)

Reemplazando el vector unitario por

e
S

reemplazando valores,
P 1 0 P
T dmey P72 IF -7
L, Q@ F-F
drey ¥ =1

e 1
= U

En la figura 2.6 se muestran dos cargas puntuales Q, y Q, en el espacio tri-
dimensional, con lo que se obtienen a continuacion sus respectivas ecuaciones:

g e B W
P 4 ey [f_ﬁ.'z ! 41 €y |].:*_;;:J2 “
Para n cargas puntuales, se tiene:

n
- 1 Qn .
Bym= ) el

- dm ey |F—T,)%

.4
& gy
i Qx M2 ¥

T

Figura 2.6 Dos cargas puntuales Q; y O, en el espacio tridimensional. 47



Electrostatica

2.3 CAMPO ELECTRICO ESTATICO PARA
DIFERENTES DISTRIBUCIONES DE CARGA

Campo eléctrico debido a una distribucion volumétrica de cargas p,. En la fi-
gura 2.7 se muestra que en un diferencial de volumen dv , se encuentra un dife-
rencial de cargas dq , el que produce un diferencial de campo eléctrico dE, en el
punto p que se encuentra a una distancia r. Para calcular el campo eléctrico total
E, en el punto p producido por una distribucién volumétrica de cargas, se utiliza
la ecuacion (2-13).

B = 1 J‘pvdu_
P dmey ), 12 #

(2 -13)

Figura 2.7 Distribucion volumétrica de cargas.

Campo eléctrico debido a una distribucion superficial de cargas p,. En la figura
2.8 se muestra que en un diferencial de superficie ds , se encuentra un diferencial de
cargas dq , el que produce un diferencial de campo eléctrico dE, en el punto p que
se encuentra a una distancia r. Para calcular el campo eléctrico total E, en el punto
p producido por una distribucién superficial de cargas, se utiliza la ecuacion (2-14).

1 peds
i

E, =
P oameg ), r? (2 - 14)

Figura 2.8 Distribucién superficial de cargas.
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Campo eléctrico debido a una distribucion lineal de cargas p,. En la figura 2.9
se muestra que en un diferencial de longitud d/ , se encuentra un diferencial de
cargas dq , el que produce un diferencial de campo eléctrico df?p en el punto p que
se encuentra a una distancia r. Para calcular el campo eléctrico total E, en el pun-
to p producido por una distribucion lineal de cargas, se utiliza la ecuacion (2-15).

(2 - 15)

Figura 2.9 Distribucion lineal de cargas.

Problema 2.1. Un disco circular delgado de radio a se encuentra en el plano
xy, tiene una distribucion superficial de cargas uniformes p, como se muestra en
la figura 2.10 a. Determine la intensidad de campo eléctrico en el punto p a una
distancia 4 sobre el eje del disco circular.

Desarrollo:

En la figura 2.10 a, se selecciona un diferencial de superficie ds, en el que se
encuentra un diferencial de cargas dg, éste a su vez, produce un diferencial de
campo eléctrico d E a una distancia w en el punto p que se encuentra a una altura
h sobre el eje z del disco circular delgado, como se muestra en la figura 2.10 b. De-
bido a que se trata de una distribucion superficial de cargas uniformes y el punto
p se encuentra en el eje z del disco, las componentes del campo eléctrico en los
ejes x y y son cero, esto es,

dE =0, por simetria

dE =0, por simetria
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b |
dE
P p
g
h h ”
ji
Ps ] P a
! dr g '_; r ds -
¥ 4
X X
{a) (b)
Figura 2.10 Disco circular con una distribucién superficial de cargas uniformes p,.
Unicamente, existe en la componente z,
dE, = dFE cos @ (2 - 16)
utilizando la ecuacion del campo eléctrico,
dq
dE = K—
w (2-17)
pero, dq=p, ds
reemplazando en la ecuacién (2-17),
ds
dE = K22
w (2-18)

Al abrir el diferencial de superficie ds forma un rectangulo (figura 2.11) que

tiene un area de ds=2x r dr, reemplazando en la ecuacion (2-18),

T

ds dr

1

| 2nr {

Figura 2.11 Diferencial de superficie ds del disco.
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pe 2 r dr
K F:
W (2-19)
En el triangulo rectangulo de la figura 2.10 b,

w=yh?+r?

cosf = —
w

dE =

Reemplazando en las ecuaciones (2-19) y (2-16),

Znrdr h
Kﬂs__

dE, = e =

Reduciendo y reemplazando términos,

2mrdr
dE, = k22T
w
hp2nrdr
dE; = hﬁls 23,2
(h? +r2) (2-20)

Integrando la ecuacion (2-20),

E 1 *hpe2mrdr
 Ameg J, (h? +r2)3/2

La intensidad de campo eléctrico total E, en el punto p es,

E;= |2 + E} + EZ
Ep =0 +0+EZ

1 “hps2mrdr
Ep=..”|'E§=Ez= J- Ps

A ey Jy (h2+1r2)3/2
z 1 “hp 2nrdr
P Amey Jy (h2 +r2)3/2

h ps 2m J’ rdr
(

~ Tdnme, h? 4+ r2)3/2
u=h*+r?
du = 2r dr
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E _.FlpSerJ’ du
P~ 4me, ) 2ud/?
h
5”242 fu—tﬂle du
B al
ps U2
E, =— [—
Pdeg ||_1
2
hps 1
Ep-_h:Zen jul/2
o hps T 1 “
P 26 L(h2+r2)v2l)
£ = hp: T 1 1
PT " 26 LR+ a2 (nE}W]
E hp: 1 1 1]
P7 2€ L(h2+a2)2 h

Finalmente la intensidad de campo eléctrico E, en el punto p viene dado en
la ecuacion (2-21),

B [1 e ]
Bl £p (h? + a?)1/2 (2-21)
2.4 POTENCIAL ELECTROSTATICO

Una carga de prueba muy pequena de signo positivo AQ que tiende a cero se
desplaza dentro de un campo eléctrico externo E desde el punto A hasta el punto B
a través de dos caminos 1 y 2, tal como se muestra en la figura 2.12. Al desplazarse la
carga va a realizar una variacion de trabajo AW, cabe mencionar que, por definicion,
sélo se realiza trabajo cuando la fuerza esta aplicada en la misma direccién del despla-
zamiento, en este caso la fuerza eléctrica aplicada a la carga AQ es AQ E, y el vector
desplazamiento Al alo largo del camino 1, siempre va a ser tangente a esta trayectoria.

Matematicamente se expresa en la ecuacion (2-22), que es el producto pun-
to entre los vectores E y A, y que se representa en la ecuacién (2-23) (ESPOL,
1982, p.29).
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e

Gt
,,-: L 8g Al
é >z

—

e e —
e T

Figura 2.12 Trabajo de AQ por dos caminos 1y 2, entre A y B (ESPOL, 1982, p.29).
AW = AQ E Alcosa (2-22)
AW = AQE Al (2 -23)

El trabajo aproximado total realizado desde el punto A hasta el punto B esta
dado por la ecuacion (2-24),

B
WtZﬂQE‘.M - 24)

Para obtener el trabajo total desde el punto A hasta el punto B, a través de
cualesquiera de los dos caminos 1 o 2, se integra y se tiene:

El trabajo realizado a lo largo del camino 1, es W, (2-25),
B — =
w1=fags.df (2 - 25)
A
El trabajo realizado a lo largo del camino 2, es W, (1-26),

B
W2=I ﬂ.@E.d’f (2—26)
A

Entonces, el trabajo que realiza la carga AQ al desplazarse desde A hacia B,
es el mismo W,;, independiente del camino a seguir, 1 o 2, representado en la
ecuacion (2-27),

B
Wm.:f AQE .di (2-27)
A
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El trabajo total W realizado desde el punto A hasta el punto B (por la trayec-
toria 1) y luego desde el punto B hasta el Punto A (por la trayectoria 2), es igual
a cero, ecuacion (2-28)

Wy =Wy +Wgy =0 (2-28)
Donde,

B
Wi = Wy =f AQE .dI
A
H — -
WHA=W2=_IEQE.dI
A

El signo negativo (—) se debe a que al desplazarse por la trayectoria 2 desde B
hasta A, el vector dl va en direccién opuesta, entonces, reemplazando en (2-28),

g 5 = B = i
wT=f ﬁ@ﬁ‘.d!—j AQE .dl =0
A A

Por lo tanto, al dirigirse de A a B y luego de B a A, es un camino cerrado
representado en (2-29),

A
wT=j£ AQE.di=0 (2-29)
A
f AQE .dl=0
[
ar;j[; E.dl=0
L=

Por lo que, la ecuacion (2-30), representa la Ley de la conservacion de la
energia,

jﬂ E.di=0
P (2-30)

Definicion del potencial electrostatico.

Antes que nada, se debe aclarar que, si el potencial en el punto A es V, y en
B es Vg, entonces

Vag = Va— Vg (2 -31)
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Enla ecuacién (2-31), V,p significa la diferencia de potencial entre los puntos
Ay By es el trabajo realizado al mover una carga Q dentro de un campo eléctrico
externo E desde el punto inicial B hasta el punto final A. Seguidamente, la dife-
rencia de potencial en términos del campo eléctrico, es

A = -
Vig = — j E. di
] (2-32)
El signo menos en la ecuacion (2-32), significa que el limite inferior B de la
integral de linea debe estar ubicado en un punto de menor campo eléctrico y el
limite superior A debe estar ubicado en un punto de mayor campo eléctrico, de
tal modo que, el vector de desplazamiento dl va dirigido desde el limite inferior B
hacia el limite superior A de la integral de linea (Hayt y Buck. p 69).

Pero, si en la ecuacion (2-32) el signo es positivo, entonces, significa que el
limite inferior A de la integral de linea debe estar ubicado en un punto de mayor
campo eléctrico y el limite superior B debe estar ubicado en un punto de menor
campo eléctrico, de tal modo que, el vector de desplazamiento dl va dirigido des-
de el limite inferior A hacia el limite superior B de la integral de linea, tal como se
muestra en la ecuacién (2-33),

B
Vig = f E.dl
A (2 -33)

Por otro lado, en la figura 2.13, R es un punto de referencia, de tal forma que, el
potencial electrostatico en el punto A de mayor campo eléctrico con respecto al pun-
to de referencia R de menor campo eléctrico, esta definido por la ecuacion (2-34).

R. 4
Vs =J. E.dl
A (2-34

Mientras que, el potencial electrostatico en algiin otro punto, digamos B de
mayor campo eléctrico, con respecto al mismo punto de referencia R de menor
campo eléctrico, es

L ?
=] [T

“ R S
r;‘\\___d_—--’ i)
A

Figura 2.13 Construccion para determinar el potencial del campo creado por una carga puntual. 55
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R—. -+
%:ifﬁim
B (2 - 35)

Utilizando la ecuacion (2-30), se puede probar facilmente que la diferencia de
potencial entre dos puntos, Ay B, es

R_.. - R-q. . H‘_. .
ﬁ—%:j!&ﬂ—jEmﬁ:fEdf
A B A (2-36)

Se nota que el punto de referencia R no aparece en el lado derecho de la ecua-
cién (2-36). Por tanto, la diferencia de potencial en dos puntos cualesquiera es
independiente de la posicion del punto de referencia. Entonces, a partir de la Ley
de la conservacion de la energia (2-30) y, siguiendo la trayectoria ARBA que re-
presenta un camino cerrado, se puede demostrar la ecuacion (2-36) partiendo del
punto A hacia el punto R, luego desde el punto R hasta el punto B y finalmente
desde el punto B hasta el punto A, cerrando el camino desde y hacia el punto A
(ESPOL, 1982, p.32), esto es,

H_. - B_.. - A_+ -
fE.ﬂ'I-I—jE.df-l— E.dl=0
A R

g

invirtiendo los limites y pasando un término al lado derecho de la ecuacién,

R.-+ — R-+ - B-.- -+
fﬁ'.di—j E.cH—f E.di=0
A B A

despejando,

R__ - R4 = B_' ”
j E.dt—j b’.d:’=j E.dl
A B i (2-37)

o

reemplazando las ecuaciones (2-34) y (2-35) en la (2-37),

B
m—%:jﬁdf
A (2 - 38)
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finalmente, combinando las ecuaciones (2-37) y (2-38), se llega a demostrar
la ecuacion (2-36).

R . Bi- o
VA—VB=J-E.dl—jf:’.d!=j£.d!’
A i) A

A partir de la figura 2.13, se procede a calcular el potencial electrostatico V
en el punto A con respecto al punto de referencia R, esto es

R — a
m:ffdf
A

al reemplazar la direccion del vector campo eléctrico E por la direccion del
vector unitario j, resulta que

R —
n:fﬁmd:
A

pero, la intensidad de campo eléctrico E producido por la carga Q a una dis-
tancia r, es

_ @
© O Amegr?
reemplazando,
R g p.dl

VA —
4 Amey T2

al destruir el producto punto y reemplazar la magnitud del vector unitario
por 1, se tiene

” _j” Q dlcosa
A7), dmey 12

pero, dl cos a=dr, el limite inferior r, y el limite superior r, entonces
Q (' dr
= 3
dnegl,, T

Va

integrando,
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dnegl vl
1 1
T
dmeygl rp 1y
o Q [1 1]
A7 dmeglry 1 (2-39)

La localizacion del punto de referencia es totalmente arbitraria. Asumiendo
que rg esta en el infinito en la ecuacién (2-39), se tiene

9.

dreg 1y

A

De igual manera, siguiendo el mismo procedimiento, el potencial electrosta-
tico en el punto B, es

Q 1

s =
dmweg g

y, el potencial electrostatico generado por la carga Q a una distancia r con
respecto al infinito, es

0 1

V =
() dmeg (2 - 40)

Figura 2.14 Potencial electrostatico ¥, en el punto p.
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En general, si se dispone de una sumatoria de cargas puntuales, de una dis-
tribucion lineal de cargas, de una distribucion superficial de cargas y de una dis-
tribucién volumétrica de cargas, tal como se muestra en la figura 2.14, entonces,
para calcular el potencial electrostatico V, en el punto p se aplica el principio de
superposicion para sumar algebraicamente las cuatro alternativas de distribucio-
nes de cargas, que se representa en la ecuacion (2-41),

N
1 . dv 1 ds 1 dl

s Qk . J‘ G, J’ o e J’ Jd
o] Amegrn, 4meg), r ey ), T dmeg), r

(2 -41)

Problema 2.2. Un disco circular delgado de radio d se encuentra en el plano
zX, tiene una distribucion superficial de cargas uniformes p, como se muestra en
la figura 2.15. Determinar el potencial electrostatico en el punto M a una distan-
cia b sobre el eje del disco circular.

by

dvy |M

b W
2
0 ciS\

Figura 2.15 Disco circular con una distribucién uniforme de cargas p,.

Solucidn:

En la figura 2.15, se selecciona un diferencial de superficie ds, en el que se
encuentra un diferencial de cargas dg, éste a su vez, produce un diferencial de
potencial eléctrico dV), a una distancia w en el punto M que se encuentra a una
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altura b sobre el eje y del disco. A partir de la ecuacion del potencial electrostatico
Vi en el punto M con respecto al infinito, se procede a derivar con respecto a la
carga, esto es

Vy = ki
dq
dVy = k—
o (2 - 42)
pero, dq=p, ds;y ds=r dO dr (figura 2.16)
En el tridngulo rectangulo MO Pde la figura 2.15,
wF T
as j:
I r df |
Figura 2.16 Diferencial de superficie del segmento ds.
Reemplazando en (2-42),
ds
dVy = k2
dé d
av,, = xPerdodr
VBT er? (2 - 43)

Integrando la ecuacion (2-43),

J‘ ps T de dr
4Mu VbE ¥ 12

r dr
Vi = 4'-"7 €p Jo \-W dg
Ps r dr
Vi = Wl Fi
1]
v, = s rodrim
4m eg Jy VBT + 172
vy = ps [ rdr
2e9ty VBT 412
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Haciendo un cambio de variables,

u=~h?4r
du = 2rdr

d du
rdr=—

2
d
du

Vy Ps _au

T 2¢€0), 2ul/2

o
ij u " Widy
0

M=4Eu
17214 d
_ Ps |U | _ Ps d _ Ps | 3 2
1"r""_a1‘~?,;,’1,f2|ﬂ_?.e;,["qln_?..-.:‘,[ ok |a

_Ps 24 42 — [hZ 1 02| =
VM_"'ZEQ[J.‘} +d2 - b7 +07| =

Lo | /b7 + 2 - b
2eg

Finalmente el potencial electrostatico V), en el punto M viene expresado por
la ecuacion (2-44),

Vs =2‘D—:U[m—bﬂ

(2 - 44)

2.5 INTENSIDAD DE CAMPO ELECTRICO A PARTIR
DEL POTENCIAL ELECTROSTATICO

Considerando la ecuacién (2-36) para el caso de dos puntos adyacentes
Ay B, B se determina con respecto a A por una longitud vectorial diferencial
dl , tal como se muestra en la figura 2.17. Por lo tanto, la diferencia de poten-
cial entre los dos puntos es infinitamente pequefia, esto es dV; y en lugar de
la integral (suma), sélo se tiene un término (ESPOL, 1982, p.34). Suponien-
do que el potencial aumenta en la direccién de dl, el potencial en V, =V, y el
potencial en V= V + dV; entonces, partiendo de la ecuacion (2-36), se tiene
Vi=Vy=V-(V+dV)=E.dl
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Figura 2.17 La diferencia de potencial en los puntos A y B es E .dl=El dl.
~dV=E .dl =E dI cos 0
haciendo, E,=E cos 0
E, representa la componente de E en la direccion de dI , entonces
—dV=El di

despejando,
dV
dl (2 - 45)

Ahora E, es la componente del vector E en la direccion definida por el ele-

Ef=

mento dI . Por lo tanto, dV/d] también se puede considerar como una componente
de una determinada funcién vectorial. Esta funcion vectorial se conoce como el
gradiente de V'y se designa como grad V. Entonces, la componente grad, V del

vector grad Ven la direccién definida por dI , es
dv
grad; V = —
dl (2 - 46)

A continuacion, se representa el grad, V en coordenadas rectangulares, cilin-
dricas y esféricas:

En coordenadas rectangulares, el potencial eléctrico estd en funcion de x, y
y z, esto es V=V(x,y,z)

utilizando la ecuacion (2-46), la variable ficticia / se reemplaza por las com-
ponentes X, yy z, esto es,
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av
grad, V = 3%
av
grad, V = ﬂ_y
av
grad, V = F

escribiendo el grad V en forma vectorial, es
av av - av
dz

gradV =—/f, +—f, +—j,

dx dy
grmf?:ﬁ'f
LIRS
W_(a oo B o B n)p_ﬂlf‘ LA
. dV dv av
N A 2-47

. v

B a
dV =—f +=—f, +—4
gra Pl Sl

Se puede representar el vector intensidad de campo eléctrico E en términos
de la funcién de potencial V, como

E=-VV (2 - 48)

6

E=—gradV (2 -49)

En coordenadas cilindricas, el potencial eléctrico esta en funciéon de r, @ y
z, esto es
V=Vrez
VW= ?—Vﬂ,. +?—Vﬁ +£ﬂ
dr drp v dz % (2 _ 50)

En coordenadas esféricas, el potencial eléctrico estd en funcién de r, @ y 6,
esto es
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V=V(repd)
v av +f'ﬂ"rn +fﬂ*’n
= — — i
arlr afpﬁﬁﬁ HHE

d (2 -51)

Problema 2.3. A partir del potencial eléctrico V), de la ecuacion (2-44), de-
terminar la intensidad de campo eléctrico en magnitud, direccién y sentido, uti-
lizando la ecuacién (2-48),

Solucidn:

Antes que nada, el potencial eléctrico V;, obtenido en el problema 2.2 de la
ecuacion (2-44), es

Vi = ;—;[\mz +dZ— b

En coordenadas rectangulares, el gradiente es,
— av av
gradV = E'ﬂx +=—fy, +

¥ =WV
% Ay =

dz
la ecuacion (2-44), es
E=-VV

relacionando en el punto M, se tiene

Eo =
" dx "F ay ™Y gz f (2-52)

Considerando que en el problema 2.2, la distribucién de cargas es superficial
uniforme p, y el punto M se encuentra en el eje del disco a una distancia b, el
potencial en las componentes x y z se mantiene constante, s6lo puede variar en la
componente y, reemplazando la distancia b por y, se tiene

Vi = %[Jyz +d? -y

entonces,

— =0 = i
dx dz 2 d}fiﬂ
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reemplazando en (2-52),

Ey 3 fiy,
- d[p .
N :_5[2 (T =)y

Ew = T 26 a}'[“ Fpds= y]'”?

escribiendo de otra forma,

—

A= z._e ay[(}'h’dz)m_ﬂﬁ

derivando con respecto a y,

1
Sy +a) 21| g,

o
=
|

_ps S
2 €0 |(y2 +d2)1/2 ¥

Finalmente, la intensidad de campo eléctrico E,, es

Em': ps

&

Figura 2.18 Intensidad de campo eléctrico Ej en la direccién y.

y
2 & [1#(}’2+d2)”2]ﬂ” (2 - 53)

y se encuentra dibujado en la figura 2.18

I }r
:

M 4
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Comparando el resultado de la intensidad del campo eléctrico E, (2-23) obte-
nido en el problema 2.1, con el resultado de la intensidad del campo eléctrico E,,
(2-53) obtenido en el problema 2.3, los valores son equivalentes. Por consiguiente,
el campo eléctrico se puede obtener a partir del gradiente.

2.6 SUPERFICIES EQUIPOTENCIALES

Las superficies cuyos puntos estan al mismo potencial se denominan superfi-
cies equipotenciales, esto es, como un ejemplo, se puede decir que, las superficies
equipotenciales son esferas centradas en la carga Q y se encuentran a un mismo
valor de potencial eléctrico en cualquier punto a un mismo radio, tal como se
muestra en la figura 2.19, suponiendo que: en la esfera de radio R,, en cualquier
punto de la superficie el potencial tiene un valor de V;=AV. En la esfera de radio
R,, en cualquier punto de la superficie el potencial tiene un valor de V,=2AV. En
la esfera de radio R;, en cualquier punto de la superficie el potencial tiene un valor
de V;=3AV, finalmente, en la esfera de radio R4, en cualquier punto de la super-
ficie el potencial tiene un valor de V,=4AV. En general, el valor del potencial es
mayor mientras mas cerca se encuentra de la carga Q (ESPOL, 1982, p.36).

Si se considera dos puntos arbitrarios de una misma superficie equipoten-
cial (superficie equipotencial de radio R)), la diferencia de potencial es igual a
cero; mientras que, entre dos superficies equipotenciales (superficies equipoten-
ciales de radios R, y R,), la diferencia de potencial es diferente de cero, esto es:
V=V =2AV=-AV=AV.

Figura 2.19 Lineas equipotenciales de una carga puntual Q.
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2.7 LEY DE GAUSS. ANGULO SOLIDO.

Angulo sélido (Q). Suponiendo que, se cortan varios conos de la misma su-
perficie conica mediante esferas de diferentes radios centradas en el vértice del
cono (figura 2.20). La razén de sus superficies para el radio al cuadrado corres-
pondiente, es una constante, ecuacion (2-54). Esta constante es una medida de
la "apertura” del cono. Se lo conoce como el angulo sélido AQ) subtendido por la
superficie AS en el punto p. La unidad del angulo sélido es el estereorradian.

Figura 2.20 Angulo sélido AQ.

AS AS  AS
_1:—=—22=r:.fﬂ = A

Z

LY r? 13 (2 _ 54)
En general, el angulo sélido se representa como se muestra en la ecuacién

(2-55).

AS

r—z—.ﬁﬂ

(2-55)
En la figura 2.21, el angulo sélido ) tiene una abertura de 180°, es decir, la

mitad del 4rea de la esfera. Utilizando la ecuacion (2-55), se tiene

+0o0

r

= 0

Figura 2.21 Angulo sélido para un dngulo de 180°.
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AS S5/2 4Awrif2 14mr?
= - =2n=1

2o rZ 2 12
Es decir, el dngulo solido para la mitad de la esfera es igual a Q=2n
Si el dngulo sdlido tiene una abertura de 360°, entones

S 4mr? 4wt

- S W =4n=10

Ley de Gauss, utilizando el angulo sélido.

Si se considera una superficie cerrada arbitraria S, que encierra la carga QO en
un solo punto (figura 2.22). El vector unitario i, normal a cualquier superficie ce-
rrada, se define como dirigido desde la superficie hacia afuera en forma perpen-
dicular. Esta es una convencién muy importante. Con esta convencion, se puede
asociar un vector normal tnico con cada elemento d.S de la superficie S. Por lo
tanto, también se puede considerar el elemento d.S de la superficie .S como una
cantidad vectorial dS = dS fi,. Asi, por definicién, dS es un vector de magnitud
dS'y perpendicular a d.S (ESPOL, 1982, p.37).

A continuacion se determina el flujo eléctrico que produce la carga Q y atra-
viesa la superficie cerrada S, pero antes, se debe recordar que, por definicion, el
flujo eléctrico es el nimero de lineas de campo eléctrico que atraviesan una super-
ficie en forma perpendicular, la superficie puede ser abierta o cerrada, entonces

%:jﬁ E.d§
5 (2 -56)

Por lo tanto, sobre la superficie arbitraria cerrada .S (figura 2.22) se selecciona
un diferencial de superficie d.S y sobre este, se dibujan los dos vectores E y dS,
que producen un diferencial de flujo dg, de tal modo que, la ecuacion (2-56) en
forma diferencial, es dp=E . d.S

al reemplazar la direccion del vector campo eléctrico E por la direccion del
vector unitario f,, resulta que

Figura 2.22 Ley de Gauss a partir del angulo sélido.
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dog = E fi, . dS
pero,

Q

4me, r?

entonces,

Q

dpg = ——3 fr. ds
o

destruyendo el producto punto y reemplazando la magnitud del vector uni-
tario por 1, se tiene

2 dScosd
2

dipg =

dme, T
pero, utilizando la definicién del angulo sélido, el valor de
d5cos @
i
r

entonces,

4 g,

El angulo solido para la superficie cerrada (360°) es 47, al integrar Q=4x

_Q f @ _Q
Ve = Ine, i dﬂ_itn'fﬂh_fu
_Q
Peg = e
entonces,
g 35 B.as=2
5 Eo
finalmente,
35 F.d§=2
s €o (2-57)

Sila carga Q dela ecuacion (2-57) se reemplaza por una carga neta Q,, enton-
ces se tiene la ecuacion de la Ley de Gauss, esto es
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j£f.4§=‘3—“
s € (2 - 58)

Por lo tanto, se ha demostrado la Ley de Gauss (2-58) utilizando el angulo
solido, que es valido para cualquier superficie cerrada, regular o irregular.

La Q, puede ser sustituida por una sumatoria de cargas puntuales, distribu-
ciones lineales, superficiales y volumétrica de cargas, esto es

N
C-'::=Zm

i=1

@,,=f pudl

!

@n=J' ps dS
Ly

Qrt=j Pvdu
¥

2.8 COMPORTAMIENTO DE LOS CONDUCTORES EN EL CAMPO
ELECTROSTATICO. PANTALLA ELECTROSTATICA.

Antes que nada, se debe recordar que, si a un material conductor en estado de
reposo se ingresa dentro de un campo eléctrico externo, entonces se produce la
induccion de cargas, de tal manera que, en la figura 2.23 el material conductor en
estado de reposo es introducido dentro de un campo eléctrico externo E,,, deno-
mina también, campo eléctrico primario Eprim, en el interior del material conduc-
tor se producen fuerzas de atraccion y de repulsion, debido a las cargas positivas
y negativas que se desplazan a la superficie del material conductor, existiendo un
campo eléctrico secundario E...

Figura 2.23 Campo eléctrico externo sobre un material conductor en reposo.

70



Pedro Severo Infante Moreira, Manuel Antonio Meneses Freire

Las cargas negativas (rojo) del material conductor se desplazan a la superficie
atraidas por las cargas positivas (negro) del campo eléctrico externo. De la misma
manera las cargas positivas (rojo) del material conductor se desplazan a la su-
perficie atraidas por las cargas negativas (negro) del campo eléctrico externo. Al
finalizar el proceso de la induccion de cargas, las cargas positivas y negativas del
material conductor se van a la superficie y en el interior del material conductor
(figura 2.24 a), no existen cargas, siendo el campo eléctrico igual a cero, demos-
trado en la figura2.24byc.

Superficie gaussiana

(b)
Figura 2.24 Material conductor con las cargas en la superficie.

Para demostrar que el campo eléctrico en el interior de la figura 2.24 a, es
igual a cero, utilizando la Ley de Gauss (2-58) demostrada antes y que es valida
para cualquier superficie cerrada regular o irregular, a partir de la figura 2.24 b,
se muestra que en el interior de la superficie .S no existen cargas (Q,=0), debido a
que todas las cargas se encuentran en la superficie .S del material conductor, por
tanto, la intensidad del campo eléctrico es igual a cero, esto es

j(J F oag=
s

=5 . 0
%E.d'=—
5 €a

E=10
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De igual manera, considerando la distribucién superficial de cargas unifor-
mes p, de la figura 2.24 ¢, se toma un segmento de superficie, y se calcula la inten-
sidad de campo eléctrico utilizando la Ley de Gauss, esto es

§ F.as=%

€

jﬁﬂ d'i—— _ﬂsds

[ E dscos(® =—I ps ds

ff ds = ‘f ds
_ €0 Js

ES =—S
€

Las superficies .S son iguales, entonces, el campo eléctrico en la superficie, es

Un ejemplo importante de la aplicacion de este hecho es el denominado blin-
daje electrostatico. Un caparazon de material conductor vacio sin carga en su in-
terior es una proteccion perfecta del volumen encerrado de los campos eléctricos
estaticos externos. Dado que el campo eléctrico desaparece en la pared conducto-
ra, por muy delgada que sea la pared, no se pueden inducir cargas en la superficie
interior. Por tanto, la intensidad del campo eléctrico en la cavidad es cero. Enton-
ces, en el caso del campo eléctrico estatico, una capa conductora muy delgada es
suficiente para un blindaje electrostatico completo. Veremos que este no es el caso
de los campos eléctricos que varian en el tiempo (ESPOL, 1982, p.45).

Para calcular las componentes normales E, y tangenciales E, de la intensidad
del campo eléctrico en la superficie del material conductor, se aplican condiciones
de frontera.
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Conductor

Figura 2.25 Obtencion de la componente tangencial del campo eléctrico.

En primer lugar, para obtener la componente tangencial E, de la intensidad
de campo eléctrico, en el interior del material conductor (figura 2.25) el campo
eléctrico es igual a cero, todas las cargas se encuentran en la superficie del ma-
terial conductor, entonces, se selecciona una trayectoria cerrada 12341 de forma

rectangular de dimensiones A/ por h, tal como se muestra en la figura 2.25,

para esto, se utiliza la integral cerrada de linea y se aplica el limite cuando h
tiende a cero para que el analisis sea en la frontera de los dos medios conductor y
vacio, entonces

|1mff; E.Al=0
h=0 i

la integral cerrada de linea se reemplaza por la trayectoria 12341,

|im§ E.Al=0
h=0 J12341

la trayectoria cerrada 12341 se reemplaza por seis integrales abiertas, esto es
[ 2.- - 3.; . 3_-. a I‘-I. K 1.- - I-d a

lim j Eq . Al +J- Ein. Al +J- Eap . ﬁ.f+j Eqe . Al +j Eopn . Al +j Eyn. Al = U]

e L 2 2 3 4 4

Al destruir el producto punto de todas las integrales, es

o K h R h
i [Exe AL+ Eyn s+ Eony — Eze Al = Fans Emi]

Aplicando el limite,
Ej[ ﬂl Fo EZI AS=0
Eyp —Eq =0

Entonces, E,=E,=0. Con lo que se ha demostrado, que la componente tan-
gencial de la intensidad de campo eléctrico es igual a cero.
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Figura 2.26 Obtencion de la componente normal del campo eléctrico.

En segundo lugar, para determinar la componente normal de la intensidad
de campo eléctrico, en el interior del material conductor (figura 2.26) no existen
cargas por lo que el campo eléctrico es igual a cero, todas las cargas se encuen-
tran en la superficie del material conductor. Utilizando la ecuacién de la Ley de
Gauss para una distribucion superficial de cargas p, , entonces, se selecciona una
superficie gaussiana en la frontera de los dos medios, tal como se muestra en la
figura 2.26 y se aplica el limite cuando A tiende a cero para que el andlisis sea en
la frontera de los dos medios conductor y vacio, entonces

jig.:‘f.ﬂ:‘?_“

Eq

La carga neta Q, se reemplaza por una distribucion superficial de cargas p,,
entonces

1
ndg

£ E.d5=E—I p. ds

Aplicando el limite,

; = o 1 i
ﬂi?llr—]'-tf'[ji L.ﬂ'&]—a‘[i P ds

La integral cerrada de superficie se reemplaza por cuatro integrales abiertas
de superficies, asi

oy - i i - i iy s 1
lim [ B diow | BaodSew) Bo.dbeel & dsu] =—f p. ds
Sh=0| ey 52 SL1 SL2 €odg

Al destruir el producto punto de todas las integrales e integrando, se tiene
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Ps S

€q

,g,,t;i;Tu[-EJ'" .';1 + Eznﬁ‘z + 0 + []J =

Aplicando el limite,

s
By Sy Bl Se s B
€p

Pero, .§,=5,=., entonces
; . _Ps
_'E'-ln =k EZH — €
Pero, E,,=0

Por lo que,

g Ps
Epp = ——
in €4
Si los vectores E, y E, de la figura 2.26 se seleccionan en sentido contrario,
entonces

Recordando que E,=—dV/ dn, también se puede escribir como
av._ ps
an~ g

Pantalla electrostatica. La pantalla electrostatica esta definida como un
“conductor eléctrico conectado a tierra, que rodea una fuente de campo eléctrico

para que el campo creado en el exterior por esa fuente sea cero” (E R. Quintela y
R. C. Redondo Melchor, 2006).

2.9 FORMA DIFERENCIAL DE LA LEY DE GAUSS.

Antes que nada, “en calculo vectorial, el teorema de la divergencia, también
llamado teorema de Gauss o teorema de Gauss-Ostrogradsky, relaciona el flujo
de un campo vectorial a través de una superficie cerrada con la integral de su di-
vergencia en el volumen delimitado por dicha superficie Intuitivamente se puede
concebir como la suma de todas las fuentes menos la suma de todos los sumideros
da el flujo de salida neto de una regién”. (“Teorema de la divergencia,” 2021).

75



Electrostatica

“La divergencia mide la diferencia entre el flujo saliente y el flujo entrante de
un campo vectorial sobre la superficie que rodea a un volumen de control, por
tanto, si el campo tiene "fuentes” la divergencia sera positiva, y si tiene "sumide-
ros", la divergencia sera negativa. La divergencia mide la rapidez neta con la que
se conduce la materia al exterior de cada punto, y en el caso de ser la divergen-
cia idénticamente igual a cero, describe al flujo incompresible del fluido, llamado
también campo solenoidal” (“Divergencia matematica,” 2021).

Matematicamente la divergencia de un vector es el limite de su integral de
superficie por unidad de volumen a medida que el volumen encerrado por la su-
perficie tiende a cero, esto es

3 $ E.dS
div £ = lim —=———
av-o AV (2 -59)
escribiendo en forma integral, es
f divfftiu:% E.ds
v § (2 -60)

pero, la Ley de Gauss para una distribucion volumétrica de cargas, es

T
ff; E.ds=—| p,dv
s €

0y (2-61)
reemplazando la ecuacion (2-61) en la ecuacion (2-60), se tiene
» 1
J- div E dv = —f Py dv
v €y (2-62)

integrando, se obtiene la ecuacion (2-63), que es la forma diferencial de la Ley
de Gauss, y es valido pata cualquier sistema de coordenadas, esto es

-
div E =— Forma diferencial de la Ley de Gauss
£ (2 - 63)

La divergencia de una funcién vectorial, también se puede escribir como
divE=V.E

Demostracion: para demostrar la ecuacion (2-63) en coordenadas rectan-
gulares, se selecciona un diferencial de volumen dV de forma de un cubo (figura
2.27) y para cumplir con el enunciado del teorema de la divergencia en que el flujo
del vector campo eléctrico E a través de la superficie que encierra el diferencial

de volumen producido, en este caso, por la distribucién volumétrica de cargas,
se utiliza el lado derecho de la ecuacién (2-59), y la integral cerrada de superficie
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cumple con la Ley de Gauss, donde, el vector campo eléctrico en cada una de las
seis superficies lo atraviesan en forma perpendicular, esto es

E. dS
lim —ﬁ‘& &
av=o AV €n
entonces, aplicando el limite
§.E- 45 p,
dv € (2-64)

A partir del diferencial cerrado de superficie, se tiene seis superficies abiertas
en el elemento diferencial del cubo, asi

35 E.ds (E +a€w) 43 +[ (F +aéyd) 1§
. = H —_—ld ] Ll a e AT
ds ds, f 0z ! dsa Y dy v :

- ﬂE e = -+ e - -
+f (Ex +a—xdx). ds, +f E, .dS, +I E,.dss+f E,.dS,
dsy x ds dss dé

Al destruir el producto punto de las seis superficies,

4
z —_
- @E
TE._.. a—tdz
; del Vs,
- Y
< — dSs EJ.+Fid}
dSiul- B | —= | "
S i ok o (e b R E,
’,'r EZ?; }r
dz @ '
J"’ = d
x - / i/dSS 2
dE -

— x !
B+ tdx g djj dy

Figura 2.27. Elemento de volumen para determinar la divergencia de E en un sistema
de coordenadas rectangulares (ESPOL, 1982, p.50).
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5 o aE,
— P o
E.dS= LSl(Ez'i' oz d'z) dS, cos0 +L

(E s )ds 0°
—Zdy cos
ds s\ 0y %

aE.
+ f (Ex+ xdx) dS;cos 0° + J' E, dS,cos180°
d

s dx ds,

+ E, d5;cos180° + | E, dS; cos 1807
s d6

pero,
dS, = dx dy = dS,
dS, = dx dz = dS,
dSs = dy dz = dS,
aE

X
e dr) dy dz

L JE, oE,
E. dSz(Ex+Edz)dxdy +(By + 5 dy ) dxdz +(E,+

—Eydxdz — Ey dy dz — E,dx dy

ils

I o aEZ . aﬁ'ﬁ' - i aEI' .
e E.ds=Edxdy+ ﬂ_zdz dx dy + Eydx dz + Ed}' dxdz + E.dy dz + Fd’x dy dz

—E,dxdz—E, dydz - E,dx dy

a ow BB dk, dk,
ii E.ds= ﬂ—z~dxd}rd2 +Ej—}'-dxd}' iz +dedydz

. . (0E, OE, @E
E.dS= (—5-+~r-3'-+"r-i)dxdydz
s dz  dy dx
. . (dE, QE, OE
f E.dS= (—z+—~—"’+~i)dv
I dz  dy dx

E.dS [aE. aE, OE
fol O (G242 22) (2-65)

v \9z Ty T ox

pero, el lado derecho de la ecuacion (2-65) es la divergencia del vector campo
eléctrico E

divE = +—L 4
dz dy  dx (2 - 66)
o)
divE =V.E
- i . d ad N . .. dE, Q3E, OE,
div E = a_zaf"@ay"‘a‘%)-(Exﬂx+Eyﬂy+Ezﬂz}— 32 T 3y t
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Se reemplaza la ecuacion (2-66) en la ecuacion (2-65), entonces
E.dS
Sut o =div E
dv (2-67)
Finalmente, se reemplaza la ecuacion (2-67) en la ecuacion (2-64)
divE=2
€q

De esta manera, queda demostrado la forma diferencial de la Ley de Gauss en
coordenadas rectangulares, mostrado en la ecuacion (2-63).

2.10 ECUACION DE POISSON Y LAPLACE.

Combinando las ecuaciones (2-48) y (2-63) (ESPOL, 1982, p.52). Esto es
E=-Vvy

divE=Er
Ep
div (v v) =22
€p

Lo que es lo mismo,

ﬁ.’(—ﬁr):‘:—:

resolviendo el término del lado izquierdo de la ecuacion

VY = —— Ecuacion de Poisson (2-68)

V2= operador Laplaciano

En coordenadas rectangulares:

v AW et p,

axz dy? P &
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Siala ecuacion de Poisson se les iguala a cero, resulta la ecuacion de Laplace,
esto es

ViV =0 Fecuacion de Laplace (2 -69)

En conclusidn, la ecuacion de Poisson (2-68), se aplica en un medio donde
existen cargas, en cambio, la ecuacion de Laplace (2-69), se aplica en un medio
donde no existen cargas.

2.11 RELACION ENTRE POTENCIAL ELECTROSTATICO
Y CARGAS SOBRE CUERPOS CONDUCTORES. CAPACITANCIA.

El caso de un conductor aislado. Considerar un cuerpo conductor cargado
aislado. La distribucion de cargas sobre la superficie del cuerpo es tal que la su-
perficie es equipotencial y no hay campo eléctrico en su interior. Suponer que se
aumenta la densidad de carga superficial en cada punto de la superficie n veces.
Nuevamente, la superficie del conductor es equipotencial, solo el potencial es di-
ferente. De acuerdo con el teorema de la unicidad, esto implica a la inversa que
la carga n—veces—mayor en el cuerpo debe distribuirse de la misma manera que
antes. Entonces, la distribucion relativa de cargas en un cuerpo conductor aislado
es independiente de la carga total en el cuerpo. De la ecuacién (2-41) se deduce
que el potencial de un cuerpo conductor aislado es directamente proporcional a
la carga total del cuerpo o, la carga total en un conductor aislado es directamente
proporcional al potencial del conductor (ESPOL, 1982, p.57). Esto es, Va Q 6
OQaV

Se asigna la carga total en el cuerpo conductor por Q y su potencial corres-
pondiente por V. Entonces
Q=CV {definicion de capacitancia, cuerpo aislado) (2 - 70)

donde C es una constante que depende de la forma del cuerpo, pero no de QO
ni de V. la constante C, obviamente, caracteriza la capacidad de un cuerpo aislado
con respecto a la carga acumulada en él por unidad de potencial. Se le conoce
como la capacitancia de ese cuerpo.

Despejando la capacitancia de la ecuacién (2-70) el cual viene expresada en
faradio en el sistema internacional (SI) de unidades,
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_Q [Coul

7 vl = |Faradio]

(2-71)

El caso de dos cuerpos con cargas iguales de signo opuesto (el condensa-
dor). Un condensador o capacitor, esta definido como “aquel que esta constituido
por dos materiales conductores de igual magnitud en cargas, pero de signos dife-

rentes’, esto es
Q=C(V,=V,) (definicion de capacitancia) (2-72)

La capacitancia C, va a ser funciéon solamente de la geometria del sistema y
del material dieléctrico (figura 2.28), pero no de Q o de (V,-V,).

-

E

Figura 2.28 Sistema capacitivo.
Conexion de capacitores en paralelo. Dos o mas capacitores estan conecta-
dos en paralelo, cuando sus potenciales son iguales (figura 2.29), esto es,

Ao
¢ & Q Qs Qn
=il it 1+ i+
Vig W T__ Gy V:T__ C; VsT__ €300 V]:T___ Cy
Bo

Figura 2.29 Condensadores conectados en paralelo.

Vig=V1=Vo=V=V,
por definicién C=0,,,,,/ V,—V5

entonces, la carga total acumulada en todos los condensadores correspon-
diente a una diferencia de potencial V,—Vp entre Ay B es
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Qotat = Q1+ Q2+ @z + -+ 0y
L +Q:+0Q:+-+0Qy

Va — Vg
_ & + Q; + Qs — @n
Vi=Vg Vy—Vg Vy4—Vg Vy— Vg
[.‘=|T:|+E2+f:3+"'+cn

=

C

Entonces, la capacitancia equivalente C,, de los capacitores conectados en
paralelo es
Cﬁ.q =51+C2+C3+‘“+Cn

Conexion de capacitores en serie. Dos 0 mds capacitores estan conectados
en serie, cuando sus cargas son iguales (figura 2.30), esto es,

A Vais B
Q
Vi Vs Vi Ve
- - - -
@l @y Q) | @n | |
+ N + N +1 i + 1
) o T ]
Figura 2.30 Condensadores conectados en serie.
Q=0 =0 =0;=0, (2 -73)
La diferencia de potencial entre el nodo Ay B, es
Vap =WV +Va+ Va4, (2 -74)
pero
0 Q2 Q3 Qn
C = =— -If: = — C -_—_— C‘ -
e R R R OGN &
despejando
1 Q2 U3 Un
V, =— Vy = — Vz=— V= —
e S L LA (2 -75)

reemplazando la ecuacién (2-75) en la ecuacion (2-74),

Q, @y 04 Qn
I R g B e g SN
a8 Q+Q+Q+ +q (2 -76)
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reemplazando la ecuacion (2-73) en la ecuacion (2-76),

0 Q0 0@ 0
7, (T, PR, SRR
L

sacando factor comun Q,

1 1 1 1
I":ﬂ.ﬂ =(‘_}(_+_+_+'"+_)

€ G G Ca

haciendo,

v 1 1 1 1

QRGN
Pero,

Vag _ 1

Q C
entonces,

L . .

& 6.6 B

donde, C es la capacitancia equivalente C,, de los capacitores conectados en
paralelo, esto es

1—1+1+1+ +
Ceq 1'::1 {:'.2 CS Cn

2.12 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1. Un hilo conductor muy largo es cargado con una densidad lineal
de cargas p,. Determinar la densidad de campo eléctrico en el punto p a una dis-
tancia x desde el centro del hilo conductor, tal como se muestra en la figura 2.31.

I
i 1
|

Figura 2.31 Hilo conductor con distribucion de cargas lineales p.

[ .
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Desarrollo:

Sobre el alambre de la figura 2.31 se selecciona un diferencial de longitud d/,
sobre éste diferencial de longitud existe un diferencial de cargas dg, en la que, éste
diferencial de cargas produce un diferencial de campo eléctrico dE en el punto p
a una distancia r, como se muestra en la figura 2.32. Para resolver este problema,
se selecciona un sistema de referencia, donde el eje x debe coincidir con el centro
del alambre y, el eje y debe coincidir con el alambre.

El vector d E tiene sus componentes en el eje x, dE x y en el eje y, dE y. Para
calcular la magnitud de la intensidad del campo eléctrico dE en el punto p, en
el triangulo rectdngulo se plantean las ecuaciones de las componentes escalares,
tanto en el eje x, asi como en el eje y, asi

dE, = dE sen 8 = 0, por simetria 2-77)

y
dE, = dE cos 8 (2-78)

La ecuacion (2-77) se hace cero por simetria, debido a que en el sistema de
referencia el eje x estd situado en el centro del alambre que divide en dos partes
iguales al eje y; de tal forma que, so6lo existe la componente en el eje x, es decir, la
ecuacion (2-78). La ecuacion para calcular la intensidad de campo eléctrico pro-
ducido por una carga g a una distancia r, es

.
© T dmeg
Pero, un diferencial de carga produce un diferencial de campo eléctrico dE,
entonces
1 d
dE = —
deq 1 (2-79)

Eiay

Figura 2.32 Campo eléctrico en el punto p producido por una distribucion p;.
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De acuerdo a este problema, en el alambre conductor existe una distribucion
lineal de cargas p,, por lo que, el diferencial de cargas dg, es

dg = py dl (2 - 80)

Reemplazando la ecuacién (2-80) en la ecuacion (2-79), se tiene

1 pydl
dE = =
dmeg T (2-81)
La ecuacion (2-81) se reemplaza en la ecuacion (2-78), entonces
1 dl
dE; = = = cos @
dmey T (2-82)

En el tridngulo rectangulo OpM, se aplica la funcién trigonométrica cosf y
se despeja la hipotenusa r, asi

X
cosfl =—
p

r=+xt+1[2

reemplazando en la ecuacion (2-82),

1 p dix
dL-_T _I,nl_n_Eu r,z r
dE. = 1 ppxdl 1 ppxdl 1 Py x dl
* T dmey, r3  4Ame, (m3 T dmeg (x2 + [2)3/2
1 dl
dE, e
411'-5{, (x2 +[2)3/2
integrando,
R | xdl
e ™

o ey (x2 4 12)3/2
_px [T dl
T Ameg ) (x4 12)3/2

Debido a la simetria en el eje y, se puede integrar de 0 al o multiplicado por
2, asi

2p
4::5';.] {x2+£3)*=’2 zneJ {x2+I2]“f’2

znsﬂf (x% + ;2:,3;2 (2-83)
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La solucién de la integral (2-83), es

E_P:I[ l ]m_ 2 [ ! ]‘”
¥ 2meq lx2(x2 + 12)1/2 i - 2mxeg L(x? + [2)1/2 i
g =P [ : ]m
x 2mxeq (xz + !2)1;"2 A

En este caso se debe aplicar el limite cuando / tiende a infinito, entonces

- il { 1 }
B, = li -0
¥ 2mxe Fyie (x2 + [2)1/2
. r
M : 1 P : 1
B = 2mxe, | il 2 7z~ 0= 2nxey o i 1/2
! (I_2+ 1) | (E+ 1)
e 1 } Pi l 2 oA pi
E- = 4 1 = | _—= | ——:
O 2mxe, fut (0+1)V2)  2nxeg (1) 2mxey {Ian ] 2mwxe,
E = (&
X 2mxey (2 -84)

Finalmente, la intensidad de campo eléctrico en el punto p, es

ﬁ'p=Jﬁj$+E§=JEE+u= [E2 = E,

_ P
 2mxeg (2 - 85)

Este problema, también se puede resolver de otra forma:

En el triangulo rectangulo M N R de la figura 2.32, el segmento M N es igual a:
MN = dlcos® (2 - 86)
Pero, debido a que el diferencial de longitud d/ es muy pequefio, el segmento

M N se considera como si fuera parte de una circunferencia, entonces, viene a ser
el arco del triangulo MpN. Por definicion el arco M N es

MN = rd8 (2-87)
Igualando las dos ecuaciones (2-86) y (2-87), se tiene
dlcos8 = rdf (2-88)
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La ecuacion (2-88) se reemplaza en la ecuacion (2-78), asi

1 pdlcos® 1 de
o prdlcosf pLr

* 7 Ame, r2 T dmey 12
1 rdéd
dE, = L1k
dmey 1

integrando y, sabiendo que la variable de integracion es el angulo, entonces
los limites de integracion van desde -z /2 a 7/2, debido a que el alambre con-

ductor es muy largo y delgado que se puede considerar como de longitud infinita,
entonces

j“fz 1 p,rdd
a2 M€y T2

E, =

Debido a la simetria del eje y se puede integrar de 0 a #/2 y multiplicado por
2, asi

w2 1 dig
E,=2 f P
]

dmey v
x
cosf =—
5
X
L= cos @
=2 1 cos 6 df /2
E, =f P sy J- cos g = =2t [sen 0]7/%
g 2MEp x 2rxeg Jy 2mxey
. _ B wiz _ Pt o _ a1 P s L
E; = T [sen 8], " = _erxeu [sen 907 — sen 907 = _erxsn [1-0]= e
5 oo b
¥ 2mxe (2-89)

Con lo cual se demuestra que, la respuesta de la ecuacion (2-89) es igual a la
ecuacion (2-84).

Problema 2. Dentro de una superficie esférica de radio a, hay una distribu-
cién volumétrica de cargas p(r),
pola—r)
p(r) ==

Donde, r es la distancia que une un elemento de carga a su centro. Calcular:
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a Laintensidad del campo eléctrico E, dentro y fuera de la esfera.
b) El valor maximo de la intensidad del campo eléctrico E.
c) El potencial eléctrico, dentro y fuera de la esfera.

d) Graficar, la intensidad del campo eléctrico con respecto al radio (E vs r) y,
el potencialeléctrico con respecto al radio (V vs r).

Desarrollo:
a) Calcular la intensidad del campo eléctrico E, dentro y fuera de la esfera.

Para calcular la intensidad de campo eléctrico E dentro y fuera de la esfera, se
utiliza la Ley de Gauss mostrada en la ecuacion (2-90), asi

§ Foas=2
s €0 (2 - 90)
Parar >a

Para calcular la intensidad de campo eléctrico E fuera de la esfera (figura
2.33), se dibuja una superficie gaussiana .S para un radio r > a, en la que se selec-
ciona un diferencial de superficie d.S' y sobre ésta se dibujan los dos vectores, el
vector campo eléctrico E y el vector diferencial de superficie dS . La direccién y
sentido del vector campo eléctrico va desde el diferencial de superficie d.S en for-
ma radial hacia el infinito, debido a que se tiene una distribucion de cargas volu-
meétricas positivas, las cargas negativas se asume que estan en el infinito, entonces,
el campo eléctrico por definicion se debe dibujar desde una carga positiva hacia
una carga negativa. El criterio para dibujar el vector superficie dS es perpendicu-
lar de la superficie d.S hacia afuera.

Figura 2.33 Campo eléctrico E parar > a.
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La integral cerrada de superficie de la esfera, ecuacion (2-90), se convierte
en una sola integral abierta de superficie con sus limites de 0 a r y, la carga Q,
como dato de este problema se debe reemplazar por la distribucion volumétrica
de cargas con sus limites de 0 a @, debido a que la superficie imaginaria encierra
la totalidad de las cargas, asi

il"._ . 1 a
f E. a'S:—f plr)dv
i oty

El volumen de la esfera, es

4
W= é"il"l’il"‘3

derivando con respecto al radio,
dv = 4mridr
Entonces, destruyendo el producto punto y reemplazando valores, se tiene

1 J'“Pa{ﬂa— r)

T
f E dScos0® = — Amrédr
0 €0

Resolviendo la ecuacion

i 4 = . AT L3 L
f EdS = Puj' (a—7)ridr = Fo U arsdr — J‘ r*dr]
i aeg Jy aeq |Jo .

E[S]; = 4mpy ([ar? “ "
0T ey 1] 3 . 4],

4 a
son =277, - 1)
aeg
.. dmpy (at  a*)  dmpga* ;1 1y dmpyad (4 -3\ dmpya’
E(4nr?) = —_———t = (___)= ( )z
aeg |3 4 aeg 23 4 € 12 12e,
dmpya’
2N —
E(4nre) = Toe,
poa’
= 12er2 (2 -91)

En la ecuacién (2-91) la intensidad del campo eléctrico se escribe en funcién
del radio para poder graficar en el literal d), asi
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H3

F(”}“—uf = (2-92)

Parar<a

Para calcular la intensidad de campo eléctrico E dentro de la esfera (figura
2.34), se dibuja una superficie gaussiana .S para un radio r < a, en la que se selec-
ciona un diferencial de superficie d.S y sobre ésta se dibujan los dos vectores, el
vector campo eléctrico E y el vector diferencial de superficie dS . Se aplican los
mismos criterios para r > a.

La integral cerrada de superficie de la esfera, ecuacion (2-90), se convierte
en una sola integral abierta de superficie con sus limites de 0 a r y, la carga Q, se
debe reemplazar por la distribucion volumétrica de cargas con sus limites de 0 a
r, debido a que la superficie imaginaria no encierra la totalidad de las cargas, asi

]"_d . 1 r
f E. dS:—J- plr)dv
o oty

reemplazando valores y resolviendo la integral, se tiene

a=—T
frcﬂ:cuqnﬂ— IM wr2dy
0

e ][]

dmpg (ar® r* 4rrpur3[a T] 4?rpur3{4u—3r}
ks T agy 3 4 ae 12

E(4nr?) =

3 A

Figura 2.34 Campo eléctrico E para r < a.
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dmpor? (da — 3r
oy - S 0
A feg 12
4a -3
= Taae; 42 =31 (2-93)

En la ecuacidn (2-93) la intensidad del campo eléctrico se escribe en funcién
del radio para poder graficar en el literal d), asi

E(r) =

3r) (2 - 94)

b) Calculo del valor maximo de la intensidad del campo eléctrico E.

Para calcular el valor maximo de la intensidad de campo eléctrico E, esto
ocurre en el interior de la esfera, entonces se procede a derivar la ecuacion (2-94),
luego se iguala a cero y se despeja el valor de r que viene a ser el r,,,,. Con el valor
del radio maximo se reemplaza en la ecuacion (2-94), con lo que se ha encontrado
el valor del campo eléctrico maximo E,,,,, asi

2
_ P _ Pol  Por
EM =13 = e S
. Pot Pl
E(r) ==—-—
() dey  daeg

dE — py Pol

Po Polmax

Jeg  2aey
2

[ s ==

TrLCEX ?

EQ = Tnax) = Toe (40 = 3riar)

_2 — i
13‘J ) = The, P9 = 5

. Pog @ 2
E(Tinax) = 1255 (4“ =9 E“J
[¥]

p
E{rmax} = .

€q (2-95)
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c) Calculo del potencial eléctrico, dentro y fuera de la esfera.

Para calcular el potencial eléctrico dentro y fuera de la esfera, se utiliza la
ecuacion (2-96), asi

B
Vigp=—| E.dl
A L (2 - 96)

Parar >a

Para calcular la diferencia de potencial eléctrico fuera de la esfera (figura
2.35), en un punto a una distancia r del centro de la esfera para un radio r > a, se
dibujan los dos vectores, el vector campo eléctrico E y el vector de desplazamien-
to dl . La direccién y sentido del vector campo eléctrico va dirigido desde el punto
en forma radial hacia el infinito, debido a que se tiene una distribucion de cargas
volumétricas positivas, las cargas negativas se asumen que estan en el infinito, en-
tonces, el campo eléctrico por definicion se debe dibujar desde una carga positiva
hacia una carga negativa.

Figura 2.35 Potencial eléctrico para r > a.

Elcriterio paradibujar el vector de desplazamiento dI cuandolaecuacién (2-96)
tiene signo negativo, el limite inferior se ubica en un punto de menor campo
eléctrico y el limite superior se ubica en un punto de mayor campo eléctrico, de
tal forma que, el vector dI va dirigido de un punto de menor a mayor campo eléc-
trico, tal como se muestra en la figura 2.35

Para r > a en la ecuacién (2-96), el limite inferior A se ubica en el infinito y, el
limite superior B se ubica en el punto a un radio r, entonces

B—. —+
VA_FH=_J- E.di

A
r- g
V—Ve=—| E.di
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En la figura 2.35, entre los dos vectores E y dI forman un 4ngulo de 180°,
entonces

r r
Vr—Fm=—jEdIcnsIﬂﬂ°=J_ E dl

on o

Pero, dl es una variable ficticia que debe ser reemplazado por la variable real
del problema, en este caso es el radio r, por lo tanto, en la figura 2.35 dl=—dr ya
que los dos vectores dl y dr estan en la misma direccién pero en sentidos opues-
tos. Por otro lado, el potencial en el infinito es igual a cero, esto es Veo=0. Final-
mente, reemplazando valores en la ecuacion (2-97), especialmente el valor del
campo eléctrico E de la ecuacion (2-91), entonces

r ﬂ3

Vo=— f fo = dr
w0 12€0T
integrando,

v =—ﬂuu:ijrr‘2dr= poa® [r1] [ ] _ poa’ [__l] poa’

1265 ), 124 — i 126,;, 12&4 =] 12re,

poa’
12reg

Especificamente, V, es el potencial eléctrico que estd en funcidn del radio, asi
e =V(r)

V= o (2-98)

Debido a que se estd evaluando para un radio r > a, entonces, en el limite, el
potencial para r=a, es

poa’ _ poa’ _ﬂ'ﬂﬂz

V = = = =
(r=a) 12rey,  12ae; 12e;
2
ol
Vir=a)= 1265 (2-99)
Parar<a

Para calcular la diferencia de potencial eléctrico dentro de la esfera (figura
2.36), en un punto a una distancia r del centro de la esfera para un radio r < g, se
dibujan los dos vectores, el vector campo eléctrico E y el vector de desplazamien-
to dl . Se aplican los mismos criterios para r > a
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Para r < a en la ecuacién (2-96), el limite inferior A se ubica en el radio r=a

y, el limite superior B se ubica en un radio r en el interior de la esfera, entonces
B o .
l":,‘ — I-"rg - E.dl
A

.r.a @
ﬂ—%=—fﬁjf
a

En la figura 2.35, entre los dos vectores E y dI forman un dngulo de 180°, en-
tonces

Figura 2-36 Potencial eléctrico para r < a.

u-m:—fﬂdnmmszEm
[ [

.
w—m:fﬁm

i

Pero, dI=—dr por las mismas razones explicadas para r > a.
reemplazando valores en la ecuacién (2-100), especialmente el valor del cam-

po eléctrico E de la ecuacién (2-93) y (2-99), entonces
”

_ PaT poa®
V. = ' TZaeq (da =3r)dr + T2e,
integrando,
Po J‘r Po fr 9 poa”
Vo=——| rdr+-— | rdr+
r EE[} a ‘1'HEO a 12Eu
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r2]" 31" a’
V’:'ﬂl?J 4P I_] L0
a

ey daeg | 3 F 12¢,
rt gt 3 af at
WE_P_D L) Po_fr~ a +Pﬂ
3eg\ 2 2 d4aeg\ 3 3 12e;
2
o Po Potd
7 A . L 0 SRR 3 _ 3
R Gl b 7 K T

Por®  po@®  por®  pe@®  pea®  por?  pea®  por’  pea® | pea’

'ﬁfﬂ GEH 12&59 i 12&1-‘;. IEEQ N GEQ EED lzﬂfﬂ IZEﬂ 12Eu

v

_ﬂn"z poa®  por?
beg  Beg  12ae,

3
o o o T 2 il"_
'r-’}—n—lzfn( 2r< + 2a +|:r,)

V=

Especificamente, V, es el potencial eléctrico que estd en funcion del radio, asi
W= V(r)

3

£y (uirz + 2a* + r_)
2 a

Vi) =50

(2-101)

También, para calcular el campo eléctrico y el potencial eléctrico, dentro de la
esfera, se puede hacer un solo grafico (figura 2.37), asi

Figura 2.37 Potencial y campo eléctrico para r < a.
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e o
Figura 2.38 Potencial y campo eléctrico para r > a.
De igual manera, para calcular el campo eléctrico y el potencial eléctrico,

fuera de la esfera, se puede hacer un solo grafico (figura 2.38), asi

d) Graficar, la intensidad del campo eléctrico con respecto al radio (E vs r)
y el potencialeléctrico con respecto al radio (V vs r).

Para proceder a graficar, se muestra en forma resumida las ecuaciones de la
intensidad de campo eléctrico E(r) y del potencial eléctrico V(r), dentro y fuera de
la esfera. Ademas, el valor del campo eléctrico maximo E(r,,,) dentro de la esfera.

]

4+
]
]
]
]
1

2

a

Figura 2.39 Graficade Evs., y V vs. 1. o6
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: ma’  pga’®  pga
Elr=a)= = - =
( ) 12e4r2  12eqa®  12¢y
; Ppal
E(r=a)=
r=a)= e
2ay\®
] 2 el 2
) Fi r P _fa (3) _ Pglt
V(r =2a/3) = [ —2r% + 202 + =) = £L —z(—] +2a? + 3 | = 0.1173
( /3) 125;.( ﬂ) 126, 3 a Eg
fatt®
Vir=2a/3)=0.1173
€p
r<a r>a r=da Fmax = 22/3
E® | 2 a—3n pod’ 7o @y
1Zagg 126,72 12ey 9¢;
Vir) fo ; P poa’ o’ poa’
—_— =2r% 4 20 + — B 01173
12ey + a 12reg 12ey En

2.13 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema P2.1. Se dispone de cuatro cargas ¢,=—3¢, ¢,=7¢, ¢:=59 Yy ¢,=—8¢q
ubicadas en los vértices de un rectdngulo, de dimensiones, la base a y la
altura b. Sabiendo que: la carga ¢, esta situada en el vértice superior iz-
quierdo, la carga g, esta situada en el vértice superior derecho, la carga g,
esta situada en el vértice inferior derecho y la carga g, esta situada en el
vértice inferior izquierdo. Calcular la fuerza total (en magnitud, direccién
y sentido) en el punto p situado en la interseccion de las dos diagonales del
rectangulo, producida por las cuatro cargas (q,, ¢, ¢; ¥ ¢,). En el punto p se
encuentra una carga ¢;=9¢. Utilizar el método de las componentes.

Problema P2.2. Repetir el problema 2.1 para calcular el campo eléctrico
total (en magnitud, direccién y sentido) en el punto p; pero, para este pro-
blema, no considere la carga g.

Problema P2.3. Un anillo circular delgado de radio a se encuentra en el
plano xy, tiene una distribucion lineal de cargas uniformes p,. Determine
la intensidad de campo eléctrico en el punto p a una distancia h sobre el eje
z del anillo circular.
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Problema P2.4. Un anillo circular delgado de radio R se encuentra en el
plano xy, tiene una distribucion lineal de cargas uniformes p,. Determine
el potencial eléctrico en el punto M a una distancia b sobre el eje z del
anillo circular.

Problema P2.5. A partir del potencial eléctrico V obtenido en el problema
2.4, determine la intensidad del campo eléctrico E en el punto M. Utilizar
la ecuacion E =V V.

Problema P2.6. En una linea trifasica de alta tension, considerando que
cada fase es una superficie equipotencial, responda lo siguiente: a) si una
persona se agarra con las dos manos colgando de una sola fase, ;qué le
sucede?; b) si una persona se agarra con la una mano en una fase y con la
otra mano en la otra fase, ;qué le sucede?

Problema P2.7. En la ecuacién de la Ley de Gauss, cuando se utiliza una
superficie imaginaria que encierre la totalidad de las cargas que se encuen-
tran distribuidas en el volumen de una esfera, haciendo uso del angulo s6-
lido, explicar por qué da lo mismo, hacer uso de una superficie imaginaria
esférica, que una superficie totalmente irregular.

Problema P2.8. Explicar el proceso de la induccion de cargas en un ma-
terial conductor dentro de un campo eléctrico externo. ;Qué entiende por
pantalla electrostatica?

Problema P2.9. A partir de la ecuacion de la Ley de Gauss, esto es

§ Fas=2
5 €o
utilizando el teorema de la divergencia, demostrar que:
FE=
€o

Problema P2.10. Se tiene dos cilindros conductores concéntricos de ra-
dios a y b, entre ellos existe el vacio. En la superficie de radio a existe un
voltaje V; y en la superficie de radio b existe un voltaje V,, tal como se
muestra en la figura 2.40. Determine la funcién de potencial eléctrico en-
tre los dos conductores cilindricos de radios a y b. Utilice la ecuacion de
Laplace V> V=0.
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Figura 2.40 Cililndros conductores concéntricos de radios a'y b
Problema P2.11. El conductor exterior de un cable coaxial tiene un radio
fijo b. Determine el radio a del conductor interior de modo que, para una
diferencia de potencial dada entre los conductores, la intensidad del cam-
po eléctrico en su superficie sea minima. Determine la capacitancia por

unidad de longitud de dicho cable.
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) CAPITULO III
3. CAMPO ELECTRICO ESTATICO
EN PRESENCIA DE DIELECTRICOS

3.1 COMPORTAMIENTO DE DIELECTRICOS
EN UN CAMPO ELECTRICO ESTATICO

Los dieléctricos son sustancias, que en circunstancias ordinarias no poseen
cargas eléctricas libres. Considere un solo dtomo del dieléctrico (figura 3.1 a) que
consiste de dos esferas concéntricas uniformemente cargadas que llevan cargas
iguales de signos opuestos, por lo que es eléctricamente neutro y que no crea
ningun campo eléctrico apreciable en el punto p, es decir, el campo eléctrico es
igual a cero. Si a este atomo, se aplica un campo eléctrico externo E,,,.,,, (figura
3.1b) se producira un cierto desplazamiento d entre las dos esferas en direcciones
opuestas, dependiendo de la intensidad del campo externo. A estas dos cargas
puntuales estrechamente espaciadas de igual magnitud, pero de signo opuesto se
denomina dipolo eléctrico (ESPOL, 1982, p.81),

E-{-
p
F ! E”
i
-g -Q
)
+ -
|T| Q‘ Ed::'rﬂ'm:
P e
(a) (b)

Figura 3.1 (a) Modelo de un dtomo neutral. (b) El mismo atomo en un campo
eléctrico externo (ESPOL, 1982, p.81).
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Dado que los centros de las dos esferas no estan en el mismo punto, ahora, el
campo eléctrico en el punto p ya no es cero, en este cado es E, = E*+E".

Si se considera una molécula dieléctrica (figura 3.2) que esta dentro de un
campo eléctrico externo E,,, la fuerza sobre la carga del dipolo positivo estd en la
direcciéon del campo y la de la carga del dipolo negativo en la direccidon opuesta.
Esto da como resultado un torque (par) que tiende a alinear todos los dipolos en
la direccién del campo aplicado. En consecuencia, todas las sustancias dieléctri-
cas introducidas en un campo eléctrico pueden considerarse equivalentes a una
gran cantidad de diminutos dipolos eléctricos.

Dipolos —_— //f*: =
= ra \-‘r arid
= l\-3 = -H'| Eﬂ'r
= By ey I e
___.'I.-J”,-":J_T_’_J —_ C‘d/l f:’/r-___ .
( =€) (>

Figura 3.2 Molécula dieléctrica Dipolos.

En un material dieléctrico existen moléculas polares y no polares. Las molécu-
las no polares son aquellas que no son dipolos en circunstancias ordinarias; y, las
moléculas polares son aquellas que forman dipolos permanentes. También se puede
decir que, las moléculas no polares son simétricas; mientras que, las moléculas po-
lares son asimétricas. Finalmente, las moléculas no polares se forman cuando la car-
ga eléctrica es nula, es decir, se tiene igual niimero de cargas positivas y negativas,
en cambio, las moléculas polares se forman cuando las densidades de carga estan
presentes solamente en uno de los atomos o en una regién de la molécula.

3.2 POTENCIAL Y CAMPO ELECTRICO
DE UN DIPOLO Y DE UN AGREGADO DE DIPOLO

Potencial y campo eléctrico de un dipolo.

Considérese el dipolo eléctrico mostrado en la figura 3.3, con el cual se va a
calcular el potencial eléctrico en el punto p. Antes que nada, se debe recordar que,
un dipolo eléctrico esta formado por dos cargas Q de igual magnitud y signos
diferentes, y estan separados una distancia d.
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Figura 3.3 Dipolo eléctrico en un plano tridimensional.

El vector momento de dipolo eléctrico p siempre va dirigido desde la carga

negativa hacia la carga positiva y su magnitud es igual a Qd. La distancia de la
carga positiva y negativa al punto p es r* y -, respectivamente; mientras que, la
distancia del centro del dipolo al punto p es r. De igual manera, el vector unitario

va dirigido del centro del dipolo al punto p.

Para calcular el potencial eléctrico en el punto p producido por el dipolo,
primeramente se debe calcular el potencial producido por las cargas individuales
+Q y -0, de tal manera que, utilizando la ecuacién del potencial eléctrico V, en
un punto p cualquiera con respecto al infinito, es la suma del potencial de la carga
positiva +Q y el potencial de la carga negativa -Q (ESPOL, 1982, p.82). Esto es

+ —
1= ¢ + ¢
P Amegrt Amegr™
entonces,
Y, Q

P Amegrt dmeypr—

sacando factor comun,

v = ) ('.I l)
P Ameg \rt 1o

i Q (r—-r*
P~ 4meg \ 11

En el triangulo rectdngulo,

r~—rt

8=
cos d

BG-1)
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despejando,
r —rt=dcos@ (3-2)
Reemplazando la ecuacidn (3-2) en la ecuacion (3-1),
Vo= f) (d cos H)
P dmey \rtr-

Antes que nada, para calcular el potencial en el punto p producido por el di-
polo eléctrico, la distancia r debe ser mucho mayor que d (r>>d), entonces la dis-
tancia r* es aproximadamente igual a la distancia -, con lo que r'r~ = r?, esto es
Qd (cus E?)

4w ey \ 12

Pero, la magnitud del dipolo eléctrico p, es

p=0d
reemplazando,
= P cosé
P " 4mey 1t (3-13)

Pero, en la ecuacion (3-3) la magnitud del producto punto entre el vector
momento dipolar eléctrico p y el vector unitario /i es p cos6, entonces

_ B
P dmegr? (3-4)
A partir del potencial eléctrico V, se calcula la intensidad de campo eléctrico
E, utilizando el gradiente del potencial, como sigue

Ep:_6 v,

El gradiente en coordenadas esféricas, es
ﬁv—a%f+la%é+ L %
P A r a6 r sen o E‘qp‘ﬁ (3-5)

De acuerdo a la ecuacién (3-3) solamente varia en funcién de r y de 6,
entonces

Iﬂii,é 1V, |
dr r dg +rsenE-'d-:,a
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La intensidad de campo eléctrico con respecto al radio es

av, 7 d p coséy pcosd d y1y
Ey(r) = —=Lf = —— ,,:-:--( . )-:- —(—z)r
ar iar dridmwey, 1 dme, drir
- cos @ 2 cos @ d cos #
En{’"]'=‘p (__3)’7':? 3=Q FF
41 £y r 2T ggr 2 g
o Qdcos @
E = —
p(r) Zmeyr?
La intensidad de campo eléctrico con respecto al angulo 6 es
” LAV - 1d p o cosfy . o 7 ”
E(8)=—|-=L)d=--— (——)9:——-— 6) 8
»(®) (r d‘ﬁ') rof \dwe, r? ri4m e, 06 o)
. = d "
EP[H} 5y o (sen @) @ = —m (senf) @
. Qdsend .
E.(0) = ————
p(8) r34m e,

En forma general,

(Jdcosf  Qdsenf _
-
2megr3 r34m e,

E,(r,8,¢) =
Agregado de dipolos eléctricos

Ahora considere un agregado de dipolos eléctricos elementales que represen-
tan una sustancia polarizada (figura 3.4). Dado que se trata de una teoria macros-
cdpica, no interesa la posicion y el momento de cada dipolo.

Para fines macroscopicos, basta con conocer su densidad media en un punto.
Donde el término densidad se entiende en el siguiente sentido. Si se considera un
pequeiio volumen dv de sustancia polarizada en la cual se encuentra la suma de
todos los momentos de dipolos eléctricos (ESPOL, 1982, p.83). La densidad de
momento de dipolo eléctrico, esta dado por:

LidnD
dv (3-6)

Marengﬂ_\
disléctrico

P =

T

Figura 3.4 Agregado de dipolos eléctricos. 104
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donde, Pes el vector polarizacién o también llamado densidad de momento de
dipolo eléctrico.

Para calcular el potencial eléctrico en el punto M producido por todos los
momentos dipolares eléctricos que se encuentran en el material dieléctrico de
volumen ¥ de la figura 3.5, tomando la definicién del vector polarizacién Pen la
ecuacion (3-6), el momento dipolar eléctrico dp de un volumen elemental dv que
encierra un punto en el que el vector de polarizacién es Pviene dado por,

Figura 3.5 Potencial ¥, en el punto M debido a los dipolos en V.
dp = P dv 3-7)

Pero, de la ecuacion (3-4) en el punto M, es
__p A
M™ dme,r?
Entonces, en un diferencial de momento dipolar dp existe un diferencial de
potencial dV},, esto es

dp. fi
dVy = A e, 1t (3-8)

Se aplica el producto punto con el vector unitario en ambos lados de la ecua-
cién (3-7)

dp.il = P.Adv (3-9)

Reemplazando la ecuacidn (3-9) en la ecuacion (3-8),

P.jidv
i =
integrando,
v _J’ P. fi dv
M™ ], 4megr? (3-10)
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Desde el punto de vista experimental, hay evidencia que muestra que el vec-
tor de polarizacion P para la mayoria de las sustancias, con moléculas tanto pola-
res como no polares, en circunstancias normales es proporcional a la intensidad
total del campo eléctrico (ESPOL, 1982, p.84). Esto es

— 4

P = epx.E (3-11)
donde,

€= permitividad en el vacio
x= susceptibilidad eléctrica

La susceptibilidad eléctrica x, es caracteristica de todo material dieléctrico e
indica la facilidad del dieléctrico para ser polarizado por un campo eléctrico, es
adimensional y, decrece con la temperatura debido a que en sustancias con molé-
culas polares, la vibracion térmica o el movimiento de las moléculas polarizadas
impide su alineacion bajo la influencia del campo eléctrico, por lo que la suscep-
tibilidad eléctrica decrece con la temperatura (Web susceptibilidad).

Los materiales dieléctricos pueden ser anisotropicos e isotropicos como se
muestra en la figura 3.6:

Materiales ANISITROPICOS, son aquellos en las cuales el vector intensidad
de campo eléctrico E esta en direccion arbitraria a la direccion del vector polari-
zacion P, tal como se muestra en la figura 3.6 a.

P P
4 E /{
{a) (b)

Figura 3.6 Materiales (a) Anisotrépicos, (b) Isotropicos.

Materiales ISOTROPICOS, es cuando el vector polarizacién Py el vector intensidad
de campo eléctrico E estan en la misma direcciéon (figura 3.6 b).
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3.3 DISTRIBUCION DE CARGA EQUIVALENTE
PARA UN DIELECTRICO POLARIZADO

Al aplicarse un campo eléctrico externo E,,, a un material dieléctrico (figura
3.7 a), se forman dipolos eléctricos que tienden a alinearse en la direcciéon del
campo aplicado (figura 3.7 b), de tal forma que, existiran dipolos eléctricos p en
el volumen del material dieléctrico denominado densidad volumétrica de pola-
rizacion p,, y, también existiran dipolos eléctricos en la superficie del material
dieléctrico, llamado, densidad superficial de polarizacién p,,. Ahora bien, se debe
recordar que, la sumatoria de todos los momentos dipolares del material dieléc-
trico se representa mediante el vector polarizacién P.

~ Superficie

Py
7 Volumen R B '},r“' \

*
W E k N 4 __.,.>
jeléctrico k]
\“‘“m___,ﬂ: \“‘-—-_i:f’f

{a} (b)
Figura 3.7 Agregado de dipolos eléctricos, p, y psp-

Desde el punto de vista de la teorfa macroscdpica, una sustancia polarizada puede
considerarse como un agregado de dipolos eléctricos elementales situados en el vacio. Se
mostrara ahora que el campo eléctrico de estos dipolos elementales también puede atri-
buirse a un cierto volumen equivalente y distribucion superficial de cargas, situadas en el
vacio. Esta distribucion de carga equivalente se puede derivar del vector de polarizacién
P. Considerar un elemento de superficie imaginaria d.S situado en el dieléctrico polari-
zado, tal como se muestra en la figura 3.8, sobre el diferencial de superficie d.S se dibuja
el vector dS, que es perpendicular de la superficie hacia fuera. El vector polarizacion P
tiene la misma direccion del campo eléctrico E, ya que se trata de un material isotropico
(3-11). El circulo representa la posicion de la molécula antes de la polarizacion. N repre-

senta el nimero de moléculas por unidad de volumen.

__,gd_i
£ dT './r:‘\d+F’ "
) 3 S
S T,
¢ oo a ! b
£ ) - -
F £ # 4 i Y opw

Figura 3.8 En el proceso de polarizacion, las cargas positivas se mueven a una distancia d*
y las negativas a una distancia d-(ESPOL, 1982, p.85).
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En el proceso de polarizacion la superficie d.S es cruzada por un cierto nu-
mero de cargas positivas +Q en una direccidn, y por un cierto numero de cargas
negativas —Q en la direccion opuesta. Elcruce por la superficie en la direccion
negativa d por cargas negativas es igual al cruce por la superficie en la direccion
positiva d* por cargas positivas (ESPOL, 1982, p.85). El total de cargas que cru-
zan la superficie d.S en su direccion positiva en el proceso de polarizacion es:
dQ = NQ d*dS cosa —N(-Q) d” dS cosa

Sacando factor comun,
dQ = NQ dS cosa (d+d")
pero, d=d*+d”y P=NQd
entonces,
dQ = PdS cosa
Reemplazando por el producto punto,
dQ =P, dS (3-12)
Al considerar una superficie cerrada imaginaria muy pequefa AS, la carga

positiva total que dejo el volumen encerrado por la superficie AS en el proceso de
polarizacion segun (3-12), es

AQ=¢ P.dS
45

Consecuentemente, la carga que permanecio dentro de AS es igual a —AQ,
entonces

AQ = — fﬁ P.ds
s (3-13)
La densidad volumétrica de polarizacion p,,, es
AQ
Pep = = E (3-14)
Reemplazando la ecuacién (3-14) en la ecuacion (3-13), se tiene
$. . P.dS
Pop =—“T (3 - 15)

Aplicando el limite cuando la variacion de volumen Av tiende a cero en la ecua-
cion (3-15), la parte derecha de la ecuacion (3-16) se convierte en una divergencia
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del vector polarizacién P, dando como resultado la ecuacién (3-17), que es el valor
de la densidad volumétrica de polarizacion.

 $.P.dS
Pop = JiM, — = (3 - 16)
Pup = —div P Densidad volumétrica de polarizacion (3-17)

Superficie limite entre un material dieléctrico y el vacio

Las cargas ligadas no compensadas existen sélo en la capa delgada en la super-
ficie de la figura 3.9, se asume que el vector polarizacién Pdel dieléctrico polarizado
cerca de la superficie limite (frontera) forma un angulo & con el vector unitario £,
normal a la superficie. En la figura 3.9 se ve que los extremos positivos de los di-
polos sobresalen de la superficie hasta una distancia d* cosa medida a lo largo de
i1,. Ademas, dentro del dieléctrico hasta una distancia d- cosa, tambiénmedida a lo
largo del vector unitario normal /i,, solo existen extremos positivos de dipolos. Mas
alaizquierda, los extremos positivo y negativo de los dipolos se encuentran en igual
ndimero y su campo macroscopico no existe (ESPOL, 1982, p.86).

Regidn de cargas positivas
no compensadas

Figura 3.9 Superficie limite entre un dieléctrico y el vacio (ESPOL, 1982, p.86).

Por lo tanto, las cargas ligadas no compensadas solo existen en la capa delga-
da indicada en la figura 3.9. Dado que el nimero de dipolos por unidad de volu-
men es N, la carga acumulada en esta capa por unidad de area es:

AQ
T AS (3-18)

donde, p,, es la densidad superficial de polarizaciéon

Psp

El cruce por la superficie d.S en la direccién negativa d-por cargas negativas
es igual al cruce por la superficie d.S en la direccion positiva d* por cargas posi-
tivas. El total de cargas que cruzan la superficie d.S en su direccion positiva en el

proceso de polarizacion es: 109
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dQ =NQd*dScosa—N(—(Q)d dScosax (3-19)

Si en la ecuacion (3-18) se toma el limite cuando la variacién de superficie As
tiende a cero, entonces

dQ
Psp =75 (3 - 20)
Reemplazando la ecuacidn (3-19) en la ecuacién (3-20), es

NQ d*dScosa— N(—Q)d™ dScosa
Pep = ds

Psp = NQ d" cosa — N(-Q)d™ cosa

sacando factor comun,

ps, = NO(d*+d") cosa

pero, d=d*+d-
entonces,

ps, = NQd cosa
donde,

P=NQd

psy = Pcosa

Escribiendo en forma vectorial, la densidad superficial de polarizacion es igual a:
psp=P. it Densidad superficial de polarizacién (3-21)

Para el caso en la cual el d.S estd en el limite (frontera) de dos medios dieléctricos
diferentes (figura 3.10), la distribucion de las cargas sobre la superficie limite tiene
una densidad superficial de polarizacién igual a la suma del producto punto de cada
uno de los medios. El vector unitario normal /i, es perpendicular de la superficie
del medio 1 (dieléctrico 1) hacia fuera, mientras que, el vector unitario normal /i, es
perpendicular de la superficie del medio 2 (dieléctrico 2) hacia fuera, esto es

Frontera

Dialgcirico 1 Doelécirsie X
— -
- e
flaz
~
=k P i
= 7.

Figura 3.10 Superficie limite (frontera) entre dos dieléctricos (ESPOL, 1982, p.87).
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Pspzij‘l-lﬁnl"'ﬁZ-ﬁnz (3-22)

destruyendo el producto punto,
psp = P1+(_P2)
psp = Pl_PZ

donde P, y 132 son los vectores de polarizacion en los dieléctricos 1y 2, res-
pectivamente, y fi,, Y fi,, son los vectores normales al limite de la superficie de los
dieléctricos 1y 2.

3.4 FORMA GENERALIZADA DE LA LEY DE GAUSS.
EL VECTOR DE DESPLAZAMIENTO ELECTRICO

Antes que nada, para calcular la intensidad del campo eléctrico E creado por
una distribucion volumétrica de cargas libres en el vacio, se utiliza la Ley de Gauss
(ESPOL, 1982, p.89). Esto es

. 4 1
E.,ds=— , i
jE fﬂJ; g

De igual manera, se puede obtener la intensidad del campo eléctrico creado
por las cargas libres y de polarizacién de acuerdo con las mismas féormulas, deri-
vadas para el campo electrostatico de cargas situadas en el vacio, es decir

£ E. d.’fzfln-L (pu-l-ﬂvp} dv (3 - 23)
Donde,
p, = densidad volumétrica de cargas libres
p., = densidad volumétrica de polarizacién p,,=—div P

Separando las integrales de la ecuacion (3-23) y reemplazando el valor de la
densidad volumétrica de polarizacion, se tiene

EF Euﬁt.d_ﬂf:j p“du+j —div P dv
5

v v
§ Eﬁ.d.‘f:f pvdu—f div P dv (3 - 24)
5 v v
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En el segundo término del lado derecho de la ecuacién (3-24), se aplica el
teorema de la divergencia, que dice que, la divergencia de una funcién vectorial
en una integral de volumen, es igual al producto punto de la funcién vectorial con
el vector superficie en una integral cerrada de superficie, en otras palabras, una
integral de superficie se reemplaza por una integral de volumen, como sigue

£P.d5=dePdv (3 - 25)

Reemplazando la ecuacién (3-25) en la ecuacion (3-24), se tiene

jg enﬁ‘.d:f:j pudv—jg P.ds
5 b 5

pasando el término al lado izquierdo,

fuf.:.d."f+jg ﬁ.a‘.‘f:j o, du
i 5 v ; (3_26)

Debido a que las dos integrales cerradas de superficie de la ecuacién (3-26)
son iguales, se pueden sumar los dos vectores, el campo eléctrico E y el vector
-
polarizaciéon Pen una sola integral cerrada de superficie, entonces

jg (€oE + P) .dS = J p, dv
5 i

pero,
D =¢e,E+P (3-27)
donde,

D = Vector de desplazamiento eléctrico o densidad de flujo eléctrico

entonces,

D.dS =j Py dv
£ T (3-28)

La ecuacion (3-28), es la Ley generalizada de Gauss en forma integral, que
también se puede reemplazar la distribucion volumétrica de cargas libres totales
por la carga neta Q,

£ D.ds =@, (3-29)
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La carga neta Q, se puede reemplazar por cualquiera de las cuatro alternati-
vas de distribuciones de cargas, que pueden ser distribuciones de cargas puntua-
les, lineales o volumétricas, esto es

It

Qn = g
=1
0n = ff prdl
{y =f ps dS
5
U :J‘ Py dv
¥
donde,

p,= densidad lineal de cargas
p,= densidad superficial de cargas
p.,= densidad volumétrica de cargas

A partir de la Ley generalizada de Gauss en forma integral (3-28), nuevamen-
te se aplica el teorema de la divergencia en el término de la izquierda de la ecua-
cién para obtener la Ley de Gauss generalizada en forma diferencial, entonces

div ﬂdv=j Py dv
J; o (3-30)

Los dos términos de la ecuacion (3-30) corresponden al mismo volumen,
entonces, integrando, se tiene

div D = p, (3-31)
O escrito de otra manera
V.D = p, (3-32)

Las ecuaciones (3-31) o (3-32), es la Ley generalizada de Gauss en forma
diferencial.

Para materiales lineales:

En el caso de los materiales lineales e isotrépicos, el vector polarizacién Pes
proporcional al campo eléctrico E , entonces, al reemplazar la ecuacion (3-11) en
la ecuacion (3-27), se tiene
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D=¢ E+ex, E
sacando factor comun,
D =ep(1+x,)E (3 -33)
pero, €,=(1+x,)
donde,

€,= permitividad relativa del material

Al reemplazar en la ecuacion (3-33), es

-

D=¢;e€, E

pero,

€=€,€,

donde,

€= es la permitividad del material

Entonces, el vector de desplazamiento eléctrico D se relaciona con el vector
de campo eléctrico E a través de la ecuacion (3-34), esto es
D=¢E (3 - 34)
A partir de la ecuacién (3-27), se procede a despejar el vector de desplaza-
miento eléctrico, entonces

P=D—¢,E (3 - 35)
Reemplazando la ecuacion (3-34) en la ecuacion (3-35), se tiene
P=cE-¢E
Sacando factor comun, se tiene
P=(e—g)E (3 -36)
La ecuacidn (3-36), establece la relacion que existe entre el vector de polari-
zacion y el vector campo eléctrico en un material dieléctrico.

De igual manera, en la ecuacion (3-31) de la Ley generalizada de Gauss en forma
diferencial se reemplaza el vector de desplazamiento eléctrico (3-34) y, se obtiene

diveE =p,
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O~

m | =

s 3 v
divk ==— (3-37)

3.5 CONDICIONES DE FRONTERA

Antes que nada, se debe saber qué sucede cuando los vectores, intensidad de
campo eléctrico E y de desplazamiento eléctrico D atraviesan la frontera entre
dos medios diferentes, para lo cual, se deben determinar las componentes tan-
genciales y normales de los vectores Ey D, en la interface o frontera entre los dos
medios dieléctricos diferentes.

En primer lugar, para determinar la componente tangencial de la intensidad
de campo eléctrico E, en el limite o frontera entre el medio dieléctrico 1 y el
medio dieléctrico 2, se utiliza la ecuacion de la integral cerrada de linea en un
pequeno contorno rectangular A/ por 4 alo largo de la trayectoria 12341, como se
muestra en la figura 3.11 (ESPOL, 1982, p.95). Esto es

E.dl=0
ﬁ.zsn (3-38)

Como se trata de obtener los valores de E, en la frontera de los dos medios
dieléctricos, entonces en la ecuacion (3-38) se debe aplicar el limite cuando &
tiende a cero, esto es

T EEII
L /e/E
—_— F
1} Al — | 2
P dl di
Dieléctrico 2 3 i h , Frontera
| ¢
Dieléctrico 1 ‘L Tai
2 "
3 1L
4= 3
E;. TEL“
E,

Figura 3.11 Condiciones de frontera para la componente tangencial.
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—

Iim% E.di=0
h=0 Jyoam

De la integral cerrada de linea se obtienen cuatro segmentos abiertos, esto es,
dela2,de2a3,de3a4yde4al,entonces, paralas componentes tangenciales, es

2 3 k] & 1 1
lim U By .dl +f Ezr,dh-j E”.df+j .‘?n,df+j El,,df+J Ez;,df] =0
h=01J, 2 2 k] 4

4

Destruyendo el producto punto de todos los términos, es

4

Ey, dl cos 90° + f E,, dl cos 180°
3

3

2
lim j Eap dlcos0® +J- Eqy d!cusgﬂ‘*+f
k=01 2 2

3

1 1
+J- Ey¢ dl cos 90° +J’ Ese dlcos 907 ] =0
4 4

o 3 3 4 1 1
lim jﬁndf +f Emdtn+f Endm—f Ey, dl +f Eyo dl 0 +J Eztdmlzﬂ-
h=0 ]}y . 2 3 4 4

[ 2
lim j Eyp dl +{]+ﬂ—j
h—-ﬂ_.l 2

[ 2 4

lim [1 Ey, dl —J; E., m] =0
integrando

Eﬂlb—ﬂm —E Al =0

4

Aplicando el limite cuando & tiende a cero
E, Al-E,Al=0

Entonces, las componentes tangenciales E,, y E,, son iguales en la frontera de
los dos medios dieléctricos, es decir, es continua en la frontera, esto es

Epr = Byt (3-39)
Cuando los dos dieléctricos son lineales
Dy,
Eye = > (3 -40)
S Dy
Ean=r (3 - 40)
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Reemplazando las ecuaciones (3-40) y (3-41) en la ecuacion (3-39), se tiene

Dae _ Do
€1 €2 (3-42)

La ecuacion (3-42) es vélida sélo cuando los medios 1 y 2 son lineales.

Para las componentes normales, no es necesario el planteamiento de la ecua-
cién, debido a que la evaluacion de la integral cerrada de linea es igual acero, pero
se procede a demostrar que este valor es igual a cero, esto es

2 3 3 4 1 1
lim U Eap . dl +f Ean ,:u'+f Bl +f Eqn .dl +f Eyp.dl +f Esn ,;u'] =0
h=0 ) 2 2 3 4 4
Destruyendo el producto punto de todos los términos, es
2 3 3 4
]!li_qa U Ey, dlcos90° + J- Es, dlcos 1807 + f Eyn dlcos 1807 +f Eyy dlcos90°
1 F. 2 3
1 1
+[ E,, dlcos 0° +f B d!ms[l”]:ﬂ
4 4
Destruyendo el producto punto de todos los términos, es

[ 2
ot -J; EZﬂ dto _L

I 3 3 1 1
lim ﬂ—f En m—j Ey, dl +ﬂ+f Eyp dl +j Eqn d!]:ﬂ
ﬂ_ 2 2 4 4

i 3 3 1 1
lim —f Ean d!—[ By dl +f Eyn dl +j Ean d{]zﬂ
LB 2 4 4

Integrando,

3

-
=

3 4 1 1
Ean :ﬁ—f Eqp dl +j Eii dHJ+f Eyn dl +f Esn cﬂ]={]
2 3 4 &

J'EhfhEhEh—ﬂ-
JJ';’-%[D]:D

Entonces, finalmente se ha llegado a demostrar que el valor de la integral ce-
rrada de linea es igual a cero. 0 = 0

En segundo lugar, para determinar la componente normal del vector de despla-
zamiento eléctrico D, en el limite o frontera entre el medio dieléctrico 1y el medio
dieléctrico 2, se utiliza la ecuacionde la integral cerrada de superficie aplicada en
una pequefia superficie gaussiana de forma cilindrica, como se muestra en la figura
3.12, para esto se utiliza la ecuacion (3-29) de la Ley generalizada de Gauss, esto es
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fﬁ D.d§=0,
5

Como se trata de obtener los valores de D, en la frontera de los dos medios
dieléctricos, entoncesen la ecuacion de la ley generalizada de Gauss se debe apli-
car el limite cuando 4 tiende a cero y, la carga neta Q, se reemplaza por una dis-
tribucién superficial de cargas uniformes, esto es

lim E.df:limf pe dS
fi=0 5

n—-0 J (3 -43)

De la integral cerrada de superficie (3-43), se obtienen tres integrales abiertas
de superficie, esto es, la superficie lateral y las superficies de las dos tapas superior
e inferior, entonces

=i AS D,
T T~ =g
Dieléctrico 2 2 -] B A5 Frontera
e ~— ¢
Dieléctrico 1 ;ll h | — ey ﬂ-_.;-'“
E e
e U Y
|

= 3 Elr
D -
L d § =
L Dy,
Figura 3.12 Condiciones de frontera para la componente normal.

]im[ Doy .dS;+ | Dip.dS;+| Dyp.dS,, + Ezn.d§L2]=lin1j pe dS
k=0 | Jrs TI st sL2 Rl e

Destruyendo el producto punto de todos los términos, se tiene

k=0

lim [I Doy dS;cos 07 + f Dyy 18, cos 1807 +I Dy dS cos90° 4 f Dy d5, 5 cos 9[!"]
TS T! sL1 512

=y |, poas

lim Doy dS; — | Dy dSy + Dy, d5;0 + Doy dSga 0] = ]Jl-%j ps dS
5

L4 TS T SL1 5L2

lim f Do d5; —f Dy, dSy +0 + u] = Iimj o, dS
h—0 g i h—D 5

J]lllrr'!I .'[rs Dy, dS, — Lr Dy, ds.] = LIEEL o, dS
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Integrando
lim[D;nAS — D1, AS] = lim|[pA5]

Aplicando el limite cuando 4 tiende a cero
D, AS — D,AS = p,AS

simplificando

D2n_Dln:ps

3.6 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 3.1. Se dispone de un cable coaxial cuyo cilindro conductor inter-
no de radio a y longitud h, tiene una distribucion superficial de cargas uniformes
totales +Q. Concéntricamente se encuentra una malla cilindrica conductora de
radio d, de espesor despreciable. Entre los dos cilindros conductores se encuentra
dos materiales dieléctricos de permitividades €, y €,, como se muestra en la figura
3.13. El cilindro de radio d esta aterrizado. Determinar las densidades superficia-
les y volumétricas de polarizacion del cable coaxial.

Figura 3.13 Cable coaxial de radios a y b con permitividades €, y €,.

Desarrollo.

En la figura 3.13, se muestra claramente que, el cilindro dieléctrico de permitivi-
dad €, tiene un espesor de radios a y b, mientras que, el cilindro dieléctrico de permi-
tividad €, tiene un espesor de radios b y d, sabiendo que, la longitud del cilindro es A.
Ademas, como se pide determinar o calcular las densidades superficiales y volumé-
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tricas de polarizacion del cable coaxial, entonces, se debe realizar el anélisis en forma
separada en el material dieléctrico de permitividades €, y €,; de tal manera que, para
el material dieléctrico 1 se debe trabajar en un rango de a < r < by para el material
dieléctrico 2 se debe trabajar en un rango de b < r < d. Por ultimo, para calcular las
densidades superficiales y volumétricas de polarizacion, primero se debe calcular el
vector de desplazamiento eléctrico D utilizando la Ley generalizada de Gauss.

Paraa<r<b

Antes que nada, en la figura 3.13, como dato se tiene la carga total +QO (Q,
= +Q) distribuida sobre la superficie total del cilindro de radio a, para dibujar el
vector de desplazamiento eléctrico D,, primero se dibuja el vector campo eléctri-
co E, y con la ecuacion (3-34) que relaciona el campoeléctrico con el vector de
desplazamiento eléctrico, se obtiene la direccién de D.,.

Figura 3.14 Superficie gaussiana para a < r < b.

En la figura 3.14, para dibujar el vector E la carga —Q se lo imagina en el in-
finito (o), de tal forma que, las lineas de campo eléctrico se dibujan de +Q a -Q,
ademas, se asume que la longitud # del cilindro es mucho mayor que el radio d
(h >> d) para que las lineas de campo eléctrico salgan en forma radial y paralelas
desde la superficie de radio a. El campo eléctrico al pasar por el material conduc-
tor de radio d cuyo espesor es despreciable, se produce la induccién de cargas.
La carga positiva +Q (color rojo) del material conductor de radio d con la carga
positiva +Q (color negro) distribuida sobre la superficie de radio a, se produce
una fuerza de repulsion, donde la carga positiva de color rojo se va a la superficie
externa superior y, a su vez, ésta se va a tierra, debido a que en la figura el cilin-
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dro de radio d esta aterrizado. En cambio, la carga positiva —Q (color rojo) del
material conductor de radio d con la carga positiva +Q (color negro) distribuida
sobre la superficie de radio a, se produce una fuerza de atraccion, donde la carga
negativa de color rojo se va a la superficie interna inferior, tal como se muestra en
la figura 3.14. Finalmente el vector campo eléctrico E va dirigido desde la superfi-
cie de radio a hasta la superficie de radio d. Utilizando la ecuacion (3-29), se tiene

?f D,. d§ =0,
5

En ésta figura se selecciona una superficie gaussiana de radio r entre los cilin-
dros de radio a y b, sobre ésta superficie se selecciona un diferencial de superficie
escalar d.S'y sobre ésta se dibujan los dos vectores D, y dS. El criterio para dibujar
el vector D, es que tiene la misma direccién ysentido del vector E y como se trata
del medio 1, serd E,; mientras que, el criterio para dibujar el vector superficie ds
es perpendicular de la superficie hacia afuera, entonces, la integral cerrada de
superficie del cilindro se obtiene tres superficies abiertas, esto es
f b, . d§+j b, . d§+j B,. dS=+Q

SL Tl ™D

Debido a que el vector desplazamiento eléctrico D, y el vector superficie d.S,
tanto en la tapa izquierda (77) asi como en la tapa derecha (TD), los dos vectores
forman un angulo de 90°, entonces al destruir el producto punto, las dos integrales
se hacen cero. Unicamente se tiene la integral de la superficie lateral (SL), esto es

-
f Dy dSs; cos0% =
1]

Dy [Ss o =@
Dy[2rrh)g =0
Q

D, =
A 2mrh

pero, en el medio 1
Dl = €1 El

despejando y reemplazando valores

E Iy Q
17 ¢, T 2me,rh
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escribiendo en forma vectorial, el vector unitario 7 tiene la misma direccién y
-
sentido del vector campo eléctrico E,, asi

- R
' T omerh (3 - 44)

Parab<r<d

En la figura 3.15 se selecciona una superficie gaussiana de radio r entre los
cilindros de radio b y d, sobre ésta superficie se selecciona un diferencial de su-
perficie escalar d.S' y sobre ésta se dibujan los dos vectores D, y dsS. El criterio
para dibujar el vector D, es que tiene la misma direccién ysentido del vector E'y
como se trata del medio 2, serd E,; mientras que, el criterio para dibujar el vector
superficie dS es perpendicular de la superficie hacia afuera, entonces

f D,. dS =0,
x

La integral cerrada de superficie del cilindro se obtiene tres superficies abiertas,
esto es

[ Bo.ds+[ Bp.as+ [ B, as=+0
SL Ti TD

Figura 3.15 Superficie gaussiana para b <r < d.

Debido a que el vector desplazamiento eléctrico D, y el vector superficie dS,
tanto en la tapa izquierda (77) asi como en la tapa derecha (TD), los dos vectores
forman un angulo de 90°, entonces al destruir el producto punto, las dos integrales
se hacen cero. Unicamente se tiene la integral de la superficie lateral (SL), esto es
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-
J- D?_ ds_g;‘ Cos {]U = l‘;"
[}

Dy [Ssi]o = @Q
D, [2rrh]=Q
Q

D, =
7 2mrh
pero, en el medio 2

D2 = €2 E2

despejando y reemplazando valores

D
E2=_2___ Q

€3 2megrh

escribiendo en forma vectorial, el vector unitario 7 tiene la misma direccién y
sentido del vector campo eléctrico E,, asi

2_;
2me,rh (3 -45)

.Ez =
Para calcular los vectores de polarizacion P y P, se utiliza la ecuacién (3-36)
para los medios 1y 2, respectivamente, esto es
El vector polarizacién P, tiene la misma direccién y sentido del vector campo
eléctrico El, tal como se muestra en la figura 3.14, asi
P=(e, - ¢) E,
Reemplazando el valor de la ecuacion (3-44)

" a .

1 = (& _EG)ZRE-lrhr

Escribiendo en forma escalar

Q
Py =(E1—Eu}m (3 - 46)

El vector polarizacion P, tiene la misma direccién y sentido del vector campo
eléctrico E,, tal como se muestra en la figura 3.15, asi
P,= (e, - €) E,

Reemplazando el valor de la ecuacion (3-45)

P

ﬁ2=(fz—fn)

2meyrh
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Escribiendo en forma escalar

(OROR)
= |e
L= o
-
|

Y
Hyz +
Figura 3.16 Corte transversal del cilindro.

Q
2me,rh (3-47)

P; = (3 — €p)

Calculo de las densidades superficiales de polarizacion en las tres fronteras:
@,0y06.

La figura 3.16 es un corte transversal de la figura 3.13 con sus respectivos vec-
tores de polarizacion P,y P, obtenidos en las figuras 3.14 y 3.15. Ademas, estan
dibujados los vectores unitarios normales.

Frontera 1:

El vector unitario normal fi,, es perpendicular de la superficie del medio 1
hacia afuera, entonces, para calcular la densidad superficial de polarizacion p,,,
en la frontera 1, se utiliza la ecuacidn (3-21)para el medio 1, esto es

pspl = ?1 . ﬁnl
Psp =Py cos180° = —P,

Reemplazando el valor de P, de la ecuacién (3-46), entonces

Q(e, — €)

Popt =~ 2meqah

Frontera 2:

El vector unitario normal ji,, es perpendicular de la superficie del medio 2
hacia afuera, y el vector unitario normal ji',, es perpendicular de la superficie del
medio 1 hacia afuera, entonces, para calcular la densidad superficial de polariza-
cion p,,, en la frontera 2, se utiliza la ecuacion (3-22) para el medio 1 y el medio
2, esto es

pspZ = Pl 'ﬁ(n1+P2 '/”Z'nZ
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Psp = P cos0? + P, cos180°
Psp2 = P - P

Reemplazando el valor de P, de la ecuacion (3-46) y el valor de P, de la ecua-
cién (3-47), esto es

Q Q

Pspz = (€1 — Eu}m— (€2 — Eu)m

Reduciendo términos,

Q {El —€ (e — Eﬂ)}

ﬁspz - 2'1T be Eq Ez
S Q €x(€;—€g) —€1(€2 — &)
;=
P 2m be 162
Q €36 — €260 — €163 + €16
Psp2 = 3 pe £t

€0 €—¢6

Psv2 = 3 pe €167

Frontera 3:

El vector unitario normal ', es perpendicular de la superficie del medio 2
hacia afuera, entonces,para calcular la densidad superficial de polarizacion p,,; en
la frontera 3, se utiliza la ecuacion (3-21)para el medio 2, esto es
pspS = PZ . ﬁ'nZ
Pspy = P, cos0’= P,

Reemplazando el valor de P, de la ecuacién (3-47), entonces

Pspa = (€2 — €g) .
e 2meqsdh
_ Q(e; — &)
s 2me,dh

Calculo de las densidades volumétricas de polarizacion en los medios 1y 2.
Para el medio 1:

Para calcular el valor de la densidad volumétrica de polarizaciéon p,,, en el
medio 1, se utiliza la ecuacién (3-17), esto es
Puopt = —div I)l
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También se puede escribir como,
- -
pupl :_V'Pl

-
La divergencia de la funcién vectorial P, en coordenadas cilindricas, es

55 _170 10Py, 9Py,

L PR
1 rdr{r1J+r'dtp dz

o

De la ecuacion (3-46), el valor de P, solamente varia con respecto al radio r,
esto es P,,, mientras que, no existen valores de ¢ y z en P, , por lo que seria una
constante P,y P, al derivar con respecto a @ y z, entonces

o 12 Q 14 Q a Q
AT wler r({El € Znslrh) troe ({E’ =€) zrtflrh) +E({£] =€) Z;rrflrh)

o 1a 0
Vily s r _5(r({fl ~ €0 anlrh))

1
$+=0+0
T

v.P 3 L ( ) e +'0+0
Py === (g = &) —— -
Y“rlar\Ct " Zneh)|
== 1 1
V.P==[0]4+=-0+0=0
r r
entonces

pvpl = _V'Pl = _(0)
pvpl = 0
Para el medio 2:

Para calcular el valor de la densidad volumétrica de polarizacion p,,, en el
medio 2, se utiliza la ecuacion (3-17), esto es

Pop2 = —div 132

También se puede escribir como,

Pop2 = -V.P, 2

La divergencia de la funcién vectorial P, en coordenadas cilindricas, es
L. 17d 10P,, Py,
V.B,==|—(P - —2
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De la ecuacion (3-47), el valor de P, solamente varia con respecto al radio r,
esto es P,,, mientras que, no existen valores de ¢ y z en P, , por lo que seria una
constante P,, y P, al derivar con respecto a ¢ y z, entonces

g AT o i@ 10 (e ® Vo O oy, @
V.p _F{ar(r([fz En}znezrh))]+rﬂq!([ez En}Eﬂfzrh)+ﬂz([Ez Eu}zrrfzr‘h)

V.P wit® ¢ +10+{}
R Tl (€2 E”JZMZJ‘! ¥

- os 1 1
V.P,==[0]+=0+0=0

r r

entonces

Pop2 = -V.P,=-(0)
pvp2=0

En conclusion, en vez de hacer tres graficos por separados (figuras 3.14, 3.15
y 3.16), se puede graficar en uno solo, como se muestra en la figura 3.17

Figura 3.17 Vectores dentro y fuera del cilindro.

Problema 3.2. Una esfera dieléctrica de radio a, tiene una distribucién volu-
métrica de cargas libres p,(r)=Ar? y una permitividad dieléctrica €, en el exterior
de la esfera existe vacio, tal como semuestra en la figura 3.18. Determinar el po-
tencial eléctrico en el centro de la esfera (punto p) y, las densidades superficiales
y volumétricas de polarizacion.

Solucion:

Para calcular las densidades superficial y volumétrica de polarizacion, prime-
ro se debe determinar el vector de desplazamiento eléctrico D o también llamado
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densidad de flujo eléctrico, dentro y fuera de la esfera, para esto, se debe utilizar la
ecuacion (3-28) de la Ley generalizada de Gauss en forma integral.

Figura 3.18 Esfera dieléctrica dentro del vacio con p,(r) = Ar.

Determinacion de D, fuera de la esfera o parar>a

Para determinar el vector de desplazamiento eléctrico D, fuera de la esfera, se
utiliza la ley generalizada de Gauss en forma integral. Se selecciona una superficie
imaginaria (figura 3.19) o gaussiana en forma esférica de radio » mayor que a,
para garantizar que todas las lineas de campo eléctrico E, y por ende D, (debido
a que el campo eléctrico se relaciona con el vector dedesplazamiento eléctrico a
través de la ecuacién (D, = ¢, E,) atraviesen dicha superficie imaginaria en forma
perpendicular, que es uno de los requisitos para aplicar Gauss. La integral cerrada
de superficie de la esfera, se convierte en una sola superficie abierta, entonces

P
% Peirl s
= A
...}

Figura 3.19 Vectores ﬁl y El, fuera de la esfera.

fﬁl. dS =j:ﬂv{1") dv (3 - 48)

Antes que nada, la parte izquierda de la ecuacion (3-48) corresponde a lo imagi-
nario cuyos limites va de 0 a r, sobre la superficie imaginaria se selecciona un diferen-
cial de superficie escalar d.S'y, sobre ésta se dibujan los dos vectores D, y dS; mientras
que, el lado derecho de la ecuacion corresponde a la parte real, es donde se encuentran
las cargas fisicas encerradas por la superficie imaginaria, en este caso los limites van
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de 0 a a. Para este problema, la densidad volumétrica de cargas p,(r) depende del ra-
dio, no es una constante, por tanto, esta variable no debe salir de la integral y debe ser
multiplicado por el diferencial de volumen du, entonces, el volumen de la esfera, es

4
v==mnr
3

3

derivando con respecto al radio r, se tiene
dv=4xr* dr

Destruyendo el producto punto, reemplazando el valor de p,(r) y el valor de
dv en la ecuaciion (3-48), se tiene

e a
f D; dS cos0? =I Ar? (4mr® dr)
0 1]
Integrando,

F a
le d5=4ﬂﬁf ridr
(i b

]
re

D[Sl = 4nA |

0

Pero, la superficie de la esfera, es
S =4nr

Entonces,

EE

)
Dy [amr?|; = 4mA [?

0

Dyan[r?|; = T[rﬁiz

A a
Dubrely = £ [

Ala®* =10
Dl(rz = D’) =—( )
5
Aa®
k- T
Dire = z
Aa®
Di=s (3 - 49)
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Para determinar el valor del campo eléctrico E,, se parte de la relacion D, =
€,E,, en este caso el medio 1 es el vacio, entonces €, = €, esto es

Dl = €OE1

Despejando el valor de E,
_ DT Aﬂs

E = —
'™ ey Sepr?
Aa®

Ei=—
LT 5ey12

3-1)

Determinacion de D, dentro de la esfera o parar<a

Para determinar el vector de desplazamiento eléctrico D, dentro de la esfera,
se utiliza la ley generalizada de Gauss en forma integral. Se selecciona una superfi-
cie imaginaria (figura 3.20) o gaussiana en forma esférica de radio r menor que a,
para garantizar que todas las lineas de campo eléctrico E, y por ende D, (debido
a que el campo eléctrico se relaciona con el vector dedesplazamiento eléctrico a
través de la ecuacién D, = ¢,E, atraviesen dicha superficie imaginariaen forma
perpendicular, que es uno de los requisitos para aplicar Gauss). La integral cerra-
da de superficie de la esfera, se convierte en una sola superficie abierta, entonces

Figura 3.20 Vectores ﬁl y El, dentro de la esfera.

J:ﬁz. dS =J:pv{r} dv (3-51)

Antes que nada, la parte izquierda de la ecuacién (3-51) corresponde a lo ima-
ginario cuyos limites va de 0 a r, sobre la superficie imaginaria se selecciona un
diferencial de superficie escalar d.Sy, sobre ésta se dibujan los dos vectores D, y d.S;
mientras que, el lado derecho de la ecuacion corresponde a la parte real, es donde se
encuentran las cargas fisicas encerradas por la superficie imaginaria, en este caso los
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limites también van de 0 a r, porque la superficie gaussiana no encierra la totalidad
de las cargas. Para este problema, la densidad volumétrica de cargas p,(r) depende
del radio, no es una constante, por tanto, esta variable no debe salir de la integral
y debe ser multiplicado por el diferencial de volumen dv, entonces, igual que en el
caso anterior, al reemplazar en la ecuacion (3-51), se tiene

rg r
j D, . a‘f:j Ar? (4w r? dr)
i} 1]

Integrando,

r r
D, J- d5 = dmwd f rt dr
o o

r P
D, (5], = 4mA [?

2
o
Pero, la superficie de la esfera, es

S = 47xr?

Entonces,

-8 L

rn.'l‘

D,[4nr?|; = 4mA [ z

]

. dmwA L .
szhﬂrz]:] = T[r"

.
]

.
Dalr2ly =5 [l

A(r5 =0
;]2(;-2 -0) = ¥
5
Ar®

L

ﬂz?‘ = 3
A?'3

DZ = —5 (3 - 52)

Para determinar el valor del campo eléctrico E,, se parte de la relacion
D, = ¢,FE,, en este caso el medio 2 es el material dieléctrico, entonces €, = ¢, esto es

Dz = €E2

Despejando el valor de E,
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Db, A
e )
N
B =—— (3-53)

Para determinar el potencial eléctrico V, en el centro de la esfera, esto es, en el
punto p, se utiliza la ecuacion en cualquier punto r con respecto al infinito y, con
el signo positivo, esto es

V(r) — V() = J; E.dl (3 - 54)

La parte derecha de la ecuacion (3-54) tiene signo positivo, entonces, el limite
inferior de la integral debe ubicarse en un punto de mayor campo eléctrico, en
el caso de este problema es en el centro de la esfera, es decir, cuando r = 0, esto
es, V(r = 0) = V, y, el limite superior de la integral debe ubicarse en un punto de
menor campo eléctrico, en el caso de este problema, en el infinito, es decir cuando
r = oo, pero el potencial en el infinito vale cero (V(e) = 0). Como se trata de dos
medios, la integral se divide en dos partes, reemplazando valores, resulta

o Fra
v-n:fﬁ.dhfé’.df
P e o (3 - 55)

Los vectores E,, E, y d, estan graficados en la figura 3.19 y figura 3.20, como
se puede ver, los vectores dl estan dirigidos desde un punto de mayor a menor
campo eléctrico. Destruyendo el producto punto de los dos términos, es

a o
W, =f E;d!cos[}°+j Ey dlcos(?
o a

o a
Pero, de acuerdo a las figuras 3.19 y 3.20, d! = dr, entonces
a oo
VF:J‘ Ezdr+J‘ E, dr
4] i

reemplazando los valores de la intensidad de campo eléctrico E, y E, de las
ecuaciones (3-50) y (3-53), se tiene

e Ar3 “ Aa®
I";:= —dr + —_2d]"
g DE . DEp?
_ 4 ﬂf-id +Aa5 “ dr
P Be n] ¥ 5¢6p ), 12
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Resolviendo la integral, es

A rt” ﬂﬂE[ 1”
P 5e 4 | S5¢ rli
A r4|® ﬂaE[ lr
P 5e|4|, S5el rl,
i Ay Aa® 1 1
p=30e@ 0 -5 (E_ E]
v A, fIaE(D 1)
p_ZUEﬂ S ey i
A Aa®*
i st S
P20e 5 €p
Aa*
p=2[}een(60+4f}

Para calcular los vectores de polarizaciéon P y P, se utiliza la ecuacién (3-36)
para los medios 1y 2, respectivamente, esto es

El vector polarizacion P, tiene la misma direccion y sentido del vector campo
eléctrico E, tal como se muestra en la figura 3.19, asi

j)1 = (€, - eo)El

Reemplazando el valor de la ecuacion (3-50) y el valor del medio 1, esto es,

61 = €0
S Aa®
Escribiendo en forma escalar
P, =0 (3-56)

El vector polarizacion P, tiene la misma direccion y sentido del vector campo
eléctrico E,, tal como se muestra en la figura 3.20, asi

j)z = (e, - eo)Ez
Reemplazando el valor de la ecuacion (3-53) y el valor del medio 2, estoes €, = €

" Ar?
Pz = '[f - Eu)?]‘a
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Escribiendo en forma escalar

Ar?
Py =(E—Eu)¥ (3-57)

Determinacion de la densidad superficial de polarizacién p,, en la tnica fron-
tera cuando r = g, esto es

Frontera 1:

El vector unitario normal /i, es perpendicular de la superficie del medio 2
hacia afuera, entonces, para calcular la densidad superficial de polarizacion p,,
en la frontera 1 cuando r = g, se utiliza la ecuacion (3-21) para el medio 2, esto es

psp = PZ'ﬂn
psp =P, cos0°= P,

Reemplazando el valor de P, de la ecuacion (3-57), entonces

Aa®
Pop = (= Eu)ﬁ

Para calcular el valor de la densidad volumétrica de polarizacién p,, en el
medio 2, se utiliza la ecuacion (3-17), esto es

pUp: _dlU 7)2

También se puede escribir como,

Pup ==V . Py (3-58)
La divergencia de la funcién vectorial P, en coordenadas esféricas, es
V.P,= l i{rsz }] + ] i{FZE:;eu 9}] + g
r lor "] rsenealas rsenf dg

De la ecuacidn (3-57), el valor de P, solamente varia con respecto al radio ,
esto es P,,, mientras que, no existen valores de 0 y @ en P, , porlo que P,y =0y
P,, =0, entonces

. r p
V.P,== E(r Pz:')]

Reemplazando valores

o AT Ar3
Fﬁz—r—g.a rle - €)=
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Derivando con respecto al radio r

- 1 A
?,Pz =?[(E—FD}E 5!"4]

simplificando
g o5
v.P;Z:I[E—Eﬂ,}ET (3 - 59)

Finalmente, reemplazando la ecuacion (3-59) en la ecuacion (3-58), se tiene
el valor de la densidad volumétrica de polarizacion en el interior de la esfera de
radio a, esto es

=—(g —e5)—r°
p:up ( [I)E

Figura 3.21 Vectores dentro y fuera de la esfera.

Como conclusién, en vez de hacer dos graficos por separados (figuras 3.19 y
3.20), se puede graficar en uno solo, como se muestra en la figura 3.21.

Problema 3.3. Un cilindro conductor de radio a con un potencial eléctrico
V, esta dentro de un tubo conductor de radio b con un potencial eléctrico V}, que
tiene un espesor despreciable, como se muestra en la figura 3.22. Determinar la
funcion de potencial entre los dos cilindros conductores.

Desarrollo:

De acuerdo al problema, entre el cilindro de radio a y b existe el vacio y no
hay cargas, entonces se puede aplicar la ecuacion de Laplace ya que es valido para
medios donde no existan cargas. Para determinar la funcién de potencial entre
los cilindros de radios a y b se traza un cilindro imaginario de radio r, como se
muestra en la figura 3.23, y se aplica la ecuacién de Laplace (3-60) en coordenadas

cilindricas (3-61), esto es
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Vi =0 (3 -60)
2y _1 i ( 5'1-"')+ 1 §2V+52V
yor\ or ;fﬂqﬂz dz? (3-61)

Se reemplaza la ecuacion (3-61) en la ecuacion (3—60), asi

Figura 3.22 Un cilindro coaxial concéntrico de radios a y b.
1 ﬂ( av)+ 1azvr+azv 0
e | | o e e T—
rar\ ar/ rige? 0z°

Los potenciales a lo largo de los cilindros de radios a y b son constantes,

entonces las derivadas parciales con respecto al angulo ¢ y a la distancia z son
iguales a cero, asi

v
a—wz =0
y
av
2 -
entonces,

19 ¢ vy _
?Eipﬁﬂ_

0

(3 - 62)
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Para despejar el potencial V'de la ecuacién (3-62), se procede a integrar varias
veces. Primero se despeja el diferencial y se integra, como se trata de una integral
indefinida se adiciona una constante de integracién K, esto es

[o(r)=0

av
Yar (3 -63)
Luego, nuevamente se despeja el diferencial y se integra por segunda vez,
como se trata de una integral indefinida se adiciona otra constante de integracion
K, esto es

Figura 3.23 Cilindro imaginario de radio .

v K
arr
K
fav: —ar
r
V=K Inr+k, (3-64)

El potencial eléctrico de la ecuacion (3-64) debe variar con respecto al radio
r dentro del rango de a < r < b, entonces se debe escribir de la siguiente manera:

Vir)=Kilnr + K; (3-65)
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A continuacion, se procede a evaluar las constantes de integraciéon K, y K,,
para lo cual, se evalua la ecuacion (3-65) cuando r = a se tiene un potencial de V
y cuando r = b se tiene un potencial V,, entonces

WNr=a)=Klna+ K, =V,

despejando V,
V, =Kilna+K; (3 -66)
V(ir=5b)=K,Inb+K, =V,

despejando V;,
Vy = Ky Inb + K, (3 -67)

Utilizando el método de determinantes, de las ecuaciones (3-66) y (3-67), se
plantea la matriz para hallar la constante K, asi

1‘ _ W=V, V=V

K =The 1] Tha=mb in2
Inb 1 b
Va =V
K] = 7]
= 3-68
Ing ( )
De igual manera, se plantea la matriz para hallar la constante K, asi
Ina V,
K Inb ],-’b _Vplna-V,Inb _Vylna-V,Inb
2~ Tina " Ilna—Inb In2
b
Inb 1
Vylna —V, Inb
on £ 3-69
I“b ( )

Finalmente, para obtener la funcién de potencial eléctrico en cualquier punto
a una distancia r entre los cilindros de radio a y b, se reemplaza las ecuaciones
(3-68) y (3-69) en la ecuacion (3-65), esto es

=V Vplna—=1V,Inb
a b i b i
Vir) = —a Inr+ —a
b b
ver) L-';—l*'hl +lfb|na—'br;,|nh
)= g Inr a (3 - 70)
IHE IHE
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Para simplificar la ecuacion (3-70), se puede restar y sumar el siguiente término:

¥, =V ¥, =V
—— dblnn+”—ﬂklnu
In In
b [
entonces,
-V, V.=V ¥V, =V Vilna=V.Ink
Vir) == Hbtnr— = ubl a+— ablnﬂ+b—ﬂ-“—
I"'E I"'E In-E tnE
Agrupando términos
V.=V, 7 V-V Volna=V¥, Inb
V(r)=— abln— < ab]nad—b—u“
In+ a In— In+
h b b
V.=V, r V.lna—Vylna Vyina—V,Inb
l-"(]"}=a Ehln_+a ﬁb +b ﬂa
In+ a In+— In+—
b b b
V.=Vy r WVina Vylna Vylna V,Inb
F{T]= [} hll’l—'l' a _ b b _ta
In& i In% Ing = In%
b b b b b
V.=V, r V.lna WV iInb
V(T}= = abln—+a—a—u—ﬂ
In-E il I"E 1:11;
V-V me—Ind\ W=V nF\ v -
- r na—=In — r ™ - r
Vir)==2—Lin-+1, =t e 4 =2 | = L
InE a Ina— I:nE a 1r|E InE a
b b b b b

¥
V(r) = =—=In—+V,

0

V(r) =

Problema 3.4. Un disco circular delgado dieléctrico, de radio a y grosor b, es
polarizado permanentemente con un momento de dipolo por unidad de volumen
P, paralelo al eje del disco que es normal a sus caras planas, como se muestra en la
figura 3.24. Determinar el potencial electrostatico en un punto p del eje del disco
(ESPOL, 1982, p.103).
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“Pan —] P

[

F

Figura 3.24 Disco dieléctrico con distribuciones superficiales de polarizacion +p;,y —ps).

Desarrollo:

Antes que nada, en la figura 3.24 el vector de polarizacion Pest4 dirigido de
izquierda a derecha, esto quiere decir que el vector campo eléctrico E esta en la
misma direccién que P, entonces al atravesar el campo eléctrico por el material
dieléctrico se forman los dipolos eléctricos que tienden a alinearse en la misma
direccion del campo E , por tal razon, en este problema sobre la superficie del dis-
co de la parte izquierda estan las cargas negativas de polarizacion (—p,,) y, sobre el
disco de la parte derecha, estdn las cargas positivas de polarizacion (+p,,).

A continuacion, la figura 3.24 se le ubica en un plano tridimensional con el
eje z en forma vertical y se procede a calcular el potencial total V, en el punto p
producidas por las densidades superficiales de polarizacién, tanto de la parte su-
perior V,, asi como de la parte inferior V,, del disco de radio a y espesor o grosor

d (figura 3.25). El potencial total en el punto p, es

Vo=Vt Vi

4z
dv, i"'—_
| i

Figura 3.25 Potencial eléctrico en el punto p producido por la +p,,.
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Calculo del potencial de la parte superior del disco: en la superficie su-
perior del disco se selecciona un diferencial de superficie d.S, éste produce un
diferencial de potencial dy,, en el punto p a una distancia w, tal como se muestra
en la figura 3.25. De tal manera que, la ecuacion para determinar la diferencia de
potencial eléctrico en un punto p con respecto al infinito, es

1 p.ds
dreg w

del -

donde, p, = p,,, entonces

1 pepds
Wi = e (3-71)

pero, de acuerdo a la ecuacion (3-21)
psp = P.p,

En la figura 3.25, el 4ngulo entre los dos vectores Py fi, es 0 siendo j, el
vector unitario normal,entonces destruyendo el producto punto p,, = P, y reem-
plazando en la ecuacién (3-71), se tiene

v L Pds
PL™ 4mrey w (3-72)

Pero, el diferencial de superficie d.S como es tan pequeno tiene la forma de
un rectangulo y, el area del rectangulo (figura 3.26) es la base del arco r d6 por la
altura dr, asi

dS = r dr df (3-73)

ds dar

v

rag
Figura 3.26 Diferencial de superficie dS.

En el triangulo rectangulo de la figura 3.25, w es igual a:

w=422+r? (3-74)

Reemplazando las ecuaciones (3-73) y (3-74) en la ecuacion (3-72), se tiene

AV = 1 Prdrdd
PLT Ameo Nz £ rE

Integrando con respecto al angulo 6 y al radio r, se tiene

; _J‘“ 1 Prdr zndﬂ
PL7 ], amegZT ¥ 72 ) 141
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Vi P rdr [812“= P (% rdr (270) = P rdr
ameg o 2T+ 2 0 Ameoly VZZ 412 260y VZZ 12
esto es,
i =i ¢ rdr
"= Sedo VA (3-75)

Haciendo un cambio de variables
u=2z>+r?
manteniendo constante la distancia z y derivando con respecto al radio r,
du =2rdr
Reemplazando en la ecuacién (3-75) y con p,, = P,
v _Psp & du
PL™ 260 )y 24/

P [ @ _ Py P gea g1z
Vpl_zfn.‘- ! z f|“ [_Ze B2 KISy

Vyy = F-'-r.n|{z i zjug] -I”‘i*rr[{z +a?) /2 — (22 +{}2J”2I '“ﬂ"[{z +ﬂ}”2--zi

Finalmente el potencial en el punto p debido a la superficie superior del disco, es

iR . .
],-"p1 = ?&%E(ZZ +a?)1/2 = z]

(3-76)

Calculo del potencial de la parte inferior del disco: en la superficie inferior
del disco se selecciona un diferencial de superficie d.S, éste produce un diferencial
de potencial dV,, en el punto p a una distancia w', tal como se muestra en la figura
3.27. De tal manera que, la ecuacion para determinar la diferencia de potencial
eléctrico en un punto p con respecto al infinito, es

[ 4

¥,

sl S T

Figura 3.27 Potencial eléctrico en el punto p producido por la —p,,.
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1 p.ds
Wpz = dmeg w'

donde, p, = p,,, entonces

1 pspdS
4?1'51} Y (3-77)

dVy,

pero, de acuerdo a la ecuacion (3-21)
=Pj'

En la figura 3.27, el angulo entre los dos vectores Py fi', es 180, siendo ji
el vector unitario normal, entonces destruyendo el producto punto p,, = -P, y
reemplazando en la ecuacion (3-77), se tiene

1 —FPdS
- (3-78)

dV., =
P27 Ame, w

Pero, el diferencial de superficie d.S como es tan pequeno tiene la forma de
un rectangulo y, el area del rectangulo (figura 3.27) es la base del arco r d6 por la
altura dr, es decir, igual que la figura 3.26, asi

dS = r dr df (3-79)
En el tridangulo rectangulo de la figura 3.27, w' es igual a:

=JE+d*+72 (3 - 80)

Reemplazando las ecuaciones (3-79) y (3-80) en la ecuacion (3-78), se tiene
1 —Prdr df

e [(z + d)? +r?

Integrando con respecto al angulo 0 y al radio r, se tiene

dvpz =

a4 3 —Prdr J‘z"

o 4meo [(z+d)2+12 )y
rdr J‘ rdr
(2m)
o 477'?[}-‘_ J@z+d)?+ 1'"2 " imeg Jz+d)?+1r?
J’ rdr
Y2 = 7, Jz+d)Z+12 (3 - 81)

Haciendo un cambio de variables

sz -

u=(z+d)*+r?
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manteniendo constante la distancia (z + d) y derivando con respecto al radio r,
du = 2rdr

Reemplazando en la ecuacién (3-80) y con p,, = —P,

Psp (* du
Vi = et ]| oo
zfﬂ i lﬁ

Psp _qyp AUt Psp Psp y a
V.., = ——— v iche SN xic Ly PR Iy [N d)2 211/2
o 2€q f h 2 2¢€, Lo 264 [z +d)? +77] |u

Vyz = —g;;;{[(z+ d)? + a2] V2 — [(z + d)? + 02]"/2)

"5
Vyo = A‘;T';{[(H d)? + a2 — [(z + d)?]V/2)

Finalmente el potencial en el punto p debido a la superficie inferior del disco, es

wz=‘%§H&+dF+ﬂq”L—@+dH (3 - 82)

Por ultimo, el potencial eléctrico V, en el punto p con respecto al infinito, es la
suma del potencial V,, del disco superior de la ecuacién (3-76) y, el potencial V,,
del disco inferior de la ecuacion (3-82), asi

o =Vp1+ Vp2

V=222 +a2)1/2 — 2] + =22 ([ + d)2 + 0?12 = (z + O)
2eq 2€y

W = L2 (22 + a2 — 2] - E2([(z + )2 + 212 — (2 + )
EEQ ?.-Eﬂ

v, =;§£{(;¢2+az)lﬂ —z—[(z+d)? +a*]"? 4z 4 d)
0

1,;,=§%{(zz+a2}”2—[{z+a‘}2+a2]”2+d] (3-83)
0

Si en la ecuacion (3-83), se considera que d << z, entonces

=P

P_ZE {{Zz+a?}1.-"2_[Zz_l_zzd_l_dz_l._ﬂzjuz_l_d}
0

Debido a que d << z, d es un valor muy pequeiio y, éste elevado al cuadrado
es mucho mas pequeiio, es decir es despreciable, entonces d* = 0, asi
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b =§Tw{(zz +a?)Y2 (2% + 2zl +a*]'/ +d] (3-84)
0

Pero,

(zz +ﬂ2]”2

(z2 + a?)1/2

(22 + a? + 2zd)Y/2
(22 +a?)¥/2

(22 + a? + 2zd)1/2

2 2172 2 2 - 1/2
24+ 2z2d 4+ a = [z°+a* + 2zd
[ ] [ I (22 + a?)' /2

= (2% + a?)V/?

[22 4+ 2zd + @®|V? = (2% + a?)V/2

2 4+ a? + zzd)”z

[22 + 2zd + a?]V? = (2% + a?)1/2 ( )

72 + a? 2zd )”2

2 211/2 — [o2 2y1/2
+ 2zd + = (2% + +
(bt e (zz+a2 ¥ +as

2zd z242 z2d?
[zz+22d+ﬂ7—]‘f‘2zﬁ.fzzi*az\{(la}- s )~

Zra @Z+ra)) (@ +a)p

: _ zd \' z%d?
[zz+22d+u2|‘”=\a'z2+a-’-j(1+z._,_+a2) = :

z2 +a?)?

Pero, d*> = 0, entonces

zd
[zz+22d+a2]”2=1#22+a3‘](1 +—) -0

2+a2

, 2d
|zz+2m'+-:12]”2=(zz+a2}‘*"2(1 +zz+a2) (3 - 85)

Reemplazando la ecuacidn (3-85) en la ecuacion (3-84)

_ Psp zd
1,;,_2 {{7 +a?)l/? - (z2 +a2)1f'?( +22+ﬂ2)+d]

Zd[zz MH Hz]”z
———+d

f]w 231/2 _ (a2 4 229172 _
{(z +a“) (z°+a”) TR
zd(z% + a?)1/2 Pepd 0 o1
= _ 12052 4 o2y-1

=5 [ i 2eq {1 -2(z2 + a®)'/2(2% + a?)71}

p. zd(z? 4 a?)1/? _ Pspd b S
V= { —— —_— —zfﬂ{l—z(z + a?)"1/?}
P o= {l—z(z +a?)" 12}
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De tal forma que, cuando el disco tiene un espesor de (d << z), el potencial
en el punto p, es

V:p""’d{1— z }
P 2 Vzi+a?

3.7 PROBLEMAS PROPUESTOS

o Problema P3.1. Cuando un material dieléctrico es introducido en un
campo eléctrico E externo, explicar lo que ocurre en el interior del mate-
rial dieléctrico.

Figura 3.28 Dipolo eléctrico

o Problema P3.2. Un dipolo eléctrico esta formado por una carga negativa
g— y una carga positiva g+, y se encuentran a una distancia de separacion
2a. Calcular el potencial eléctrico producido por el dipolo, en el punto p,
que se encuentra a una distancia r desde el centro de las dos cargas, tal
como se muestra en la figura 3.28. Una vez obtenido el potencial eléctrico
V,, calcular la intensidad de campo eléctrico en el punto p, utilizando la
ecuacion que determina el campo eléctrico a partir del potencial, esto es,
E =-VV. Para los calculos de un dipolo, asumir que r >> 2a.

Figura 3.29
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o Problema P3.3. En un punto de un dieléctrico polarizado, el nimero de
dipolos por unidad de volumen es N y su momento de dipolo magnético
es p . ;Cudl es el vector de polarizacién en ese punto?

» Problema P3.4. Un capacitor de placas paralelas de superficie .S tiene una
distribucion superficial de cargas uniformes ps tal como se muestra en la
figura 3.29. El dieléctrico consiste de dos capas de espesores a y 2a, permi-
tividades €, y €, y el potencial aplicado entre las placas es AV. Determi-
nar ps y las densidades superficiales y volumétricas de polarizacion.

o Problema P3.5. Utilizando la Ley generalizada de Gauss y aplicando con-
diciones de frontera entre dos medios dieléctricos, obtener las componen-
tes normales en el medio 1y 2 del vector de desplazamiento eléctrico D.
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CAPITULO IV
4. CORRIENTE ELECTRICA
ESTACIONARIA EN CONDUCTORES

4.1 DENSIDAD E INTENSIDAD DE CORRIENTE

Antes que nada, en los capitulos anteriores se ha considerado el campo eléc-
trico estatico, es decir, el campo debido a cargas eléctricas estaticas. En este ca-
pitulo, se trataran los casos en los que las distribuciones continuas de cargas se
encuentran macroscopicamente en un movimiento de estado estable, tal estado
estable se obtiene cuando grandes agregados de cargas eléctricas elementales se
mueven de manera que la imagen macroscépica del movimiento de la carga es
constante en el tiempo (ESPOL, 1982, p.193). El movimiento constante de las
cargas suele canalizarse mediante conductores adecuados, esto se refiere a cual-
quier sustancia que tenga en todo su volumen un nimero relativamente grande
de cargas libres para moverse en su interior.

Cuantitativamente, la corriente eléctrica, es decir, el flujo de una distribu-
cioén continua de cargas eléctricas, esta representada por dos cantidades fisicas: el
vector de densidad de corriente J que se caracteriza por el flujo de cargas en un
punto y, la intensidad de la corriente I describe la tasa de flujo de cargas eléctricas
a través de una superficie macroscépica (ESPOL, 1982, p.194).

Suponiendo que en un punto dentro de un conductor hay N cargas libres
por unidad de volumen (figura 4.1), cada una con una carga Q, moviéndose (en
el punto considerado) con una velocidad promedio ¥ (ESPOL,1982,p.194). La
densidad de corriente f en ese punto se define como:

J=NQi (4-1)

Se puede ver que, de acuerdo con esta definicion (4-1), el vector de densidad
de corriente de cargas negativas J _, con velocidades promedio -7 es el mismo
que el vector de densidad actual de cargas positivas J ,, con velocidades promedio
+0, entonces, se puede decir que

148



Pedro Severo Infante Moreira, Manuel Antonio Meneses Freire

J_o = N(=Q)(—=v) = NQv = ] (4-2)

Superficie

Volumen
Conductor

Figura 4.1 Material conductor con N cargas libres por unidad de volumen.

La definicién en la ecuacion (4-1) del vector de densidad de corriente implica
que una corriente de cargas negativas en una direccion es equivalente a la co-
rriente de estas cargas tomadas con el signo positivo y moviéndose en la direccion
opuesta.

En el caso general, la corriente eléctrica puede estar compuesta por una dis-
tribucion continua de diferentes cargas, Q,, Q,, ... , Q, de diferentes numeros N,,
N,, ..., N, por unidad de volumen y con diferentes velocidades 0, , U, ... , U, en el
punto considerado, entonces, la densidad de corriente total T i €5 definido como
la suma vectorial de las densidades parciales de corriente, esto es

frara!zfl +F2+'"+fﬂ (4-3)
o, utilizando la ecuacion (4-1) para reemplazar en cada una de las densidades
de corriente de la ecuacién (4-3), asi

Jeotat = N1Q1By + Ny Qa0; + 4 Ny Qpin (4-3)

/ _f-‘ n L
,ﬁ:ﬁ,a
AV AQ V !

} x

Figura 4.2 Una pequefia superficie plana AS en un campo de corriente (ESPOL, 1982, p.195).

En el material conductor de la figura 4.1, se selecciona un pequefio volumen
AV representado en la figura 4.2, en el que se muestra una pequefia superficie
plana sombreada AS en una corriente de particulas cargadas que constituyen la
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corriente eléctrica y que el vector de densidad de corriente J en ese punto es igual
a NQU, siendo U la velocidad con que se desplazan las cargas Q. Durante un pe-
queio intervalo de tiempo At, la superficie AS serd atravesada por la carga AQ
que ocupa el volumen [AS (vAt) cosf] del material conductor que se encuentra
a la izquierda de AS, como se muestra en la figura 4. 2. Se debe aclarar que, el
volumen del material conductor es (x AS cosf), donde x es la longitud del mate-
rial igual a la velocidad por el tiempo (x = vAf), y AS cos0 es el area transversal
(ESPOL, 1982, p.195). La carga AQ que cruza AS en forma perpendicular en el
intervalo de tiempo At, es entonces

AQ = NQu AS At cos @ (4-5)

La ecuacion (4-5) se encuentra balanceada, es decir, tanto al lado izquierdo
como en el lado derecho, la unidad es el coulomb. La parte derecha se puede de-
mostrar reemplazando cada variable por su unidad, asi

1 1
S —_ 2 L,
NQv AS At cos 6 = (_mi*) (Coulomb) (—5) (m?)(s) = Coulomb

Pero, ] = NQv

entonces, en (4-5)
AQ =] AS Atcos @

AQ
¥ = [ AS cos 8

Donde, AQ / At es la variacion de corriente AI que existe debido al movi-
miento de las cargas dentro del material conductor, entonces, reemplazando se
tiene

Al = | AS cos @ (4-6)

Ellado derecho de la ecuacion (4-6) es la magnitud del producto punto entre
el vector J'y el vector AS, entonces

Al =] .AS (4-7)
De la ecuacion (4-7) la intensidad de corriente total I a través de una super-
ficie arbitraria S, es decir, la carga que cruza la superficie por unidad de tiempo,

es igual al flujo del vector de densidad de corriente [ a través de la superficie ma-
croscopica S de la figura 4.1, esto es

aQ _ [ -

| = —= _dS
dt /

5
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En forma general, la intensidad de corriente I esta definida como la razén de
cambio del movimiento de las cargas al pasar por un punto de referencia dado
(o por un plano de referencia dado) a razén de un coulomb por segundo (Hayt y
Buck, p.92).

4.2 ECUACION DE LA CONTINUIDAD

No hay evidencia experimental de que las cargas eléctricas puedan crearse o
destruirse en cantidades macroscépicas. Este hecho se conoce como ley de con-
servacion de cargas eléctricas. Para derivar la ecuacion de continuidad, conside-
rar una superficie cerrada S, que encierra en un instante de tiempo un carga total
O (figura 4.3). O forma parte de una nube de cargas de densidad p (funcién de la
posicion y el tiempo), distribuidas en el espacio y moviéndose de forma arbitraria
(ESPOL, 1982, p.196). La corriente total i (¢) a través de una superficie fija .S, con
referencia a la normal positiva hacia afuera a S, es por definiciéon

i;(tl=j£5 J .dS (4-8)

donde, [ es el vector de densidad de corriente en d.S. Ahora, la corriente i (7)
representa por definicion la carga positiva que cruza S por unidad de tiempo en
la direccion positiva (hacia afuera). Pero, de acuerdo con la ley de construccion
de cargas, el flujo de cargas hacia el exterior debe ir acompanado exactamente de
la misma disminucién de la carga encerrada por S (ESPOL, 1982, p.197). Por lo
tanto, i () también se puede escribir en la forma,

Figura 4.3 Una superficie imaginaria .S que encierra un volumen v de una nube de cargas.

()=

dt df dt

domsu 3 d@t!en! ro voelumen 5 d
= = py dv (4-9)
v
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Combinando las ecuaciones (4-8) y (4-9), se tiene

W d
£ J.dS = _E,[, Py dv (4-10)

donde, la ecuacidn (4-10) es la ecuacion de la continuidad en forma integral.

Para obtener la ecuacion de la continuidad en forma diferencial, a la ecuacion
(4-10), se aplica el teorema de la divergencia, en la que se puede transformar una
integral cerrada de superficie .S del vector J en una integral de la divergencia del
vector J del volumen v encerrado por la superficie S, esto es

jg f.dﬁ:I div ] dv 4-11)
5 v
reemplazando la ecuacion (4-11) en la ecuacion (4-10), se tiene

- d
L :iwjdv:—ﬁ'[? Py dv

Ademas, la densidad de cargas p varia con respecto al espacio y el tiempo, por
lo tanto, se debe considerar derivadas parciales dentro de la integral, asi

. 9
j riivjdu:—j P dv
v ™ at

Integrando,
n dpy
div]=——== (4-12)

La ecuacion (4-12) es, la ecuacion de la continuidad en forma diferencial.

Si la corriente eléctrica es estacionaria, la densidad de carga p de cada punto
del conductor es constante, entonces la derivada con respecto al tiempo de p es
igual a cero. Por lo tanto, las ecuaciones (4-11) y (4-13) son iguales a cero, esto es

£ J.d$=0 (4-13)
div =0 (4 - 14)

Las ecuaciones (4-13) y (4-14) “equivalen a decir que la carga de cualquier
volumen del conductor no varia o, también, que la cantidad de carga que en cada
unidad de tiempo entra en un volumen del conductor sale de él. Esto debe ser
asi si la carga en su interior ha de permanecer constante” (F. R. Quintela y R. C.
Redondo Melchor, 2006-2021).
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4.3 MECANISMO DE FLUJO DE CORRIENTE
EN SOLIDOS Y LiQUIDOS CONDUCTORES

Sobre el mecanismo del flujo de corriente, en la figura 4.4 se muestran dos
materiales conductores de igual magnitud de cargas QO pero de signos opuestos, se
encuentran incrustados en un dieléctrico solido o liquido. En circunstancias nor-
males, ninguna carga saldra de la superficie del conductor. Sin embargo, suponga
que una pequena carga +AQ salié de la superficie del conductor positivo y entrd
en el dieléctrico. Bajo la influencia del campo eléctrico E debido a las cargas +Q
y —Q en los dos cuerpos, la carga AQ se acelerara en la direccion de la intensidad
del campo eléctrico en A. Pero después de una trayectoria muy corta, chocara,
digamos en un punto A’, con un atomo del dieléctrico, y se para. A continuacion,
se acelerara en la direccion de la intensidad del campo eléctrico en A', pero, des-
pués de una trayectoria muy corta, chocara con algin otro atomo del dieléctrico
y se detendra de nuevo. El proceso contintia hasta que alcanza un punto B en el
cuerpo cargado negativamente. Alli se neutraliza con una pequefia fracciéon ~AQ
del total —Q cargado en el cuerpo. Es obvio que macroscépicamente la trayectoria
de AQ coincidird con la linea de fuerza de A a B, como se muestra en la figura 4.4
(ESPOL, 1982, p.198).

Figura 4.4 Dos electrodos incrustados en un dieléctrico.

Suponga ahora que, en lugar del dieléctrico, los dos cuerpos cargados estan
incrustados en algun conductor pobre (figura 4.5). Las cargas libres disponibles en
todo el conductor pobre seguirdn exactamente el mismo tipo de rutas que antes.

Las cadenas de cargas libres en movimiento seguiran macroscopicamente las
lineas de la intensidad del campo eléctrico E. Sin embargo, los dos cuerpos carga-
dos seran invadidos por cargas con los signos opuestos. Asi, tarde o temprano, la
carga total de los dos cuerpos se neutralizara y el campo eléctrico en el conductor
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pobre desaparecera. La fuerza propulsora sobre las cargas libres en el conductor
pobre desaparece y se detiene el flujo de corriente (ESPOL, 1982, p.199).

-
Conductor pobre

Figura 4.5 Dos electrodos incrustados en un conductor pobre en vez del dieléctrico.

Para obtener una corriente eléctrica constante en el conductor pobre, obvia-
mente es necesario mantener constantes las cargas +Q y —Q en los cuerpos, es
decir, es necesario quitar constantemente la carga que llega a un cuerpo a través
del conductor pobre. y transferirlo al otro cuerpo. Se alcanzaria asi el equilibrio
(ESPOL, 1982, p.199).

Por otro lado, desde otro punto de vista, un material conductor en estado
de reposo, en su interior existe igual nimero de cargas positivas que negativas,
y al someterse a un campo eléctrico externo, se produce la induccién de cargas.
Entonces, como se trata de un material conductor pobre (figura 4.5), se puede
aplicar el criterio de la induccidn de cargas, que es posible s6lo en los materiales
conductores, donde, la carga del electrodo positivo +Q ejerce una fuerza de re-
pulsion con las cargas positivas del material conductor pobre y éstas, son atraidas
por la carga del electrodo negativo —Q. De igual manera, la carga del electrodo
positivo +Q ejerce una fuerza de atracciéon con las cargas negativas del material
conductor pobre y éstas, son repelidas por la carga del electrodo negativo -Q. Al
final del proceso de la induccién de cargas, en el interior del material conductor
pobre no existiran cargas, todas estaran en la superficie de los dos electrodos y asi
se alcanzaria el equilibrio (figura 4.6).

Finalmente, con respecto a la conduccién de las cargas en los materiales con-
ductores, se puede decir que, mientras el conductor es mas pobre (figura 4.5), la
corriente de conduccion desaparece paulatinamente, y si es un conductor perfec-
to, la corriente de conduccion desaparece mas rapidamente.
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Conductor pobre

Figura 4.6 Cargas en equilibrio.

En los generadores de fuerza electromotriz, para quitar, por ejemplo, cargas
positivas del cuerpo negativo y transferirlas al cuerpo positivo, es necesario rea-
lizar alguin trabajo, contra las fuerzas del campo eléctrico de cargas +Q y —Q. Por
tanto, para obtener una corriente eléctrica constante, es esencial una determinada
fuente de energia. Dichas fuentes de energia deben actuar sobre las cargas eléc-
tricas mediante algunas fuerzas no eléctricas, es decir, fuerzas que no se deben a
cargas eléctricas estacionarias. Estas fuentes se denominan fuentes o generadores
de fuerza electromotriz. La naturaleza de las fuerzas no eléctricas sobre las cargas
eléctricas dentro de los generadores puede ser muy diversa. Aqui, basta con expli-
car cualitativamente los dos tipos de estas fuerzas que se encuentran con mayor
frecuencia (ESPOL, 1982, p.199).

Histéricamente, el primer tipo de fuente de fuerza electromotriz capaz de
producir corrientes estables de una intensidad suficiente y durante un perio-
do de tiempo significativo fue la celda quimica. el funcionamiento de la celda
quimica puede explicarse de forma muy aproximada como sigue. Considere
un cuerpo metalico sumergido en una soluciéon conductora de algun compues-
to quimico. El cuerpo metalico se conoce como electrodo y la solucién como
electrolito. En la fina capa de contacto entre el electrodo y el electrolito, ciertas
fuerzas actuan sobre las cargas eléctricas. Estas fuerzas tienen diferentes mag-
nitudes e incluso diferentes direcciones para diferentes pares de electrodos y
electrolitos. Asi, si se sumergen dos electrodos de diferentes materiales adecua-
dos en el mismo electrolito, estas fuerzas podrian actuar una desde el electrodo
hacia el electrolito y la otra desde el electrolito hacia el otro electrodo. Si los
electrodos estan conectados por un conductor metélico, estas dos delgadas ca-
pas de contacto actuaran como bombas empujando las cargas eléctricas en la
misma direccion (ESPOL, 1982, p.199).
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El otro tipo de fuerza sobre las cargas eléctricas aparece en todo el cuerpo que
se mueve en un campo magnético, fenomeno que se explica en el area de mag-
netostatica. Simplemente se notard aqui que estas fuerzas actdan sobre cambios
eléctricos en cada punto de un cuerpo que se mueve en un campo magnético
(ESPOL, 1982, p.200).

Asi, en general, las cargas eléctricas libres en cualquier punto pueden ser afec-
tadas simultaneamente por: 1) fuerzas eléctricas y 2) fuerzas no eléctricas. Los
primeros se deben al campo eléctrico de cargas eléctricas distribuidas. Las fuerzas
no eléctricas generalmente se denominan fuerzas externas o impresas. Si denota-
mos la fuerza impresa sobre una carga Q en un punto por F, y la intensidad del
campo eléctrico en ese punto por E , la fuerza total sobre las cargas que pasan por
el punto considerado es entonces

Feotar = QE + Iy (4-15)

Ahora, F, siempre se puede representar como un producto de Q y un cierto
vector E, . E; asi definido no es una intensidad de campo eléctrico real, ya que no
se debe a cargas eléctricas estacionarias. Por definicidn, solo da la fuerza correcta
sobre las cargas si se multiplica por sus cargas. Esta intensidad de campo eléctrico

equivalente se suele denominar intensidad de campo eléctrico externo o impreso.
A laluz de estas observaciones, la ecuacion (4-15) puede estar escrita en la forma

Frotat = Q(E + E;) (4-16)
La intensidad del campo eléctrico impreso E, existe solo dentro de las fuen-

tes, mientras que la intensidad del campo eléctrico real E , debido a las cargas
distribuidas, existe tanto dentro como fuera de las fuentes (ESPOL, 1982, p.200).

Asi, una corriente estacionaria no puede ser detenida por fuerzas puramente
electrostaticas.

4.4 FUERZA ELECTROMOTRIZ DE UN GENERADOR

Todos los generadores utilizados en la practica tienen dos caracteristicas co-
munes. En primer lugar, estan provistos de dos terminales, generalmente metalicos,
conocidos como electrodos. El electrodo de cargas positivas representado por Py,
el electrodo de cargas negativas representado por la letra N, tal como se muestra
en la figura 4.7. En segundo lugar, no hay corriente dentro del generador si no hay
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corriente a través de los electrodos terminales, de lo contrario, el generador trans-
formaria toda su energia en calor dentro de si mismo (ESPOL, 1982, p.200).

La fuerza electromotriz € de un generador esta definida por la integral del
campo eléctrico impreso E, desde el electrodo negativo N hasta el electrodo po-
sitivo P, esto es

F
E= f E; . dl Definicion de la fuerza electromotriz (4-17)
N

Ahora, dado que no hay corrientes dentro del generador, ya que se trata de un
circuito abierto, entonces, E; = —E en todos los puntos, de modo que,

p_n. . p_- -
E=J- Ef.df=—fﬁ'.dl
N N (4-18)

Fuente

Figura 4.7 Fuente de fuerza electromotriz en circuito abierto (ESPOL, 1982, p.200).

Antes que nada, se debe recordar que, la definiciéon del potencial eléctrico
entre dos puntos, cuando la ecuacion es positiva, significa que el limite inferior A
debe estar ubicado en un punto de mayor campo eléctrico y el limite superior B
debe estar ubicado en un punto de menor campo eléctrico, esto es

k
V.-V =f E.dl
a=Ve=| (4-19)

mientras que, cuando la ecuacién es negativa, significa que el limite inferior
A debe estar ubicado en un punto de menor campo eléctrico y el limite superior

B debe estar ubicado en un punto de mayor campo eléctrico, esto es
B

-+

De tal manera que, tomando en cuente la ecuacion (4-20), se aplica en la
ecuacion (4-17), entonces
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P
B f E;.dl
i (4-21)
pero, E, = —E, entonces la fuerza electromotriz a través de la fuente, es
F
£= f E.dl A través de la fuente (4-22)
N

De igual manera, tomando en cuente la ecuacién (4-19), se aplica para el po-
tencial eléctrico a través del dieléctrico, esto es

N
£ = f E.dl A través del dieléctrico (4 - 23)
P

La intensidad del campo eléctrico E se debe a la distribucion estacionaria
de las cargas. Por lo tanto, este campo es el mismo que el de las cargas estaticas,
entonces la integral cerrada de linea entre los potenciales de la fuente y del dieléc-
trico, es

P N
fﬁ.m’:f’r-’.dnf E.di=0 (4 - 24)
N P

La definicién alternativa de la fuerza electromotriz de un generador en cir-
cuito abierto, es

N
szj-ﬁ.df:ifp-v,, (4 -25)
P

4.5 LEY DE OHM EN FORMA PUNTUAL.
CONDUCTIVIDAD Y RESISTIVIDAD

Para empezar, las lineas de un flujo de corriente constante coinciden macros-
copicamente con las lineas de la fuerza total F,,, sobre las cargas en movimiento.
Esto se cumple para todos los materiales conductores liquidos y sélidos, de tal
forma que, la densidad de corriente J en todos los puntos esta en la direccion de
la fuerza total F,,,, sobre las cargas (ESPOL, 1982, p.202).

De acuerdo con la ecuacion (4-16), se puede reemplazar el vector fuerza por,

Fiotar = QFcotal (4 - 26)
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por otro lado,
Evotat = pJ (4-27)

donde, p es la resistividad del material,

Ademas, la resistividad es el inverso de la conductividad o, entonces

p== (4 -28)

Combinando las ecuaciones (4-26), (4-27) y (4-28) y, reemplazando en la
ecuacion (4-16), se tiene

| =o(E+E) (4 -29)

La ecuacion (4-29) representa la Ley de Ohm en forma puntual, en presencia
de un campo eléctrico impreso.

Por otro lado, para puntos que se encuentran fuera del generador, el campo
eléctrico impreso E; no existe, entonces

J =oE (4 -30)
La ecuacion (4-30) representa la Ley de Ohm en forma puntual, en ausencia
de un campo eléctrico impreso.

Despejando la conductividad del material conductor ¢ de la ecuacion (4-30),
se puede determinar que la unidad de la conductividad o, es el Siemen/metro, o
abreviado S/m, esto es

J Amp/m? _Amp 1  Siemens

“E Volfm ~ Volm  m

De igual manera, se puede obtener la unidad de la resistividad del material
conductor p, que es el inverso de la conductividad, asi

Vol m
= 0hm—m

p= Amp

La resistividad y la conductividad estan en funcion de la temperatura, por lo
tanto, la ecuacidon que relaciona la resistividad con respecto a la variacion de la
temperatura, es
p(T) = poll + aAT] (4-31)

donde, p, es la resistividad inicial del material a una temperatura inicial T,
a es la constante de temperatura, AT es la variacion de temperatura y, p(7) es la
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resistividad final a una temperatura 7T final. También se puede escribir de la si-
guiente manera:

p(T) = po[1 + a (T - Tj]

4.6 LEY DE JOULES

Considerar un alambre conductor que tiene N cargas libres Q por unidad de
volumen y estd dentro de un campo eléctrico E, tal como se muestra en la figura
4.8. Las cargas del material conductor se mueven a una velocidad U debido a la
fuerza Fo QF que actiia sobre cada una de ellas; de tal forma que, cada una de las
cargas realizan un diferencial de trabajo dWigual a

@
@ @
2 e ‘avie o
dx|
Figura 4.8 Alambre conductor en un campo externo E.
dW = F .di = QF .d% (4 - 32)

pero, la velocidad de cada una de las cargas, es
dx

i 0% 4-33

T (-39
De la ecuacion (4-33) se despeja dX y se reemplaza en la ecuacién (4-32), asi

dW = QE .8 dt (4 - 34)

La ecuacion (4-34) es el trabajo que realiza una sola carga (ESPOL, 1982,
p.204). Finalmente, para obtener el trabajo realizado por las fuerzas eléctricas en
el intervalo de tiempo df al mover todas las cargas dentro de un volumen pequefio
dvV; es

dW = NQE .v dt dV (4 - 35)

pero, la densidad de corriente J es igual a
J=NQ?
donde, N es el numero de cargas libres por unidad de volumen, esto es
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numero de cargas
Volumen

entonces, reemplazando en la ecuacion (4-35), se tiene
dwW = .E dt dv (4 - 36)

Antes que nada, el movimiento de las cargas libres dentro de un conductor
bajo la influencia del campo eléctrico es macroscopicamente uniforme en lugar
de acelerado. Esto se debe a que las cargas chocan con los atomos del conductor, y
en estas colisiones transmiten a los atomos parte de la energia que adquieren por
aceleracion durante las sucesivas colisiones. Esta parte de la energia se transforma
en calor y no se puede devolver al campo eléctrico. Para mantener la corriente
eléctrica dentro de un conductor es necesario transmitir constantemente a las
cargas cierta energia, que finalmente se transformara en calor. La ecuacion (4-36)
representa precisamente el trabajo realizado para mantener la corriente dentro de
un volumen dV en un intervalo de tiempo dt, es decir, la energia transformada en
dV en calor durante el intervalo de tiempo dr (ESPOL, 1982, p.204). Entonces, el
diferencial de potencia d Pen el diferencial de volumen dV; es

liF":E: EdV (4-37)

Al integrar la ecuacion (4-37) se obtiene la potencia total en el material con-
ductor, esto es

P=J;j.EdE—" (4 - 38)

La ecuacion (4-38) es la Ley de Joule en forma integral. La potencia, o la ve-
locidad a la que la energia del campo eléctrico se transforma en calor, por unidad
de volumen, es

dP . =

i 4-39

v -k ( )
Por ultimo, la ecuacién (4-39) es la Ley de Joule en forma puntual.

_E .
+

‘E \ll ~ Fusrle & Gensrador Alzmirg

Ll

Ly condutior

E r}w_-«i/

Figura 4.9 Flujo de campo eléctrico dentro y fuera del generador.
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La figura 4.9 muestra una ilustraciéon del mecanismo del flujo de corriente
que por definiciéon en el exterior de la fuente (generador) circula de + a —, mien-
tras que en el interior de la fuente, la corriente circula de — a +. De igual manera,
las lineas de campo eléctrico E (flujo eléctrico) se dibujan desde una carga po-
sitiva +Q y terminan en una carga negativa —Q. Por otro lado, en el interior de
la fuente o generador se encuentran los dos campos eléctricos, esto es, el campo
eléctrico E producido por las cargas libres Q y, el campo eléctrico impreso E, o
externo (producido por fuerzas externas) que va dirigido de - a +. En definitiva,
fuera del generador, tnicamente existe el campo eléctrico E , el mismo que va
dirigido desde una carga positiva +Q hasta una carga negativa -Q'y, en el interior
de una fuente existen los dos campos E y E,.

Tomando en cuenta el campo eléctrico impreso dentro del generador se pue-
de escribir la potencia de las fuerzas externas por unidad de volumen, asi

dP j F
qy: =

De la misma manera, se puede escribir la potencia de las fuerzas externas que
inciden en el volumen, como

P=f J.Eqdv
¥

4.7 PROPIEDADES GENERALES DE

LOS CAMPOS DE CORRIENTE ESTACIONARIA

Antes que nada, se debe definir lo que son las cargas y corrientes estaciona-

rias. En primer lugar, las cargas estacionarias, se produce cuando la carga eléctri-

ca se transmite de un material a otro, es asi que, en electrostatica las cargas son

estacionarias si estds se mueven a una velocidad constante, generando un flujo de

cargas denominado corriente estacionaria. En segundo lugar, la corriente esta-

cionaria, se denomina a la corriente eléctrica que se produce en un conductor de

forma que la densidad de carga p, de cada punto del conductor es constante, es
decir que se cumple que:

dp,

=1 4 -40
T ( )

Estas corrientes se producen de forma que la derivada parcial de la densidad
de carga respecto al tiempo es cero en todos los puntos del conductor. Por tanto,
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para ellas la ecuacion de continuidad (4-12) toma la forma de la ecuacién (4-14),
ya que si (dp,/ dt) = 0, entonces p, es una constante.

De la ecuacion (4-30) se reemplaza en la ecuacion (4-14)
div f =0
div 6E =0
div E =0
escribiendo de otra manera,
V.E=0 (4-41)
En forma general, se puede decir que, todas las corrientes eléctricas que se
emplean para transportar energia, que son las de intensidad constante o corrien-
tes continuas, asi como las lentamente variable con el tiempo, entre las que se

incluyen las corrientes alternas de 50 o 60 Hz, son muy aproximadamente co-
rrientes estacionarias.

Con las definiciones realizadas anteriormente, entonces se puede decir que la
intensidad del campo eléctrico E de las cargas estacionarias es idéntica a la inten-
sidad del campo eléctrico de las cargas estaticas distribuidas de la misma forma.
Por tanto, todas las relaciones que se aplican a un campo eléctrico de cargas esta-
ticas también son aplicables en este caso. En particular, la integral de linea de E
alrededor de cualquier contorno cerrado es cero, esto es

E.dl=0 (4-42)

=—VV (4 - 43)
En la ecuacion (4-42) se aplica el Teorema de Stokes, que establece, que la
integral de la componente tangencial de un campo vectorial E alrededor de la

trayectoria cerrada C es igual a la componente normal del rotacional E en la su-
perficie .S, asi

£ E.di:L (VxE).dS (4 - 44)
Entonces, reemplazando la ecuacion (4-44) en la ecuacion (4-42), se tiene

L(ﬁx{f),dﬁ=ﬂ

e
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integrando,
VxE=0 (4 - 45)
pero, si se reemplaza la ecuacion (4-43) en la ecuacion (4-45), se tiene
Vx (-VV)=0
sacando el signo menos del paréntesis
—Vx (W) =10
De las identidades vectoriales, el rotacional del gradiente de una funcién es

igual a cero, con lo que se demuestra que el rotacional de E es igual a cero.

Si se reemplaza la ecuacion (4-43) en la ecuacion (4-41), se tiene

VE=0

V.(-W)=0

V.V =0

V2V =0 (4 - 46)

Con lo que se obtiene la ecuacion de Laplace (4-46)

La permitividad esta determinada por la tendencia de un material a polari-
zarse ante la aplicacion de un campo eléctrico y de esa forma anular parcialmente
el campo interno del material. Esta directamente relacionada con la susceptibili-
dad eléctrica.

El concepto de permitividad de un conductor es el mismo que en el caso de
los dieléctricos. Es una medida de la polarizacion de los atomos del conductor.
En buenos conductores, la permitividad casi no influye en el flujo de corriente,
porque la densidad de las cargas de polarizacion, proporcional a la muy pequena
intensidad del campo eléctrico dentro de un buen conductor, es insignificante.
Por tanto, el error al suponer que la permitividad de buenos conductores es ¢,
también es insignificante (ESPOL, 1982, p.205).

Si un conductor es pobre, la densidad de las cargas de polarizacion puede ser
comparable a la densidad de las cargas estacionarias. Para analizar el flujo de co-
rriente en conductores pobres se debe conocer el valor exacto de su permitividad
(ESPOL, 1982, p.205).

Ademas de las ecuaciones (4-42) y (4-43), el campo eléctrico de corrientes
estables también generalmente satisface las siguientes ecuaciones:
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5 _ (pv + Pop)

div E (4-47)
€o

Pop = —div B, P =(e—ey)E (4 - 48)

D =¢&,F + P, div D = p, D =¢E (4 - 49)

Finalmente, se tiene que agregar a este sistema, la ecuacidon de continuidad y
laley de Ohm

div [ = 0, J=cE (4 - 50)
De las ecuaciones (4-49) y (4-50), la densidad de cargas libres, es

N Y
pp = div D = div (¢E) = div e==div—]
E -
py = div—] (4-51)

Pero, tomando en cuenta la identidad vectorial:
VA(fA)=f(V.A)+A.Vf (4-52)

La ecuacion (4-52) se aplica en la ecuacion (4-51), entonces

- di E.._Eﬁ ...+..ﬁf_f(ﬂ}+..ﬁf
pp=div—f=—V.J+]. V==~ JaNe
—
py=1.V= (4 - 53)

En un conductor no homogéneo, generalmente existe una distribucion de
cargas libres en todos los puntos de su interior.

Si es un conductor homogéneo, la conductividad o y la permitividad e son
constantes, entonces de la ecuacion (4-53) la densidad volumétrica de cargas li-
bres es igual a cero, esto es

p,=0

4.8 CONDICIONES DE FRONTERA

En primer lugar, para determinar la componente normal del vector de densi-
dad de corriente ], en el limite o frontera entre el medio 1 y el medio 2, se utiliza

165



Electrostatica

la ecuacién de la integral cerrada de superficie aplicado en una pequeia superficie
gaussiana de forma cilindrica, como se muestra en la figura 4.10, para esto se uti-
liza la ecuacion de la continuidad, esto es

jg 7.d5=0
5

Como se trata de obtener los valores de ], en la frontera de los dos medios
dieléctricos, entonces en la ecuacion de la continuidad se debe aplicar el limite
cuando A tiende a cero, esto es

Hﬂi*"'ds:ﬂ (4 - 54)

De la integral cerrada de superficie (4-54), se obtiene tres integrales abiertas
de superficie, esto es, la superficie lateral y las superficies de las dos tapas superior
e inferior (ESPOL, 1982, p.207). Entonces

ﬂ }2-'1
- g
-
ﬁf -
o R

o | E—— LT ] / Frontera

T
h

Medio 2

Medio 1

2

|

| 1

n h

|
i -

Figura 4.10 Condiciones de frontera para la componente normal.

}fﬂ?][ fzn -ffgz + fm -df.l +f ,i:m -ﬁ'fu +f fzn -dfx.z] =0
TS T 5L1 £L2

Destruyendo el producto punto de todos los términos, se tiene
lim [ Jon d5zc080° + | [y d5; cos 1807 + Jin a5, c0s90% + | Jo, dS;,cos 91]”]
h=0 s TI SL1 sL2
=1

}lina U Jan d5; = | Jip d5; + Jind50+ | J3adSgs U] =0
“Clirs T SL2

LT |

lim U j d.‘iz-—-j - d51+n+{:r]=u
k=0 tre T
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lim U Jon dS: = | fin d.&]] =0
=0 hrs TI
Integrando
Jim|/5, A8 = J1n45] = 0
Aplicando el limite cuando 4 tiende a cero
JzndS — 1,85 =0

simplificando
Jan=Jin=10
Jin=tan (4 - 55)
o1E1n = o3B3, (4 -56)

En segundo lugar, para determinar la componente tangencial de la densi-
dad de corriente J; en el limite o frontera entre el medio dieléctrico 1y el medio
dieléctrico 2, se utiliza la ecuacion de la integral cerrada de linea en un pequefio
contorno rectangular A/ por 4 alo largo de la trayectoria 12341, como se muestra
en la figura 4.11 (ESPOL, 1982, p.206). Esto es

[l B/
E,, /2/ -
— I
1l Al — - 2
1 df /dl
; = 8, | Fr
Dieléctrico 2 2 < h ontera
i e
Dieléctrico 1 L B 4l
2 8, -
o _dl
4

by

=% 3
Ey Iy TEI"
E

Figura 4.11 Condiciones de frontera para la componente tangencial.

E.dl=0
£2341 (4-57)

Como se trata de obtener los valores de E, en la frontera de los dos medios
dieléctricos, entonces en la ecuacion (4-57) se debe aplicar el limite cuando &
tiende a cero, esto es

lim E.dl=0
R0 J 10941
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De la integral cerrada de linea se obtienen cuatro segmentos abiertos, esto es,
dela2,de2a3,de3a4yde4al,entonces, paralas componentes tangenciales, es

[ 2 3 3 4 1 1
|i!T1 f E'.:ZE.f“"l'f .Ez;.di'i‘f .Eu.df"‘f Eu.dr'l‘J- E':li‘df-l_f .Ez:.d.i] =)
n=0 1y 2 2 3 4 4

Destruyendo el producto punto de todos los términos, es

3

r o2 : 3 #
Lil't;i) J Es, di cos0® +j Esp dlcos90” +I Ey; dlcos 90" +f Ei; dlcos 1807
e 2 2 3

1 1
+ j .E“- Cl” Cos ‘;H.'F” + J- Ez; di CUS‘JU" ] =10
4 i

[ =2 3
lim J-Eﬂm +j Ehdm+j
n_m._‘l 2 2

F a2 4
li_l:l"gfffztd!+l}+ﬂ—jE“cﬂ+D+ﬂ]=!]
L1 3

3 1

i 1
Endfﬂ—j Ey, dl +j Eyp dl 0 +f Emcuc-]=n
3 4

4

F o2 4
}IJ.EI!I -J; .Ezr dl _J; E” dl ] =0

integrando
lim [y Al - Ey Al = 0

Aplicando el limite cuando 4 tiende a cero
E"”ﬂ! o E'Ilﬂi =10

Entonces, las condiciones de frontera para las componentes tangenciales del
campo eléctrico, es continua a través de la superficie del medio, esto es

Eye = Eqt (4-58)
pero, f = O'E, entonces

Jae e

*5—2 = 5_1 (4 -59)

La ecuacion (4-59) es valida sélo cuando los medios 1 y 2 son lineales.

Enla figura 4.10 se aplica la funcién trigonométrica para tanf, y tanf),, entonces

tan#; = ji (4 - 60)
J'[ln

tand, =j£ (4-61)
JFZn

168



Pedro Severo Infante Moreira, Manuel Antonio Meneses Freire

Se divide la ecuacion (4-60) para la ecuacion (4-61), asi

tanby _ Jic Jan i
mnﬂz J'rzcjlrt ( B )

La ecuacion (4-55) se reemplaza en la ecuacion (4-62), entonces

tan &, _,’1_: h_n
tané;  Ja Jin

De la ecuacion (4-59)se despeja J,;, asi

(4-63)

0
Jae = U—]ht (4 -64)

La ecuacion (4-64) se reemplaza en la ecuacion (4-63)

tan#, J1e
’ -
tan f, Ef"'r”

finalmente,

tandy, @

tan &, E (4-65)
La ecuacion (4-65) es la Ley de refraccion para las lineas de flujo de corriente.

La ecuacion (4-65) es la Ley de refraccion para las lineas de flujo de corriente.

Ps = Dop — Dy = 6,85, — 614, (4 - 66)
_Sey _Siy _fFe ﬂ)
Ps = 7 Jan 7 Jin ('52 o In (4-67)

4.9 CONDUCTANCIA Y RESISTENCIA

En la figura 4.12 se consideran dos electrodos de conductividad o, y permiti-
vidad €, incrustados en un material homogéneo de conduccioén pobre de conduc-
tividad o, y permitividad e,. La fuerza propulsora sobre las cargas en el conductor
pobre es el campo eléctrico E de las cargas acumuladas en las superficies de los
electrodos. Los electrodos son practicamente equipotenciales. Los electrodos de
cargas positivas +Q y cargas negativas —-Q, estan conectados a un generador que
mantiene una diferencia de potencial (V,-V), que es proporcional a la carga O
de los electrodos, consecuentemente mantiene un flujo de corriente estacionaria
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1 (ESPOL, 1982, p.208). A partir de esto se puede definir la capacitancia C del
capacitor o condensador formado entre los dos conductores (electrodos), aunque
el aislante no es perfecto, asi

Q

L =
Vi—=V;

(4 - 68)

Sin embargo, a través de dicho condensador fluye una corriente constante /.

-
Para determinar la densidad de corriente J que sale del electrodo con cargas posi-
tivas, se utiliza la ecuacion que relaciona a la corriente y densidad de corriente, asi

-‘=jg_ J.dS (4 - 69)

Para aplicar la ecuacion (4-69), en la figura 4.12 se selecciona una superficie
imaginaria S en el electrodo de cargas positivas +Q, sobre la superficie imagina-
ria se dibuja el vector superficie dS que es perpendicular de la superficie hacia
afuera y, el vector J sigue la misma direccién y sentido del vector campo eléctrico
E. Pero, el vector f tiene una componente tangencial ]?y una componente normal
J.» entonces, se selecciona la componente normal ya que tiene la misma direccién
y sentido del campo eléctrico, asi

Figura 4.12 Dos electrodos incrustados en un conductor pobre.

;=j€ ¥ df:jﬁ ;ds.—;osaﬂ:f ] dS

Pero, ] =J,, porque se esta en un medio conductor pobre, entonces

-‘=£ Jzn dS (4 -70)

Por otro lado, la densidad superficial de cargas libres en la frontera de la su-
perficie de los dos medios, siendo el medio 1 los electrodos conductores y el me-
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dio 2 el conductor pobre de la figura 4.12, entonces de la ecuacién (4-67) debido
a que la superficie imaginaria se encuentra en el medio 2, se tiene

€32

Ps = 0__2}' n
despejando J,,
Ps Oz
Jan ==

reemplazando en la ecuacién (4-71),

a . O a o
r=f: L T Zf ds=g -,
s €2 €2 Js €2 €2

Pero, O = p,S, entonces la corriente que circula entre los dos electrodos y el
material conductor pobre, es

o 2
-;;Q (4-71)

Es evidente que, la carga Q es directamente proporcional a la diferencia de
potencial (V,—V,) entre los electrodos, esto es

Qo (Vy —Vy) (4-72)

La ecuacion (4-72) para que sea una igualdad, la constante de proporcionali-
dad es la capacitancia C, con lo que se obtiene Q = C (V;-V})

Asi como también, la corriente I es directamente proporcional a la diferencia
de potencial de (V;-V,), asi

I oc (Vy = V) (4-73)
La ecuacion (4-73) para que sea una igualdad, la constante de proporcionali-

dad se representa con la letra G, con lo que se obtiene

=GV, —Vy) (4-73)
donde,

G = conductancia del material

despejando G de la ecuacion (4-74) y reemplazando la corriente de la ecua-
cion (4-71), se tiene

] 7y (3 4

G= = e —
(VI_VZ} eV, —Vy) &

(H
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Finalmente, la conductancia de un capacitor con un medio dieléctrico homo-
géneo o conductor pobre, es

o
G==C
3

La unidad de la capacitancia es el siemens o mho (simbolizado como v), esto es

_ Amp

e = Siemens = MHO = 0

Por ultimo, el reciproco de la conductancia es la resistencia R, asi
Wy -

V. C . .
_2) definicién de resistencia

/

La unidad de la resistencia es el ohm (Q)

Volt
=s—=0HM =1
Amp

4.10 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 4.1. Considerando las condiciones de frontera de la figura 4.10,
suponer que el medio 1 es un buen conductor y el medio 2 es un conductor po-
bre o cuasi conductor, esto quiere decir que, la conductividad del medio 1 (o,) es
mucho mayor que la conductividad del medio 2 (o,), esto es, 0,>>0,. Graficar los
vectores de densidad de corriente J; y J; en la frontera del medio 1y 2.

Solucién:
Del enunciado del problema en que ¢,>>0, resulta que es igual a

04
— w1
ey

y, reemplazando en la ecuacion (4-65) de la ley de refraccion para las lineas
de flujo de corriente, se tiene que
tan &,

»1
tan £,

tan#, > tan g, (4-75)

172



Pedro Severo Infante Moreira, Manuel Antonio Meneses Freire

Para que se cumpla la condicién de la ecuacidn (4-75), el angulo 6, debe ser
aproximadamente igual a cero grados, esto es 6, = 0°. Por otro lado, de la ecua-
cion (4-67) como 0,>>0, el segundotérmino es despreciable, esto es,

Entonces, la densidad superficial de cargas en la ecuacion (4-67), es igual a
€2
Ps = 7, .||r2n

De igual manera, utilizando la ecuacién (4-66), como el medio 1 es un buen
conductor y el medio 2 es un conductor pobre, entonces, la permitividad ¢, es
despreciable con respecto a ¢, y, finalmente la densidad superficial de cargas es
igual a:

ps =Dy, — Dy, = 6E,, — €, E\, = 6, E,,
pPs= €2E2n = D2n
de tal forma que, la gréfica de los vectores de densidad de corriente J; y J; se

muestra en la figura 4.13

&
I
Medio 2, cuasi conductor N /—— Frontera

Medio 1, buen conductor
El

A

Figura 4.13 Grafico de Ji y J> cuando 6,>>0,.

Problema 4.2. Un electrodo hemisférico de muy alta conductividad es ente-
rrado en la tierra pobremente conductora, como se muestra en la figura 4.14. De-
terminar la resistencia de dicho sistema de puesta a tierra. Si una corriente I fluye
del electrodo hacia la tierra, determinar la intensidad de campo eléctrico en todos
los puntos sobre la superficie de la tierra. Discutir qué sucedera si un hombre que
tiene zapatos no aislantes se acerca al electrodo de tierra (ESPOL, 1982, p.222).
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Solucion:

777 777

Figura 4.14 Electrodo semiesférico incrustado en la tierra.

La parte del electrodo (figura 4.14) que esta enterrado en la tierra de conduc-
tividad o, tiene la forma de una semiesfera de radio a. Como la corriente I del
electrodo esta ingresando a la tierra y como se trata de una semiesfera, las lineas
de los vectores de densidad de corriente f y de campo eléctrico E salen en forma
radial desde el electrodo hacia la tierra. Para calcular la densidad de corriente se
utiliza la ecuacion de la corriente

Figura 4.15 Superficie imaginaria de radio r.

Esta ecuacion (4-76) exige que en la figura 4.14 se debe dibujar una superficie
imaginaria de radio r que encierre al electrodo semiesférico y garantice que las
lineas de campo eléctrico atraviesen en forma perpendicular la superficie imagi-
naria como se muestra en la figura 4.15. Sobre la superficie imaginaria se selec-
ciona un diferencial de superficie d.S'y sobre éste se dibujan los dos vectores J y
dS, debiendo dibujar el vector superficie, perpendicular de la superficie d.S hacia
fuera, cumpliendo con la definicion del vector unitario normal.
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En la integral cerrada de superficie de la esfera se tiene una superficie abierta,
esto es

:=Lf¢§

destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integraciéon de la
superficie imaginaria de 0 a r, asi

"
fzj demsB"=J}dS
5 0

integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a S’ = 47r%/ 2

Si" 4 12
';="[E|n="'[ 2

= J[2m r2|f
i]

I =)2nr?
despejando |
N
/= 2mr?

Para obtener el valor de la intensidad de campo eléctrico E, se utiliza la si-
guiente ecuacion:

J=cFE
Despejando el campo eléctrico y reemplazando el valor de la densidad de
corriente J, se tiene

!
E=———
o 2mr

(4-77)

Para calcular el potencial eléctrico en el punto p con respecto al infinito (eo),
se dibujan los dos vectores E y dI en el punto p a una distancia r. Como la ecua-
cién que se va a utilizar es de signo negativo, entonces, el limite inferior debe estar
ubicado en un punto de menor campo eléctrico y el limite superior debe estar
ubicado en un punto de mayor campo eléctrico. El vector di'va dirigido desde el
punto de menor a mayor campo eléctrico. El vector E va en la misma direccién y
sentido del vector f, asi

.w:—f E.dl

175



Electrostatica

destruyendo el producto punto

r r
AV = —f E dlcos 180° = J‘ Edl
ﬁV=ijdI (4 - 78)

Pero, dl es una variable ficticia que debe ser reemplazada por la variable real
del problema, en este caso es el radio r. En la figura 4.15 el vector dI tiene la mis-
ma direccion pero de sentido opuesto que el vector dr’, entonces dl = —dr

Reemplazando el d! y el campo eléctrico de la ecuacion (4-77) en la ecuacion
(4-78), se tiene

T T f II r
- d - — — = — -2 .
AV = sz dr L‘T e dr = ZHL?’ dy

integrando,
AV = _;[_1]"
a2rl ril.
AL [l _ l]
TImlr 7T
!
ey adadTr

Finalmente para obtener la resistencia R del sistema de puesta a tierra, se
utiliza la siguiente ecuacion:

v

Uinger (4 - 80)

reemplazando el valor del potencial eléctrico de la ecuacion (4-79) en la ecua-
cion (4-80), se tiene

/
R=£=J ar _ |}

I I " a2nr

Por ultimo, la resistencia del sistema, es
1
T a2t

Con respecto a la pregunta que se debe discutir de qué sucedera si un hombre
que tiene zapatos no aislantes se acerca al electrodo de tierra. Es evidente que, si
una persona que va caminando hacia el electrodo, entre mas cerca se encuentre,
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la diferencia de potencial va aumentando, y ésta estara en funcion de la intensidad
de corriente que fluya por el electrodo. Si la corriente es alta, la persona que esté
cerca del electrodo, recibira una descarga eléctrica mayor, que puede ocasionarle
la muerte. Debido a este peligro, en las subestaciones eléctricas, toda el area esta
cubierta de piedra (ripio) que es un material aislante que evita una descarga eléc-
trica aquellas personas que transitan por dicha area.

Problema 4.3. Una varilla de cobre que termina en una semiesfera de radio
a 'y ésta semiesfera estd incrustada en la tierra como se muestra en la figura 4.14.
Calcular la diferencia de potencial que recibiria una persona si se encuentra junto
a la varilla, si el radio de la semiesfera es de 25 cm, la distancia de separacién de
los pies es de 75 cm, la conductividad de la tierra es de 1072 .S/m y la corriente que
circula por el electrodo es de 500 A.

Desarrollo:

De acuerdo al problema, suponer que la persona se esta acercando al elec-
trodo, del centro del electrodo hasta el punto A existe una distancia r, entre los
puntos A y B hay una distancia d de separacion de los pies, tal como se muestra
en la figura 4.16.

Para resolver este problema, el procedimiento es similar al problema 4.2. Una
vez dibujado todos los vectores (figura 4.16), se procede a realizar los calculos
correspondientes.

F=a
L -

777N ) R

3\
N
S A

Figura 4.16 Célculo del potencial de una persona cerca del electrodo.
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1=_c!§ J.ds
5
P o ¥ 51" qar?]
I=fj.ciS=J-jcmes”=j[—] =] = [(2n r?)
0 0 2l 2 )
!
j‘_Eilrrz
] =¢cE
I S
h_cr_ﬂ'Zn'rz
B ]
T a2mr? (4-281)

La diferencia de potencial eléctrico entre los puntos A y B se calcula a través
de la ecuacién con signo negativo, ya que el vector d/ esta dirigido desde un punto
de menor campo eléctrico hacia un punto de mayor campo eléctrico, asi

ﬂ_.. s
FA_Vﬁ:_jE'dI
g

Para poner los limites de integracion, el punto B al centro del electrodo se
encuentra a una distancia (r + d) y, el punto A al centro del electrodo esta a una
distancia r. Reemplazando los limites en la integral y destruyendo el producto
punto, se tiene

r T
Vi—Vg=~— E dlcos180° = E di
& > r+d r+d (4 B 82)

Se reemplaza la variable ficticia d/ por la variable real dr de este problema
(4-82), esto es

dl = —dr, entonces

Vi =V =—J E dr
==l (4-8)

La ecuacion (4-81) se reemplaza en la ecuacion (4-83), asi

v !

regd O2HT

dr

2
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resolviendo la integral,

VA*V;;:‘_ : J’r£=— J .Ir T_zdr=—L[—lr
GeRTE] o TR 750 3 i o2nl rli4a
Vsl ! [1_ 1 ]= ! r+d—r= / d
aZnlr r+dl o2n rir+d) 2no rir+d)
Id
Va—Vg = m:av
AV = Id
2o r(r+d)

La diferencia de potencial AV de la ecuacion (4-84) es valida para cualquier
punto a una distancia r desde el centro del electrodo. De acuerdo al problema, la
diferencia de potencial que recibiria una persona si se encuentra junto a la varilla,
se debe reemplazar r = a, entonces

ld

AVs———
2w ala + d) (4 -84)

Reemplazando los valores del problema de I, a, 6y d, viene a ser la diferencia
de potencial maxima, asi

a=25cm=025m

d=75cm=0.75m

0=10"75/m

I1=500A

entonces,

(500) (0.75)
27 (10-2)(0.25) (0.25 + 0.75)
AV | g = 2387.32 Voltios

AV = = 2387.32 Voltios

De acuerdo al resultado, una persona que se encuentre junto al electrodo re-
cibira una descarga de 2387.32 voltios.

Problema 4.4. Dos electrodos hemisféricos de radios a son enterrados en la
tierra de conductividad o, como se muestra en la figura 4.17. La distancia d en-
tre los electrodos es mucho mayor que sus radios. La diferencia de potencial AV
mantiene un flujo de corriente I estacionaria. Determine la resistencia entre los
dos electrodos (ESPOL, 1982, p.223).
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Solucion:

Para determinar la resistencia del sistema, esto es, la resistencia R entre los
dos electrodos. En primer lugar, se debe calcular la densidad de corriente entre los
electrodos. La parte del electrodo 1 de la figura 4.17 que estd enterrado en la tierra
de conductividad o, tiene la forma de una semiesfera de radio a. Como la corrien-
te I del electrodo estd ingresando a la tierra y como se trata de una semiesfera,
las lineas de los vectores de densidad de corriente J y de campo eléctrico E salen
en forma radial desde el electrodo y de la misma manera entran en forma radial
hasta el electrodo 2. Para calcular la densidad de corriente se utiliza la ecuacion
de la corriente (4-76), asi

&

¥

AV

Figura 4.17 Dos electrodos enterrados en la tierra con una separacion d.
| = jﬂ J..dS
g

Esta ecuacion (4-76) exige que en la figura 4.17 se debe dibujar una superfi-
cie imaginaria .S de radio r que encierre al electrodo 1 semiesférico y garantice
que las lineas de densidad de corriente y de campo eléctrico atraviesen en forma
perpendicular la superficie imaginaria como se muestra en la figura 4.18 a. So-
bre la superficie imaginaria se selecciona un diferencial de superficie d.S'y sobre
éste se dibujan los tres vectores J;, J, y d.S, debiendo dibujar el vector superficie,
perpendicular de la superficie d.S hacia fuera, cumpliendo con la definicion del
vector unitario normal. En la integral cerrada de superficie de la esfera se tiene
una superficie abierta, esto es

-

1=£;.d§
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Como se trata de dos electrodos, entonces

r:f Jovdd8
5

destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integraciéon de la
superficie imaginaria de 0 a r, asi

r r
fzf,-'ldb‘cnsi]“:fjlds
[i] o]

integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a .S = 47r%/2

*

S dqr 12
f‘:,"i I:E :.IJII: 5 :jl[EHrzm
0 0
I=j2nr®
despejando J,
I
JI1=2:lr7f'2 o
. d =
':W
f“, I Jl.f
) S NPT 2
,__.- wa ds"?E E ﬂ:j:' =
3 3 12832
\ O~ et \\‘nrf,dr" -
(a)
4 d =
| AV
1] v L d
: N —iL] 2
: rowerE T 5 F dldr
1(? ds ',-’fi-f: - - %
N, ‘;' ," i
P il
[{:]

Figura 4.18 Superficies imaginarias de radio r en el electrodo 1.
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Para obtener el vector de la intensidad de campo eléctrico E,, se utiliza la
siguiente ecuacion:
E =0 El
En forma escalar
=0 E;
Despejando el campo eléctrico E, y reemplazando el valor de la densidad de

corriente J, de la ecuacidn (4-85), se tiene

!

RrTIT R (4-86)

Ey
De igual manera se procede con el electrodo 2, asi
I = f f>.ds
5

destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integracion de la su-
perficie imaginaria, pero en este caso, los limites del electrodo 2 esde 0 a (d — r), asi

d-r d-r
f=f jzdSch[l":J- ]2 dS
o b

integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a S = 47r°/2

5i®T a2t
/2

= [,[2r r2|§-"

I=4,|=
L =

I=],2m(d—r)?

despejando J,

1

2= s a =2

(4-87)

o
Para obtener el vector de la intensidad de campo eléctrico E,, se utiliza la
siguiente ecuacion:

;=0 E,
En forma escalar

=0 E,

182



Pedro Severo Infante Moreira, Manuel Antonio Meneses Freire

Despejando el campo eléctrico E, y reemplazando el valor de la densidad de
corriente J, de la ecuacion (4-87), se tiene

[

b= ma—rr (4-88)

Para calcular la diferencia de potencial entre los dos electrodos AV = V] -V,
se selecciona un punto a una distancia r del centro del electrodo 1 sobre la superficie
de la tierra (figura 4.18 b) en la linea horizontal que une el electrodo 1y 2,y se di-
bujan los vectores E,, E,, d'y dF; la seleccién del punto en el eje horizontal es para
facilitar los calculos del potencial eléctrico, debido a que la energia potencial no le
interesa la trayectoria seguida desde el electrodo 1 hasta el electrodo 2, inicamente
le interesa la posicion inicial y la posicion final. El potencial también se puede calcu-
lar con la figura 4.18 a, pero el calculo se torna mas dificil, ya que se debe considerar
unicamente la componente horizontal entre los electrodos 1 y 2. Como la ecuacion
del potencial que se va a utilizar es de signo positivo, entonces, el limite inferior
debe estar ubicado en un punto de mayor campo eléctrico (a) y el limite superior
debe estar ubicado en un punto de menor campo eléctrico (d — a). El vector di va
dirigido desde el punto de mayor a menor campo eléctrico. El vector E va en la
misma direccién y sentido de los vectores J; y J,, asi

d=a 1 . d=a g ”
vl—vzzf El.di+j E,. dl
@ Q@

destruyendo el producto punto

d=-a d=-a
Vi=V, = f E,dlcos(® = E; dlcos 0°
i a
d-a d—a
Vl_v‘g:j Eld'i:J‘ Ezdr (4_89)
a a

Pero, dl es una variable ficticia que debe ser reemplazada por la variable real
del problema, en este caso es el radio . En la figura 4.18 el vector dl tiene la mis-
ma direccion y sentido que el vector dr’, entonces

dl =dr

Reemplazando el d/ y los campos eléctricos de las ecuaciones (4-86) y (4-88)
en la ecuacion (4-89), se tiene
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d-a d=-a
1.-"1—1-"2=f E]dT'l‘J- E'zdr
i [+

d-a | d-a i
V~V2=J- —dr+f S, S
' . O2mr? . o2m(d—r)?

vy I I % dr
1~ E_JZHL r2+'72'"ja (d —r)2 (4-90)

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (4-90), se hace un cam-
bio de variables para proceder a integrar, entonces

u=d-r
du=-dr
| d=-a
—_— e -2 o — 2
Vi —=V; a2 ), t dr+ﬂ2 j u”du
! 15 i 1
et
o2r L rl, gim L u
d=a 1 d=a
i=V2 = o __] T oim —r]
v v 1 1 ]
LT T T o d—a_] o2 d—[d—:z) d—a

v IIer_.|’[1 1]+.' 1 1]
VR T g la d—al e2nla d-a

v v 21 [l 1 ]
172 = on L=a (4-91)
Finalmente para obtener la resistencia R del sistema de puesta a tierra entre
los dos electrodos, se utiliza la siguiente ecuacion:

i =V,

R=—= (4 -92)

reemplazando el valor del potencial eléctrico de la ecuacion (4-91) en la ecua-
cion (4-92), se tiene

20111
V1—Fz=.:12n a L-—a =i[l_ 1 ]
! | on

R =

a d-—a
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Por ultimo, la resistencia del sistema, es

H—1[1 1 ]_{1
" amrla d-a

Debido a que d >>a, en (d — a) el valor de a es despreciable con respecto al

valor de d, entonces
1 [1 1

an

a d

Pero, como el valor de d es un valor muy grande que tiende a infinito (eo),
entonces todo valor dividido para infinito es cero, asi la respuesta final de la resis-
tencia entre los dos electrodos ,es

1
R=—— 10
ama
Problema 4.5. Un electrodo hemisférico de muy alta conductividad de radio
a esta enterrado en una tierra de baja conductividad, que posee dos conductivida-
des 0, y 6, como se muestra en la figura 4.19. Determine la resistencia del sistema

aterrizado (ESPOL, 1982, p.223).

Figura 4.19 Electrodo de radio a en una tierra de conductividades 1 y o..
Solucion:

Como la corriente I, del electrodo estd ingresando a la tierra que tiene dos
conductividades, entonces se tiene un J;; y un J,, ; asi como también, un E,; y un
E,,, donde

J,, = densidad de corriente del electrodo 1 y conductividad 1

J., = densidad de corriente del electrodo 1 y conductividad 2
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E,, = intensidad de campo eléctrico del electrodo 1y conductividad 1
E,, = intensidad de campo eléctrico del electrodo 1 y conductividad 2

La parte del electrodo (figura 4.19) que esta enterrado en la tierra de conduc-
tividades o, y o,, tiene la forma de una semiesfera de radio a, por consiguiente
las lineas de los vectores de densidad de corriente y de campo eléctrico salen en
forma radial desde el electrodo 1 hacia la tierra. Para calcular la densidad de co-
rriente se utiliza la ecuacion (4-76), asi

I _ B ~ B
Eyy.dl dr Eps.dl, dr
ey = Y
!. \4,_;_#4\‘/_}. =~ / T ]
| 'I.I b\\ ¢ n NN /- / .-ll
'q_,l'_-h ‘_‘_ ‘-u_ ] _-' L -"I !
\ oS ; b/ f_"_. \zfc‘_‘\l’u /
\ \ a N \?M"‘_—' S 'V /
i R \l'{- | lr'll H.-:'f G / .-""'I
2\ 5 : x}'—.q_________,..-"'“r1 o # :
. #
S \MZ—_\_\_ "---J\EII ¥
EeeE N
T— =l G

Figura 4.20 Superficies imaginarias .S de radios r.

;=§ J.dS

Esta ecuacion exige que en la figura 4.19 se debe dibujar una superficie ima-
ginaria .S de radio r que encierre al electrodo semiesférico por el cual fluye unja
corriente /, y garantice que las lineas de campo eléctrico atraviesen en forma per-
pendicular la superficie imaginaria como se muestra en la figura 4.20.

Paraa<r<b

Sobre la superficie imaginaria S para un radio a < r < b se selecciona un dife-
rencial de superficie d.S'y sobre éste se dibujan los dos vectores J;,, y dS, debien-
do dibujar el vector superficie dS, perpendicular de la superficie d.S hacia fuera,
cumpliendo con la definicion del vector unitario normal.

En la integral cerrada de superficie de la esfera se convierte en una superficie
abierta, esto es

h= f Ji1.dS
5
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destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integraciéon de la
superficie imaginaria de 0 a r, asi

r
Il:f Jllfﬁ‘fﬂsﬂ”=J'jllds
5 ]

integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a S = 47r%/2

hh = fu [ir =Jun |4]|T | = jul2r 3y
2l, 2 |,
Ii:= Jy3 2™
despejando ]
lill
.!inzm (4-93)

Para obtener el valor de la intensidad de campo eléctrico E,;, se utiliza la
siguiente ecuacion:
Ji1 =0y By (4-94)
En la cual se observa claramente que el campo eléctrico tiene la misma direc-
cién de la densidad de corriente. Despejando el campo eléctrico (4-94) y escri-

biendo en forma escalar, se reemplaza el valor de la densidad de corriente ], de la
ecuacién (4-93) en la ecuacion (4-94), asi

E h
W= oo (4-95)

Parar>>

De igual manera sobre la superficie .S para un radio de r > b se selecciona un
diferencial de superficie d.S y sobre éste se dibujan los vectores J, y d.S.

En la integral cerrada de superficie de la esfera se convierte en una superficie
abierta, esto es

n:f Jz-d$
£

destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integraciéon de la
superficie imaginaria de 0 a r, asi

r
1[1 =I[ jlz dSC{}Sﬂ"" =J' jiz dS
5 1]
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integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a .S = 42r%/2

st 42" i
I = Jiz E =z 3 :;’12[27”' H
0 0
I]_ =_.!_'|_2 21? J"z
despejando |
I
112_ 271 12 (4—96)

Para obtener el valor de la intensidad de campo eléctrico E,,, se utiliza la
siguiente ecuacion:
Jiz=03Ep3 (4-97)

En la cual se observa claramente que el campo eléctrico tiene la misma direc-
cién de la densidad de corriente. Despejando el campo eléctrico (4-97) y escri-
biendo en forma escalar, se reemplaza el valor de la densidad de corriente ], de la
ecuacion (4-96) en la ecuacion (4-97), asi

‘;1

.
3z T, 2mre

(4 - 98)

Para calcular el potencial eléctrico del electrodo con respecto al infinito (o),
se dibujan los dos vectores E,, y dl a una distancia r para a < r < b , y los otro
dos vectores E,, y dl'a una distancia r para r > b, tal como se muestra en la figura
4.20. Como la ecuacion que se va a utilizar es de signo positivo, entonces, el limite
inferior debe estar ubicado en un punto de mayor campo eléctrico y el limite su-
perior debe estar ubicado en un punto de menor campo eléctrico. El vector di va
dirigido desde el punto de mayor a menor campo eléctrico (del limite inferior al
limite superior). La ecuacion, es

AV = ["E. dl
b . - = . .
ﬂ.F:jEll.d!‘l‘f Elz.dl
a b
destruyendo el producto punto

b -
AV = J. Eyq dlcos 07 +j Fqa dlcos 07
a b

] o
a b
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Pero, dl es una variable ficticia que debe ser reemplazada por la variable real
del problema, en este caso la variable real es el radio r. En la figura 4.20 el vector
dI tiene la misma direccién y sentido que el vector dr’, entonces

dl =dr

Reemplazando el d! y el campo eléctrico E,, de la ecuacion (4-95) y el campo
eléctrico E,, de la ecuacion (4-98) en la ecuacidn (4-99), se tiene

4] o
Iy f h
V= _ i —
2 .[Imir1 2mr? i s 02 2mr? S

integrando,
vt ] [ l]m
Ty 211' Ty 231' r
N ] [
T og2nlh al o zrr
_ Il /s ly
L g, 2mh oy 2ma a, 2mh
Iy h Iy
AV = —
ay 2mh ¥ ay 2ma U a; 2nb

11 1 1 Iy

ap= 2rch (_ﬂ‘_1+ﬂ'—2)+ﬂ'1 2ma
11 Iy
”‘E(?‘;)* o 2na (4 - 100)

Finalmente para obtener la resistencia R del sistema de puesta a tierra, se
utiliza la siguiente ecuacion:

AV
R=—
h

reemplazando el valor del potencial eléctrico de la ecuacion (4-100), se tiene

]

/ 1 1 !
e . S
R-ﬁ— 217.[1({12 a1)+c:121m_ 1 (1 1)+ 1

Ih I -~ 2mh \o, oy 2ma

Por ultimo, la resistencia del sistema, es

1 (1 1)+ 1 Q
= 2nb 2} oy 2ma

189



Electrostatica

Problema 4.6. Dos electrodos hemisféricos de muy alta conductividad de
radios a estan enterrados en una tierra de baja conductividad, que posee dos con-
ductividades o, y 0,, como se muestra en la figura 4.21. La distancia L entre los
electrodos es mucho mayor que sus radios. La diferencia de potencial AV man-
tiene un flujo de corriente I estacionaria. Determine la resistencia entre los dos
electrodos (ESPOL, 1982, p.224).

]

B

AV

—
—

(=
ad

oy a0y

Figura 4.21 Electrodos 1y 2 en una tierra de conductividades o1y 62.
Solucion:

Para determinar la resistencia R del sistema, esto es, entre los dos electrodos.
Primeramente, se debe calcular la densidad de corriente entre los electrodos. La
parte de los electrodos 1 y 2 de la figura 4.21 que esta enterrado en la tierra de
conductividades o, y 0,, tienen la forma de una semiesfera de radio a. Como la
corriente I del electrodo 1 estd ingresando a la tierra que tiene dos conductivi-
dades, entonces se tiene cuatro densidades de corriente J};, J1 Jo; y J.5; asi como
también, cuatro intensidades de campo eléctrico E,;, E,, Ey, y E,,, donde

J,, = densidad de corriente del electrodo 1, medio 1

J., = densidad de corriente del electrodo 1, medio 2

];1 = densidad de corriente del electrodo 2, medio 1

J,, = densidad de corriente del electrodo 2, medio 2

E,, = intensidad de campo eléctrico del electrodo 1, medio 1

E,, = intensidad de campo eléctrico del electrodo 1, medio 2

E,, = intensidad de campo eléctrico del electrodo 2, medio 1

E,, = intensidad de campo eléctrico del electrodo 2, medio 2
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_—y L -
AV
|
I | !
s =& T ar 2 4
i | EyyEsy i, dr 2
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Figura 4.22 Superficies imaginarias de radios r en el electrodo 1.

La parte del electrodo 1 (figura 4.21) que esta enterrado en la tierra de con-
ductividades o, y 0,, tiene la forma de una semiesfera de radio a, por consiguiente
las lineas de los vectores de densidad de corriente y de campo eléctrico salen en
forma radial desde el electrodo 1 hacia el electrodo 2 a través de la tierra. Para
calcular las densidades de corriente se utiliza la ecuacién (4-76), asi

;=j£f.d.§"
£

Esta ecuacion exige que en la figura 4.21 se debe dibujar una superficie ima-
ginaria .S de radio r que encierre al electrodo 1 semiesférico por el cual fluye una
corriente / y garantice que las lineas de campo eléctrico atraviesen en forma per-
pendicular la superficie imaginaria como se muestra en la figura 4.22. Para mayor
facilidad de los célculos, el diferencial de superficie se debe seleccionar sobre el
eje horizontal entre el electrodo 1y 2, igual que la figura 4.18 b.

Paraa<r<b

Sobre la superficie imaginaria S para un radio a < r < b se selecciona un
diferencial de superficie d.S' y sobre éste se dibujan los tres vectores T o y ds,
debiendo dibujar el vector superficie dS , perpendicular de la superficie d.S hacia
fuera, cumpliendo con la definicion del vector unitario normal.

En la integral cerrada de superficie de la esfera se convierte en una superficie
abierta, esto es

I=f j.ll'dg
5
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destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integraciéon de la
superficie imaginaria de 0 a r, asi

.
li‘=f jlltf.ﬂrﬂnﬁﬂf’:jj“ d.'."s'
5 a

integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a S = 47r%/2

ST A 2|
I=jll[§ =f11{T =J'r11[21”'2|5
0 0
I =j:|-_|_ Zﬂ' 1"2
despejando J,
/
Jii= s (4-101)

Para obtener el valor de la intensidad de campo eléctrico E,;, se utiliza la
siguiente ecuacion:

Jii =01y (4-101)
En la cual se observa claramente que el campo eléctrico tiene la misma direc-
cion de la densidad de corriente. Despejando el campo eléctrico (4-102) y escri-
biendo en forma escalar, se reemplaza el valor de la densidad de corriente ], de la
ecuacién (4-101) en la ecuacion (4-102), asi
|

Ey = —————
H @ 2mrre

(4 -103)
Por otro lado,

;=J- le.df
5

destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integracién de la
superficie imaginaria de 0 a L — r, asi

L=T

!’ :J‘ jz]_ dSCUS{]" =f ,llzl {ES
5 i}

L=r

integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a .S = 47r%/2
S
= Jul2m r215

) 4 r?
I=j21[§n =/n 7

0
1=/ 2m(L—1r)?
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despejando J,,

|
Jz1 = L= (4 - 104)

Para obtener el valor de la intensidad de campo eléctrico E,,, se utiliza la
siguiente ecuacion:

Jo1 = 01 By (4 - 105)
En la cual se observa claramente que el campo eléctrico tiene la misma direc-
cién de la densidad de corriente. Despejando el campo eléctrico (4-105) y escri-
biendo en forma escalar, se reemplaza el valor de la densidad de corriente J,, de la
ecuacion (4-104) en la ecuacién (4-105), asi
[
b = -2 (4 - 106)

Parab<r<(L-Db)

De igual manera sobre la superficie .S para un radio de b < r < (L — b) se se-
lecciona un diferencial de superficie d.S y sobre éste se dibujan los tres vectores
Jin Iy ds.

En la integral cerrada de superficie de la esfera se convierte en una superficie
abierta, esto es

.*=f Jiz.dS
5

destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integracion de la
superficie imaginaria de 0 a r, asi

r
ii] =j jlz dSEﬂSDG =J‘ ‘Irlp_ I'.'ij-
5 1]

integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a .S = 47r%/2

Yl 4 r2|” iy
I'=/i; E = Ji2 2 = Ji212m el
o 0
1= :2nr*
despejando ],
!
he=5-—3 (4 -107)
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Para obtener el valor de la intensidad de campo eléctrico E,,, se utiliza la
siguiente ecuacion:

iz =03 Ey; (4 -108)
En la cual se observa claramente que el campo eléctrico tiene la misma direc-
cién de la densidad de corriente. Despejando el campo eléctrico (4-108) y escri-
biendo en forma escalar, se reemplaza el valor de la densidad de corriente ], de la
ecuacion (4-107) en la ecuacién (4-108), asi
/

Eyp = ———vu
1 a, 2mr?

(4 -109)

Por otro lado,

.*=f Jop . dS
5

destruyendo el producto punto y poniendo los limites de integracién de la
superficie imaginaria de 0 a r, asi

L-r

| = f Joz dScos0° = | [, dS
5 i}

integrando y reemplazando la superficie de la semiesfera igual a .S = 47r%/2

i o S‘L"'_ 4 r?
_J;ZZ 2 o _.!;Z'Z 2

L=-r
= [p[2rrilg™

0
1=/ 2n(L—-1)

despejando J,,

[

J22 =ma—17 (4-110)

Para obtener el valor de la intensidad de campo eléctrico E,,, se utiliza la
siguiente ecuacion:
22 = 03 By (4-111)

En la cual se observa claramente que el campo eléctrico tiene la misma direc-
cién de la densidad de corriente. Despejando el campo eléctrico (4-111) y escri-
biendo en forma escalar, se reemplaza el valor de la densidad de corriente J,, de la
ecuacion (4-110) en la ecuacion (4-111), asi

!

N o, 21 (L — r)? (4-112)

EZE
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Para calcular la diferencia de potencial AV entre los dos electrodos, en la figu-
ra 4.22 para a < r < b se dibujan los vectores E,, E,, dfy dr’. De manera similar,
para b <r < (L - b) se dibujan los vectores Elz, En, dl’ y dr’. Como la ecuacion que
se va a utilizar es de signo positivo, entonces, el limite inferior debe estar ubicado
en un punto de mayor campo eléctrico (a) y el limite superior debe estar ubicado
en un punto de menor campo eléctrico (L — a). El vector di va dirigido desde el
punto de mayor a menor campo eléctrico (del limite inferior al limite superior).

J'.-—q:t_+ . L-—q:t_1 " L—Eq . Lhﬂq ;
.f:ll-"r=J- E]I‘df-'.J‘ 'E'Zl‘ di"'f EIZ‘dI-'.J‘ Ezz.dl’.
(44 (4 [} 44

destruyendo el producto punto

L—a L-a

L-a L—a
AV = f Eyq dleos0? 4+ Esy dlcosD° +J Eys dlcos0° +J Ess dl cos 07
a i a

(]

L=a L=a L=a L=a
av:[ E,,cu+f Ez,dt+j E]zrﬂ+f Ey d (4-113)
a o [ a
Pero, dl es una variable ficticia que debe ser reemplazada por la variable real
del problema, en este caso es el radio r. En la figura 4.22 el vector dl tiene la mis-

ma direccién y sentido que el vector dr’, entonces
dl =dr

Reemplazando el d/ y los campos eléctricos de las ecuaciones (4-103), (4-
106), (4-109) y (4-112) en la ecuacién (4-113), se tiene

L=a 1dr e I dr e Idr e | dr
Av = j ~omez T J- —an(l—mz T f oz T j o (L — 752
s M2TT a m2n(l-—r1) . 2T a  Te2r(l—r1)

e Hdr+ ! r-ﬂ ar 1 J’H dr 1 J‘H dr
Te2m), v Te2n), (L-1)? T e2n), 1 o2ml), (L-1)2

ﬁv_( [ 4 | )j’"““dr'+( / £ ! )J‘L'E dr
“\ey2n  o2ml ), r? a2n  a2nl), (L—r) (4-114)

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (4-114), se hace un cam-
bio de variables para proceder a integrar, entonces

u=L-r

du = —dr
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p— ! ! L 24 { ! =
_(612H+£}’22H)L 3 r+(512rr+5221r)j B
]I f L-a
I
7 27r+022 rr]‘z;rr T2 2T
I I & R I i b
el el
q2n  ap2n rl, ay 21r g/ LL —rl,

| 1 1 | 1
ﬂv__(a'lzir-'-azim -0 a +(cr121r+crzbr) L—(L—n}_L—a]

i | l 1 1 ! 1 1 1
ﬂv_(512H+022ﬁ][EI_L—{I]+(G]ZH+CI'22H)[H_L—H]
el )

man @m2n/la L—a

w=ris -
T \gym enm/la L-a (4-115)

Finalmente para obtener la resistencia R del sistema de puesta a tierra entre
los dos electrodos, se utiliza la siguiente ecuacion:

AV
R=— (4 - 116)

reemplazando el valor del potencial eléctrico de la ecuacion (4-115) en la
ecuacion (4-116), se tiene

R=

;(ﬁ+gz_n)[ﬁ_m =( 1 F 1 )[1 1 ]

[ T g/la L—a

Por ultimo, la resistencia del sistema, es

1 14501 1
R=( q )[—— ]u
o on/la L—a

Debido a que L >>a, en (L — a) el valor de a es despreciable con respecto al
valor de L, entonces

1 1 1 1
R= (—+—) [——— 0
o du/la L

Pero, como el valor de L es un valor muy grande que tiende a infinito (),

entonces todo valor dividido para infinito es cero, asi la respuesta final de la resis-
tencia entre los dos electrodos, es
196



Pedro Severo Infante Moreira, Manuel Antonio Meneses Freire
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4.11 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema P4.1. ;Cuantos electrones por unidad de tiempo atraviesan la seccion
transversal de un conductor que transporta una corriente de intensidad I = 1A?

Problema P4.2. Demostrar que la ecuacion de la continuidad en forma integral
es igual a:

" . i
j[;sj 'df;:_EJ; Py dv

Problema P4.3. La ecuacion de la fuerza total de Lorenz, esta dada por la ecua-
Cidn siguiente:

F=q0xB+qE
Explicar cdmo se genera el campo eléctrico externo o impreso E..

Problema P4.4. Explicar y describir todo el proceso para la obtencion de la fuerza
electromotriz de un generador.

Problema P4.5. Cuando en un equipo electrénico, especificamente una computa-
dora, se esta trabajando por varias horas, la circuiteria interna del computador se
calienta, consecuentemente aumenta su temperatura, explicar el comportamiento
de la conductividad (o) y resistividad (p) a partir de la ecuaciéon de la Ley de Ohm
en forma puntual, esto es

J=0cE
p = po(1 + alAT)

Problema P4.6. Repetir el problema 4.5 para explicar la Ley de Joule en forma
puntual e integral, esto es:

dp _dw/dt _ . .
dv ~  dv =1
P:f J.E dv

(4
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Problema P4.7. Explicar detalladamente las propiedades generales de los campos
de corriente estacionaria.

Problema P4.8. Utilizando condiciones de frontera, demostrar que la componen-
te normal del vector densidad de corriente en el medio 1 (J;,) es igual al medio 2
(on); Y, la componente tangencial del campo eléctrico en el medio 1 (E,,) es igual
al medio 2 (Ez,), esto es:

= =

]m = ]2n
En = EZt

Problema P4.9. El dieléctrico en un capacitor de placas paralelas, consta de dos
capas de espesores d, y d,, permitividades €, y €,, y conductividades o, y 6,. De-
termine la resistencia entre los electrodos (placas paralelas de superficie S) si la
diferencia de potencial entre los electrodos es V; determine la intensidad de cam-
po eléctrico E, el vector de desplazamiento eléctrico D y la densidad de corriente
J en ambas capas; asi como también, la densidad superficial de cargas libres p, y
de polarizacioén p,, en las tres superficies de frontera.
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calculo de los campos y potenciales eléctricos a partir la Ley de Coulomb,
Ley Generalizada de Gauss y de |as ecuaciones de Poisson y Laplace.
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cion en materiales dieléctricos y, finalmente, la obtencion de sistemas de
puesta a tierra.
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