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INTRODUCCION

En el disefio de estructuras o maquinas, el cabal dominio de la mecédnica de
materiales es indispensable. La importancia de la flexion en vigas para el disefio
estructural condujo a realizar el estudio completo de este tema, que incluye:

Capitulo 1: Esfuerzos normales y cortantes

Comprende: breve repaso de la de estética, determinacion de diagramas de
cortante, momentos flectores, esfuerzo normal y cortante.

Capitulo 2: Vigas compuestas, concentraciones de esfuerzos, flexion de
elementos curvos

Comprende: métodos para determinar valores de esfuerzos en una viga com-
puesta, como: seccion transformada; andlisis de las concentraciones de esfuerzos
en ranuras Yy filetes; analisis de la flexion en elementos curvos.

Sin embargo, puesto que cada uno de estos temas se trata por separado, el
profesor y el estudiante pueden optar facilmente solo por aquellos métodos que
sean de su mayor interés.

Teniendo en mente los principales problemas de los estudiantes, se ha pro-
curado explicar los conceptos fundamentales sin escatimar palabras, pero procu-
rando al mismo tiempo evitar la excesiva verbosidad, y empleando un lenguaje
claro y conciso.

Para simplificar la labor de los estudiantes, y con la finalidad de que asimilen
mejor la materia, numerosos problemas ilustrativos totalmente resueltos mues-
tran en detalle como se utilizan las teorias estudiadas, y ademds ayudan al estu-
diante a cerrar la brecha entre la teoria y las aplicaciones. Este método permite al
lector seguir el andlisis con mayor facilidad y sin duda lo ayudard en la posterior
resolucion de los problemas que se proponen.

Dichos problemas presentes en este texto han sido cuidadosamente seleccio-
nados para ilustrar los conceptos fundamentales sin abrumar al estudiante con
tediosos cédlculos numéricos, siempre que ello sea posible, y estdn dispuestos en
orden de dificultad.
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Para mayor utilidad se agregan en el apéndice ciertas tablas: centro de grave-
dad y momentos de inercia, propiedades de perfiles.

Este libro trata de suplementar a los textos normales, ayudando principal-
mente a los estudiantes a adquirir un conocimiento y una pericia mas completos
en el campo.



LISTA DE SIMBOLOS

A: drea.

A, B, C...: puntos.

a: distancia hasta el momento concentrado.

b: espesor del material; distancia hasta la carga puntual.
c¢: distancia hasta la carga uniformemente distribuida.
cg: centro de gravedad.

C, D: constantes de integracion.

E: médulo de elasticidad.

EN: eje neutro.

F: fuerza.

h: altura.

Ix: momento de inercia.

Ko: rigidez de la viga.

L: luz de viga.

M: momento.

Mf: momento flector.

n: factor de seguridad.

P: fuerza; carga concentrada.

q: carga por unidad de longitud.

R: reaccion.

Sx: momento estatico.
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V: fuerza cortante.

Y: deformacién o flecha.

X: distancia.

y: coordenadas del centroide.

Y’, 0: angulo de giro.

©: radio de curvatura o esfuerzo normal.

t: esfuerzo tangencial.



PREFACIO

OBJETIVO

Lograr que el estudiante de ingenieria adquiera y refuerce su conocimiento,
ademads de que desarrolle su capacidad para analizar los problemas de una mane-
ra simple y légica, aplicando los principios fundamentales, férmulas y métodos
establecidos para la resolucion de ejercicios referentes a Flexion.

ENFOQUE GENERAL

El estudio de la Flexion en este libro se basa en la comprension de conceptos
fundamentales y en el uso de los problemas simplificados. Este enfoque permite
la deduccidn de las féormulas de una manera légica y la identificacion de las con-
diciones bajo las cuales se pueden aplicar, para la resolucion de problemas.

ORGANIZACION DE LOS CAPITULOS

En el capitulo 1 se introducen conceptos basicos para el estudio de la Fle-
xion, los cuales se deben comprender perfectamente para continuar con los temas
posteriores; se da también un pequefio repaso de célculo de reacciones. El capi-
tulo incluye ademas la obtencion de los diagramas de fuerza cortante y momento
flexionante que se producen por los distintos tipos de cargas aplicadas a las vigas.
El capitulo abarca el estudio de los esfuerzos normal y tangencial producidos en
las vigas de acuerdo con la forma que esta tenga.

En el capitulo 2 se introducen conceptos y métodos para estudiar las vigas
compuestas de varios materiales. Se abordan ecuaciones para determinar las con-
centraciones de esfuerzos en filetes y ranuras, y finalmente se estudia también la
flexién en elementos curvos. Para la comprension de cada uno de los métodos, se
presentan formulas y ejercicios variados que facilitan el aprendizaje.
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ASPECTOS PEDAGOGICOS

Lecciones del capitulo. El cuerpo del texto se ha dividido en capitulos que
constan de teoria y problemas modelo para una mejor comprension; se refuerza
ademads con problemas propuestos.

Problemas modelo. Cada capitulo contiene varios problemas resueltos que
facilitan el aprendizaje de cada tema tratado.

Problemas de tarea. Los problemas propuestos en el texto tienen la finalidad

de fortalecer los conocimientos adquiridos mediante la teoria y los problemas
modelo.

1



) CAPITULO I
FLEXION: ESFUERZOS NORMALES Y CORTANTES

El puente gria mostrado en la fotografia es una viga que sustenta el siste-
made gria que sirve para levantar y mover cargas. Estas cargas provocan flexion
en la viga. Los esfuerzos normales y cortantes resultantes producto de las cargas
aplicadas a las vigas se analizan en este capitulo.

Triphfdas

L LD

12
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1.1 ESTUDIO DE LA FLEXION

En el campo de la Ingenieria Mecanica, innumerables son los elementos so-
metidos a flexion, es decir, que estan dispuestos de tal manera que deben soportar
cargas o fuerzas externas. Inicialmente tienden a deformarse, pero si el incre-
mento de la carga continda y si no son lo suficientemente resistentes, llegardn
finalmente a la ruptura.

En ingenieria se denomina flexion al tipo de deformacion que presenta un
elemento estructural alargado en una direccion perpendicular a su eje longitu-
dinal, donde se combinan esfuerzos de traccion y de compresion. El término
“alargado” se aplica cuando una dimensién es mucho mayor frente a las otras.
Un caso tipico son las vigas, que estdn disefladas para trabajar principalmente por
flexion. Igualmente, el concepto de flexion se extiende a elementos estructurales
superficiales como placas o ldminas.

El rasgo mds destacado es que un objeto sometido a flexién presenta una
superficie de puntos (llamada fibra neutra) tal que la distancia a lo largo de cual-
quier curva contenida en ella no varia con respecto al valor antes de la deforma-
cién. El esfuerzo que provoca la flexion se denomina momento flector.

En conclusion, la flexién es la deformacion que sufre un elemento ubicado
generalmente en posicion horizontal debido a su propio peso o a cargas externas.

1.1.1 Flexion pura

La flexion pura se refiere a la flexién de un elemento bajo la accién de un
momento flexionante constante. Cuando un elemento se encuentra a flexion pura,
los esfuerzos cortantes sobre €l son cero.

A continuacion, en la figura 1.1a presentamos a una viga en voladizo que esta
sometida a flexion.

13
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Fig. 1.1a. Viga sometida a flexion
Fig. 1.1b. Diagrama de cuerpo libre de la viga en voladizo (flexién pura)

(a)

(b)

A continuacién, mostraremos unos ejemplos de aplicacion de flexion pura.

Ejemplo 1. En la figura 1.2 observamos a un levantador de pesas; es de mu-
cha importancia saber a qué par flector estd sometida la barra, y para ello primero
realizamos un diagrama de cuerpo libre (figura 1.3).

14
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Fig. 1.2. Levantador de pesas. Barra sometida a par flector.

Fig. 1.3. Diagrama de cuerpo libre de la barra del pesista.

IO N 360N
Ay B Cc 1D
| I

REY RCy

Observe que el diagrama de cuerpo libre de la barra muestra que sus apoyos
son las manos del pesista. A continuacidn, el procedimiento parte calculando las
reacciones en los mencionados apoyos.

15
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ZMB= 0 + Y
—360 N(0,3m) — R, (0,6m) + 360 N(0,9m
—108 N.m — R(,(0,6m) + 324 N.m =

216 N.m
&~ 06m

Rcy = 360 N

~360 N + Rg, + Rc, — 360 N = 0
~720 N + Rgy + Rgy = 0
Rgy + Rcy = 720 N
Rgy =720 N = R¢y
Rgy = (720 — 360) N
Rpy = 360 N
Lo analizado muestra que la carga de la barra del pesista provoca un par flec-
tor de 108 N.m tal como se muestra a continuacion.
M=F=x*d
M = momento flector
F = fuerza
d = distancia perpendicular a la fuerza
M=360N=*03m
M=108 N.m

16
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Fig. 1.4. Barra sometida a par flector de 180 N.m.

A D
M= 108 N.m B V- 108Nm

Carga excéntrica: carga aplicada a una columna o pilote que no es simétrica
respecto del eje central y que por tanto produce un momento flector. También
llamada fuerza 10 excéntrica.

Ejemplo 2. La figura 1.5 muestra una prensa de barra de acero de 0,12 m uti-
lizada para ejercer fuerzas de 150 N sobre dos piezas de madera mientras se unen
con adhesivo. La figura 1.5a presenta las fuerzas iguales y opuestas ejercidas
por la madera sobre la prensa. Estas fuerzas producen una carga excéntrica de la
porcidn recta de la prensa. En la figura 1.5b se efectud un corte CC’ a través de la
prensa y se ha dibujado un diagrama de cuerpo libre de la porcion superior de la
prensa, del que se concluye que las fuerzas externas en la seccidn son equivalen-
tes a una fuerza axial de tensién P de 150 Ny a un par M de 18 N.m.

De esta manera pueden combinarse los conocimientos adquiridos acerca de
los esfuerzos bajo una carga centrada y los resultados del andlisis subsiguiente de
los esfuerzos en flexion pura para obtener la distribucién de esfuerzos bajo una
carga excéntrica.

Fig. 1.5. Prensa: a) Barra sometida a carga excéntrica.
b) Diagrama de cuerpo libre de la barra.

0.12m 052m
- -

4 r |
¢l o PN c |C

Pe1SIN »
JP=15N

r les 15
] L]
l_‘l
L]
Vo s
al Bl

Pr= 1508
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Uno de los elementos principalmente sometidos a flexion se denomina viga
porque se trata de un elemento geométrico que tiene tres dimensiones y una de
ellas es mas larga en consideracion con las otras dos; en esta seccion larga se
generan cargas que someten a flexion a la viga.

1.1.2 Definicion de viga

Una viga es un elemento solicitado por cargas 0 momentos actuantes en un
plano por el cual atraviesa su eje longitudinal; generalmente, estas cargas actiian
perpendicularmente al eje.

Las vigas, segun sea su aplicacion, poseen distintas secciones transversales o
perfiles de la viga. Estos perfiles pueden ser comerciales (es decir, existen ya pre-
determinados o prefabricados segtin un determinado fabricante) y también podria
haber secciones transversales disefiadas. Con el fin de optimizar mejor las vigas
de trabajo o reduccion de costo, estas secciones transversales se podrian construir
mediante planchas comerciales.

Fig. 1.6. a) Viga sometida a flexion.
b) Esfuerzos normales en su seccién transversal.

COMPRESION
! ’
L
TRACCION
a)

SECCION TRANSVERSAL

b)
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1.1.2.1 Viga compuesta

Viga laminada verticalmente, fabricada a partir de la unién de diversos
miembros menores mediante clavos o pernos, formando una viga de mayores
dimensiones; o viga de acero compuesta por diferentes planchas rematadas o
soldadas entre si. También llamada viga ensamblada o viga de alma llena. Sirven
para aumentar la rigidez y la resistencia.

Fig. 1.7. Viga compuesta.

En conclusién, una viga compuesta no se encuentra comercialmente ya que
se disefia y se fabrica de acuerdo con nuestra necesidad. Por ejemplo, en los per-
files para puentes.

Volviendo al grafico principal de la flexion figura (1.6a), podemos observar
que la viga estd sometida a una carga y tiene apoyos. A continuacion profundiza-
remos en los tipos de cargas y los tipos de apoyos.

19
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1.1.2.2 Tipos de cargas en las vigas

a) Carga puntual o concentrada: Segun la longitud de la viga, existen
elementos auxiliares que trabajan dispuestos sobre ella, ejerciendo determinada
carga en espacios muy pequeios. En estos casos, podemos considerar como si
la carga estuviera actuando en un punto; en consecuencia, a estas cargas se les
denominan cargas puntuales o concentradas.

Ejemplo: Carga ejercida por las correas en la viga de una estructura.

Fig. 1.8. a) Viga sometida a cargas puntuales.
b) Esquema de la viga y sus cargas puntuales.

P2

F‘: {N} P-‘- {N}

20
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Fig. 1.9. Viga soportando el peso de las correas, las cuales al tener
un drea muy pequeia producen carga puntual sobre la viga.

P;
Ps

b
\

DETALLE MONTAJE DE LA CORREA

o

b) Carga uniformemente distribuida: Es un peso o presién uniformemente
distribuida sobre una longitud determinada del miembro estructural. Su repre-
sentacion grafica es un rectdngulo cuya altura es la intensidad de la carga q y

aplicado en una longitud L.

21
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Fig. 1.10. Techo de una cubierta soportando la presion atmosférica.

Correa it

Fig. 1.11. Representacion gréifica. Carga uniformemente distribuida
sobre una viga.

P

q (Mfenj

P . .
q= y*aen dos dimensiones

Donde:

q = carga uniformemente distribuida expresada en términos de intensidad [N /m].
P = carga constituida por la presion atmosférica més el peso del techo [N].
a = luz, distancia entre porticos [m].

P’ = carga equivalente. Es igual al drea bajo la curva y se encuentra ubicada
en el centro de gravedad del drea [N].

A = area.

22
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Presién atmosférica + Peso propio del techo

1= Lxa *a
3 P
1= 1%a™®
3 PN
1= 1 [m]
P' = q*L[N]
UNIDADES
Las unidades con las cuales se puede trabajar las cargas distribuidas son las
siguientes:
MKS [£Z]
cm,
INGLES [2]
pie

INTERNACIONAL [%]

Ejemplo: Presion atmosférica actuando sobre el techo de una estructura.

Fig. 1.12. Presién atmosférica actuando sobre el techo de una estructura.
PRESION ATMOSFERICA

TECHO

" CORREA

L A 'CORREA
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El peso se distribuye uniformemente a lo largo de las vigas, por tanto es con-
siderado como una carga uniformemente distribuida.

Fig. 1.13. Esquematizacién de un extracto para el andlisis.

q (N/m)
] ] 1 ] L] 1 ! L] ] 1 T 1 ] 1 T
— L -

¢) Carga variada triangular: Es un peso o presion cuya variacion es defini-
da por una funcién analitica. La representacion de esta carga es un drea encerrada
por la grafica de la funcién de la carga y el eje del miembro.

Ejemplo: la presion que el agua ejerce en la presa de una central hidroeléc-
trica

Fig. 1.14. a) Viga sometida a carga variada triangular.
b) Esquematizacion de la viga con carga variada triangular.

COMPUERTA

i PRESHM MINIMA

1 PRESIIN MAKIMA

a)
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q (N/m)

bl

Fig. 1.15. Presa Hidroeléctrica Agoyan.

Fig. 1.16. Carga variada triangular.

Y
pr
q=8&MNm
g
o 1|-l1||-lL1||l -
b 23a - 2a_ | .
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La carga equivalente es igual al drea bajo la curva y estd ubicada en el centro

de gravedad del drea.

{x:O y=0
x=a y=38

Sabemos que la ecuacién de una recta es:

Y= mx+ b; b=0

v 8-0

=mx ; m=-——;
8
m=—
a

Reemplazando la pendiente, tenemos en la ecuacion de la recta.

Y=—x
a

Sabemos que el drea bajo la curva es igual a la integral de Y.

a
P':dex

0

ag
P’:J —xdx

0o a

8 a
P’——J x dx

aly
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Area bajo la curva y se encuentra en el centro de gravedad.
Donde:

a = base de la superficie.

y = altura de la superficie.

m = pendiente de la recta.

P’ = carga equivalente.

La carga equivalente P’ se encuentra ubicada en el centro de gravedad, debi-
do a que ahi se concentra la masa.

d) Carga combinada (trapezoidal): Como su nombre lo indica, es una car-
ga que combina una carga uniformemente distribuida y una carga triangular. La
resolucion de la misma conlleva realizar una separacién de dichas cargas y rea-
lizar su andlisis de manera independiente, como se ha dispuesto anteriormente.

Ejemplo: rodamientos de rodillo con pista cénica.

Fig. 1.17. Esquematizacién de la viga cargada con cargas combinadas.

9z

Uniformemente vanada
(triangular)

Uniformemente distribuida
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Fig. 1.18. Rodamientos dentro de un sistema. Los rodamientos al ejercer
presion en el elemento de soporte generan una carga combinada.

e) Momento concentrado: Existen algunas vigas sobre las cuales actdan
barras o dispositivos transversales, y en estos a su vez se aplican cargas o fuerzas
produciendo en la viga momentos concentrados.

Fig. 1.19. a) Viga sometida a momento concentrado.
b) Esquematizacion de la viga con momento concentrado.
1 M (M.m]

-

a) b)
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Fig. 1.20. Viga sometida a momento concentrado por medio de poleas. Al ejer-
cer tension en las cuerdas, estas generan un momento concentrado en la viga.

1.1.2.3 Tipos de apoyos en las vigas

Uno de los pardmetros importantes que forman parte del comportamiento de
las vigas son los apoyos, ya que de ellos dependera la presencia de una o varias re-
acciones. Segtn la facilidad o dificultad que presenten los apoyos para que las vigas
puedan girar o desplazarse horizontalmente, se clasifican de la siguiente manera:

a) Apoyo fijo articulado: Permite el giro de la viga, pero no el desplaza-
miento en sentido horizontal y vertical.

Fig. 1.21. a) b) Representacion esquematica del apoyo fijo articulado
con sus respectivas reacciones.

» Movimiento » Movimiento
rR. [N R F
A - .
| i
Ry Ry
a) b}
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Fig. 1.22. Puente con apoyo fijo articulado: el puente puede rotar en uno de sus
extremos que no puede desplazarse horizontalmente ni verticalmente.

b) Apoyo mévil articulado: Permite el giro de la viga en los puntos de apo-
yo, ademads del desplazamiento horizontal.

Fig. 1.23. a) b) ¢) Representacion esquematica del apoyo mdvil articulado
con su respectiva reaccion.

Movimientos Movimientos Movimignlos
v L L
1 F j F 6 F
I | |
R R
¥ Y RF
a) b) c)

Fig. 1.24. La estructura de techo en la figura tiene apoyos moviles articulados,
debido a que necesita desplazamiento horizontal para evitar los esfuerzos de
compresion a causa de la expansion del material con el calor del ambiente.
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¢) Empotramiento o cantiléver: Con este tipo de apoyo, la viga no puede
girar ni desplazarse en sentido vertical ni horizontal; en consecuencia, aparecen
varias reacciones ejercidas por la pared de sujecion.

Fig. 1.25. a) b) Viga en cantiléver y sus respectivas reacciones.

P P

a) b}

Fig. 1.26. Viga empotrada que sostiene al puente: no permite rotaciéon
ni traslacion vertical y horizontal.
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d) Articulacién (bisagra): Permite unir, conectar dos secciones de viga.

Fig. 1.27. a) b) Representacion esquematica de la articulacion
con sus respectivas reacciones.

Movimiento Movimiento

LY A&
Ry Ry
|
T NN E—
R} a) R!I,- b}

Fig. 1.28. En la figura se muestra una articulacién con la que, durante los
terremotos, las articulaciones y las vigas metalicas permiten a la estructura de
un edificio responder con flexibilidad cuando se someten a los movimientos del
suelo, manteniendo cierta elasticidad estructural durante sismos moderados.
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1.1.2.4 Clasificacion de las vigas

Por su resolucidn, se clasifican en dos tipos:
a) ESTATICAMENTE DETERMINADAS:

Son aquellas vigas en que las ecuaciones de la estitica (XFx=0 ,XFy=0,XMO
= 0 ) son suficientes para calcular el valor de las reacciones actuantes. A este
grupo pertenecen:

a.l) Viga simplemente apoyada: Son aquellas en las cuales los apoyos no
presentan restriccion alguna al giro y al desplazamiento horizontal al menos en
un apoyo. La distancia entre apoyos se denomina luz.

Fig. 1.29. Representacion esquematica de una viga simplemente apoyada.

P
A ' B
R F
| |
R.I'-'\}' RB:{
i L L

a.2) Viga simplemente apoyada y con un tramo en voladizo: Es aquella
viga con 2 tramos: uno simplemente apoyado, y el otro que sobresale de los apo-
yos, quedando en voladizo.
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Fig. 1.30. Representacion esquematica de una viga simplemente apoyada
y con un tramo en voladizo.

P
A 1 B C
v —
i i
Ray Ray
L1 L2
- —— -—

a.3) Viga empotrada o en cantiléver: Se trata de vigas empotradas en un
extremo, mientras tanto el otro permanece libre.

Fig. 1.31. Representacion esquematica de una viga en voladizo.

a.4) Viga articulada: Esta formada por dos o méas tramos. Estos tramos estdn
unidos mediante una articulacion, la que permite que en estos puntos las vigas
puedan girar facilmente.
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Fig. 1.32. Representacion esquematica de una viga articulada.
P

b) ESTATICAMENTE INDETERMINADAS O HIPERESTATICAS

Para ser calculadas las reacciones de estas vigas, las ecuaciones bdsicas de
la estatica (XF_=0,2F . 0 XM, =0 ) no son suficientes. Es necesario plantear
un método de célculo; por ejemplo, el estudio de las deformaciones en las vigas,
donde tenemos las siguientes:

b.1) Viga doblemente empotrada: Es aquella viga cuyos extremos estdn
empotrados.

Fig. 1.33. Representacion esquematica de una viga doblemente apoyada.
P

| !
Rix
*oy . v, R

| [
R1y RZ)'

oy —
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b.2) Viga empotrada y simplemente apoyada: Tiene uno de sus extremos
empotrado y el otro simplemente apoyado.

Fig. 1.34. Representacion esquemadtica de una viga empotrada
y simplemente apoyada.

P
M1 Rix = —T
| |
R]j Rzy
L
- -—

b.3) Viga de apoyos continuos: Generalmente tiene dispuestos varios apo-
yos moviles articulados y solamente un fijo articulado.

Fig. 1.35. Representacion esquematica de una viga de apoyos continuos.

P P: Ps
! ! !
‘1 .. ! ... i - _!l ._l_l.._.
Ri Rz Ra R
L1 L2 L3
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b.4) Pérticos: Son vigas quebradas cuyos extremos se encuentran empotra-
dos.

Fig. 1.36. Representacion esquematica de un pdrtico.
P

1

Hasta el momento hemos visto los elementos, cargas, apoyos y tipos de vi-
gas; ahora tenemos que realizar un pequeiio repaso de cdlculo de las reacciones
por medio de la estética.
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1.1.2.5 Calculo de reacciones

a) Viga simplemente apoyada con carga puntual.

Problema modelo 1.1

Fig. 1.37a. Esquema para el problema 1.1

P=500N
A IB c
im
o —
3m
il —

Fig. 1.37b. Diagrama de reacciones.

P
A 1B C
R S .
| im |
Ray = _ Re,
SMy,=0 ~t - 2E=0 ™l
P(1m)_RCy(3m):0 RAy_P+ Rcy:O
500 N(1m) Ry = P— R;
3m RAy: 500 N — 166,66 N

R4y = 333,33N
R¢y = 166,66 N
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Problema modelo 1.2

Fig. 1.38a. Esquema para el problema 1.2

E'|=E-5N F'2= 105N
Al B gC 3]
im 25m im
R"‘.i' y

Fig. 1.38b. Diagrama de reacciones

R Pz
Al B 1C B]
—A- Rox
| |
im 2.5m 3m

— -—EB:.I ] - Rl‘ly
SMg=0 ~t o~ SF=0 11
- P1(1,5m)+P,(2,5m) — —P+Rgy—P,+ Rpy =0
RDy(7m) = O RBy+ RDy = Pl + P2
—85 N(1,5m) + 105 N(2,5m) — Ry + 19,2857 N = 85N + 105 N
Rpy(7m) =0 Rp, = 85 N + 105 N — 19,2857 N
R _ —85N(1,5m)+105 N(2,5m)

by — 7m

Rp, = 170,7143 N
Rp, = 19,2857 N

-+
E =0 « >
RDx=0N
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b) Carga uniformemente distribuida.

Problema modelo 1.3

Fig. 1.39a. Esquema para el problema 1.3

7.5m

Fig. 1.39b. Diagrama de reacciones y cargas equivalentes.

3.75m

P'=q+L
N
P' =55 —(7,5m)
m

P'=412,5N - ubicadoenelcg

Rny
SF=0 11
—Ryy+ P' =0
~Ryy + 412,5N = 0
Ray = 412,5N
SE =0 Tl
RAxZON

ZMA=O ~t o

7,5m
My - 4125N (T) =0

M, = 1546,875 N.m
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Problema modelo 1.4

Fig. 1.40a. Esquema problema 1.4

g =400 N/m
e ERE I P L g

4m

Fig. 1.40b. Diagrama de reacciones y cargas equivalentes.

P 1

2m |

P'=q=+L
N
P’ = 400—(4m)
m

P'= 1600 N — ubicadoenel cg

YM,=0 ~toar SE =0 1L
P'(2m) — Rgy(4m) = 0 Ray— P'+ Rgy =0
1600 N(2m) — Rpy(4m) = 0 R4y = 1600 N — 800 N
1600 N(2m) R4y = 800N
BT (4m)
SE=0 TH{_
Rp, = 800 N Ry, =ON
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¢) Viga en voladizo con carga variada triangular.

Problema modelo 1.5

Fig. 1.41a. Esquema para el problema 1.5

g= 400 Him

p

_qx*L
)
400 X (3m)
_m

2
P' = 600 N — ubicadoenel cg

Pl

P' =

SMy=0 ~toas SE=0 11
P'(1m) = M, = 0 Ryy— P'=0
M, = 600 N(1m) R4y — 600 N = 0
MA = 600 N.m RAy: 600 N
- 4+
E =0 « -
Ry, =ON
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Problema modelo 1.6

Fig. 1.42a. Esquema para el problema 1.6

q!=35N-'m
A B Cy y ,, D
| SO T T |
q=75Nm
35m 55m i5m
| [ - —

Pz

A B ) R (e .

Rae _
] 1! i

| |

Ray P Roy
7,167 m
g —
10,167 m
| -
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@1 *L
T2

75 X(5,5m)
_m

2
P = 206,25 N — ubicadoenelcg

Py

P =

qz * L
2
N
35 ;(3,5m)
2
P, = 61,25N — ubicadoenelcg

P, =

P, =

SM,=0 ~t @~ SE=0
2
—Rp,(12,5m) — P{(3,5 + §* 5,5m)

(R

Ryy+ PI— P+ Rp, =0
RAy:_Pll‘l'PZI_RDy

1
+ Py(9 + 3* 3,5m) R4y = (-206,25 + 61,25

+ 68,43)N

=0 Ryy=—76,57 N
~Rp,(12,5m) — 206,25 N [3,5
2 _ - +
+<—*5,5m>] 2h=0 < -
3 RAx: ON
+ 61,25N[9

1
+ (=35 )]:o
<3* m

Rp, = 68,43 N
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d) Viga simplemente apoyada con carga combinada.

Problema modelo 1.7

Fig. 1.43a. Esquema para el problema 1.7
q;= 600 Nim

45m

Fig. 1.43b. Diagrama de reacciones y cargas equivalentes.

: F;
Fi 2
L O . R L Y R
1 1 ] I 1 ] 1 ]
A E
| 225m |
i -
R-Bj' im Rﬁy
i [
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P{ = q;L
P} = 200 N (4,5m)
P = 900N
;o (g2 — q1) L
Py = ——
(600 ~ 200) X (4,5m)
PZ = 2
P} =900 N
SMy=0 ~t oo SE=0 11
4,5 2 — P/ - P =
P (—m) + P, (— * 4,5m) Ray Pl, P2,+ Rgy =0
2 3 RAy:P1+P2_RBy
~ Ry (45m) = 0 Ray = 900 N + 900 N —
900 N(2,25m) + 900 N(3m) 1050 N
— Rpy, (45m) =0
900 N(2,25m) + 900 N(3m) Ry, = 750 N
By — 4,5m
F=0 < 2
Rg, = 1050 N i"‘__ON(_ -
L=
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Problema modelo 1.8

Fig. 1.44a. Esquema para el problema 1.8

A B C

am
i —-—
5667 m
i -
&m
il -
A B C D »

PP P

1.5m 2am
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Pi=qy =L
N
P} =15 —(10 m)
m
Py =150 N — ubicadoenelcg
(2 —q1) *L
2

) (45 - 15)
Pzz 2

P, = 127,5N — ubicadoenelcg

Py =

(8,5m)

3=

~

(92 — q1) *L
2
(45 — 15)

2
P3=22,5N — ubicadoenelcg

P; =

3=

(1,5m)

P} =

SF=0 11 SM,=0 nt -
! ! r_ — 8,5 2
PrtPot Ps=Rpy =0 —P{(—m)—PZ’(—*S,Sm)
Rpy, =P+ P, + P; 2 3 1
Rpy = 150 N + 127,5 N _p [8,5+ (5* 1,5m>]
+ 25N + Rpy(12,5m) = Mp = 0
Rp, = 300 N 8> 2
Dy = Mp = —-150 N(Tm)— 127,5N(§*8,5m>
1
SE=0 <5 —22,5N[8,5+(§*1,5m>]
Rp,=0ON + 300 N(12,5m)

My = 2187,5N.m
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e) Viga simplemente apoyada con momento concentrado.

Problema modelo 1.9

Fig. 1.45a. Esquema para el problema 1.9.

M= 1200 M.m
A B C
1m 3m
—il ——l -

Fig. 1.45b. Diagrama de reacciones.

M= 1200 N.m
A B C
e
== |
im _ 3m
R.ﬁ}ff- —— -HC:.I
SMy=0 ~t oo SE =0 11
M— Rc:}l,z((?grl])vz 0 _RAy + RCy = 0
Rcy = o Am Ray = Rey
Y 4m
Ry, = 300N
R¢, = 300 N v
-+
2E =0 « -
Ry, =ON
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Problema modelo 1.10

Fig. 1.46a. Esquema para el problema 1.10

Mi=625 N.m Mz=415N.m
— —
A B C D
35m 55m 05m
- —— ——

My M2

A B C D

Rix _F

1 - = l

35m 55m 05m

Ray—= - - —— = R0y
SMy=0 ~t oo SF=0 11
Ml - M2 - RDy(9,5m) =0 RAy + RDy =0

B (=625 + 415) N.m Ryy = —Rpy

by~ 9,5m
RAy = 22,1052 N
RDy =—-22,1052 N
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f) Viga articulada con distintos tipos de carga.

Problema modelo 1.11

Fig. 1.47a. Esquema para el problema 1.11
P=100N q,= 600 Nim

q.:= 200 Nim

am

Py P P,
Rcy
- R Iﬂl. ] 1 I 1 rE CT CI ] ] 1 11 D
wo Foo D E—
|
myi tm Ry Roy
4m
Nota: La carga P se ubica a cualquiera de los lados.
(3m)
P = q,(2m) P = 12
2
o oo M6 o (600 %) (3m)
(o o SO0
P, =900 N

P| = 400 N
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TRAMO CD
ZMD =0 ~t oo
! 1 !
—Pj (3m)- P (3m) + Rgy (3m) = 0
. 900 N(1m) + 100 N(3m)
¢y = 3m
R, = 400
TE=0 Tl SE =0 -te"
Ry, — P— P+ Rpy = 0 Ry = ON

Rpy = —R¢y+ P+ P,
Rpy, = (=400 + 100 + 900) N

Rp, = 600 N

TRAMO AC

SF=0 11 SMy=0 ~t a-
Ray— P{— Riy = 0 P{ (1m) + Rgy, (4m) — My = 0
Ray = P+ R{, My = P{(1m) + R, (4m)
Ryy = 400 N + 400 N M, = 400 N (1m) + 400 N (4m)
R, = 800 N M, = 2000 N.m
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Problema modelo 1.12

Fig. 1.48a. Esquema para el problema 1.12

q2=3'5Nn’m
P=15N
L
q1= 5 Mim M=T5Nm
-
Al v ¢+ By 1 1 C D E
| T T
g,= 25 N/im
25m is5m 35m 25m
sl i | ——l —

Analisis

Fig. 1.48b. Diagrama de reacciones y cargas equivalentes.

B R
Pi
P Roy
i m
Al vir Baly o C C D E R r
- ME
I
12 Rey
' _RE
Rﬂw__ 42m _ 4mm Py Re
- 4B83m

Nota: El momento ubicado en el punto C, debido a que se encuentra en una
articulacion, no se toma en cuenta, ya que solo haria girar al perno de sujecion
entre ambos tramos de viga AC y CE.
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P{=q.*L

N
P/ = 5—(2,5m)
m

Py =12,5N - ubicadoenelcg

Py=q1 %L

py=s5Y
27 " m

v
N =
Il

Pl =
3 2

(3,5m)

(92 — q1) *

17,5N - ubicadoenelcg

(35 - 5) X(3,5m)

r_ m
P; =

2

v
=
Il

Py=qs+L

N
P} = 25—(2,5m)
m

v
QS
Il

TRAMO AC
SMy=0 n~t as
3,5
P1’(1,25m) + le (2,5 m+ Tm)

2
+P; (2,5 m+ 3 * 3,5m> — R¢y(6m) = 0

3,5
12,5N(1,25m) + 175N (2,5 m+ 7m>

2
+52,5N (2,5 m+ 3* 3,5m> — R¢y(6m)
=0

Rcy = 57,2916 N

52,5N - ubicadoenelcg

62,5N — ubicadoenelcg

TE=0 Tl
~P+Ryy— P{— P, — Pz +
RCy= 0

Ryy=P+ P{+ Py + P3—
Re,

Ry

=(15+125+ 17,5

+ 52,5-57,2916)N

R,y = 40,2084 N
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TRAMO CE

ZFy=O ™l >M;=0 Nt -~

—Rcy+Py— Rgy =0 —Rcy(6m) + Py(1,25m) + Mg, =
Rgy = —Rey+ Py 0

Rg, = —57,2916 N + 62,5 N Mg, = 57,2916 N(6m) —

Rgy, = 5,2084 N 62,5 N(1,25m)

My = 265,6246 N.m

1.1.3 Fuerzas cortantes - momentos flectores

En este apartado se analizardn los esfuerzos y las deformaciones en elemen-
tos prisméticos sujetos a flexion. La flexion es un concepto muy importante, ya
que se utiliza en el disefio de muchos componentes estructurales y de maquinas,
tales como vigas y trabes.

Prisma mecanico. También conocido como pieza prismatica, es un mode-
lo mecdnico de sélido deformable, usado para calcular elementos estructurales
como vigas y pilares. Geométricamente, un prisma mecdnico puede generarse al
mover una seccion transversal plana a lo largo de una curva, de tal manera que
el centro de masa de la seccidn esté en todo momento sobre la curva y el vector
tangente a la curva sea perpendicular a la seccion transversal plana.

Las vigas son cominmente elementos prismaticos largos y rectos. Las vigas
de acero y de aluminio juegan un papel importante tanto en la ingenieria estruc-
tural como en la mecédnica. Las vigas de madera se emplean, sobre todo, en la
construccion residencial. En la mayor parte de los casos, las cargas son perpendi-
culares al eje de la viga. Tales cargas transversales solo causan flexion y corte en
la viga. Cuando las cargas no se encuentran en dngulo recto con la viga, también
producen cargas axiales en ella.

El par flector Mf crea esfuerzos normales en la seccidn transversal, mientras
que la fuerza cortante V produce esfuerzos cortantes en dicha seccién. En la
mayoria de los casos, el criterio dominante en el disefio por resistencia de una
viga es el valor méximo del esfuerzo normal en la viga. La determinacion de los
esfuerzos normales en una viga serd el tema a tratar a continuacion.
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1.1.3.1 Diagramas de cortante y momento flector

Para construir los diagramas de cortante y momento flector de una viga so-
metida a varios tipos de carga, se debe efectuar el analisis realizando un corte en
cada tramo de viga.

CONVENCION DE SIGNOS

Si el andlisis se va a realizar de izquierda a derecha, la fuerza cortante y el
momento flector que aparecerdn serdn negativos (figura 1.49a). Lo contrario, es
decir, si el analisis de cada tramo de la viga se va a realizar de derecha a izquier-
da, la fuerza cortante y el momento flector que apareceran en la viga producto del
corte realizado para su andlisis, serdn positivos (figura 1.49b)

Fig. 1.49. Convencién de signos para la construccion de diagrama de cortante
y momento flector. a) Anélisis de izquierda a derecha. b) De derecha a izquierda.

Andlisis de lzguierda o derecha Andlisis de derecha a lzquierda
- w L i -
AN Vv o VAT

!
a) b)

Fig. 1.50. Esquema de una viga simplemente apoyada.

q P
Ry 4 bt % ik 4B 1C D
il X -
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Fig. 1.51. Convencion de signos en viga simplemente apoyada.
a) Izquierda a derecha. b) Derecha a izquierda.

q
At v 11 1 1 1B c U‘Mf
‘ !

| . -

L8}

En los ejemplos y problemas que realizaremos, los diagramas de cortante y
momento flector se obtendran determinando los valores de V y Mf en puntos de
interés de la viga. Estos valores se calculardn efectuando un corte por cada tramo
de viga, sea de izquierda a derecha o de derecha a izquierda (figura 1.49ay 1.49b)
y considerando que se encuentra en equilibrio. Ya que las fuerzas cortantes V y
V'’ tienen sentidos opuestos, el registrar el corte en el punto C con una flecha ha-
cia arriba o hacia abajo no tendria significado, a menos que se indique al mismo
tiempo cudl de los cuerpos libres AC y DB se estd considerando. Por esta razon,
el corte V se registrard con un signo: uno positivo si las fuerzas cortantes se diri-
gen como se observa en la figura 1.51b y uno negativo en el caso contrario (figura
1.51a). Una convencién similar se aplicard al momento flector Mf. Se considera
positivo si los pares flectores se dirigen como se muestra en la figura 1.51b, y
negativos en el caso contrario (figura 1.51a).

El momento flector en cualquier punto dado de una viga es positivo cuando
las fuerzas externas que actiian sobre la viga tienden a flexionar la viga en ese
punto, como se muestra en la figura 1.52c.
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Fig. 1.52. Convencion de signos para la construccion de cortante y momento flector.

N ol | v ¥ "
_— e e '
1 ¥ i

f (b} feh
i}

CARGA PUNTUAL

Fig. 1.53a. Esquema de una viga simplemente apoyada con una carga puntual.

FI
Tramo AB Tramo BC
| I L
Ray A 18 C
| |
RII'!'ﬂjll---- L ----R'::.I
IM,=0 ~t o TE,=0 T+1-
P(Ly) = Rey(L) = 0 Ryy— P+ Rcy=0
_ P(Ly) Ray+ Rgy = P
- L R,y = P- Rg,

2E =0 +- -«
RAx=0

Construccion del diagrama de cortante y momento flector (andlisis de iz-
quierda a derecha).
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TRAMO AB

Fig. 1.53b. Viga realizada corte en tramo AB andlisis izquierda-derecha.

b

R,qxﬁ" b Voo
F, 1
...l.
. X -
R,ﬂﬁr
XE =0 T+!- JE =0 +-—«
—V+ RAy:O
RAxZOkg

V: RAy
SM,=0 nt a-
Ray(x) — M; =0

Mf = RAy(X)
TRAMO BC

Fig. 1.53c. Viga realizada corte en tramo AC analisis izquierda-derecha.

P
A 1B ¢ *
R”_ Voo
!
|
- L1 I x-L1 |
RA;.' ¥
ZE, =0 T+1- SM,=0 n*t o
RAy—P—VZO RAy(x)_P(x—Ll)—MfZO
V=Ry-P M; = Ry (x)-P(x— Ly)
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Fig. 1.53d. Diagrama de cortante y momento flector de una carga puntual.

P

|Mf
/
X (m)
| x (m)
L1
el P
L
el -
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1.1.3.2 Relaciones entre la carga, el cortante y el momento flector

La construccion del diagrama de cortante y, especialmente, del diagrama de
momento flector se facilitard en gran medida si se toman en consideracion ciertas
relaciones que existen entre la carga, el cortante y el momento flector.

Fig. 1.54. Relacion entre la carga y el momento flector.

q

Ar g I 1G| 1IC 1 I 1DI 1 1B

x dx
el - el

Se considera una viga simplemente apoyada AB que lleva una carga distri-
buida que por unidad de longitud (figura 1.54), y sean C y C’ dos puntos en la
viga a una 10 distancia Ax uno del otro. El cortante y el momento flector en C se
denotardn por V y por Mf, respectivamente, y se supondran positivos; el cortante
y el momento flector en C’ se denotaran por V + AV y por Mf + AMf.

Fig. 1.55. Relacion entre la carga y el momento flector.

Bz,

e

A
qhx

\ bz {/7}/ %7
ol
hx
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Ahora observamos que se desprende la porcion de viga CC’ y se dibuja su
diagrama de cuerpo libre (figura 1.55). Las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre
incluyen una carga de magnitud qAx y fuerzas y pares internos en C y en C’. Ya
que el cortante y el momento flector se han supuesto positivos, las fuerzas y pares
se dirigirdn como se indica en la figura.

Relaciones entre la carga y el cortante: Al realizar la sumatoria de fuerzas
verticales que actuan sobre el cuerpo CC’, podemos observar que es igual a cero,
y por lo tanto tenemos que:

YFv=0 T+1-
V- (V+AV)—-qAx=0
AV = —qAx

Al dividir ambos miembros de la ecuacion entre Ax y haciendo que Ax se
aproxime 10 a cero, se tiene que:

av
E_ —-q (ECll)

La ecuacidn 1.1 indica que para una viga cargada como se muestra en la fi-
gura 1.54,1la pendiente dV /dx de la curva de cortante es negativa, el valor numé-
rico de la pendiente en cualquier punto es igual a la carga por unidad de longitud
en dicho punto.

Integrando la ecuacién 1.1 entre los puntos C y D, se describe:

XD
Vp—Ve=- f qdy (Ec.1.2)
Xc
Vp — Ve = — (area bajo la curva de cargaentre Cy D) (Ec.1.2)

Este resultado también podria haberse obtenido considerando el equilibrio de
la porcidn de viga CD, ya que el drea bajo la curva de carga presenta el total de
la carga aplicada entre C y D.

Debe también tomarse en cuenta que la ecuacién 1.1 no es valida en un punto
donde se aplique una carga concentrada; la curva de cortante es discontinua en
tal punto como se demostré anteriormente; de manera similar, las ecuaciones 1.2
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y 1.2° dejan de ser vélidas cuando se aplican cargas concentradas entre C y D,
debido a que no consideran el cambio sibito en el cortante causado por la carga
concentrada; por lo tanto, la ecuacién 1.2 y 1.2° deberén aplicarse solo entre car-
gas concentradas sucesivas.

Relaciones entre cortante y momento flector: Regresando al diagrama de
cuerpo libre de la figura 1.55, y escribiendo ahora que la sumatoria de momentos
alrededor de C’ es cero, se tiene:

IMy=0 ~t o~
Ax
—(M+ AM) + M + VAx - q&le: 0
Ax
VAx — qAx7= AM

1
AM = Vix — Eq(Ax)2

Dividiendo ambos miembros de la ecuacién entre Ax y haciendo que Ax se
aproxime 5 a cero, se tiene:

M
—=V (Ec1.3)
dx

La ecuacién 1.3 indica que la pendiente dM /dx de la curva de momento
flector es igual al valor de la cortante. Esto es cierto en cualquier punto donde el
cortante tenga un valor bien definido, es decir, en cualquier punto donde se en-
cuentre aplicada una carga concentrada. La ecuacion 1.3 también muestra que V
= 0 en puntos donde Mf es médximo. Esta propiedad facilita la determinacién de
los puntos donde es posible que la viga falle bajo flexion.

Integrando la ecuacion 1.3 entre los puntos C y D, se escribe:

XD
MDMfD_MCMfC: —f de (EC.1.4)
xc

MpMfp — McMf; = area bajo la curva de cortante entre CyD  (Ec.1.4")

Note que el area bajo la curva de cortante debera considerarse positiva donde
el esfuerzo cortante es positivo, y negativo donde el esfuerzo cortante es negati-
vo. Las 2 ecuaciones 1.4 y 1.4’ son vdlidas aun cuando se aplican cargas concen-
tradas en C y D, en tanto la curva de cortante haya sido correctamente dibujada.

63



Resistencia de materiales

Las ecuaciones dejan de ser validas, sin embargo, si un par se aplica en un punto
entre C y D, ya que no toman en consideracién el cambio stibito en el momento
cortante causado por un par.

1.1.3.3 Ejemplos de diagrama de cortante y momento flector

a) Carga puntual.

Problema modelo 1.13

Fig. 1.56a. Esquema para el problema 1.13.

P=100N
A 1B (¥
2Zm im
o —— —-—

Fig. 1.56b. Diagrama de reacciones.

FI
Rax A 1B C
I i
2 1
R,ﬂy‘- AL — L. -'RC'y'
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2E =0 +- -«
Ryx=0N

IMy=0 o+ as
P(2m) - R¢,(3m) = 0

100N (2m)
@ " Sm
R¢, = 66,66 N
TRAMO AB

SF=0 1+1-
RAy_P+RCy:0

RAy = P - RCy
R4y, = 100 N — 66,66 N
Ry, = 33,33N

Fig. 1.56c. Viga realizada corte en tramo AB analisis izquierda-derecha.

JFv=0 T+ 1-

RAy—VZO
V=RAy
V=3333N

x=0m->V=33,33N
x=2m->V=33,33N

2Fx=0 +-o -«
Ryy=0N

Zszo ~t s

RAy(X) - Mf =0
Mf = RAy(X)
My = 33,33(x)

x=0m Mf: ON.m
xX=2m Mf
= 66,66 N.m
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TRAMO BC

Fig. 1.56d. Viga realizada corte en tramo BC andlisis izquierda-derecha.

JFv=0 T+1!- YM,=0 nt o~
Ryy—-P-V=0 RAy(x)—P(x—Z)—Mf:O
V =Ry, - P Mf = Ryy(x) = P (x - 2)

V =33,33N- 100N Mf = 33,33(x) — 100 (x — 2)
x=2m V=-66,66N x=2m Mf:66,66N.m
x=3m V=-6666N x=3m M;=0N

Ahora vamos a comprobar integrando la ecuacién del cortante y debemos
obtener el valor del momento flector.

V=Rup - P
V=-66,66N

3
dev: f —66,66 dx
2

M; = 66,66 N.m
Vinax = — 66,66 N
M fmax = 66,66 N.m
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Fig. 1.56e. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.13.

Jiagrama de corfante
W (N)

200

i R )
' i
4 I
-400 ' £
I ]
' i
Diagrama de momento flector | [
1 1
MIF (M.m) | I
! |

i
. :
J }
! i
' |
5 i
A :3.F528 :E
x{m)
{3
ABg4000 L —
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Problema modelo 1.14

Este ejercicio es el mismo que el anterior, con la particularidad de que ahora
los cortes se realizan de derecha a izquierda, y comprobando que se obtienen los
mismos resultados.

Fig. 1.57a. Esquema para el problema 1.14.

P=100N
A 1B C
- 2m - 1m ol

P
R“*A—M
| i
Ray—= 2 e m = Rey
JE =0 +- -« IE=0 T+1-
Ry,= 0N Ray— P+ Ry =0
IMy=0 n*t o Ryy=P-R
P(2m) 1—051%(237;?) =0 Ray = 100 N - 66,66 N
Re, = R,y = 33,33N
3m
R¢y = 66,66 N
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TRAMO CB

Fig. 1.57c. Viga realizada corte en tramo CB andlisis derecha-izquierda.

L 4 ib
i v HE
|
- : -"RL‘,'
SFv=0 1Tt1_ SMy=0 nt a-
Ryy-V=0 Ry(x) = M;=0
V = RAy Mf = RA(x)
V =-66,66N My = 33,33(x)
x=0mV=-66,66N x:Ome:ON
x=1mV=-6666N x=2m M;= 66,66 N.m

TRAMO BC

Fig. 1.57d. Viga realizada corte en tramo BC andlisis derecha-izquierda.

r | a 18 C
Wy —
i
- x-1 - im I-'Rc,r

SFv=0 1Tl I Ma=0 ~* @7
Rey—P+V =0 —Reyx+ P(x—=1)+M;=0
V="P-Rg Mg = Rey(x) = P(x - 1)
V =100 — 66,66 M; = 66,66(x) — 100(x— 1)
x=1m V=33,33N x=1m M;= 66,66 N.m
x=3mV=3333N x=3m M;=0N.m
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Fig. 1.57e. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.14.
P

Diagrama de cortante
VN) |

33,33,

x(m)

|
|
Diagrama de momento flector .
MF (N.m) :
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Importante notar que:

En el diagrama de cortante se genera un salto debido a la carga de la reac-
cion en A, en la direccién de la carga y en la magnitud de la misma.

Un drea positiva en el diagrama de cortante genera una pendiente positiva
en el diagrama de momentos flectores.

Un 4rea negativa en el diagrama de cortante genera una pendiente negati-
va en el diagrama de momentos flectores.

Tanto el diagrama de cortante como el de momentos flectores al final ten-
drén que cerrarse.

La pendiente de la curva en el diagrama de Mf es mayor en 1 grado con
respecto al diagrama de cortante.

El area bajo la curva de cada tramo del diagrama de cortante es igual al va-
lor del momento flector de cada tramo del diagrama de momento flector.

Note que en el punto donde V = 0 en el diagrama de Mf genera un punto
maximo.
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Problema modelo 1.15

Fig. 1.58a. Esquema para el problema 1.15.

A B C
‘ A 1
35m 15m
- oy -
P=125N

A B C
‘ A 1
35m 1.5m
- oy -
P=125N
S My=0 ~t as SE =0 Tl
~P (3,5m) + Ry (5m) = 0 ~Ryy+ P~ Rgy =0
125 N(35m) Ry = P— Re,
y 5m Ry, = 125 N— 875N
RCy= 87,5N RAy — 37,5 N

YSFx=0« >t
ch: ON

72



J. Isaias Caicedo R., J. Enrique Orma Ch., D. Fernando Mayorga P., E. Fernando Viteri N.

TRAMO AB

Fig. 1.58c. Viga realizada corte en tramo AB analisis izquierda-derecha.

SFr=0 THi_
~Ryy— V=0
V= —Ry,
V=-375N

x=0m-V=-37,5N
x=35m->V=-375N

TRAMO BC

SM,=0 nta-

—Ra(x) — My = 0
Mf = —RA(X)
M; = —37,5(x)

X = Om—>Mf: ON.m
X = 3,5m—>Mf: -131,25 N.m

Fig. 1.58d. Viga realizada corte en tramo BC andlisis izquierda-derecha.

A

Rh,l‘-
!

il

SFv=0 T71_
—RAy+P—V=0
V=P-Ry,
V=125 N-37,5N

x=35mV=875N
x=5m V=875N

"

B

Cv owm
1 1 !

35m

£-3.5

SM,=0 ~t e

~Ryyx+ P(x-35)~ M;=0
My = —Rgyx + P (x - 3,5)

M = —37,5x + 125(x — 3,5)

x=3,5m Mg = —-131,25N.m
xX=5m Ms;=0N.m
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Fig. 1.58e. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.15.

35m 15m |
Ray =Rey
P f

Diagrama de cortante
V(N)

&S -

I
I
375 .
I

Diagrama de momento flector

MF (N.m)

131,25
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b) Carga uniformemente distribuida

Problema modelo 1.16

Fig. 1.59a. Esquema para el problema 1.16.
q =800 N'm

4 m

Fig. 1.59b Diagrama de reacciones y cargas equivalentes.
Py

| I
Ry Ry
P'=qx*L
N
P’ =800 —(4m)
m
P’ =3200N
SMy=0 nt o SE=0 11
P,(Zm)—RBy(4m):0 RAy_P,+RBy:0
3200 N(2m) — Rgy(4m) = 0 Ryy = P'— Ry,
_ 6400 N.m Ry, = (3200 — 1600) N
By 4m
R, = 1600 N
R, = 1600 N

YFx=0 >t
RAx: ON
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TRAMO AB

Fig. 1.59c. Viga realizada corte en tramo AB analisis izquierda-derecha.

|
LTI T T T T T N T O O O O -
.‘.“ l‘-..n’ Mi
l Xz
Ra-,-. .
P'"=qx*x
P" = 800x
SFv=0 1TH1_ SM,=0 ~t "
_pr_vy=— (X
Ry = P"=V =0 Ray(x) — P (5)—Mf:o

V= RAy_ P”
V = 1600 — 800 (x)

x=0m->V=1600N
x=4m->V=-1600N

My = Ray(x) = P"'(3)

800 (x?)
My = 1600 (x) — ————

X = 0m—>Mf= ON.m
xX=2m- Mgps = 1600 N.m
X = 4m—>Mf= ON.m

Cuando V es cero, M f es maximo en ese punto.

V=~R4y— q(x)

N
0= 1600 N — 800 —x
m

1600 N
X =
800 X
m
x=2m
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Fig. 1.59d. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.16.
P

I
I
|
|
I

= 800 kg/m

|
L | ‘
4m
R-'-y ! I B-LQW
: |
|
|
|
|
|
|
|
' l
Diagrama de cortante : ,
; |
V (N) . '
|
|
1600 | :
: |
|

' x(m)
- 8 -
Mo .=

|
|
|
|
Diagrama de momento flector !
|
|
|
|

MF (N.m)

1600 - — — — —

x{m)
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Problema modelo 1.17

Fig. 1.60a. Esquema para el problema 1.17.

q =135 Nim
EEEEEEEEEEEERES'
A B
75m
- -

Fig. 1.60b. Diagrama de reacciones y cargas equivalentes.

B B L L TR R T HE L

A B
S —
P1
R"'F' 1R5'r
- 375m
P'=qx*L

N
P’ =155—%7,5m
m

P'=1162,5N
SMy=0 ot oas SFr=0 THi_
~P'(3,75m) + Rp,(7,5m) = 0 ~Rgy+ P'— Rgy, =0
o _ 1162,5N(3,75m) Ry = +P' = Ry,
By 7,5m Ray = (1162,5 - 581,25)N
Rpy, = 581,25 N Ry, = 581,25N

SE =0 «-f
RBxZO
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TRAMO AB

Fig. 1.60c. Viga realizada corte en tramo AB andlisis izquierda-derecha.

[ R T R T L R T R R B B RN R |

MAF!] L |
T
pr
Ray | Pay
Pllzq*x
P" = 155x
SFr=0 T+1_ SMy=0 n~* o-
_RAy+P,I_V:O _R (x)+P”E—M:0
V=—Ryy+P" i (2) J
V= -581,25 + 155(x) My = —Ray(2) + P (5)
155(x2)
x=0m->V=-581,25N Mf=_581'25(x)+T

x=7,5m->V=581,25N

x=0m->M;=0N
x=75m->M;=0N
X = 3,75m—>Mf:
-1089,8437 N

Cuando V es cero, M f es maximo en ese punto.

V = -581,25 + 155(x)
N

0= 581,25N - 155 —x
m

581,25N
X = ——-
155 X

m
x=3,75m
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Fig. 1.60d. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.17.
q =155 N/m

Diagrama de cortante
V(N)
L ) ) S S — e S
: 1
ars, Hfrﬁmm 5
I | X (m)
|
-581.25 I
|
|
|
I
Diagrama de momento flector {
I
Mf (N.m) '
|
|
|
|
375 75
|
7 x(m)
-10898437 |  _ ——
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¢) Carga variada triangular

Problema modelo 1.18

Fig. 1.61a. Esquema para el problema 1.18.

g =400 Nim
A B
‘iiiiiiiiii
im
o

Fig. 1.61b. Diagrama de reacciones y cargas equivalentes.

P=2200N
Rhf ] L] 1 1 T | ] 1 r]'r 1 1 I lB
i I
Im
Ry ™ -.RE,
,_a*L
P =
7
400 —(3m)
Pl= m
2
P'= 600N
SE=0 1*1_
Ry =O0N
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>My,=0 At A ZFy=0 ™1
2 L ~
P'(=*3m) — RBy(3m) =0 RAy P’+ RBy =0
3 Ry = P'— Ry,
c00 Nizm) - Roy (3m) = 0 Ryy = 600 N — 400N
By = —m RAy = 200N
¢ 3
Ry, = 400 N
TRAMO AB

Fig. 1.61c. Viga realizada corte en tramo AB analisis izquierda-derecha.

q =400 Nim
po

(Relacién triangulos)
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SFv=0 Tt1l_
Ray— P =V =0
V= Ry - P

400 (x?)
V=200 - ——

x=0m->V=200N
x=3m->V=-400N

Cuando V es cero, M ;es maximo:

200 * 6
400

x=1,73m

ZMbZO ~t s
Ryy(x) — P”(f)— My = 0
y 3

X
My = Ray(x) = P (3)
400 (x3)

M = 200 -
f (x) 18

X = 0m—>Mf= ON.m

X = 3m—>Mf: ONm
X = 1,73m—>Mf= 230,94 N.m

400 (x?)
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Fig. 1.61d. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.18.
g =400 Nim

Diagrama de corlante :
W (N) ; |
200 :

x(m)

-400

Diagrama de momento flector

MF (N.m)

2084

A 173 B x(m)
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Problema modelo 1.19

Fig. 1.62a. Esquema para el problema 1.19.

65m
= -

g =825 Nm

Figura 1.62b. Diagrama de reacciones y cargas equivalentes

4333m

o
qx*L
P'=
2
625 —(6,5m)
PI — m
2

P'=2031,25N
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ZMA:O P sz=0 ™1
2 B - 3
- P’ [—(6,5m)] - RBy(6,5m) =0 RAy + P RBy =0
3 R4y = P' - Rg,
B 2031,25N(4,333m)

Ry, = 2031,25N — 1354,1564 N
R,y = 677,0936 N

Rsy 6,5m

RBy = 1354,1564 N
SE =09 -t
RBx = 0

TRAMO AB

Figura 1.62c. Viga realizada corte en tramo AB analisis izquierda-derecha.

]
Ry ~= ——

! '
Vo

h b 1

. O

¥

o

= o= (Relacion triangulos)
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SFv=0 Tt{_
_RAy+ P”_V:O

V=—Ry+P"
2

V =-677,0936 +

x=0m->V=-677,0936 N
x=65m—->V=1354,1562 N

Cuando V es cero, M f es maximo:

62
0=-677,0936 +

X =

SMy,=0 ntor
~Ryyl) + P ()~ My = 0
y 3

My = =Ruy(x) + P (3)

625x3

My = —677,0936 (x) + 2o

x=0m->M;=0Nm

X = 6,5m—>Mf: ON.m

x = 3,7528m - My
=-1694 N.m

2

677,0936 K13
625

x=3,7528m
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Fig. 1.62d. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.19.

B5m
le" 1[-".9;

JNagrama de cortante
(M)

® (m)

2

-400

Diagrama de momento flector
M {MN.m)

3.7528

¥ {m)

Aegqo0t0 |- = o T =
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d) Momento concentrado

Problema modelo 1.20

Fig. 1.63a. Esquema para el problema 1.20.

M= 1000 N.m

A B C
am im

] — -

M
A B C
Ras _—
= |
Jm im
Ry 1—- —— -R'I:‘y
SMy=0 ~t o” TE=0 Tl
M — Rcy(4m) = 0 —R4y+ Rey =0
o = 1000 N.m Ry = Rey
4m Ry, = 250N
R¢y, = 250N

SF,=0 %
RAx: 0
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TRAMO AB

Fig. 1.63c. Viga realizada corte en tramo AB andlisis izquierda-derecha.

SFv=0 1Tl

_RAy_ V: 0
V= _RAy
V=-250N

x=0m->V=-250N
x=0m->V=-250N

TRAMO BC

SM,=0 o~ o
—RAy(X) - Mf =0
My = —250(x)

X = 0m—>Mf: ON.m
x=3m- My = —-750N.m

Fig. 1.63d. Viga realizada corte en tramo BC andlisis izquierda-derecha.

R —
1
Im = %-3
Rhllﬂ - -

SFv=0 Tt1l_ SMc=0 n~t a7
_RAy_V—O —RAy(X)+M—Mf:O
V = _RAy Mf = —RAy(x) + M

= —250 N My = —250(x) + 1000

x=3m->V=-250N

X = 3m—>Mf: 250 N.m
x=4m->V = -250N

X = 4m—>Mf: ON.m
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Fig. 1.63e. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.20.

M = 1000 kg.m
—_—
5

Diagrama de cortante

V{N)

X (m)

-250

Diagrama de momento flector

Mf (N.m) |

a0 -— ;

x{m)

Nota: El momento concentrado en el diagrama de momentos genera un salto.
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Problema modelo 1.21

Fig. 1.64a. Esquema para el problema 1.21.

M=855Nm
A B c
15m = 45m
] o -—

M
A B c
j -
1.5m 45m
Ry ~ "1Rey
SMy=0 ~t e SE =0 TH1_
—M + Rgy(6m) = 0 Ray— Rcy = 0
. 855 N.m Ray = Rey
Y7 em R4y = 142,5N

Rcy = 142,5N

TRAMO AB

Fig. 1.64c. Viga realizada corte en tramo AB analisis izquierda-derecha.

b w
F v
!
|
RA;I"'- X -—
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Ry-V=0 —Ray(x) = My = 0
V= RAy M = = _RAy(x)

V= 1425N M = —142,5(x)
x=0m->V= 1425N x=0m->Ms;=0N.m
x=15m->V= 142,5N x=15m->M;=213,75N.m
TRAMO BC

Fig. 1.64d. Viga realizada corte en tramo BC andlisis izquierda-derecha.

R.;.-,--. - -
SFv=0 1TT1_ SM,=0 n~t -
R4y -V =20 Ryy(x) = M - My =0
V=1425N My = 142,5(x) — 855
x=15m->V=142,5N x=15m-> M;=-641,25N.m
x=6m->V=142,5N x=6m->M;=0N.m

93



Resistencia de materiales

Fig. 1.64e. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.21.

M=855Nm
[ —
A B C
15m ™ 45m
e
| |
Diagrama de corante I '
i |
VN . |
|
: |
i |
i |
1425 i
. X (m)
|
|
A ) 2 c
i |
i |
i |
|
1
i |
i |
i |
Diagrama de momento flector | [
i |
Mf {N.m) | [
i |
i |
M3T5 L ! :
{1 '
|
|
A B c
7 x(m)
1
1
] |
e | R P
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Problema modelo 1.22

Fig. 1.65a. Esquema para el problema 1.21.

q1= B00 Mim B =300N q2= 200 Nim
-—
Ay 1 v B CT D L s & gk
M=500N.m
—
Zm 1m 1m 15m
il Bl il [l —

B P
P
Ay r B C1 D P11 E
Rax
| M |
LY
RA:" Im im RD’
] ——
475m
] -
P'=q~*L

N
P} = 600 — (2m)
m

P, = 1200 N
,_q*L
Py =
2 2

200 X (1,5m)
! m
PZ = —2

P, = 150N
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Z MA = O ~ntoas
P;"(1m) + P(3m) + M + P,’(5m) — Rg,,(5,5m) = 0

1200 N(1m) + 300 N(3m) + 500 N.m + 150 N(5m)

Ey 5,5m

Rgy, = 609,09 N

SE,=0 1Tl SE =0 < ot
Ryy— P{— P—Pj+ Rg, =0 Rye=0ON
Ryy=P,'+ P+ P,"— Rg,

Ryy = 1200 N + 300 N +

150 N — 609,09 N

R4y = 1040,91 N
TRAMO AB

Fig. 1.65c. Viga realizada corte en tramo AB andlisis izquierda-derecha.

p.r
Ay 1 Itb i
R 1 Vv WA
1
.
Rh“‘—ﬂ 3 -
Pl'=qx*x
P,"" = 600(x)
>Fv=0 TH1_ SMy,=0 ~t o~
—p"_V= (X
Ray = P"=V =0 Ray(x) = P" (5) = M; = 0
V = RAy - Pl 2 X
V = 1040,91 — 600 (x) Ms = Ray(x) — P, (5)
600 (x?)
x=0m->V=104091N My = 1040 91(x) — ———

x=2m->V=-159,09 N
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X = 0m—>Mf:ON.m
x=1,73m - My = 902,89 N.m
x=2m - My = 881,81 N.m

Cuando V es cero, M ,es maximo.

0 = 1040,91 — 600 (x)

1040 91
* = 7600
x=1,73m

TRAMO BC

Fig. 1.65d. Viga realizada corte en tramo BC andlisis izquierda-derecha.

P’

SFv=0 T SM,=0 n~t aT

Ry~Pi -V =0 Ryy(x) = P{(x = 1) - M; = 0
V= Ryy—Pf M; = Ryy(x) — P{(x— 1)

V = 1040,91 N — 1200 N Mg = 1040,91(x) — 1200 (x - 1)
V=-159,09 N

x=2m->V=-159,09 N
x=3m->V=-159,09 N

X = 2m—>Mf: 881,82 N.m
X = 3m—>Mf= 722,73 N.m
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TRAMO CD

Fig. 1.65e. Viga realizada corte en tramo CD andlisis izquierda-derecha.

=4
FI
A y 8 CI d v
R VoM
!
i 2m 1m %-3

R.ﬁy__- x -—
SFv=0 T+l_ SMy;=0 ~t -
Ryy—P{—P-V=0 Ray(x) = P{(x— 1) = P(x - 3) — M,
V' =1040,91 N - 1200 N — =0
300 N Mg = Ryy(x) = P{(x — 1) — P(x - 3)
V=-459,09 N My = 1040,91(x) — 1200 (x — 1)

- 300(x — 3)
x=3m->V=-459,09N

x=4m->V = -459,09N x=3m- M;=722,73N.m
X = 4m—>Mf: 263,64 N.m

TRAMO DE

Fig. 1.65f. Viga realizada corte en tramo DE anadlisis izquierda-derecha.

P P
P M
e I
¥
Ay 1 8 CY D b i ! n
Rax g VoM
1
i -
Ry 1n|1__-:m — i -
%
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Py =

y
y =
Py =
SFr=0 1F1_
Ryy~P{—P— Py -V =0
V=Ry—P{—P- Py
V = 1040,91 — 1200 — 300
200 (x — 4)2

3

x=4m->V =-459,09 N
x=55m->V=-60909N

y(x — 4)
2

= Realacion de triangulos

SM,=0 ~F o~
Ryy(x) = Pi(x=1) = P(x-3)+ M

_w_j\/[f: 0
Mg = Ry (x) — P{(x = 1) — P(x - 3)
P)(x— 4)
M-
3

Mg = 1040,91(x) — 1200 (x - 1)
— 300(x — 3) + 500
100(x — 4)3

4,5

Xx=4m—- My = 763,64 N.m
x=55m—-> Mg=0Nm
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Resistencia de materiales

Fig. 1.65g. Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.22.
q.= 200 N.r

L P =300 N

Diagrama de corfante
V (N)

1040,81

'm

A I
-159,09

X (m)

.1 4« ——— N

£ - R (O W — e

|

|

Diagrama de momento flector |

|

Mf (N.m) :

|

9029 |
881,82 |

m,?ﬂ ———
(2)0
1
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Problema modelo 1.23

Fig. 1.66a. Esquema para el problema 1.21.

qfdﬂ'\]lhh'm
M = 500 M.m P=300N
-
q,= 200 Nim L -
A By ¢ v ¢ €y 4y 1D E
g
im Im im 2m
— — —— — -—

m Im
— - i -
Ry Roy  fRoy Rey

25m

o -
im
-
Sm

- -—
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TRAMO AD

Fig. 1.66¢. Diagrama de reacciones y cargas equivalentes del tramo AD.

M
- {1
A B | i BT D
|
- |
im
Rey Roy
25m
= -
3m
- —
] el -
P{ = qL

P| = (zoo %) (3m)

Py = 600N
(g2 — q1)L
p,=—t "
2 2
N
(400 — 200) —(3m)
P} = m
2
P, = 300N
qL
P, ==
27 2
400 X (3m)
Py = —™
2
P, = 300N
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ZMB=0 ~t s

~M+ P{(1,5m) + P,(2m) + P;(4m) — Rp,(6m) = 0

Rp

_ =M+ P{(1,5m) + P;(2m) + P;(4m)

v 6m

_ =500 N.m + 600 N(1,5m) + 300 N(2m) + 600 N(4m)

Dy —
Rp, = 566,66 N

szZ 0 +4 _
Rgy — P{— Py — P4 + Rpy, =
0

Rgy = Pi+ P, + P; — Rp,
Rp, = 600 N + 300 N +
600 N — 566,66 N

Rp, = 933,34 N

TRAMO DE

SE =0 of
RAx: ON

Fig. 1.66d. Diagrama de reacciones del tramo DE.

SMy=0 nt -

—RDy(Zm) - P(2m) - Mg =0
Mg = Rp,(2m) + P(2m)

My = 566,66 N(2m) + 300 N(2m)
Mg = 1133,32 N.-m+ 600 N.m
Mg =1733,32N.m

SE=0+;1_
REy:RDy+P

Ry, = 566,66 N + 300 N
Rg, = 866,66 N

YFx=0 -5t
Ry, = ON
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TRAMO AB

Fig. 1.66e. Viga realizada corte en tramo AB andlisis izquierda-derecha.

1]
b w
A v v
1
X
SFrv=0 +q11_ SMy=0 o~ -
V=0N ~M~- M; =0
Mf:—M
x=0->V=0N My = —500 N.m

x=I1Im->V=0N
x=0m- My = -500N.m
x=1m-> My = -500N.m

TRAMO BC

Fig. 1.66f. Viga realizada corte en tramo BC andlisis izquierda-derecha.

Py
R
M
- 'I"I
A EI [ i
* voom
!
= |
Ray
X
| -
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P'=q(x-1)
P = 200x
Py = (q,— q)(x=1)
2
y x— 1 - -
= Relacion de triangulos
42— 1 3
~200(x—1)
Y=T3
, 200 (x—1)?
2 6
SE =0 +;1_ M, =0 ~t a”

Rpy,— Py~ Py —V =0

V =Ry, — P{'— P} 2
x_
V = 933,34 - 200 (x - 1) _ 2”( )_Mf
100 3
—T(X—1)2 =0

x=1m->V=933,34N
x=4m->V =33,34N

Mg = —-500 + 933,33 (x- 1)
- 100(x — 1)?

o _ 3
5 (x=1)

X = 1m—>Mf: -500N.m
x=4m-> My = 1100,2N.m
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TRAMO CD

Fig. 1.66g. Viga realizada corte en tramo CD anélisis izquierda-derecha.

Py
B’
M
o N !
A B 1 L 1 i
d v
- !
- I
Tm
o —-—
Ry
2.5m
] —
am
— -
X
o —-—
P3”: qz(x_ 4)

.. y(lx—4)
P, =
4 2
y x-4
qz 3
3 gz(x — 4)
y=773
_400(x—4)
Y= 3
_400(x—4)2
L 6

SE=0 lL-T+

Relacion de triangulos
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Rgy— P'y = P'y— P's+ P\ -
V=0
V=RBy—P’1—P,2—P”3+P”4_

V=933,34 N-600 N—- 300 N
— 400(x — 4)
200
+ T(X— 4)2
V = 33,34 — 400(x — 4)

200
+ T(X’— 4)2

x=4m >V = 33,34 N
x=7m->V=-566,66N

Cuando V es cero, M ;€8s maximo:

—M + Rgy(x— 1) = P{(x— 2,5)

— Pj(x - 3)
pr (x—4)
_ 3 >
x—4
+ P”4( )_Mf
=0
My = —500 + 933,34(x - 1)
- 600(x — 2,5)
— 300(x — 3)
400(x — 4)2
2
200(x — 4)3
T

X = 4m—>Mf: 1100,02 N.m
X = 4-,09m—>Mf: 1101.41 N.m
X = 7m—>Mf= 0 Nm

200

0 = 33,34 — 400(x — 4) + T(x— 4)?

0= 66,66 (x—4)%—400(x— 4) + 33,34

=x-4

ay’+ by+c=0

—b+ Vb2 - 4ac

2a

= xl, x2

400 + /4002 — 4(66,66) (33,34)

= 5,92;0,09

2(66,66)

X—4

= 5,92,0,09

x;1=992m

x, = 4,09 mok

Nota: La respuesta es x,, debido a que esta cae dentro del rango evaluado.
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TRAMO DE

Fig. 1.66h. Viga realizada corte en tramo DE andlisis izquierda-derecha.

1Ry
SFE=01T,1_ SM,=0+,1_
—P-Rp,-V=0 —Rpy(x) = P(x) = My = 0
V=-P-Rp, Mg = —Rpy(x) - P(x)
V = —300 N — 566,66 N My = —566,66 (x) — 300 (x)
V = —866,66 N My = — 866,66 x
x=0m->V=-86666N x=0m My;=0N.m
x=2m-V=-86666N x=2m M;=-1733,32N.m
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Fig. 1.661 Diagrama de cortante y momento flector para el problema 1.23.

g, 400 him

Diagrarma de conante

VN)

033,33

33,33

- 866,66

RAF {N.m)

110141
110002

-500

173,33

2}

12}

x{m)

x{m)
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1.1.4. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS O TEOREMA
DE STEINER

Fig. 1.67. Area 5 con respecto al eje AA’

Se considera el momento de inercia / de un area A con respecto a un eje AA’
(figura 1.67). Si se representa con la y la distancia desde un elemento de drea dA

I=fy2dA

hasta AA’, se escribe:

Abhora se dibuja a través del centroide C del area un eje BB’ que es paralelo a
AA’; dicho eje es llamado eje centroidal. Representando con y’ la distancia desde
el elemento dA hasta BB’, se escribe y = y' + d, donde d es la distancia entre los
ejes AA’ y BB’. Sustituyendo por y en la integral anterior, se escribe:

1= J y2dA

I=f(y’+d)2dA
I=J(y’2+2y’d+d2)dA
szy'sz+f2y’ddA+Jd2dA

szy’ZdA+2dfy’dA+d2fdA
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La primera integral representa el momento de inercia I” del drea con respecto
al eje 20 centroidal BB’. La segunda integral representa el primer momento del
area con respecto a BB’; como el centroide C del drea esté localizada sobre dicho
eje, la segunda integral debe ser igual a cero. Finalmente, se observa que la ulti-
ma integral es igual al drea total A. Por tanto, se tiene:

I=1+A.d? (Ec.1.5)

Esta formula expresa el momento de inercia I de un area con respecto a cual-
quier eje dado AA’ es 5 igual al momento de inercia I del drea con respecto a un
eje centroidal BB’ que es paralelo a A4’ mas el producto del drea A y el cuadrado
de la distancia d entre los ejes. Este teorema se conoce como el teorema de los
ejes paralelos o Teorema de Steiner. El teorema fue denominado asi en honor de
Jakob Steiner.

PROBLEMA MODELO 1.24
Calcular el momento de inercia de una varilla delgada de longuitud L y masa
M respecto de un eje perpendicular a la varilla y que pasa por un extremo CG.

Fig. 1.68. Esquema para el problema 1.24.
Y Yeg

Para calcular ahora el momento de inercia, es necesario aplicar el Teorema
de Steiner.

Iy = yCG +MD2

1



Resistencia de materiales

Siendo D la distancia entre los dos ejes, en este caso L

L 2
Iy = IyCG + M (E)

Sustituyendo el momento de inercia, entonces tenemos:

I MI2 4 MIL?
yoo12 4
Finalmente tenemos:
ML?
IL,=1,= -

PROBLEMA 1.25

Calcular el momento de inercia de un cilindro macizo homogéneo de radio R
y altura H y masa M respecto del eje Z de la figura siguiente:

Fig. 1.69. Esquema 5 para el problema 1.25.

Ieg

Z
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Iy = IyCG + 1‘41)2
Siendo D la distancia entre los dos ejes, en este caso R.
IZ = IZCG + M(R)Z

Sustituyendo el momento de inercia, entonces tenemos:

2

> + M(R)?

IZ=

Finalmente tenemos:

3MR?
I, = >

Hallar el centro de gravedad y el momento de inercia de los siguientes per-
files:

PROBLEMA 1.26

Fig. 1.70a. Esquema para el problema 1.26.

-a-- 3a =--a-- 4a -
a=0,11cm

2 S X

—Q) ——Q) —
N

10a

-Q) ——
~

ﬂab‘ab
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XAy

=TSR
Donde:

A = drea
y = Distancia desde el eje de referencia al centro de gravedad del drea

0,11 1,43

[(0,22 % 0,11)0,11] + [(o 33+ 0 11)—] [(1 43+ 0,11) 22

) [(0 11+0,11) (1 32+E)] [(044*011)E]
Y =022+ 0,11) + (0,33 % 0,11) + (1,43 # 0,11) + (0,11 0,11) + (0,44 = 0,11)

2,662 x 10734+ 1,99 x 1073 4+ 0,1124 + 0,0166 + 2,66

Y= 0,0242 + 0,0363 + 0,1573 + 0,0121 + 0,0484
_0,1363
Y =0,2783
y = 0,49cm

y=4,9x10"3m

Ign :ZIcg +2A-3_’2

Donde:

Yleg = Sumatoria de las inercias de cada drea con respecto a su centro de
gravedad.

Y A.y* = Sumatoria de las dreas por la distancia desde el eje neutro al centro
de gravedad de cada area

bxh3
Zlc‘g 12
Zlcg (0,11)(0,22)3 n (0,33)(0,11)3 n (0,11)(1,43)3 n (0,11)(0,11)3 n (0,44)(0,11)3
12 12 12 12 12

Yy =976%x107°+3,66Xx107° 40,0268 + 1,22 x 107> + 4,88 x 10>
Y.y =0,027 cm*
Y14 =2,7x10"1m*
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Y A.52 = (0,22 * 0,11)(0,38)% + (0,33 * 0,11)(0,435)2 + (1,43 *
0,11)(0,225)2 + (0,11 * 0,11)(0,885)2 + (0,44  0,11)(0,435)2

Y A.y%2 =3,49x1073 + 6,87x1073 + 7,96x1073 + 9,47x1073 + 9,16x1073
Y A.y%2 =0,037 cm*

YA y* =3,7x10"19m*

Igy = 2,7x1071%m*  +3,7x1071%m*

IEN = 6, 4x10_10m4

Fig. 1.70b. Perfil del problema 1.26 con su centro de gravedad.

M\\\%\\\ R [

0,0049 m

7777777777 i EN

0,0094 m
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PROBLEMA 1.27

Fig. 1.71a. Esquema para el problema 1.27.

15 30 30 10 30 15

25

15

[IEL T

15

15

15

15

35

15

25 15 20 15 25

_ XAy

y= Z—A
»A.y=1[(1,5%0,15)0,75] + [(0,3 % 0,15)1,175 ] + [(0,45 * 0,15)0,725] +
[(0,15 % 0,15)0,725] + [(0,25 = 0,15)0,075] + [(0,2 * 0,15)0,1] + [(0,9 =
0,1)0,8] + [(0,15 % 0,2)1,175] + [(0,35 * 0,2)0,725] + [(0,1 * 0,2)0,4] +
[(0,9 x0,1)0,8] + [(0,2 * 0,15)0,1] + [(0,3 * 0,15)1,175 ] + [(0,15 =
0,15)0,725] + [(0,45 % 0,15)0,725] + [(0,25 * 0,15)0,075] + [(1,5 * 0,15)0,75]

YA.y=0,823375m3

YA =(15%*0,15) + (0,3 * 0,15) + (0,45 = 0,15) + (0,15 * 0,15) +
(0,25  0,15) + (0,2 * 0,15) + (0,9 * 0,1) + (0,15 = 0,2) + (0,35 * 0,2) +
(0,1%0,2) 4+ (0,9 %0,1) 4 (0,2 x0,15) + (0,3 * 0,15) + (0,15 * 0,15) +
(0,45 % 0,15) + (0,25  0,15) + (1,5 * 0,15)
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I, = Xl g+ ZAF?

cg —

cg

B bxh?
12

YA =1,155m?

_0,823375m?
Y = 1155 m?
¥=0,7128m

_015(1,5% 015(03%)  0,15(045%)  015(0,15%)

12

12 12 12
0,15(0,25%) . 0,15(0,2%) . 0,1(0,93) 0,2(0,15%)
12 12 12 12
0,2(0,35%) , 0200, 13) , 010, 93)  0,15(0,2%)
12 12 12 12

0,15(0,3%) 0,15(0,153) 0,15(0,45%) 0,15(0,25%)

12 * 12 * 12 * 12

0,15(1,5%)

12

I,y =0,115353125 m*

Y A.y? =[(1,5%0,15)0,03722] + [(0,3 * 0,15)0,46222] + [(0,45 *
0,15)0,01222] + [(0,15 * 0,15)0,01222] + [(0,25 * 0,15)0,6378%] +

[(0,2 %+ 0,15)0,61282] + [(0,9 * 0,1)0,01282] + [(0,15 * 0,2)0,46222] +
[(0,35 % 0,2)0,01222] + [(0,1 * 0,2)0,31282] + [(0,9 * 0,1)0,01282] +
[(0,2 * 0,15)0,61282] + [(0,3 * 0,15)0,46222] + [(0,15 * 0,15)0,01222] +
[(0,45 % 0,15)0,01222] + [(0,25 * 0,15)0,063782] + [(1,5 * 0,15)0,03722]

Y A.y*>=0,0813223602m*

IEN = Icg +2Ay2

Igy = (0,115353125 + 0,0813223602) m*

Iy = 0,1966754852m*
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Fig. 1.71b. Perfil del problema 1.27 con su centro de gravedad.

0,7872 m

0,7128 m

1.1.5. ESFUERZO NORMAL EN EL RANGO ELASTICO

M<‘ PJM M<‘A>'V' M(‘>M

™ b

Compresion Traccion
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Fig. 1.72: a) Viga empotrada sometida a un par flector; b) Seccion transversal.

a)

Traccién

Compresion

Fibra Neutra

)

En el momento flector M es tal que los esfuerzos normales en el elemento
permanecen por debajo del esfuerzo de fluencia oy.

10 Los esfuerzos permanecen por debajo del limite eléstico.

* No habra deformaciones permanentes
* Se considera un material homogéneo

Ox = E€y (Ec.1.6)

€x: Deformacion unitaria longitudinal normal
Si _y

Ex:TEm (EC 1. 7)

Reemplazando el valor de ox y multiplicando por E en la ecuacién (1.2) se
tiene
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Oy = —0p (Ec.1.8)

om: Es el maximo valor absoluto de esfuerzo

* Eneste punto los valores de om y la ubicacién de la superficie neutra son
desconocidas.Y se pueden hallar usando las ecuaciones:

Componente en x del esfuerzo j 6, dA = 0 (Ec.1.9)

Momento alrededor del eje z j —YoydA =M (Ec.1.10)

El signo negativo se debe a que un esfuerzo de tensién (ox > 0) lleva a un
momento negativo de la fuerza normal oxdA alrededor del eje z.

Ahora, sustituyendo (1.8) en (1.9)

fadi= 0

faXdA - f (_Tyam>dA — 0

=—ﬁfyd,4=o
c

deA =0 (Ec.1.11)

Ec. 1.11: Primer momento de seccidn transversal (drea) es igual a cero.

Con la especificacion de que el eje z debe coincidir con el eje neutro de la
seccion.
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Reemplazando (1.8) en (1.10):

f(—YJXdA) =M
f(—Y) (_TY am) dA =M
”T’” f Y2dA = M

Si se despeja el valor de om, se tiene

. Mc
~ [v2dA

Om (Ec.1.12)

Ademds, se conoce que el segundo momento de Area [Y2 dA es igual al
momento de Inercia.

Entonces I= f Y2 dA (Ec.1.13)
Mc
Om =— (Ec.1.14)

Si de la ecuacidén 1.8 encontramos un valor para om

-Y
O'x=TO'm
0, C
Oom = — Y

Sustituyendo este valor en la ecuacién 1.14

_Mc
T =
ox¢c _Mc
Y 1
Despejando el valor de ox, se tiene
MY
0'x=—T (EC115)
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Donde:

o, = Esfuerzo normal en x

M = Momento flector

Y = Centro de gravedad respecto a'y
I = Momento de Inercia

Que es la ecuacion del esfuerzo normal o causado por la flexion del elemen-
to, también se designa como esfuerzo de flexion.

Las ecuaciones 1.14 y 1.15 se llaman ecuaciones de flexion eldstica, y el es-
fuerzo normal ox causado por la flexion del elemento se designa con frecuencia
como esfuerzo de flexion. Se verifica que el esfuerzo es de compresion 5 (g <0)
por encima del eje neutro (y > 0) cuando el momento M es positivo la tension (o
> () cuando M es negativo.

Para ver la ubicacion de la fibra neutra:
XE =0 -7

fa.dAzO

E.
f =Y a4 =0
p
E f dA =0
J— y —
p
f ydA = momento estatico

; # 0 por que la viga esta deformada por lo tanto p # o

Entonces
f ydA =0

ydA =0

Por lo tanto y = 0, lo que quiere decir que la fibra neutra estd en el centro de
gravedad del perfil.
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1.1.5.1. PERFILES ESTRUCTURALES DE ACERO

El acero es un material muy utilizado en la construccién de estructuras, y
su fabricacion industrializada ha generado un control de calidad adecuado que
asegura estdndares de rendimiento. Es un material con una elevada resistencia
mecdnica y una ductilidad alta; su capacidad de deformacién pléstica lo convier-
ten en un material ideal en un disefio sismorresistente.

El acero a temperatura ambiente posee un comportamiento ductil, que se
muestra en la siguiente figura:

Fig. 1.73. Comportamiento del acero estructural.

Esfuerzo A

Fu

Fy

>

Deformacién Unitaria

En la gréfica anterior se puede observar un comportamiento lineal hasta al-
canzar un esfuerzo F denominado limite de fluencia. Cuando el esfuerzo es me-
nor a este valor, el material se encuentra en el rango eldstico, es decir que las
deformaciones presentes en el elemento desaparecen cuando la carga desaparece.

En esta zona se observa una pendiente de la recta E conocida como el Médu-
lo de Elasticidad, que es igual a:

™ | T
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Doénde:

E = Modulo de elasticidad
F = Esfuerzo
& = Deformacion unitaria

El valor de E se puede considerar constante para la mayoria de aceros estruc-
turales, y tiene un valor de 1,99948x108 kPa.

Cuando el esfuerzo supera el valor de F se nota un comportamiento no li-
neal; y cuando el esfuerzo es igual a un valor F  conocido como esfuerzo a la
traccion, se ha llegado a la fractura del material. En esta zona se dice que el ma-
terial tiene un comportamiento pléstico, es decir, las deformaciones presentes son
permanentes en el elemento.

Los valores tanto de F Y F  dependen del tipo de acero. A continuacion, se
detallan los aceros estructurales cominmente usados (AISC, 2010).

Tabla 1.1. Propiedades de aceros estructurales.
(Fuente: AISC. Manual de Construccion de Acero v13.)

(2)

(b)

Fig. 1.1 a) Viga sometida a flexion. b) Diagrama de cuerpo libre de la viga en voladizo (flexion pura
A continuacion, mostraremos unos ejemplos de aplicacion de flexion pura:

Ejemplol: En la siguiente figura observamos a un levantador de pesas, es de mucl
importancia saber a qué par flector estd sometida la barra, para ello prime
realizamos en diagrama de cuerpo libre.
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El acero estructural se encuentra disponible en una amplia gama de perfiles
estructurales a fin de satisfacer cualquier solicitacién. Cominmente, encontra-
mos dos tipos de perfiles.

- Perfiles laminados en caliente.
- Perfiles laminados en frio.

Los perfiles laminados en caliente se forman por un proceso de extrusion,
mientras que los laminados en frio se forman por un proceso de laminado en frio.

Perfiles laminados en caliente

Los perfiles laminados en caliente son fabricados bajo norma, en la industria
es comtn encontrar perfiles europeos y americanos.

Los perfiles europeos mas comunes se mencionan a continuacion:

Perfil IPN: Seccidn en forma de I, sus caras exteriores de las alas son norma-
les al alma. Caras interiores inclinadas un 14%. Dimensiones desde 80 a 600 mm.

Aplicacion: Resiste perfectamente a flexion. No mucho a compresion.

Perfil IPE: Seccién de doble T, caras exteriores e interiores de las alas pa-
ralelas y normales al alma, espesor constante. Dimensiones desde 80 a 600 mm.

Aplicacion: Resiste muy bien a flexion, soporta pequefias compresiones.

Perfil HE: Seccion semejante al perfil IPE pero la relacién b/h es mayor.
Dimensiones de 100 a 600 mm. Existen tres series: HEB (normal), HEA (ligera)
y HEM (pesada).

Aplicacion: Resiste muy bien a flexién y a compresion.

Perfil UPN: Seccion en forma de U. Caras interiores con una inclinacion del
8% . Dimensiones desde 80 hasta 300 mm.

Aplicacion: Unido a otro perfil igual, trabaja muy bien a compresion. Indivi-
dualmente soporta a tracciones y pequeflas compresiones.

Perfil L: Seccién en forma de dngulo recto, con alas de igual longitud. Di-
mensiones desde 25-3 hasta 200-20 mm.

Aplicacion: Soporta tracciones y pequefias compresiones.
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Perfil LD: Seccion en dngulo recto. Alas de distinta longitud. Dimensiones
desde 80-50-8 hasta 150-90-13 mm.

Aplicacion: Soporta tracciones y pequefias compresiones.

Perfil T: Seccion en forma de T simple. Tiene un canto igual al ancho del ala.
Dimensiones de desde 30-30-4 hasta 100-100-11 mm.

Aplicacion: Soporta tracciones, flexiones no muy grandes y pequefias com-
presiones.

Fig. 1.74. Perfiles laminados en caliente europeos.

| IPN HE
< e
Lados
14% iguales
1r =
b

IPE UPN

> Bl

Para los efectos de una correcta colocacion de los perfiles metdlicos, es in-
dispensable conocer en qué sentido tiene mds inercia; posteriormente, al estudiar
los distintos tipos de vigas se vera la inercia de cada una de ellas, por lo pronto
se puede indicar que los perfiles metélicos para vigas de mayor inercia en sentido
descendiente son:

126



J. Isaias Caicedo R., J. Enrique Orma Ch., D. Fernando Mayorga P., E. Fernando Viteri N.

Viga armada, perfil HEB, perfil IPE, perfil IPN, viga void a alveolada y viga
de celosia.

La designacion de los perfiles se efectia en funcién de su tipo y sus dimen-
siones. Para perfiles de la serie I y U, es suficiente con indicar el tipo y su altura,
ejemplo:

IPN 180 nos indica el tipo (IPN) y su altura total (180 mm).

Para los perfiles de tipo angular (L) debemos indicar si se trata de perfiles de
lados iguales o desiguales, ademds se debe indicar el espesor, ejemplo:

L 50x50x3 nos indica que cada lado mide 50 mm y que el espesor del ala es
de 3 mm.

Los perfiles americanos son similares a los europeos, entre los principales
tenemos:

Perfil S: Seccion en forma de I, las caras interiores de las alas son inclinadas,

Perfil W: Seccién en forma de I, perfil de alas paralelas, dimensiones de 100
a 1100 mm.

Perfil HP: Seccién en forma de H, de alas anchas para pilotes, dimensiones
de 200 a 360 mm.

Perfil C: Seccion en forma de U estandar de alas inclinadas, dimensiones de
75 a 380 mm.

Perfil MC: Seccion en forma de U de alas inclinadas, dimensiones de 150 a
460 mm.

Perfil L: Seccién angular de lados iguales, dimensiones de 19 a 203 mm.

La designacion de los perfiles se efectia en funcion de su tipo, la altura y su
peso. Por ejemplo:

W 12x58 nos indica el tipo (W), su altura total (12 in) y su peso 58 Ib/ft.
Ademés de la gran variedad de secciones laminadas en caliente disponibles,

existe una amplia diversidad de perfiles formados en frio. Su utilizacion en el
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disefio esta incluida en Specification for the Design of Cold-Formed Steel Struc-
tural Members del AISI (American Iron and Steel Institute), que coordina en lo
posible con el AISC (American Institute of Steel Construction).

Fig. 1.75. Perfiles laminados en frio.
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1.1.5.2 LOS PERFILES CON MAYOR ALTURA SON MEJORES EN LA
FLEXION

Volviendo a la ecuacion 1.14, se nota que la razén I/c depende solo de la geo-
metria de la seccidn transversal. Esta relacion se denomina modulo eléstico de la
seccidn y se representa por S.

S=+ (Ec.1.16)

Sustituyendo S por I/c en la ecuacién 1.14, se escribe esta ecuacion en forma
alterna:

Om =

s (Ec.1.17)

Como el esfuerzo maximo g, es inversamente proporcional al médulo elds-
tico S, es claro que las vigas deben disefiarse con un S tan grande como sea
practico. Por ejemplo, en el caso de una viga de madera de seccion rectangular
de ancho b y altura h, se tiene;

1bh3
I —, 1bh?
S = - = =
c h 6
2
S ==4h (Ec.1.18)

Donde A es el drea de la seccidn transversal de la viga. Esto muestra que, de
dos vigas con igual seccidn transversal A (fig. 1.74), la viga con mayor altura h
tendra el mayor médulo de seccion y, por lo tanto, serd mas efectiva para resistir
la flexion.

Reemplazando la ecuacién 1.18 en 1.17 tenemos:

My (Ec.1.19)
Op = 17— c.1
" ZAn
6
Analizando la ecuacion 1.19 podemos concluir lo siguiente:

El 4drea va a permanecer constante la tinica variacion es la altura (h) ya que
si la altura (h) aumenta, el esfuerzo normal o disminuye y esa es la razon por la
que los perfiles con mayor altura (h) son mejores para la flexion.
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Fig. 1.76. Secciones transversales de vigas de madera.

h=0,2032m

h=0,1524 m

b=0,1016 m

b=0,0762m

Fig. 1.77. Perfiles IPE, IPN, HEB.
IPE IPN:

Heb

Patin Patin

Como podemos ver, los perfiles tipo IPE e IPN son los més utilizados en la

flexion ya que, como lo mencionamos anteriormente, los perfiles con mayor al-
tura son mejores en la flexion.

Tanto en el perfil IPE e IPN podemos ver que la altura (alma) es mayor que el

patin mientras que en el perfil HEB observamos que el patin es mayor que la altu-
ra (alma); y por esta razén este tipo de perfiles no son recomendados en la flexion

En caso de acero estructural, las vigas estdndares estadounidenses (vigas S)

y las vigas de aleta ancha (vigas W) (fig. 1.78) son preferibles a otros perfiles,
ya que gran porcién de su seccion transversal se coloca lejos del eje neutro (fig.
1.79); asi, para un area de seccidn transversal dada y una altura dada, su disefio
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proporciona grandes valores de I y, por tanto, de S. Los valores del mddulo eldsti-
co de la seccion de vigas cominmente fabricadas pueden obtenerse en tablas que
traen una lista de diferentes propiedades geométricas de tales vigas. Para deter-
minar el esfuerzo méximo o en una seccion de la viga estandar, el ingeniero solo
tiene que leer el valor del médulo eldstico S en una tabla y dividir el momento
flector M en la seccién entre S.

Fig. 1.78. El marco de muchas construcciones estd formado con vigas
de acero de aleta ancha.

Fig. 1.79. Secciones transversales de vigas de acero.

Mﬂ/ i UL

WW I VLT

La deformacion del elemento causada por el momento flector Mf se mide por
la curvatura de la superficie neutra. La curvatura se define como el inverso del
radio de curvatura p y puede obtenerse resolviendo la ecuacién (1.7) entre 1/p:

1 €,
—=m Ec.1.20
P (Ec )

Pero el rango eldstico se tiene € = o, /E . Sustituyendo por € en (1.20),y
recordando (1.14):
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1 o, 1M
p E, E; I

1M Ec.1.21
o El (Ec.1.21)

1.1.6 ESFUERZOS TANGENCIALES

Los esfuerzos tangenciales, también denominados esfuerzos internos, son un
conjunto de fuerzas y momentos aplicados sobre una seccion transversal plana de
un elemento estructural que son estiticamente equivalentes a una distribucion de
tensiones internas sobre el area de esa seccion.

Fig. 1.80. a) b) Representacion esquematica de los esfuerzos
tangenciales.

[

A

b)
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Fig. 1.82. Corte de viga. Pemostracitn esfuerzo cortante.

|
|
G2 [ 1" G
|
|
|

: y
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P

Fig. 1.81 Seccion de la viga.

G2 | G1

E.N.

CORTE C-C

Asumimos para facilitar el anélisis que dy =d_
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YE =0 -Fe"
—N2 + N1 + T(b d.X) =0

—0,dA+o0;,dA+1tdxb=0

M M
i ydA+% ydA+tdxb =0

Ix X
f ydA = Sx
Sx = Primer momento estatico
M M
L2 Tl = 1hdx
Iy Iy

S
I_x(Mfz - Mfl) = Tb dx
X

Sy (Mg — M
x( f2 fl):_’:b

E dx

Sy (AM
H(3) -
I, \dx

Sx
Xy =1b
I t

Donde:

V = Fuerza cortante maxima.
I_=Momento de inercia.

5§ _=Momento estatico.

b = Espesor del material.

F
A
F=0%xA
N; = 0,dA
N, = 0, dA
Mgy
1= I
Mg,y
2 = I

(Ec.1.21)

1.1.6.1. EJEMPLOS ESFUERZOS TANGENCIALES

PROBLEMA MODELO 1.28
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La viga mostrada en la figura estd sometida a varias cargas. ;Resiste o no?

Fig. 1.83a. Esquema para el problema 1.28.

, N , N
Oqa = 2,94x10 2 Taa = 4,9x10 -

P=300N

M =300 N.m

———

im | 1m
L 3m
P'=qxL
P =200 X (2
= 200 — (2m)

P' =400 N
XMy=0 ~F a7 YE,=0 11_
P (1m) — M + P'(3m) + Rp, (4m) = 0 R4y —P—P +Rp, =0

300N (1m) — 300N. m + 400N Ray =P + P — Ry,
Ry, = Bm) Ry, = 300N + 400N
g 4m — 300N

Rp, =300 N
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TRAMO AB

R4y =400 N

Fig. 1.83c. Viga realizada corte en tramo AB analisis izquierda-derecha.

NFr=0 1*1_
Ry —V =0

V = Ry,

V =400 N

x=0m V=400N
x=1m V=400N

TRAMO BC

XM, =0 ~* a"

Ra(x) — My = 0
My = Ry(x)

x=0m Mf=0N.m
x=1m Mf=400 N.m

Fig. 1.83d. Viga realizada corte en tramo BC analisis izquierda-derecha.

YFr=0 T%1_
Ry —P—V =0
V = —P+Ry,

V =-300N + 400N

x=1m V=100N
x=2m V=100N

XM, =0 ~t e

Ryyx —P(x—1)— M;=0
Mg = Ryyx — P (x — 1)

M, = 400x — 300(x — 1)

x=1m Mf=400N.m
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TRAMO CD

Fig. 1.83e. Viga realizada corte en tramo CD andlisis izquierda-derecha.
b

xX=2m Mf=500N.m

P'"=qx*x

P" =200(x — 2)

YFrv=0 1"l

Ry —P—P'—=V =0

V =Ry —P—P"

V = 400N — 300N — 200(x — 2)

x=2m V=100N
x=4m V=-300N

Nt -

>M, =0
Ryy(x) —P(x—1)+M

. x—2
—F ( 2 >_Mf
=0
Mg =Ry (x) —P(x—1)—M
Pl,(x—Z)
2
Mf = 400(x) —300(x — 1)
— 300N.m
ZOO(X—Z)Z
2

xX=2m Mf=200N.m
X=2,5m Mgy, =225 N.m
xX=4m Mf=0N.m

Cuando V es cero; M, es maximo en ese punto
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V =Ry, —P—P"
0 = 400N — 300N — 200(x — 2)

N
0 =100N — 200; x + 400N

500N

X =
200X
m
x=2,5m
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Fig. 1.83f. Diagrama de cortante y momento flector para problema 1.28.
P=300N

Diagrama de cortante
VN)

400

100

A Bi

-300 S B

Diagrama de momento flector
Mf (N.m)
500 )

400 |

225
200 [~ — = T
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Fig. 1.83g. Esquema del perfil estructural para el problema 1.28 (Medidas en cm).

2 3 2 3 2

51/ -
‘ !

Centro de gravedad del perfil:
_ XAy

(2% 4)(2) + (3% 2)(1) + (2% 2)(13) + (2 * 14)(7)
. +(3%2)(1) + (2% 2)(13) + (2 * 4)(2)
Yo+ Br2)+ 2+ + 10+ B2+ (2+2) + (2%4)

y=5375cm
y =5,375x10"%m

Momento de inercia

IEN = Zlcg + ZA:)_/Z
b x h3
Heo =12

140



J. Isaias Caicedo R., J. Enrique Orma Ch., D. Fernando Mayorga P., E. Fernando Viteri N.

5 2 32 .\ 2(2%) .\ 2(14%) s 3(2%) s 2(2%) s 2(4%)
9= 12 12 12 12 12 12 12
51,4 = 485,333 cm*

ZI., = 4,85333x 10~ °m*

ZAy? = (2% 4)(3,375%) + (3 * 2)(4,375%) + (2 * 2)(7,6252)
+(2 * 14)(1,625%) + (3 * 2)(4,375%) + (2 * 2)(7,6252)
+ (2 * 4)(3,3752)
XAy? = 950,7275 cm*
XAy? = 9,507275x 10~ °m*

I, = 4,85333x 10~°m* + 9,507275x 10~ °m*
I, = 14,360606x 10~ °m*

Analisis de los esfuerzos normales:

_ Mfméxycomp
Ocompresién — i

X
500Nm * 8,625x10"%m
Teompresién = 4 360606x 10-6m*

N
Ocompresion — 9889,68095103 F

_ Mfméx)’traccién
Otraccion = I

X
500Nm * 5,375x10"%m
Ttraccion = 4 360606x 10-5m?

3 N
Otraccion = 6163,134x10 W

Punto A

;s N
Oatraccion = 6163,134x10 oz

Punto B
Mfméxthraccién

OBtraccién = I
X

141



Resistencia de materiales

500Nm * 3,375x10 “m
7Btraceion = 4 360606x 10-°m*

N
Ostraccion = 3869,874x10° —

Punto C
Mfméx Yctraccion

Octraccién — I
X
500Nm * 1,375x10"%m
Octraccion = 4 360606x 10-5m*

, N
Octraceion = 1576,615x10° —

Eje Neutro
c=0
Punto D
_ MfméxyDcomp
Opcompresion — I

X
500Nm * 6,625x10"%m
Ocompresisn = T 4"300606x 10-6m*

N
Opcompresién = 7596,421x103 —

Punto E
3 N
Ocompresion — 9889,680x10 W

_ 3 N .
El 60rmat maximo = 9889,680x10 —3  Seencuentra a compresion

Como Oadmisible = Otrabajo

N N
29400x10° — > 9889,680x10% —
m m

El material del perfil resiste con un coeficiente de seguridad
Oad

Otrab
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29400x10° —
m

n= N
9889,680x10° =
m
n=297
Fig. 1.83h Diagrama de esfuerzos normales del problema 1.28
- (Compresidn) + (Traccion)
6163,134 KPa

0,06375 m

3869,874 KPa

1576,615 KPa

0,08625 m

i/

9889,680 KPa

Analisis de los esfuerzos cortantes

_V.Sx
T Lb

- Analisis de momentos estaticos s, = A *y
S, =0

a

Sy, = (0,12m)(0,02m)(4,375x107%) = 1,05x10~* m>
Sy, = 1,05x107* m* + (3)(0,02m)(0,02m)(2,375x107*m) = 1,335x10~* m?

—4 3 5 1,375x107%m
Sxpy = 1,335x107* m° + (0,02m)(1,375x107“m) —
= 1,353x10"%m3

e s - 6,625x107%2m 5
Sxpy = 9,15x107°m + (0,02m)(6,625x10“m) — cm

_ -4,..3
=1,353x10"*m 143
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Sx, = (0,06m)(0,02m)(7,625x1072m) = 9,15x107>m?

Sx, =0
_ V. Sx
T Lb
T, =0
___(400M)(105x107tmY o N
b1 = (4,360606x 10-6m™)(0,12m) 0 m2

_ (400N)(1,05x10~* m?)
h2 = (4,360606x 10-m*)(0,06 m)

N
= 160,52836103—2
m

(400 N)(1,335x10™* m?)

N
= = 204,100x103 —
1~ (4,360606x 10-6m*)(0,06 m) e

__@00M)(A33521078mY) o0 s N
2~ (4,360606x 10-6m*)(0,02m) 0 m?

(400 N)(1,353x10"*m?)
“EN = (4,360606x 10-6m*)(0,02 m)

N
= 620,555x10°3 —
m

_ (400 N)(9,15x10~°m?)
41 = (4,360606x 10-5m*)(0,02 m)

N
= 419,666x103—2
m

(400 N)(9,15x1075m3)

N
= = 139,888x10% —
41 = (4,360606x 10-5m*)(0,06 m) e

T,=0
Se tiene que Trabajo < Tpermisible

N N
620,555x10% — < 4900x10% —
m m

3 N
n= Tpermisible — 4900x10 mZN = 7.89
Ttrabajo 620,555x103ﬁ

n =789
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Fig. 1.831 Diagrama de esfuerzos cortantes del problema 1.28.

: TNEN I c x N
|/ ) e 80,264 KPa 160,528 KPa
. g el
/ / 204100 KPa 612,300 KPa
EN. } 620,555 KPa
13
/ 3/ | 739,886 KPa 419,666 KPa

Conclusion

* Los esfuerzos normales en los extremos del perfil son maximos tanto a
traccién como compresion.

* FEl esfuerzo cortante en los extremos del perfil es cero.

* El esfuerzo normal en el eje neutro es cero; por lo que la fibra neutra no
se deforma.

* El esfuerzo cortante en el eje neutro no siempre es maximo, depende la
configuracion del perfil (espesor b).
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CAPITULO II
2.1. VIGAS COMPUESTAS

En este capitulo se continta con el estudio de la flexion, pero ahora en ele-
mentos hechos de varios materiales con mddulos de elasticidad diferentes. En
este tipo de elementos el eje neutro no pasa por el centroide de la seccién trans-
versal compuesta, razon por la cual se hara uso de la relacion entre los mddulos
de elasticidad de los materiales para obtener asi una seccion transformada corres-
pondiente a un elemento equivalente compuesto de un solo material.

Fig. 2.1 viga compuesta

CORTE (C-C" o
‘C
M1
E1 F1
Qi
M2 E- F2

_— o T
//// \\\\
_— ~_
Ve
P
E,> E,
No debe haber deslizamiento T = 0
ZFJC:O %0—2141 =0-2A2
F1 - Fz == O 2 E,
F, = F, Ay =24,
F = O'A n
0141 = 034, = relacion de los mddulos de elasticidad
& =& A; =nA,
Ley de Hooke n = multiplicativo n>1, E, > E;
o=EF.¢
n = divisor n<1l1l, E,<E;
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g1 (o] _E
- = Az—E_-A1
R 4, =nA
— -1 2 = NAq
04 = —.0
1~ g,""2 A, = n* b * h en donde solo se afectaa b

2.2. EJERCICIOS DE VIGAS COMPUESTAS

PROBLEMA 2.1

Se construye una viga cajon con 4 tablones unidos por pernos, como se ve
en la figura. Si la fuerza cortante maxima que debe soportar la viga es de 5 kN,
calcular el espaciamiento médximo (e) entre los pernos, sabiendo que cada perno
es capaz de soportar una fuerza cortante de 0.75 kN.

Fig. 2.2a. Esquema para el problema 2.1.

i [ -
&
|
b4
o

- w

L J4L

22

Fig. 2.2b. Esquema para la viga.
5kN
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YF =0 11 YMp=0 nt a-
R4y — 5kN = 0 —M, + (5)y =0
Ry, =5kN M, =5y kN.m
XE =0 ;:

RAxZO

CORTE AB

Fig. 2.2¢c. Viga realizada corte en tramo AB andlisis izquierda-derecha.

YFv=0 1Ttl_ YM,=0 n~t o~
RAy_Vz() RA(x)—MA—Mf=O
V =Ry, My = Ry(x) — My

V =5kN Mg = 5(x) — 5y

x=0m V=5kN

x=0m My;=-5ykN.m
x=ym V =5kN

x=ym M;=5(x)—5y kN.m

148



J. Isaias Caicedo R., J. Enrique Orma Ch., D. Fernando Mayorga P., E. Fernando Viteri N.

Fig. 2.2d. Diagrama de cortante del problema 2.1.

V.S
T X
L.

b
Fig. 2.2e. Perfil d
I

o TEI

la viga.

24

s ]
i~
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Centro de gravedad del perfil:

—_XAy

Y A.y = [(0,04 * 0.34)0,17] + [(0,14 * 0,05)0,025] + [(0,14 =
0.05)0,315] + [(0,04 * 0.34)0,17] = 70,04 m

YAy =70,04m3
T A = (0,04 % 0.34) + (0,14 % 0,05) + (0,14 * 0.05) + (0,04 * 0.34)
YA =412m?

70,04 m3

Y= 212m?

y=0,17m

Momento de inercia:

I, = ZICg+ ZAyZ

_0,04(0,34%) N 0,14(0,053) N 0,14(0,053) +0,04(0,343)
€9 — 12 12 12 12
Iy = 2,6494x107* m*

2l

TAy? = (0,14 % 0,05)(0, 1452) + (0,14 = 0,05)(0, 1452)
y
ZA}‘/Z == 2,9435xlO‘4 m*

I, =5,5929x10"* m*

Analisis de esfuerzos cortantes:

_V.SX
L

o

- Analisis de momentos estaticos s, = A *y

Sy, = 0m?

Sx, = (0,22 % 0,05)(0,145) = 1,595x1073 m3
Sxgy = 1,595x107% m® + (0,12)(0,08)(0,06) = 2,171x1073 m?
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Sxgy = 1,595x107% 4 (0,12)(0,08)(0,06) = 2,171x1073 m?

Sx, = (0,22 % 0,05)(0,145) = 1,595x10% m?

Sy, = 0 m?

T, = 0kPa
(5 kN)(1,595x1073 m?3)
Tp, = —— = 64,814 kPa
(5,5929x107* m*) (0,22 m)
(5 kN)(1,595x1073 m3) 7693 kP
= = ) a
02 = (5,5929x10~* m*)(0,08 m)
(5 kN)(2,171x1073 m3) 249 60 kP
T = = , a
EN ™ (5,5929x10~* m*) (0,08 m)
(5 kN)(1,595x1073 m?) 17893 kP
Trqa = = , a
‘1 (5,5929x10~* m*)(0,08 m)
(5 kN)(1,595x1073 m?)
= = 64,814 kPa

T =
©2 7 (5,5929x10~* m*)(0,22 m)
T4 = 0 kPa

O T— T — ]
0,17 m

|
N
I
I
I
I
|
I
I
m
<

—
0,17 m

cC —

a —_ el

Fig. 2.2f. Diagrama de esfuerzos cortantes.

64,814 KPa

178,23 KPa

242,60 KPa

178,23 KPa
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Area de la viga por la cual debe responder cada perno = Area de la influencia
de cada perno.

Fig. 2.2g. Esquema de los pernos en la viga.

e

Area de influencia de cada 5 perno = (0,04 ) (e, .)

Recordemos que:

Factuante del perno = Tactuante viga *
Area de la viga por la cual debe respoder cada perno

Factuante del perno = 750N
kN
750 N = (242,60 —) (0,04m) (eps)

_ 750N
(242,60 * 103 -)(0,04m)

€max

emix =0,0772m

PROBLEMA 2.2

La viga de concreto reforzada tiene el drea de seccidn transversal mostrada
en la figura si se somete a un momento flexionante de M = 50 N. m; determine
el esfuerzo normal en cada una de las varillas de acero de refuerzo y esfuerzo
normal médximo en el concreto. Considere que E,=1999479kPayE =
2842112 kPa

= 1,013x1073 m?

. nd? m(0,0254m)?
Area de barras = 2)=—"—=—

4 2
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La ubicacion de los elementos concreto y acero es correcto.

Todo a concreto.
Fig. 2.3a. Esquema del problema 2.2.

Compresién

- -

e — arras de 1in Traccion
. de didmetro.
AS
0,3048 m
N
£
(oo}
(=}
1o}
o
=
Fig. 2.3b. Perfil del problema 2.2.
03048 m 03048 m 03048 m
Material 1 ﬁ 0,0467m
E1
04572m EN. EN.
04572 - x 04105 m
¢ o e

0,0508 m

Cdlculo centro de gravedad.

Aconcreto = Nacero
acero

ECOTLCT’EtO

199947,9

"= 2842112
n = 0,805 factor divisor
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Aconcreto = (0,805)(1,0133610_3 mz)
Aconcreto = 8;1559510_4 m?

X
(0,3048x) (E) = (8,1305x107%)(0,4572 — x)
0,1524x2 + 8,155 * 10~*x — 3,7172 + 10~ = 0

x1 =0,0467 m ok
x, = —0,0521 No

IEN = Elcg + EA)_/Z

(0,3048)(0,04673)
g = 12

SAy? = (0,3048)(0,0467)(

= 2,59x10"° m*
67\2
) + (8,155x10_4)(0,41052)

)

2
Z'A}_/z = 1,451x10"* m*
Igy = 2,59x107° m* + 1,451x10~* m*

Iey = 1,4769x10* m*

_ Mf.y
Omax concreto (real) — IEN
(50 N.m)(0,0467 m)
Omax concreto (real) = 14769x10-% m*

Oméx concreto (real) — 15810,1 W

_Mf.y
Omax acero (ficticio) — ﬁ
(50 N.m)(0,4105m)
Omax acero (ficticio) — 14769x10-% m*

Omax acero (ficticio) = 1389735@

N
Oméx acero (real) = (n) (138973;5 W)

N
Omax acero (real) = (0,805) <138973,5 W)
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O maxacero (real) = 111873,6 W

Fig. 2.3c. Diagrama de esfuerzos normales.

- (Compresion) + (Traccion)
O =15810,1 Nim2
r
0,0467 m
B T EN.
0,4105m

(O =111873,6 Nim2
2.3. CONCENTRACIONES DE ESFUERZOS (FILETES Y RANURAS)

En resistencia de materiales, cuando se emplean vigas, en ellas al producirse
cambios de seccidn, agujeros, surcos, chaveteros, etc., se producen las concen-
traciones de esfuerzos; por tal motivo, es necesaria la aplicacion de los filetes y
ranuras que son los cuales ayudan a que estas concentraciones de esfuerzos dis-
minuyan notablemente gracias a que evitan que se concentren esfuerzos.

Figura 2 4. Filetes y ranuras.
Ranura

LJ/ V Filete (Cambio de seccion)
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2.3.1 FILETES

Los filetes son secciones de viga de las cuales ha sido retirado material, por-
que no en toda la viga existen los mismos esfuerzos; por tanto, no es necesario
que tenga el mismo espesor en toda la longitud de la viga.

Fig. 2.5. Factores de concentracion de esfuerzos en vigas planas con filetes
sometidas a flexion pura.

3.0

2.6

2.2

14

0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 3.0
r/id

2.3.2 RANURAS

Las ranuras, a igual que los filetes, evitan la concentracion de esfuerzos solo
que a diferencia estas también suelen servir para el acople de otras vigas.

Fig. 2.6. Factores de concentracion de esfuerzos en vigas planas con ranuras

sometidas a flexién pura.
3.0

26

22

1.0

0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 3.0
r/d

El valor de K en las figuras 2.5 y 2.6 representa el valor de la concentracion
de esfuerzo que puede producirse.
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2.3.3. EJERCICIOS DE CONCENTRACIONES DE ESFUERZOS
(FILETES Y RANURAS)

PROBLEMA 2.3

Se van a maquinar ranuras de 0,01 m de profundidad en una barra de acero

de 0,06 m de ancho y 0,009 m de espesor. Determine el ancho minimo permisible
de las ranuras si el esfuerzo en la barra no debe sobrepasar de 150MPa cuando el

momento flector es de 180Nm.

Fig. 2.7a. Esquema del problema 2.3.

Corte (C-C)
180 N.m 180 N.m EN §
0,009 m 0,009 m
d = 0,06 m — (2)(0,01 m) D _ p
d=004m i
r
—=0,135
Omax = k,— r = 0,0054m
(0,009m)(0,04m)? eramura = 2r = (2)(0,0054m)
EN = 12
_, (180MPa)(0,02m)
Imix = K 10-8m?
_ (150x10° —)(4,8x107m*)
B (180Nm)(0,02 m)
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Fig. 2.7b. Diagrama de esfuerzo normal.

sfuerzos uniformemente distribuidos

180 N.m 180 N.m

0,06 m

Nota: Es mejor que r suba para que k baje y todos los esfuerzos no se con-
centren.

PROBLEMA 24

La transicidn en el drea de la seccion transversal de la barra de acero se logra
mediante filetes (radios de acuerdo), como se muestra en la figura. Si la barra esta
sometida a un momento flexionante de 5000 Nm, determine el esfuerzo maximo
normal desarrollado en el acero. El limite de elasticidad es de 500MPa.

@N.m

Fig. 2.8a. Esquema del problema 2 4.
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r=20,016m
d =0,08m
D=012m
=02
d_ )

b_ 1,5
d_ )

k =1,45

M.y
Omax = k ;
X
(0,02m)(0,08m)3
EN = 12

Igy = 8,533x1077 m*

Omax = (1,45)

(5000 N.m)(0,04m)

Omix = 339857025 Pa

Fig. 2.8b. Diagrama de esfuerzo normal.

0,12m

339857025 Pa

339,8 MPa

8,533x10"7 m*

s
=

S

0,08 m

339857025 Pa

0,08 m

339,8 MPa

El esfuerzo a partir de 0,08m = 339857025 Pa =339,8 MPa

Nota: Si r es mayor k va a ser menor (conviene que r sea mayor).
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2.3. FLEXION DE ELEMENTOS CURVOS

Fig. 2.9. Flexion en elementos curvos.

a) b) °)

El andlisis de esfuerzos debidos a flexion se ha restringido a elementos rec-
tos. A continuacion se consideraran los esfuerzos producidos por la aplicacion
de pares iguales y opuestos a elementos inicialmente curvos. A continuacién nos
limitaremos al estudio de elementos curvos de seccidn transversal uniforme con
un plano de simetria, en el cual actian los pares flectores, y se supondra que todos
los esfuerzos permanecen por debajo del limite de proporcionalidad. Si la curva-
tura inicial del elemento es pequeifia, es decir, si su radio de curvatura es grande
comparado con la altura de la seccién, puede obtenerse una buena aproximacion
si se supone que el elemento es recto y se usan las ecuaciones de las deformacio-
nes en un elemento simétrico sometido a flexion pura y las ecuaciones de esfuer-
zos y deformaciones en el rango eléstico que ya hemos estudiado anteriormente.
Sin embargo, cuando el radio de curvatura y las dimensiones de la seccion trans-
versal son del mismo orden de magnitud, debe utilizarse un método diferente de
andlisis, el cual fue introducido por el ingeniero alemédn E. Winkler (1835-1888).

A continuacién analizaremos el elemento curvo de seccion transversal unifor-
me de la figura 2.9. Su seccion transversal es simétrica con respecto al eje (figura
2.9a) y, en su estado no esforzado, sus superficies superior e inferior intersecan
el plano vertical xy segun los arcos de circulo AB y DE centrados en C. Ahora
se aplican dos pares iguales y opuestos M y M en el plano de simetria del ele-
mento (figura 2.9¢). Un razonamiento similar al de la seccién 4.3 mostraria que
cualquier seccion plana transversal que contenga a C permanecera plana, y que
los diversos arcos de circulo indicados en la figura 2.9a se transformaran en arcos
circulares y concéntricos con 30 un centro C* diferente de C. Mas especificamen-
te, si los pares M y M” se dirigen como se muestra, la curvatura de los diferentes
arcos de circulo aumentard, esto es A"C" < AC. También se nota que los pares M
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y M hardn disminuir la longitud de la superficie superior del elemento (A"B” <
AB) y la de la superficie inferior aumentard (D’E” < DE). Se concluye que debe
existir una superficie neutra en el elemento, cuya longitud permanece constante.

Enla figura 4.1b se ha representado la interseccion de la superficie neutra con
elplano xy por el arco DE de radio R, y en la figura 4.1c por el arco D’E” de radio
R”. Si 0y 07 son los dngulos centrales correspondientes a DE y D’E”, se dice que
la longitud de la superficie neutra permanece constante.

Fig 2.10.. Seccién de un elemento curvo sometido a tracciéon y compresion.

O compresién A4

O Traccion

RO =R'6’ (Ec.2.1)

Considerando ahora el arco del circulo JK localizado a una distancia y sobre

la superficie neutra y designado por r y r el radio de este arco, antes de aplicar la
flexion y después de ella se expresa el alargamiento de JK como:

§=r'6"—1r6 (Ec.2.2)
Observando en la figura 2.9. que:
r=R-—y r=R—y (Ec.2.3)
Y remplazando las expresiones 2.2 en la ecuacion 2.1, se escribe

§=(R —y)0'—(R—-y)0
6 =R'6"—y0" — RO+ yb
§=-y(@ —6)+R6 —RO
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Recordando la ecuacién 2.2 y haciendo que (6’ — 8) = A6 tenemos

6 = —yAfb (Ec.2.4)

La deformacion normal €x en los elementos de JK se obtiene dividiendo el

alargamiento § entre la longitud original r8 del arco JK.
_ 6 —yAd
“re 76
Recordando la primera de las relaciones (2.3),
—y €x
€,=—— Ec.2.5
SR (Fe.2.5)

La relacion obtenida muestra que, mientras cada seccidn transversal perma-
nece plana, la deformacion normal €x no varia linealmente con la distancia y
desde la superficie neutra.

El esfuerzo normal Sx puede obtenerse mediante la ley de Hooke, o =E. €
sustituyendo en la ecuacién 2.5. Se tiene

E.AO y
O'x=—T.R—_y (EC.2.6)
Remplazando la ecuacién 2.3 en 2.6, tenemos
E.A@ R—71
O'x=—T. - (EC27)

La ecuacién 2.7. muestra que, como €x, el esfuerzo normal gx no varia li-
nealmente con la distancia y desde la superficie neutra. Graficando ox contra vy,
se obtiene un arco de hipérbole (figura 2.11).

Fig. 2.11. Localizacién de la superficie neutra.

y
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Para determinar la localizacion de la superficie neutra en el elemento y el va-
lor del coeficiente EAG /8, utilizado en las ecuaciones 2.6 y 2.7, recuerde ahora
que las fuerzas elementales que actiian en cualquier seccidn transversal deben ser
estdticamente equivalentes al momento flector M £ Expresando, como lo hicimos
anteriormente para un elemento recto, que la suma de las fuerzas elementales que
actuan en la seccidn es cero, y que la suma de sus momentos con respecto al eje
transversal z debe ser igual al momento flector M RS tiene:

fadi =0 (Ec.2.8)
f(—y 0,dA) =M (Ec.2.9)

Sustituyendo ox de la ecuacién 2.7 en la ecuacién 2.8, se escribe:

E.A8 R—r1
) dA=0
0 r

R—r
f dA =0
r
dA
R ——fdAzO
r
dA
R —=jdA
r

De donde se sigue que la distancia R desde el centro de curvatura C a la su-
perficie neutra, se da por la relacion.

A
R = —da (EC. 2. 10)
T
ll.y
i c |
R
r
‘ vy
z
/ #e= exentricidad

centroide . .
Fig. 2.12. Superficie neutra localizada.
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Advierta que el valor obtenido para R no es igual a la distancia r'desde C al
centroide de la seccion transversal, pues 1’ se define por una relacién diferente,
especificamente:

Donde: 7’ es el radio medio de un diferencial de 4rea.

1
r' = ZfrdA (Ec.2.11)

Se concluye asi que, en un elemento curvo, el eje neutro de una seccidn trans-
versal no pasa por el centroide de la seccion (figura 2.12).

Sustituyendo ahora o _de la ecuacion 2.7 en la ecuacion 2.10,

EAO R—7r
f—y(——. " ).dA=M

0
J‘ (EAH R—r) dA =M
Y 6 r ) N
Comoy=R-—r
EAO R—r
B0 (g (R20). a0 = m
0 T
EAG [ (R —1)?
[z
0 r
EAB [ R?> — 2Rr +1r?
dA=M
0 r
EAG R?
—_— ——2R+r|dA=M
7] r
EAB [ R?

EAG dA
T(Rz T—ZRA‘l'deA):M

EAG (RZA 2RA + ’A)
] R r

EAO
T(RA — 2RA + T’A) =M

Recordando las ecuaciones 2.10 y 2.11, se nota que el primer término entre
paréntesis es igual a RA, mientras el Gltimo es igual a r'A . Se tiene, entonces:
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EA6
T(_RA +r'A)=M
_ EA@
Despejando 5
EAO M Fc.2.12
9 A —R) (Ec.2.12)
Sabemos que e = (r' —R)
EAO M Fc.2.13
YT (Ec.2.13)

r'’ coincide con el centroide y el radio de curvatura en el eje neutro

Sustituyendo EAO 6 de 2.13 en las ecuaciones 2.6 y 2.7, se obtiene la siguien-
te expresion alternativa para el esfuerzo normal ¢_en una viga curva:

_ EAO y
=77y ‘R—y
M

g = — Y (Ec.2.14)

Ae(R —y)

Y

_M@-R) Ec.2.15
O, = Tor (Ec.2.15)

M
Oy = Ty Desarrollada para elementos rectos

Ahora vamos a determinar el cambio de curvatura de la superficie neutra
causada por el momento flector M. Resolviendo la ecuacion 2.1 para la curvatura
1 R’ de la superficie neutra deformada, se obtiene.

RO =R'O’
1 10
R RO
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1 6+A6
R~ RO

1 0 +A9
R' RO RO

1 1 M
7wl g
El cambio de curvatura de la superficie neutra es:
1 1 M
R "R 4Fe
1 1 M

R' R = AEe (Ec.2.16)

2.4.1. EJERCICIOS DE FLEXION DE ELEMENTOS CURVOS

PROBLEMA 2.5

Una barra de acero de seccion transversal rectangular tiene la forma de arco
circular, como se muestra en la figura. Si el esfuerzo normal permisible es

—9 MN
Tper = ?

determinar el momento flexionante méximo M que puede aplicarse a la barra

Fig. 2.13a. Esquema para el problema 2.5.

0,0508 m

0,0508 m
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Datos: Parte Superior — compresion
_  MN Parte inferior — traccion
Tperacero = 2_2 _ ntn
M=? =
_0,2794m + 0,2286m

dA bl Ty - 2

™ 7 =0,254m
= (0,0508m)! (0’2794m)
= (00508m)in (G 5o 86m

“dA
j — =0,01019m
4 T

A (0,0508m)(0,0508m)

R = =
- dA 0,01019m
Ar

R =0,2532m

- N
Esfuerzo a compresjon €.y, = —2000—

_ MR -—r1y)
T A, —R)

2000000 — M(0,2532 m — 0,2794m)
m? ~ (0,0508m)(0,0508m)(0,2794m) (0,254 m — 0,2532 m)

M =44,03N.m

., Ib
Esfuerzo normal a traccion — Tirqecion = 2000in—2

_ MR-mn)
YT A -R)

2000000 Y- = M(0,2532 m — 0,2286m)
m?  (0,0508m)(0,0508m)(0,2286m)(0,254 m — 0,2532 m)

M =38,36 N.m
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El momento maximo que puede aplicarse esM = 38,36 N.m
ConM,,4, = 38,36 N.m calculamos el esfuerzo a compresion.

~ (38,36 N.m)(0,2532 m — 0,2794m) |
~ (0,0508m)(0,0508m)(0,2794m) (0,254 m — 0,2532 m)

T

MN
T =—=1742352 = Tcomp = 1,75

Fig. 2.13b. Diagrama de esfuerzo normal.

O compresion A4

O Traccion
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PROBLEMA 2.6

La barra curva tiene la seccion transversal mostrada en la figura. Si estd so-
metida a momentos flexionantes de 4000 N.m, determine el esfuerzo normal

maximo desarrollado en la barra.

Fig 2.14a. Esquema para el problema 2.6.

4 kN.m 4 kN.m
/ﬁ\‘ p/ﬂ\
€
° QO,OSmV £
°
0
\
o
% A = (0,05 m)? +3(0,05m)(0,03 m)
YA =3,25x10"3m?
Y74
r = ZA
(0225 m)(0,05 m)? + (0,260m) (3)(0,05m)(0,03m)
"= 3,25x10-3m?
7=02331m
Cuadrado:
fB A _ 0,05m) (0’250 m) — 0,011157
L g 200m) T m
Triangulo:

BdA  (0,05m)(0,280 m) L OBOm L eaen
T 0,280 =0,250)m "G, 250m) ~ 005 =0, .
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R - YA 3,25x1073m?
Cx P4 0011157 m+0,0028867 m
T
R =0,23142m
Esfuerzo normal en B — compresién g =02m
_ MR —1p)

BT A, (F — R)
~ (—=4000N.m)(0,23142m — 0,2 m)
B = (3,25x10-3m?)(0,2m)(0,2331m — 0,23142m)
T = —116000000Pa
g = 116MPa (compresion)

Esfuerzo normal en A — traccion s = 0,280 m
M(R —1y)
4= Ar,F—R)
_ (—4000N.m)(0,23142m — 0,28 m)
B = (3,25x1073m?)(0,28m)(0,2331m — 0,23142m)
73 = 129000000Pa
Tg = 129MPa

Fig 2.14b. Diagrama de esfuerzo normal.

O compresién

\Y
o

O Traccion
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3. PROBLEMAS PROPUESTOS

100

3.1. Hallar el centro de gravedad y momento de inercia del siguiente perfil.

Medidas del perfil en mm.

10
50

20

3.2. Hallar el centro de gravedad y momento de inercia del siguiente perfil.

/

/

Medidas del perfil en mm.
20 15 75
] ] ] ]
1Trr )Y )] e
[ Ji
e / 1 I/ /
J/r “J
’/
o / |
N /o ’,/
1 h |9
gl | 30 | 20
/
J/’ : 1/‘/ | /" ‘ 1’,' : ,1
/ /| o
r" N
/ /
/ /
/ Ji Ji / i )
/ :ff/ // N 1’," v
10] 15 10| 15 |1
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3.3. Hallar las reacciones en el empotramiento.

q.= 150 N/m

qF 100 N/m

3.4. Hallar las reacciones en los apoyos.

9= 120 N/m

3.5. Hallar las reacciones en los apoyos.

Q7 300 N/m
97 250 N/m
95 200 N/m

qF 40 N/m

3m L 1,5m \Jm 0,5mL 3m
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3.6. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y las
cargas que se muestran en la figura, y determine el maximo valor a) del cortante,
y b) del momento flector.

—
—

P=50N q= 150 N/m

—

3.7. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y
las cargas que se muestran en la figura, y determine el maximo esfuerzo normal
debido a la flexién. Medidas del perfil en mm.

a7 400 Nim

M =500 N.m

a; 350 N/m
97 600 N/m
3m 2m im 25m 0,5m
!
s
s
s
s
s
s o
////// 10
s /
s
s
s
60
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3.8. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y
las cargas que se muestran en la figura; ademads, determine el maximo esfuerzo

normal debido a la flexion. Medidas del perfil en mm.

qF 70 N/m

M =80 N.m
—~

P=30N

3,5076 965,34

1,5346

1,4798

2,0853

3,7316

1,2622

5,0959

1,3170

3.9. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y
las cargas que se muestran en la figura; ademads. determine el maximo esfuerzo

normal y tangencial debido a la flexion. Medidas del perfil en mm.

qF 250 N/m
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10

32

40

3.10. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y
las cargas que se muestran en la figura; ademads, determine el maximo esfuerzo
normal y tangencial debido a la flexién. Medidas del perfil en mm.

Q7 180 N/m

e 210 N/m

P=240N

2m

16

30

Ve
2m 1m 4m 2m
23 10 125 10
1]
w0
‘ 0
o
13
9—
6 o ‘ o
10 25 4|12 4 ’

im
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3.11. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y
las cargas que se muestran en la figura; ademads. determine el maximo esfuerzo
normal y tangencial debido a la flexion.

qF 800 N/m

qz 600 Nim
2
qF 800 Nfm

0,004m 0,018m 0,002 m

0,011 m
~
\

\
-
3
.
0,04 m

0,007 m
\
\

/

T
/111111111111

0,007 m

0,039 m

3.12. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y
las cargas que se muestran en la figura; ademads. determine el maximo esfuerzo
normal y tangencial debido a la flexién. Medidas del perfil en mm.

qF 330 N/m

Pi=430N P, =110N  M=430N.m

2,3m 3,8m 2,3m 12m | 1,3m
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17 7 7 32 25

|
N
13

7 6 9565 9

13

3.13. Hallar los diagramas de cortante y momento flector mediante ecuacio-
nes en cada tramo, los diagramas de esfuerzo tangencial y normal en el perfil de
la viga. K = 17 mm.

qF 800 N/m
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4K K 2K 2K 3K

1,5K

\
2,5K J

\
K

oK

2K
45K

1,5K 2,5K K 2K K 2,5K 1,5K

3.14. Hallar los diagramas de cortante y momento flector con ecuaciones en
cada tramo de la viga. 2,058x1011 N/m?. Medidas del perfil en mm.

qF 700 N/m

qz 700 Nim

178



J. Isaias Caicedo R., J. Enrique Orma Ch., D. Fernando Mayorga P., E. Fernando Viteri N.

45,5 3 45,5
l I
8
)
~
- =
7
o o
~ @
/
N ]
©
~
<
Vi

L 455 J L 455

3.15. Hallar los diagramas de cortante y momento flector con ecuaciones en
cada tramo de la viga. Medidas del perfil en mm.

a7 300 N/m

Chd 700 N/m & 700 N/m

1,2m 0,5m 1,3m 05m 0,7m 0,5m|05m| 0,8m

179



Resistencia de materiales

—BI—F—
N
%
\
ol LT "’_}
~ i r_ﬂ
3 R
i I
~
[/ 7777777777 [/ 777777777 —ﬂ
3
/ /
L5 L s

3.16. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y
las cargas que se muestran en la figura; ademds, determine el maximo esfuerzo
normal y tangencial debido a la flexién. Medidas del perfil en mm.
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3.17. Dibuje los diagramas de cortante y de momento flector para la viga y
las cargas que se muestran en la figura; ademads, determine el mdximo esfuerzo
normal y tangencial debido a la flexién. Medidas del perfil en mm.
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3.18. Una viga de acero en T se ha reforzado poniéndole dos pedazos de la
manera que se muestra en la figura. El médulo de elasticidad es de 12.5 GPa para
la madera y 200 MPa para el acero. Considerando que se aplica un momento
flector M= 65000 N.m a la viga compuesta, encontrar a) el esfuerzo maximo de
la madera, y b) el esfuerzo en el acero a lo largo de la fibra externa.

.18 M

L=}
(=

032m

L 005m _pozS Q06m
3.19. Una losa de concreto para piso estd reforzada por varillas de acero
0,015875 m colocadas a 0,0254 m por encima de la cara inferior de la losa y es-
paciadas 0,127 m entre centros. El médulo de elasticidad es 20684271 kPa para
el concreto utilizado y de 199947953 kPa para el acero. Considerando que en un
momento flector de 5649,2 N. m. se aplica a cada tramo de 0,3048 m de ancho

182



J. Isaias Caicedo R., J. Enrique Orma Ch., D. Fernando Mayorga P., E. Fernando Viteri N.

de la losa; determinar a) el esfuerzo maximo en el concreto, y b) el esfuerzo en
el acero.

d=0,127m

0,1143 m

3.20. Una barra que tiene la seccion transversal mostrada en la figura se ha
formado al unir fuertemente piezas de laton y aluminio. Si los médulos de elasti-
cidad y esfuerzo permisible del aluminio son 70 GPay 100 GPa respectivamente,
y los médulos de elasticidad y esfuerzo permisible del latén son 105 MPa 'y 160
MPa respectivamente; determinar el momento flector maximo permisible cuando
la barra compuesta se flexiona alrededor de un eje horizontal.

JIIE"! "L‘ 00 l-;-;ll,'ﬂn.l-
:.
i

r
boied o
|
|
I
!

Lt

L Aluminio

gl |
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ANEXOS

q=625 N/m

Fig. 1.62a Esquema para el problema 1.19

4,333 m

5 Figura 1.62b Diagrama de reacciones y cargas equivalentes
* L
P' = 1
N2
625 - (6,5m)
PI — m
2
10 P' =2031,25N
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Vv

189



Resistencia de materiales

190

0] d v
W

171 eworqoid 19 ered ewonbsy ey9° 1 314
¢ - 1
waey wg

.

WNGG8=IN

ITT OTHAON VINA'TdOdd

SO[BLI9IBW JP BIOUIISISAY



J. Isaias Caicedo R., J. Enrique Orma Ch., D. Fernando Mayorga P., E. Fernando Viteri N.

UNSLEIZ='W—wgT=x
wnNo=IWwewo=x

n
n

(X)SZHT—
() VY- =

I

D4 OINVHUL
NSTVT =A<WST =X
NSTVL =A«<wwQ =X

NSTVT = A
Yy =4

191



Resistencia de materiales

e T T T T gz

_ (N) A

| 8]UBN09 ap ewelbelq

w e’y

So[ELIalelW ap BIdUI]SISoY

w

— =
‘NGa8=IN

192



J. Isaias Caicedo R., J. Enrique Orma Ch., D. Fernando Mayorga P., E. Fernando Viteri N.

ACERCA DE LOS AUTORES.

Isaias Caicedo, Javier Orna, Diego Mayorga y Edwin Viteri a la presente
fecha trabajan como docentes ocasionales en la Escuela Superior Politécnica de
Chimborazo. Durante este tiempo han efectuado importantes ponencias e impar-
tido seminarios sobre resistencia de materiales y estructuras metélicas. Actual-
mente contindan realizando varios trabajos de Investigacion.

Isafas, Javier, Diego y Edwin comparten la idea de que la cdtedra universita-
ria denominada Resistencia de Materiales debe ensefiarse partiendo de los prin-
cipios bdsicos, y que los estudiantes entenderian y recordarian mejor los diversos
conceptos involucrados si a estos se los presenta de manera grafica y con una
resolucion l6gica completa y detallada. Juntos redactaron notas para la céitedra
de Soélidos II, a las que afiadieron problemas y pronto tuvieron en sus manos su
primer libro, titulado Resistencia de Materiales-Flexion. Sin embargo, el inte-
rés de ellos por aportar en la ensefianza de los cursos bésicos profesionalizantes
(S¢lidos 'y Sdlidos II) de mecanica no ha menguado, y por ello comenzaron a
trabajar en el presente libro, titulado Resistencia de Materiales. Teoria y Ejerci-
cios, libro que ha sido completamente editado de nuevo para hacerlo de lectura
mads sencilla; se ha corregido, mejorado y reelaborado cuidadosamente todas las
figuras para aumentar su claridad y precision.

AGRADECIMIENTO

Agradezco a los estudiantes, quienes son la razén y motivacion para la ela-
boracién de este libro; a colegas y lectores de nuestro primer libro, Resistencia
de Materiales-Flexion, quienes con sus sugerencias y consejos cooperaron para
mejorar la presentacion de este nuevo trabajo. Quiero expresar una especial gra-
titud a mis colegas y amigos Ing. Javier Orna, Ing. Diego Mayorga, Ing. Edwin
Viteri, cuya colaboracién en la preparacion de esta obra fue esencial; a mi familia
y amigos, quienes me brindaron su apoyo incondicional; y a quienes hagan uso
del material expuesto.

Isaias Caicedo

193



En el disefio de estructuras o maquinas, el cabal dominio de la mecanica de
materiales es indispensable. Laimportancia de la flexion en vigas para el disefio
estructural condujo a realizar el estudio completo de este tema que incluye:

Capitulo 1: Esfuerzos Normales y Cortantes

Comprende: (breve repaso de la de Estatica) Determinacion de diagramas de
Cortante, Momentos Flectores, Esfuerzo Normal y Cortante.

Capitulo 2:Vigas Compuestas, Concentraciones de Esfuerzos, Flexion Elementos
Curvos

Comprende: Métodos para determinar valores de Esfuerzos en una Viga Compues-
ta como: Seccion Transformada. Analisis de las Concentraciones de Esfuerzos en
Ranurasy Filetes. Andlisis de la flexion en elementos curvos.

Sin embargo, puesto que cada uno de estos temas se trata por separado, el profesor
y el estudiante puede optar facilmente solo por aquellos métodos que sean de su
mayor interés.

Teniendo en mente los principales problemas de los estudiantes se ha procurado
explicar los conceptos fundamentales sin escatimar palabras, pero procurando al
mismo tiempo excesiva verbosidad y empleando un lenguaje claro y conciso.

Isaias Caicedo, Javier Orna, Diego Mayorga, Edwin Viteri a la presente fecha
continvan trabajando como Docentes Ocasionales en la Escuela Superior Politécni-
ca de Chimborazo, durante este tiempo han efectuado importantes Ponencias e
5impartido Seminarios sobre Resistencia de Materiales y Estructuras Metdlicas,
actualmente continvan realizando varios trabajos de Investigacion.

Isaias, Javier, Diego y Edwin comparten laidea de que la catedra universitaria
denominada Resistencia de Materiales debe ensefiarse partiendo de los principios
basicos y que los estudiantes entenderian y recordarian mejor los diversos concep-
tos involucrados si a estos se los presenta de manera grafica y su resolucion ldgica
completay detallada. Juntos redactaron notas para la catedra de Solidos Il a las que
afiadieron problemas y pronto tuvieron en sus manos su primer libro titulado
"Resistencia de Materiales Flexion”.

Sinembargo, el interés de ellos por aportar en la ensenanza de los cursos basicos 15
profesionalizantes (Solidos | y Solidos Il) de mecanica no ha menguado, y porello
comenzaron a trabajar en el presente libro titulado "Resistencia de Materiales Teoria
y Ejercicios”, este libro ha sido completamente editado de nuevo para hacerlo de
lectura mas sencilla, se ha corregido, mejorado y reelaborado cuidadosamente
todas las figuras para aumentar su claridad y precision.
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